
Ü s
5;'.;.' '

:W
-4L.

mm
3, ia

mm

m

' - i:
i

IPÉtr

E Ií1
1 a S' m

mm :

.Ï %
ff| >

*#1
ifi“«

gpgsÄH: m
1

¡¡111
$:

■pjäji
*SS?

,
SS V

288,3^
i



■

;
-

1

rmr aII;

$?%
¥:
ÊBü
■i?

1

.

k ^ ]

V 
V.

I



: n
I;

. :

:

1

I i'

K



1*«

fl&
Sl

’T
'ft

SI
 F

er

Im
m

h
h

h
h

m
m

h
h

h
h

h



GALILEI
FÜZETEK
j288375j

DIENES PÁL

VALÓSÁG ÉS 
MATEMATIKA

11-14. SZ. 6. EZER. ÁRA 60 Fill

SIHALACtogl

äSKIADASASäl

* >



A Galilei Füzetek célja a természettudományok, a társadalomtudomá­
nyok, a modem filozófia eredményeinek népszerű ismertetése. Első­
sorban azt az ismeretanyagot igyekeznek felölelni, melyet a középiskola 
hiányosan vagy elferdítve közöl vagy teljesen elhallgat.

A Galilei Füzetek minden egyes száma valamely ismeretkör bevezető, 
összefoglaló tájékoztatóját adja és alkalmas további behatóbb specialis 
tanulmányok előkészítésére.

A Galilei Füzetek egyszerű, világos, vonzó modorban vannak írva. 
32—64 lapnyi terjedelemben, 2—3 füzetenként jelennek meg, úgy hogy 
lehetőleg minden hónapra egy szám megjelenése essék.

Egyes szám ára 30 fillér. Minden további szám 10 fillér.
Az eddig megjelent fűzetek : 1. A történelmi materializmus I. (ismerte­

tés). Irta dr. Fazekas Sándor és dr. Székely Artur. 2. A származástan 
mai állása. Irta dr. Kende Zsigmond. 3. A vallás keletkezése. Irta dr. Rubin 
László. 4. Az uj világszemlélet. Irta dr. Lóránd Jenő. 5—6. Bevezető az 
élet kémiájába. Irta Strophantus. 7. és 8. A mai lélektan főbb irányai I. és II. 
Irta dr. Dienes Valéria. 9—10. Az anyag szerkezete. Irta Szántó Hugó. 11—14. 
Valóság és matematika. Irta dr. Dienes Pál egyetemi m.-tanár. A gyűjtemény 
legközelebbi számai a kővetkező kérdésekkel fognak foglalkozni: A történelmi 
materializmus II. (értékelés és kritika). Biológiai alapfogalmak. Bevezető a köz­
gazdaságba. Ezenkivül az alább felsorolt tárgyakról szóló füzetek kiadása 
van tervbe véve :

I. A természettudományok köréből.
A tudományos teremtéstörténet. 
A föld fejlődése.
Az energetika elemei.
Az energia körforgása. 
Elektromos sugárzások 
Radioaktivitás.
Az élet keletkezése.

A biológia fontosabb problémái. 
Vitaiizmus és mechanizmus.
A célszerűség a természetben.
Az emberi test szerkezete, működése. 
A baktériumok világa.
Nemi betegségek.
Az ember egyéni és faji fejlődése.

II. A szociológia köréből.
Az állam.
A nőkérdés.
Fejezetek a magyar történelemből 

a történelmi materializmus meg­
világításában.

A munkásmozgalmak és a szocia- Fejezetek a világtörténelemből a 
lizmus.

A család fejlődése.

Bevezető a szociológiába.
Az emberi társadalom kialakulása. 
Társadalmi fejlődés.
Az emberi gazdálkodás fejlődése. 
A tőkés termelés.

történelmi materializmus meg­
világításában.

III. A világszemléleti ismeretek és a filozófia köréből.
Modern bibliakritika.
A vallás mint világszemlélet.
A tudományos világszemlélet.
A tudomány kialakulása és fejlődése 
A tudományos módszer.
A cél és okság kritikája.
A természetbölcselet elemei.

Filozófiai alapfogalmak.
A régi filozófia kritikája. 
A bölcselet újabb irányai. 
Test és lélek.
Determinizmus és indeterminizmus. 
Lélekelemzés.
A monizmus.

Kiadja a Haladás könyvhiadávállalat Budapest, V, Széctienyi-utca 10. sí. íeleton 42—53.
A címlap rajza Quittner Károlytól való.
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Előszó.
Ez a füzet nem azoknak van szánva, akik a felsőbb 

matematika számolóeszközeinek használatába akarják 
begyakorolni magukat, erre már vannak jól megirt 
füzetek és könyvek magyar nyelven is, hanem azok­
nak, akik az emberi tudás e legprecízebb, legkidol­
gozottabb és egyszersmind legemberibb ágának fo­
galmi alkatára és problémáira kiváncsiak. Magukat 
az alapvető fogalmakat szedjük itt majd széjjel 
avégett, hogy összerakásukat, egymásbaszövődésüket 
és valósággyökereiket lehető élesen kipécézhessük.
E célnak megfelelőleg nincs is e füzetben semmiféle 
műveletszabály, sem kiszámításra váró feladat, tehát 
az olvasótól nem kíván semmiféle számolásbeli kész­
séget, sőt előleges matematikai ismereteket sem. Csak 
a tizes számrendszerben felirt számok kezelésmódját 
tételezi fel ismeretesnek, ezenfelül csupán igen komoly ‘ 
és egyetlen részletet ki nem felejtő, feszült figyelmet 
kivan. Aki ezt a tárgyhoz pontosan illeszkedő figyel­
met rászánja erre az olvasmányra (ideértve az össze­
vontabb helyeken mondottaknak számbeli kiírását 
vagy lerajzolását is), azt e füzetke végigvezeti a 
közönséges egész számoktól indulva a matematika 
legfontosabb utjain es egy-két legkönnyebben meg­
közelíthető kilátónál, nyílt problémánál, még bejárat- 
lan területekre is bepillantást nyújt munkája fejében. 
De dolgoznia kell : oly, óriási, századok megfeszített 
munkájából fakadó szellemi kincset, mint a mate­
matika, kényelmesen, futtában való olvasással még 
távolról és nagy vonásokban sem lehet megpillantani. 

Budapest, 1913 október hó.
Dienes Pdl.
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I. Fejezet.

Egész és törtszám.
A mennyiségtan kivételes helyzete.

A mennyiségtan helyzete a tudományok között 
egészen sajátságos. Megállapított igazságai annyira 
biztosak, hogy bennök még a bölcselkedők sem igen 
szoütak kételkedni. Szeretnek tehát a pontos termé­
szettudományok közé sorolni, annál is inkább, mint­
hogy ezek, különösen a csillagászat, természettan, 
yeSytan stb. lépten-nyomon felhasználják eredményeit 
és módszereit. Semmi esetre sem vagyunk hajlandók 
a pontossággal éppen nem dicsekedő történeti vagy 
szellemi tudományok közzé iktatni. Egy különös körül­
ménynél fogva azonban mégsem tudjuk fentartás 
nélkül egy kalap alá szorítani pl. a természettannal. 
Úgy latszik ugyanis, hogy a mennyiségtan nem szól 
a természetről, a tárgyak valóságos eseményeiről, 
amiknek törvényszerűségeit meg éppen a természet- 
tudományok kutatják. Hogy a másodfokú egyenletnek 
hogyan keresem ki a gyökeit, az közvetlen vonatkozás­
ban nem áll semmiféle tényleges természeti tünemény­
nyel. Innen van az az elterjedt hiedelem, hogy a 

nyiségtan inkább légvár, mint erődítmény s éppen 
megfoghatatlansága az ereje. A természettanhoz ké­
pest mintha semmit se markolna.

a bizonytalanságnak, amit különben majd 
mindenki érezhetett középiskolai pályafutása alatt, az 
° cai nom egészen hiúak. Hiszen a íantervbe bevett 
a Jpobrarészlet annyira nem jellemzi azt az óriási szellemi 
tőkét, mit matematika név alá a legerősebb gondolkodó 
fők összehordtak. Még az alapvető fogalmak
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> t
ismerését sem teszi lehetségessé. Megkíséreljük ebben 
a kis füzetben lehetőleg közvetlen úton-módon, fő­
fogalmainak boncolásával vázolni azt a gondolatrend­
szert, minek kiépítéséhez legelőbb fogott hozzá az 
ember esze s el is ért már benne valami maradandót, 
értjük a mennyiség tudományát, mit mint minden logikai 
egészet csodálatosképen nem részeiből összerakva, 
hanem ellenkezőleg, folyton az egészet vázolva s a 
vázlatot folyton fejlesztve lehet csak igaz ismerősünkké 
tennünk. Közben igyekszünk majd mindenütt rámutatni 
tudományunk valóságelemeire, még pedig nem csupán 
a kiinduló helyeknél, hanem a szerkezeti sajátossá­
gokban is. így majd némileg megérezhetjük, hogy a 
mennyiség aác-jéből készült bonyolult jelrendszerünk 
a legtökéletesebb valóságnyelv. Az eseménygördülé- 
sek tényleges meghatározásánál nincs ugyan szava, 
belső megismerésük azonban általa válik lehetségessé. 
A fizikai okhálózatból kiesik, de a szálak bogozódá- 
sát csakis vele követhetjük.

A tárgyak a világban egymás által és mégis 
külön vannak.

Első dolgunk röviden vázolni a tárgyi világnak azt az 
arculatját, amit éppen a mennyiség fogalma igyekszik 
visszatükrözni. A természettudományoknak a maguk 
összességében nincsen talán mélyebbre szántó általá­
nos eredménye, mint az, hogy a tárgyak minden tu­
lajdonságát a többi tárgy határozza meg. így például 
a kő súlya nem valami ráragadt, őt jellemző minőség, 
mert a holdon vagy a napban egészen megváltozna 
s ha a kődarab egyedül lenne, súlyáról semmikép se 
beszélhetnénk. Még világosabban látszik ez a színek­
nél és hangoknál. Hogy a fotelem sötétvörös, az csak 
jelezni kíván egész sor változást : napfényben világos, 
árnyékba eső része sötét, néhol egész fehér, másutt

j
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> t rózsaszín vagy feketés, amilyenné válik az egész fél­
homályban. Világító test kell tehát, meg még sok 
más külső feltétel teljesülése ahhoz, hogy a tárgynak 
meglegyen valaminő színessége. Es ugyanígy áll a 
dolog a tárgyak bensőbb eseményeinél is. Például az 
erőkifejtésnek értelme sincs szembenálló, tehát külső 
meghatározó nélkül. (Gondoljunk Newton harmadik 
törvényére, miszerint a hatás mindig ugyanakkora 
ellenhatással jár együtt.) Már pedig erőhatásnak kép­
zeljük az összes mozgás, hő, elektromágneses, sőt 
vegyi és szervezeti történéseket is. Faraday, a leg­
nagyobb kísérletező a fizikusok között, megmondta 
már, hogy igazában minden atom mindenütt van, ahol 
hat s igy betölti a világot. Elhatárolásuk tapintás út­
ján önkényes, mert igy csak egy hatást tekintünk a 
sok közzül, amit a test kifejt. Az egyes tárgy mibenléte 
tehát a környező világ erőhatásainak rajta történt össze- 
üerödése. O maga is belejátszik mivolt)ának meghatá­
rozásába, de csak olyformán, hogy felel a rátörő ha­
tásokra, még pedig sokszor nagyon különböző erőket 
egyesitő egységes magatartással, minéműséggel. Épp 
ebben és csakis ebben mutatja meg, hogy milyen. 
Az eleven test, ebből a szempontból kiindulva, abban 
különbözik
is tud, célja, szempontja van, mi miatt az eredmény 
számára többé nem közömbös. Nem akar minden 
áron érvényesülni az eredőben mint alkotó rész. Ha 
az alakulás nem kedve szerint folyik, gátolni törekszik 
az egész esemény létrejöttét : nem cselekszik.

Az egyes tárgyak nem külön valóságok tehát. Mint 
valók, levők egymásba kapcsoltak, egymást megha­
tározók. A természetkutató előtt a világ szövevényes 
egymásrahatás, erőhálózat, hol az egyes a sok által, 
némileg azonban azzal szemben jut csak létezéshez, 
megjelenéshez.
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Ez azonban 
semilyen módon 
maga egyáltalán

nem azt mondja, hogy az egyes tárgy 
külön. Azért, hogy ő egy-

, . ..... lehet* mégis, mikor a többi
segítségévéi van külön egyén is, a maga sajátos felelés- 
modjavai a többi tárgyból eredő hatásokra, a maga 
hatáskörevei a körötte alakuló folyamatokra. Hiszen 
maga az ero is ilyen elemi egyén s igy, ha egyének 
nem lennenek, a világ — legalább is mint fizikai 
megje*enes, mint tünemény — nem lenne.

' . d
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b,
b,Egész szám.
mAz egyén és a minden e különös kap­

csolatát itt nem boncoljuk tovább, mert a 
számfogalom jelentése leginkább abból 

az előbb említett tényből ered, hogy sok hatás vál- 
hatik eggye s hogy egyetlen felelő hatás számtalan 
aikoto megindulás összeolvasztása. Összefogni, egye­
sítem többet s érezni, hogy az egységes összefogás­
ban a részek tovább is fenmaradnak, ez az egész 
szám. Hét tárgy például, mint csomó, egy, aminek 
mint ily hetes csomónak külön sajátságai vannak. 
A csomossaga, számossága egyéni, egyetlenegy. Más- 
reszt eppen azért hét s nem egy, mert csomó, mert 
tagokból, részekből all. Egy és mégse egy — mint 
minden valósággal levő a világon. A szám nem fejti 
meg ezt a tényleg mindenütt jelenlevő rejtvényszerü- 
seget csak jelzi gondolatunknak, szimbolizálja azt 
egyetlen jelrendszerrel s épp ebből vesszük észre, hogy 
ugyanez a különösség fordul elő számtalan esetben.
l"kki vISr?eroSUnk¥* megértetté, ami eszünknek 

előbb talan furcsa volt. Az egész szám tehát elsősorban 
a dolgok összenőtt s mégis külön életének jelképes gondo- 
a a. A szám igy a legáltalánosabb forma, amiben a 

tényleges valóságot gondolnunk kell. Ugyanis magát 
a puszta levést, ténylegességet sem lehet végiggon-

taEgész szám 
és oalóság. SZ
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- do,lni sokszerüség és egybetartozás, egység nélkül, de 
még ha lehetne is, a már ténylegesen jelentkező való- 
S%ë. ~T ,mint1 énünk eseményei vagy a fizikai
világ bármely folyamata okvetlen „több és mégis 
egy; tagozódású. Az egész számok a „több és mégis 
egy > ”egy és mégis több“ általános világtagozódást jelzik 
Lzert alkalmazható — legalább elvben — a tényleges 
világ minden tüneményére a szám fogalma. Minden- 
ufr rr egy pillanatra egynek gondolunk, lehet töb­
bet felfedezni ; ezeket hívjuk részeknek. Másrészt bár­
melyik csoportj

gy
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tüneményeknek mutathat együvé- 
tartozast, egységet. A világ azonban még sem puszta 
szambeliség. Például a lelki tüneményekben kifeje­
zésre jut olyasvalami is, amire a szám éppenséggel 
nem illik: a választás, eldöntés folyamatába rejtőző

•nar?*„ anS*?,\ ,a ”nem kész“, a „még sokfélévé 
valhato , az elő-ható lehetőség. Ezért hangsúlyoztuk 
fentebb, hogy a szám a ténylegesre, a már adottra, 
keszre vonatkozik s nem magára a valamivé válásra.

Ezek a meggondolások, mik a szám­
fogalom valósággyökerére igyekeztek 

—J rámutatni, nem mondhattak még sem- 
az egész számnak, mint jelrendszernek saját­

ságairól. Pedig csak ott kezdődik a matematika 
meg az elemi iskoláé is , mikor a valóságra rá 

se hederitve,^ magának a jelrendszernek önmagából 
fakadó rejtvényeit kezdjük fejtegetni. Ilyen már a 
szorzotabla (egyszeregy) összeállítása is. Egyáltalá­
ban nem hivatkozunk itt semmi külső valóságra, ha- 

_ azzal, hogy bármeddig el tudunk szaladni a jel- 
rendszerben (t. i. az egész számok sorában), meg­
állapítjuk előbb az összeadás szabályait, majd ezekből 
a szabályokból a szorzáséit. Ezért érezzük sokszor, 

ogy mihelyt matematizálni kezdünk kicsúszik a talaj 
a lábunk alól. Pedig
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talajra, mert szükségtelen. Ebből a szempontból meg­
ítélve, a nyelvtudományhoz is szokták hasonlítani a 
mennyiségtant. A nyelv is jelhalmaz és a nyelvtudo­
mány eme jelhalmaz sajátosságaival foglalkozik. Van 
tehát némi hasonlatosság, de ez nagyon sántít. Két 
okból. Először is a nyelvet alkotó jelek, a szavak 
alkotnak igazi rendszer-1. Az egyes tárgyak, esemé­
nyek, érzések külön-külön sugalltak az embernek 
valamilyen hangot, jelet, mit hogy úgy mondjuk erő­
szakosan, önkényesen kapcsolt külső megfelelőjéhez. 
Mutatja ezt a nyelvek sokfélesége is. Ami rend 
benne, azt később hozta létre az utánzás (minden 
igét önkéntelenül egyformán ragozunk), az egysze­
rűsítés és takarékosság. Az egész szám ellenben maga 
a megtestesült rend már kezdeteiben is. Másrészt a 
mód, ahogyan a szavak összefüggenek a valósággal, 
nem jelent ki semmi fontosat magáról a valóságról, 
mig a mennyiségielek annak legáltalánosabb s egyik 
legmélyebb tulajdonságát szemléltetik. Ezért oly mér­
hetetlenül hatalmas eszköz a matematika a természet­
kutató kezében, mig a nyelv megmarad leíró 
szám szerepénél. Viszont ugyanezért a határozatlan­
ságért van a nyelvnek művészete is — az irodalom — 
míg a mennyiségjeleknek éppen szigorú rendszerűsé­
gük miatt csak tudományuk lehet.
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■----- ------ 7----- ------ Az egész számnak mint jelrend-
mZnijwSá“; =z.e™.?1í önmagából előálló rejtvényei 
végtelenség gondolata, kozott legrejtelyesebb a vegtelensege.

Éppen a rendszer szerkezeténél fogva 
— ami, ismételjük, a továbbszámlálásból áll — a jel­
sereg kimeríthetetlen. Az utolsónak mondott jel után a 
képezési törvény szerint még mondok egyet, ami még 
nem lehetett az utolsó előtt, tudniillik eggyel tovább 
számlálok. A továbbszámlálás tehát, ha akarjuk, ha 
nem, egy csapásra minden tagot megad és ténylege-
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eg- sen egyszerre előállítani mégse tudjuk őket. Ugyanis 
nem lehet a rendszert úgy kibontani egyes tagjaira, 
hogy azok mind a maguk teljes egyéni mivoltá­
ban egyszerre megjelenjenek, mert akárhányat al­
kottam is, mindig marad még alkotni való s azért az 
egyes tagok mégis a legszigorúbb teljességgel meg 
vannak határozva, egymástól elkülönítve. Mindeniket 
ismerem, mégsem állíthatom elő valamennyit. Ez a 
matematika legcsodálatosabb ténye. Csaknem minden fel­
adatába befurakodik s mindenütt ez képezi a kérdés 
bibéjét. Az egész úgynevezett felsőbb mennyiségtant 
az jellemzi legjobban, hogy szántszándékkal nekimegy 
ennek a csodának és megpróbálja, ha nem is meg­
érteni, legalább kezelni. A fentebb mondottakból nyil­
vánvaló, hogy ez a kényelmetlen tényállás, ami annyi 
fejtörést okozott már a legokosabb embereknek, nem 
onnan ered, mintha a jelrendszer — mit ezután szám­
nak fogunk emlegetni — nem sikerült volna. Hiszen 
egyszerűen kifejezi jelekben, a rendszer és a tagok 
szembeállitásával a világ együvétartozásának és az 
egyén külön mivoltának ellentétét. Mutatja ezt külön­
ben utólagosan a felsőbb mennyiségtan mélységes 
sikere is a természeti tünemények pontos megfogá­
sában. Szerkezeti hiba bajosan járhatna ilyen ered­
ményességgel. Látjuk tehát, hogy nemcsak kiindulá­
sában, hanem feladatai, kérdései alakulásában is meny­
nyire valóság-nyomon halad a matematika.

Az egész számok általános vizsgálatát 
Cantor, német matematikus, űzte legmesz- 
szebb s jutott igy el a legkülönösebb ered­

ményekhez, mikor megállapította a végesentúli (trans­
finit) egész számok fogalmát. Íme az okoskodása. Az 
egész szám azt jelenti, hogy valahonnan kiindulva 
megteszek egy újabb jelt éppen utána jövő egész 
számnak s ezt csinálom vég nélkül. Képzeljük most
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mar el, hogy az első nekifogással ily módon megvan 
mar fgytol kezdve valamennyi egész szám : száz, ezer, 
millió, billió stb A másik nekifogáskor ugyanaz a 
kepezesi elv - hogy tudniillik előveszek egy újabb 
jeh s azt nagyobbnak teszem meg valamennyi előzőnél 

oly m (mondd: ómega) betűvel jelölt számot fog adni 
mi egyresz az egész számok előre elfogadott képezési
elve szerint készült másrészt a meghatározása szerint túl 
van valamennyi közönséges, azaz véges nagyságú
ffelk sza1m£on-,Ez az első végesentúli egész szám. 
Újabb nekifogas megadja <*> +1, œ + 2, . . . 8tb véd­
telen sorozatot csupa végesentúli egész számokból és 
így tovább. Egyszerű téri ábrázolás mutatja, hogy ez 
a tréfásnak feltűnhető gondolatjáték mennyi valóságot 
tud kifejezni a világnak arról az arculatjáról, tudniillik 
a reszek egymásra vonatkozásáról, a rendről, mit a 
matematika van hivatva szemléltetni. Vegyünk elő 
két centi hosszú egyenes vonalat s vegyük szemügyr'e 
rajta azokat a pontokat, amelyek a 0-tól számítva
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1+t1+* eg
sé

o, i, 11. .
isr

. . . stb. távolságra esnek. Csatoljuk nan *
még a' .í.j. , a 0-tól 1, 1 + 1, 1+1 stb. távolra esőket
es proba juk meg ezeket legtermészetesebb rendben, 
nagyságuk szerint felsorolni. Első lesz a 0, 2-ik az í,

3-ik a i, stb. ; w-edik az —, hol n valamelyik, külön-

ben bármeíyik, egész szám helyett áll (n a numerus 
szó kezdőbetűjére emlékeztet). Annyit mond ez, hogy a 
vizsgáit pont annyiadik a sorrendben, amekkora egész 
szám a nevezője. Hányadik most már az 1 ? Túl van
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valamennyin, nagyobb mindegyik egész-számúadik- 
nál. A vizsgált ponthalmazban az 1, nagyságrend sze­
rint az ro-adik. Az 1 + í az 03 + 1-edik, és igy tovább. 
Az œ jel nyílt vagy rejtett használata nélkül 
lehetne a megadott pontok (illetve távolságok) 
ságrendjét szemléltetni.

zan
:er,
: a
tbb nem is 

nagy-nél
Ini,
ési
túl Törtszám.
gú

Az egész számok csupa egészek- 
- bői rakódnak össze, bennök még 

jut eléggé kifejezésre az a

m. Törtszám és valóság
íg-

tény, hogy maga az 
egységül vett sem különb a belőle összerakottaknál, 
azaz hogy ő is részekből állónak tekinthető. Ezt szem­
léltetik részletesen a törtszámok : í, í, I, i, f............

és nem
ez
rőt
lik

általában — hol m is, n is bármelyik egész szám lehet.a
gy

A nevező megnevezi a felosztásmódot, hogy például 
4 felé osztandó, a számláló megmutatja, hogy az igy 
képzett részekből hányat kell összeszámlálnunk. Az 
M egyelőre kisebb, mint az n, jelekben, m<n, vagy 
egyenlők s ekkor az értelmezés szerint újra az egy­
séget magát kapjuk, mert a gondolt felosztás után 
ismét összeszedjük valamennyi részt. A törtszámok­
nak, mint mennyiségtani lényeknek (ez alatt magát 
a jelrendszert értjük valóság-vonatkozás nélkül) meg­
oldásra váró feladatai pedig onnan erednek, hogy 
minden egész szám egység is lévén, arra is alkal­
mazandó az £, í, I, í, . . . stb. felosztásmód s igy 
megvizsgálandóvá válik, mi is történik akkor, ha az 
egész számot a maga teljes értelmében gondolom el, 
tudniillik egyidőben mint egységet és mint többséget 

szemügyre. Hogyan kell példáúl kifejeznem 
a nyolc felezését, ha nemcsak arra akarok gondolni, 
hogy a nyolc valami és ennek felét jelzem (ekkor
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megmaradnék a nyolc fele, mondjuk I kifejezésnél), 
hanem arra is, hogy az a valami, amire gondolok, 
nyolc egységből áll? Ekkor juthatok csak el ahhoz 
az eredményhez, hogy a nyolc fele éppen 4, jelekben 
I — 4. Ez az egyenlet nem hiú tehát, azaz nem azt 
mondja, hogy A—A, hanem érdekes összefüggést 
fejez ki két lehetséges felosztás között.

Bármelyik felosztás után továbbá az eredményt 
újra egységnek is kell gondolnom, mert valaminő fel­
osztással nyert részekből — tehát ha akarom, egy­
ségekből — valahányat összefoglaltam s igy ugyan­
azt műveltem, mint mikor egész számot képeztem, 
tehát folytathatom rajta a felosztást. Bonyolult fel­
adatok ezek az elemi iskolásoknak, amiket 
ők oldanak meg, hanem a törtszámokra megállapí­
tott, négy alapművelet: összeadás, kivonás, szorzás, 
osztás intéz el rövidesen, gépiesen és végérvényesen. 
Itt kezd bonyolódni a mennyiségtan gépezete s viszont 
itt tűnik ki legegyszerűbben hatalma is. Mennyivel 
egyszerűbb és biztosabb a jelek kezelése — pár, 
kivételt nem ismerő rövid szabály — mint maguk­
nak az egymásra halmozott felosztásoknak elgondo­
lása. S mivel az igy alkotott jelrendszer éppen szerkeze­
tével sem többet, 
ság egyik alapformáját, az egység-többség egyidejű meg­
valósulását, a szerkezeti sajátosságok is egytöl-egyig való­
ság jelentésüek lesznek. Nem kell félnünk, hogy vissza 
nem néző, önmagukból merítő mennyiségtani felada­
tok tovafüzése elterelhet bennünket a valótól. Nem, 
mert annak egyik igazi megjelenésmódja lüktet tovább 
bonyolult gondolatjárásainkban.

A törtszámokat ráképzelhetjük az egye­
nes vonalra. Kezdőpontot veszünk fel az 
egyenesen (0) s onnan jobbra felmérjük 

az 1-et (például a centimétert választva egységnek), a 2,

3,
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2. ábra.

3, . . . egész számokat, majd közibük az i, £,&,.. . 
valamennyi törtet. így minden egész és törtszámnak 
lesz helye s jelzik helyük távolságát a kezdőponttól. 
Az egyenest sűrűn ellepik, mert adott tizedestörthöz 
mindig van tőle csakis nagyon távoli tizedesj egyben 
s igy akármilyen kevéssé különböző másik szám.

Valamint a törtszámok a lehetséges 
felosztások jelhalmaza, éppúgy a nega­

tiv számok a lehetséges kivonásoknak összeadástól 
független jelzései. A —12 jel annyit mond, hogy, ha 
majd lehet és kell, 12-vel kevesbítünk ; jelez tehát 
például 12 kor. adósságot. A —12 + 8 jel szerint már 
csak 4 marad levonandó, tehát —12 + 8 = 4. Haszná­
lati szabályai közül csak azt említjük meg, hogyha 
a levonandó maga is negativ szám, akkor levonása 
abban áll, hogy pozitívvá lesz. Például —8 előfor­
dulhat — (10 — 2) alakban, vagyis úgy, hogy előbb 
+ 10-et, azután — 2-t kell levonni. Ha pl. az első tag 
egyelőre ismeretlen, X, s csak később derül ki, hogy 
épen 10 : — (X — 2). A + 10 levonva —10, a —2 levonva 
+ 2 lesz, mert a levonandó nyolcat úgy foghatom fel, 
hogy előbb veszek levonandó 10-et (—10), most azonban 
sokat vontam le s igy a kettőt hozzáadandóúl, azaz + jel­
lel kell már vennem ; tehát — (10—2)=—10 + 2=—8. Innen 
van az a szabály, hogy negativ szám szorozva negativ 
számmal pozitivot ad. Természetesen törtszám is lehet 
levonandó s igy vannak negativ törtszámok is. A negativ 
számokat az egyenesen a kezdőponttól balra képzeljük.

Nézzük meg még, hol bujkál itt a 
végtelen s micsoda uj feladatokra 

hivja ki a dacos észt. A törtszámokat kétfélekép is

Negatio szám. |

Végleten tizedestört.
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jelöljük: — alakban, ezt közönséges törtnek hívjuk, és

tizedestört alakban. E két jelzésmód megfeleltetésé- 
nel lep fel legelőször a vegtelen. Egyelőre nagyon 
szerény formában, csakis a jelek felírásában. Ugyanis 
a Î alakból úgy megyünk át tizedestört alakba, hogy 
a 8-at osztjuk szabály szerint 5-tel: f = 8: 5 = 1*6. Ha 
ugyanezt megtesszük például ¿-del, akkor egészül 0-t
kapunk, tizedesül pedig folyton egyet: ¿ = 01111...........
ugyanígy ¿ = 0*3333 . ..., stb. Némelyik közönséges tört­
nek tizedestört alakja végtelen sok számjegyből áll, 
vegtelen hosszú tizedestörtet alkot. Megjegyzendő, 
hogy minden végtelensége dacára az ilyen tizedes­
törtet fenékig ismerjük, hajszálnyi határozatlanság 
vagy titokzatosság sincs benne.

A végtelen tizedestört tovább vezet 
a tetszésszerinti megközelítés fogalmá­
hoz. Bárhol szakítom is meg a 0*1111 .... 

számjelben az egyesek Írását, az igy nyert véges 
tizedestört nem lesz éppen ¿, azonban 
attól nagyon különbözni, mert az 1: 9 osztás keresz­
tülvitelekor például a hatodik 1-es felírása után a 
maradék, ami ezután kerülne újabb kilencedelésre,

Tetszésszerinti 
megközelítés.

is fognem

csak Ha tehát olyasmi felosztásáról van szó
1000000 *

(1 koronáról), aminek a milliomodrészét már úgy sem 
tudom megvalósítani, akkor mondhatom, hogy meg­
közelítőleg (itt 6 tizedes pontosságig) ¿ = 0111111. Ami 
ebben a matematikusnak érdekes, az az, hogy 
megközelítés teljesen tetszésszerinti pontosságig vihető, 
és mindegyik esetben már előre egész pontosan 
tudom, mekkora hibát követek el. Magát ezt a foly­
ton fokozódó megközelítést megint keresztül-kasúl 
tökéletes szigorúsággal ismerem, bár ez is végtelenbe 
menő felsorolást igényel, mint az egész számok sora.

ez a
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Mivel pedig a végtelen tizedestörtet magát egészen 
úgy sem tudom felírni, legegyszerűbben úgy fejezhe­
tem ki az » = 01111 ... . egyenlet tartalmát, ha azt 

aZ nélkül megközelíti a 0*1,
0 11, 0111, 0*1111,.... (1) véges tizedestörtekből álló szám- 
halmaz. Az osztás, amellyel a 01111.... alakhoz jutunk, 
közvetlenül szintén csak ezt a megközelítést adja.

Szögezzük le jól a most tapasztal- 
taltakat. Folyton nagyobb és nagyobb 

, , véges tizedestörtek végnélküli soro­
zata határozott szám (a példánkban i) felé tart s a 
sorozat tagjainak nagyobbodás módja pontosan meg­
határozza ezt a számot és csakis ezt. Rögzítsük meg 
a cetszesszerinti megközelités tisztán mennyiségi fo- 
galmat ten kepben. Vegyünk elő 1 cm hosszú egyenest 
es felezzük meg. Az Így keletkező két félcenti darabból 
tartsuk meg a baloldalit, a jobboldalit pedig felezzük 
meg újra s a negyedcenti hosszú balfelét adjuk hozzá
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2, az előbb megtartott félcentis darabhoz. A hátrama­
radó negyedcentiVel (amelyik f-tőí 1-ig terjed) járjunk 
el ugyanígy és igy tovább. Megkapjuk igy a

h Í+ í, i + í + i, í + í + i + TS,........

számsorozatot, mit nagyon könnyen átírhatunk véges 
tizedesWtoakkba. mert a nevezők mind 2 hatványai:

A ten szemléletből világos, hogy ezek a számok 

folyton nagyobbodva éppen az 1-et közelítik meg. Az 
(I; sorozat is eppen igy szemléltethető, csak ott nem 
elezm kell az 1 cm hosszat, hanem tizfelé osztani 

s csak egy részt tartani meg, igy kapjuk 0*1 tagot;
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majd az tV hosszú darabkát osztjuk ismét tiz részre 
s tartunk meg belőle egyet és igy tovább.

A végtelen tehát itt mint határtalan 
oszthatóság jelentkezik. A jelenségeknek 
az a sokat emlegetett tulajdonsága, 

hogy egységességükben is sokszorosak nem függ a 
téri kiterjedés nagyságától, sem semmiféle más nagy­
ságtól. Komolyan véve, atom vagy elektron, mi — 
ha nem is térben —, de hatásaiban, tulajdonságaiban 
ne lenne bonyolult, tisztára képtelenség. Hiszen erő­
kifejtésére (például súlyára), színére stb., mindenére 
mások is befolynak s igy részenként is változhat. 
Különben a csupasz egy elgondolása egy irányba esik 
a mozdulatlanság, hatástalanság, a nem levő, 
elgondolásával. Látjuk, hogy a matematika

P«

sz
A végnélküli oszt­
hatóság gondolata. jei

tél
sz
an
n>
gé
tei
szí

f mia semmi 
mennyire

a valóságba igyekszik belelátni. Az „egy és mégis 
iöbb(í a világ általános megjelenésformája s igy bármire 
is alkalmazandó. A mindenütt érvényesülő többesség, 
az akármeddig vitt szétosztás gondolata a való­
ságból sarjadt s a mennyiség tudományában kike­
rülhetetlenül megvizsgálandó. A törtszám jelentősége 
a matematika fejlődésére éppen az, hogy a vég nélkül 
folytatható felosztás valóságsugallta gondolatát teljes 
tisztaságában tárja elénk. Ezt a mélységes gondolatot 
végig kell gondolnunk, ki kell bontanunk, hogy eszünk 
besurranhasson legtitkosabb redőibe is. Ez a nagy el­
gondolás a matematika.
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Végtelen számhalmazok. Határérték.

Feladatunk most már világosan áll 
előttünk. A következőkben a megoldó 

gondolatsor — ez a matematika — tagozódásának 
főbb vonalain siklunk végig. Elsőbben is ahhoz kell 
hozzászoknunk, hogy végtelen sok számból álló hal­
mazt is kimerítő pontossággal meg tudunk adni. így
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például az (1) sorozatot vagy pedig az — (n egész 

szám) alakú valódi törlek halmazát. Az épp most

izre

ilan 
nek 
iga, 
g a 
gy-

jelzett^- forma. vagy mondjuk inkább képezési törvény

tényleg eldönthetővé teszi, hogy bármelyik adott tört­
szám benne van-e a halmazban vagy sem, másrészt 
annyi tagot és azt a tagot képezhetjük vele, ameny- 
nyit s amelyiket csak akarjuk. A képezési törvényt 
gépnek tekinthetjük, a halmaz tagjai ekkor ennek 
termékei lesznek. Azzal tartom össze a végtelen sok 

* számot, hogy tudom hogyan kell képeznem bármelyiket,

Dan
erő­
ére
iát.
;sik
írni
dre
égis
nire
¡ég,
iló-

f mindegyiket. Ilyen képezési törvény például : ——

(n sorban — 1, — 2, — 3, . . . stb.) ; ennek első tagjai :
3n+]
—fi— (w==1> 2, 3....0®);0, i, a, I, I, . . . Vagy pedig: :

ennek kezdő tagjai: 4, î, V, $s, . . . Könnyebben át-
ke- tekinthető halmaz, ha képezési törvényét 3 + — 

alakba írom. Nem érdektelen még az--------
Ö fi

ez a
égé *

kül halmaz sem,

hol a ± azt jelenti, hogy mikor n helyébe valamelyik
h egész számot írom, mindig két tagot kapok —+ ^ és

n n
tagokat. Tekinthető -------  és--------halmazok egyesi-

, n n
tesenek is.

Ijes
ltot
ink n— 1
el­

áll Vegyük most szorosabb vizsgálat alá az 
egyetlen, 0, tagból álló és a már említett

Elkülöníthető tag.
ldó
iák ~ halmazok egyesítéséből keletkező ^0,

halmazt.

Néhány tagját 4. ábránk téri képben is mutatja. Azt 
állítjuk, hogy a halmaz nem minden számának

cell
íal-
Igy egy-
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4. ábra.

a most vizsgált halmazból. Mert a í-től jobbra-balra 
menve, például: A-del (i — A-től í + To-ig), oly szám­
közt jelölünk ki, melyben a i egyedül van, pontosab­
ban : melyben a vizsgáit halmaznak már nincs másik 
száma. Az ilyen tagra azt mondjuk, hogy ez a 
maznak különálló, jobban mondva a többitől szám­
közzel elkülöníthető tagja. Láthatólag ilyen a vizsgált

azaz valamennyi az 0-t

hal­

halmaz minden — alakú tagja,n
között fekszik

akármi is n, mert a halmaz tagjai fogyva következnek 
egymásra. Ha tehát n nagyon nagy (például 1000000),

akkor a számköz

kivéve. Ugyanis — okvetlen------ r ésn n+1 n — 1

kicsiny ^ )- nagyonazaz 1000000
1 /az — In \

)is nagyon kicsiny, melyben

gában van. Fontos azonban csak az, hogy elkülönít­
hető a többi tagtól, Van olyan számköz, melyben a 
halmaznak másik száma már nincsen.

már ma-1000000

Próbáljuk meg ugyanezt a 0-sal. 
Ha a 0-tól jobbra balra például

-tói a 0-on át

El nem különíthető 
tag.

gyünk, ^
-dal me 1000000

számköz^ rögtön tudunk még
1000000

1
-ig tart igy a1000000

forma a szerepe. Vegyük elő ugyanis például az i-et. 
Láttuk ugyan, hogy a í-hez, mint minden törtszám­
hoz, akármilyen közel is van még törtszám, de nem

m<

kö

ah
mc

0-t
■< ►

lét
a $
kü
tue

v - A
í tos

bál
zár
ily<

ma

teh
len

az

zik

mii

azt

lön

= 1

den
bod
köz
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r-et.
ám-
nem

mondani olyan tagot, amelyik belől esik ezen a szám­

közön, például 1
s általában valamennyi —

1000001
alakú tört, hol az n nagyobb, mint 1000000. Ha meg­
mondják a számközt, amivel el akarják különíteni a

0-t a többi, alakú tagtól, magából a számköz szé-

alra
ám-
sab-
ásik

léből rögtön tudom, mily tagok esnek még okvetlenül 
a számköz belsejébe. Hiába igyekszem tehát a 0-t 
különválasztani bármilyen kicsiny számközzel, előre 
tudom, hogy ez a kísérlet csakis eredménytelen lehet. 
A 0 tehát halmazunknak valami különös tagja. Fon­
tossága is világos, mert körülötte — pontosabban: 
bármily piciny számközben, amelyik a 0-t magába 
zárja végtelen sok tagja van a halmaznak. Az 
ilyen tagot a többitől el

hal- -
ám-
gált

í

:0-t
különíthető tagnak, a hal­nem

űrűsödési helyének hívjuk. A ^0,szik

nek

halmaznak

tehát valamennyi tagja elkülöníthető, kivéve az egyet­
len 0-t, amelyik el nem különíthető tag. Világos, hogy

az - halmazra nézve, bár formailag bele nem tarto­

zik, a 0-nak épp oly fontossága, épp az a szerepe van, 
mint a ^0, — ^ halmazban. Ezért egyszerűség ked

azt is mondjuk, hogy a 0 az ^ halmaznak el nem kü­

löníthető tagja. Könnyen beláthatjuk, hogy az —

= 1 képezési törvénnyel megadott halmaznak is min­

den tagja elkülöníthető, mert a tagok folyton nagyob­
bodnak s igy akármelyik az előtte levő és utána jövő 
között egyedül van. Sűrűsödési helye pedig az 1, mit

máz s

00), .

köz

ma­
véért>nit- 

n a

-sah
Iául

át

még
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ha csatolunk a halmazunkhoz, az uj 

nak lesz szintén egyetlen el nem 

t. i. az 1. Az

halmaz- 

különithető tagja, 

halmaznak szintén az 1 az('■V)
3 W) _L I

egyetlen el nem különíthető tagja. A -------- -n
Általában G ± — halmaznál a c (c-nek különben bár-n
melyik egész vagy tört szám is választható).

Vannak azonban oly halmazok is, 
nem egy, hanem több el 

nem különíthető tag is van. Például

kettő van : a 0

-nél ez a3.

Hány el nem különít­
hető tag tartozhat egy melyekben 
halmazhoz ?

a ^0, , 1, egyesített halmazban

és az 1. Ugyanígy lehet olyformán összerakni a képe- 
zési törvényeket, hogy az újonnan előálló halmazban 
bármekkora (de véges) számú el nem különíthető tag 
legyen. Ezek kissé mesterkélt példáknak látszanak 
s igy adunk még egyet, amelyiknek ezt igazán nem 
lehet felróni. Nézzük a valódi törtek halmazát, vala­
mennyit. Ennek minden tagja ilyen el nem különíthető tag. 
Bármelyiket válasszuk ki ugyanis, nem lehet szám­
közzel kirekeszteni, mert mint láttuk (7. lap) akár­
milyen közel hozzá még mindig van másik törtszám.

Ha tehát például azt állitják, hogy í az í - “"tői 

i + —-ig terjedő számközben egyedül van, rögtön cá­

folhatok, amennyiben az \ + is törtszám és belől------- í isn + 1

esik. (Oda esik, ha m>n, minden \ ± — alakú törtszám,m

a
k
k
V

n
Sí
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azaz végtelen sok.) Az í-det nem lehet tehát el-
különíteni s ugyanezen okból egyiket sem. Az el ___
különíthető tagok száma változhat tehát a 0-tól a 
végtelenig. Véges számú tagból álló halmazban például 
nem lehet egy ily rendkívüli, el nem különíthető tag 
sem, mert az egyes tagok között kijelölhető legki­
sebb különbségük (távolságuk) s ezt véve számköz 
alkotónak jobbra-balra, bármelyik tagnál elérem, hogy 
a kijelölt számköz belsejében egyedül legyen.

A véges számból álló halmazokban nincs 
tehát el nem különíthető tag. Ezekhez szer­
kezetileg legközelebb állanak az olyan 

végtelen sok számból álló halmazok (röviden : vég­
telen számhalmazok), melyekben csak egy el 
különíthető tag van (a tag szót általánosabb értelem­
ben véve, mely szerint a sűrűsödési helyeket okvetlen 
tagoknak minősítjük). Az ily halmazok szerepe, hol a 
végtelen legegyszerűbb formájában jelenik meg, döntő 
jelentőségű abban a hatalmas fejlődésben, mit a matema­
tikai probléma-szövedék szálainak kifejtése elibénk tár.

Ezért van az ily halmazoknak és el nem különíthető 
tagjuknak külön, kényelmesen kezelhető szó- és Írás­
jelek. Magát a halmazt szabályos sorozatnak, sűrűsödési 
helyét pedig a szabályos sorozat határértéké-nek, limes­
ének mondjuk. Nemzetközi Írásjelekkel, például

Hm- — 0.
j n = ooW

hol — mint képezési törvény

végtelen számhalmazról van szó, melynek tagjai mind 
törtek, melyeknek számlálója 1, nevezője pedig 

valamelyik egész szám. Az n = co jelzés azt hang­
súlyozza, ^ hogy n helyébe be kell tenni valamennyi 
egész számot a végtelenig, hogy a halmazt egészen 
megkapjam. Ez a jelzés azért kell, mert sokszor

íaz-
nem

gja,

az

: a3.

bár-
Határérték.
Ltmes.

< IS,

o el
Iául nem

a 0

;pe-
ban
tag
nak
íem
ala-
tag.
áru­
kár­
ára.

. -*

-tői gondoltat, hogy ittarra
:■

cá-
azok a

elől

ám,
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több betű is van a képletben például x is, és ekkor 
meg kell mondanunk melyik betű helyére teendők 
be a számértékek, nehogy a felírás kétértelmű legyen. 
Végre a Mm azt jelenti, hogy nem a 
gondolni, hanem annak egyetlen sűrűsödési helyére. 
A (2) baloldalát tevő összetett kifejezés végeredmény­
ben egyetlen számot jelöl tehát, a 0-t, csakhogy ezt a 
számot végtelen halmaz határozza meg. így volt az 
(l)-ben is, hol a sorozat í-et adta meg.

Ugyanígy

halmazra akarunk

A

>
h

3n + ] . 7.
—------ =3, hmn H) e

Hm —— = 1, lim
n — oo M

~ C, stb.
k<
AHa valamelyik számhalmazomról az 

derül ki, hogy nem egy, hanem több 
el nem különíthető tagja is van, arról a 

halmazról azt fogjuk mondani, hogy nincs határértéke, 
tudniillik nincs egyetlen egy el nem különithető tagja, 
mert több van. Azért mondjuk így, mert az ily hal­
mazokat éppen bonyolultságuknál fogva nem tudjuk 
semmire se használni s a „nincs határértéke“ kitétellel 
mintegy kiselejtezzük a használható egyszerű hal­
mazok közzül. Azt is lehet mondani, hogy a halmaz 
nem szabályos sorozat.

A legelemibb s egyszersmind a legmélyebbre nyúló 
kérdés most az, hogy

A határérték 
létkérdése.

Sl
h<

m

S2

P<
h<
v<

1
n
is

van-e okvetlen minden végtelen 
számhalmaznak legalább egy el nem különithető tagja. 
Azt láttuk, hogy lehet több, sőt végtelen sok is. De 
hogy feltétlenül lennie kell legalább egynek, 
bizonyos. Sőt meg is esik, hogy egy sincs, mint azt 
az egész számok halmaza tüstént megmutatja. Végtelen 
sok tagja van s mindegyik különálló. Szemébe nézünk 
ennek a kérdésnek s mélyén megpillantjuk majd — 
az irracionális számokat, a középiskolai matematizálás 
kísérteiét.

sz
m
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az nem Ve
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m
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Irracionális szám és a végtelen 
problémái.

Irracionális szám.

nk
re.
iy- A
a

az
Láttuk fentebb (15. oldal), hogy ha

A racionális számok 
helyeinek sűrűsége az 
egyenesen.

az egész és tört — egybevéve racio­
nális— számokat felrajzoljuk az egye­
nes vonalra, oly ponthalmazt nyerünk 

kép gyanánt, melynek minden tagja sűrűsödési hely. 
A racionális számok minden számközt végtelen 
sűrűn lepnek be. Ebből könnyen azt gondolhatnók, 
hogy ha valamelyik végtelen sok számból álló halmaz,

tb.

az
bb
a

mint például az —, a maga egészében véges hosz-

szúságú számközbe esik bele (0—1 közbe a jelzett 
példában), akkor okvetlen lesz legalább egy tagja a 
halmaznak, amelyik mellett végtelen sok tag 
vagy ha ilyen tag nincs is, mint szorosan véve az

--ben sincs, mert a 0 nem ilyen alakú szám, akkor

is van legalább egy, ha nem is belőle való, racionális 
szám, amelyik sűrűsödési helye a halmaznak. Felezem 
ugyanis (vagy például 10 részre osztom) a véges 
hosszúságú számközt, amelyikből az egész halmaz 
való s úgy okoskodom, hogy valamelyik felébe (tized- 
részébe) végtelen sok tag esik, mert ha mind a kettőbe 
(mind a tízbe) csak véges számú tagja esnék a hal­
maznak, akkor nem lenne neki végtelen sok tagja. 
Azt a felét a számköznek hová végtelen sok tag esik 
(ha mind a kettőbe, illetve mind a tízbe, akkor akár­
melyiket) újból felezem (tizedelem) és igy tovább.

:e,
la,
il­
lik
lel van,
al-
az

lió
en
¡a.
)e
m
ízt
en
ik
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Ezzel az eljárással folyton kisebbedé) s egymás bel­
sejébe eső számközöket kapok, mik végül feltétlenül 
egyetlen ponttá zsugorodnak, mivel az W-edik lépéssel

része.

5
1

nyert számköz az eredetinek filletve Jr-'i
\ 10”/

(

Miután pedig — itt lesz hiba gondolatmenetünkben — 
az eredeti számközt végtelen sűrűn lepik el a racionális 
számok, azaz mindenütt üan egy, úgy látszik a most 
nyert pont is egyik racionális szám helye. Ilyen módon 
be lenne bizonyítva egy nagyon fontos alaptétel, amely 
szerint véges számközbe eső végtelen halmaznak 
okvetlenül van

i
2* ♦
I
S
1
1

legalább egy, még pedig egész vagy 
tört, sűrűsödési helye. A hiba ebben az okoskodásban 
felette jellemző a mennyiségtani gondolatmenetekre 
s különösen viszonyukra a téri szemlélethez. Csupán 
abból, hogy az egész és törtszámok képei az egyene­
sen ilyen vagy olyan sűrűn fekszenek, véglegesen 
semmi mennyiségtani eredmény meg nem állapítható. 
Eszünkbe juttathat ez vagy az a geometriai tényállás 
mennyiségtani gondolatokat, de azokat tisztára a mennyi­
ségrendszer saját szerkezetéből kell végérvényesen meglátni. 
Mig ez meg nem történt, csak több kevesebb mély­
ségű hasonlattal van dolgunk.

1 anulságos az előző példa, mert 
tényleg tudunk megadni olyan tört- 
számhalmazt, amelyik nyilvánvalóan 

megcáfolja a látszólag — azaz geometriailag — be­
bizonyított eredményt. Véges számközbe esik és még 
sincs olyan egész vagy törtszám, amelyik sűrűsödési 
helye lenne. Ilyen a véges tizedestörteknek minden 
sorozata, amelyik csak nem szakaszos végtelen tizedes­
törtet állít elő. írjuk fel például a 0 egész után tizedes­
jegyekül sorban az összes egész számokat. így kapjuk az

t%
e
t
e
s
í,
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r

e

Az irracionális szám 
nélkülözhetetlen volta.
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(a) 01, 012, . 0123 . . .
. . . 89 . . . 20 . ...

, 0123 ... 89, 
9, . . stb.

véges tizedestörtekből, tehát törtszámokból álló 
zat ; tagjai még hozzá folyton nagyobbodnak, másrészt 
mindannyian 01 és 0*2 számok közé, tehát véges 
számközbe esnek. Es még sincs racionális sűrűsödési 
helye, mivel ettől a sorban távol levő tagok mind 
kevésbé tartoznak különbözni, s igy a sűrűsödési hely 
tizedesjegyeinek sorba össze kellene 
egymásután fellépő tizedesjegyekkel, azaz végtelen 
tizedestörtnek kellene lennie szakasz nélkül ; ilyen 
egész vagy törtszám azonban nincs s igy egyelőre 
semilyen sincs. Az (Cl) halmaznak, bármennyire hasonlít 
isa szabályos sorozatokhoz, egyáltalán nincs sűrűsödési helye* 

Mit jelent ez téri szemléletben ? 
Képzeljük el, hogy egy 10—12 centi­

méter hosszú vonalat nagyon pontosan meg akarunk

soro-

( a)-banesni az

Geometriai ábrázolás.

végtelen tizedestörtre emlékeztető alakot. Ebben nincs 
szakasz. Ez tehát nem lehet törtszám s igy egyelőre 
nem is szám. Az

sí­
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;el
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lis » ♦
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* Részletesen bizonyítva : tegyük fel, hogy a 5 sűrűsödési hely 
egyik — mondjuk í-edik — tizedesjegye nagyobb, mint az ugyan- 
annyiadik A-ban (kisebb nem lehet, mert ekkor két tag közé esne 
vagy éppen egyik tag lenne s igy külön állana). Az A-ban nem 
minden tizedesjegy 9-es az í-edik után sem, mert hiszen nem szaka­
szos tizedestörtet vizsgálunk. Legyen az í-edik után a legelső 
9-es jegy a Zc-adik. Képezzük most 5-ből a nála kisebb 5X számot 
akképen, hogy az í-edik tizedest kisebbítsük meg eggyel s Írjunk 
az i ediktől a Zc-adikig mindenüvé 9-est. Mindegyik (ct)-ból való 
szám kisebb, mint 5X, mert Zc adik tizedesük kisebb 5, Zc-adik 
tizedesénél, az ez előtti tizedesjegyeik pedig megegyeznek a 5, meg­
felelő jegyével (legfeljebb az í-edikben különbözhetnek 5x-től, de ott 
is az utóbbi javára). őx és B közé egy sem esik, tehát (5-n túlra 
meg éppenséggel nem) a 5 igy tényleg el van tőlük különítve. 
A sűrűsödési hely tizedestört alakjának össze kellene esni az A alakkal. 
Egész vagy törtszám azonban ilyen alakú — tudniillik végtelen és 
szakasznélküli tizedestört — nem lehet.
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fi
mérni s méterekben fejezzük ki magunkat. Először 
azt találjuk, hogy megvan tiz centiméter (O'l méter) ; 
a hátramaradó rész is kiad még két centimétert, tehát 
a pálca kissé nagyobb, mint 012 méter. így folytatva 
kapjuk, hogy még 3 millimétert kiad, azután 4 tized- 
millimétert, 5 századmillimétert, stb. Minthogy egész 
pontosan úgy sem mérhetjük meg, nincs semmi jogunk 
feltenni, hogy a végigvitt mérés ne adhatná ♦ *meg az

i
(a) sorozatot, hiszen akkor például j =0 33333 . . .

hosszaság se lehetne. Bármily sűrűn beborították is 
az egész és törtszámok az egyenest, még mindig 
vannak tehát pontok rajta, amelyek nem kaptak 
számnevet. A geometriát sem elégíti ki az egész és 
törtszám. Az akárhogyan végezhető felosztás gondo­
latát nem lehet velük végiggondolni. Ehhez még 
nélkülözhetetlenül kellenek a nem szakaszos tizedes­
törtek is. Kötelessége tehát a mennyiség tudományá­
nak, hogy ezeket a jeleket — vagy ezekkel egy- 
hatalműakat — polgár;ogositsa, azaz a velük való 
bánásmódot, a négy alapműveletet, rájuk meghatározza 
s hogy ilymódon minden határozatlanságtól menten 

most már velejéig megismerhetően szimbolizálja a 
világ egység-többség megjelenés módját, mint a vég­
telen oszthatóság rejtvényének kibontását.

nem szakaszos végtelen tizedes­
törtek összeadása, kivonása,
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Az irracionális 
számok összeadása.

t
szor­

zása, osztása visszamegy a véges 
tizedestörtek megfelelő műveleteire. Ugyanis minden 
végtelen tizedestört-alak felaprózva véges tizedestörtek 
sorozataként gondolható, mint fentebb a példánkban.

Legyen ilyformán
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f

ir két, mondjuk A és B végtelen tizedestört sorozatos
az A tizedesjegyei a páros 

egész számok, B jegyei a páratlanok. Akkor a két 
sorozat lesz

alakja. Legyenek pl.
át
a
1- 0,2, 0,24, 0,246, 0,2468,... és 01, 013, 0135, 01357 ... 

Az A és B összege alatt az
, ^2 3" ^2» ^3 "t" ^3» • • . , dn + bn, . . •

számbeli példánkban : 0"3, 0'37, 0*381, 0"3825, szintén 
folyton nagyobbodó tagokból álló sorozat meghatározta 
végtelen tizedestörtet értjük. Arra kell itt jól r ágon dől­
nünk, hogy ha ily sorozat tagjai folyt 
nak, akkor okvetlenül meghatároznak egy és csak egy 
végtelen tizedestörtet, mert pl. ha az első tizedes leg­
nagyobb értékét (ami legfeljebb 9 lehet) egyszer fel­
vette, azontúl már minden utánajövő tagban ugyanaz 
marad. Pl. az összegben az első tagnál az első tize­
des 3 s az is marad. Induljunk most meg ki abból 
a tagból, ahonnan kezdve ez már igy van s okos­
kodjunk a második tizedesre ugyanígy. Innen kezdve 

második tizedes csak nőhet (egyforma is marad­
hat). Valahol tehát elkezdi felvenni legnagyobb érté­
két s azontúl ő se változik. Számpéldánk második 
tizedese az első tagban 0, a másodikban 7, a harma­
dikban 8-nál felvette legnagyobb értékét s ezentúl min­
den tagban megtartja. így folytatva látjuk, hogy véges 
tizedestörtek növő sorozata (hacsak egész részük 
nő végtelenbe) mindig meghatároz egyetlen egy végtelen 
tizedestörtet. Ugyanigy okoskodhatunk természetesen, 
ha a tagok folyton kisebbednek, feltéve, hogy egész 
részük nem fogy le mínusz végtelenre.
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a b^, d2 b2, X b^,..., dn "x bn,... 

sorozat tagjai szintén folyton nagyob­
bodnak, mert hiszen d2 nagyobb, mint du meg b2 is

(sz)Az irracionális 
számok szorzása.)
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nagyobb, mint blt az AxB művelet eredményéül az 
(SZ) sorozat által meghatározott végtelen tizedestörtet 
tekintjük. Ez a szorzás-szabály.

3'
hi

Nem egészen ilyen egyszerű a ki­
vonás és osztás műveleteinek megálla­
pítása, mert az előbbi eljárás nem 

vezet mindig növő sorozatra s igy egyelőre nem tud­
juk, mit tekintsünk a művelet eredményének. Nézzük 
a kivonást. A különbség-sorozat:

ír
Az irracionális 
számok kivonása. ír

S

ki
hi

el
$1 öj, it, b3, d3 b3l ... t dn bn, . . . (k)

0tagjai mind egyforma előjelűek : vagy mind pozitivok, 
vagy mind negatívok. Az elején azonban lehetnek 
0 tagok. Az első nemzérus tag eldönti az előjelet. 
Ha pl. al>b1, akkor nagyobb mindegyik 6-néI, 
mert az a tizedes, amelyik miatt bx kisebb ö^-nél, 
t. i. az első tizedes amiben különböznek, ugyancsak 
meglesz a többi 6-ben is, a bennök ez után fellépő 
tizedesek pedig akárhányan vannak is, sohasem 
tesznek ki egészen egy előttük álló tizedesértéket. 
Ekkor azonban a többi Cl is mind nagyobb valamennyi 
6-nél, tehát a saját kivonandójánál is. Ha ellenben 
6j nagyobb, mint alt akkor meg a b-k nagyobbak 
valamennyi a-nál. Végül ha aí = bí, akkor elővesszük 
az a2 - Ó2 tagot s erre gondoljuk végig az okoskodá­
sunkat. Csak akkor eshetik meg, hogy mindegyik 
különbség nulla, ha az <2-k és b-k sorozata éppen egy­
forma. Ekkor természetesen mind a ketten ugyanazt 
a végtelen tizedestörtet ábrázolják. A másik két eset 
adja az A>B és A<B viszonylatokat.

A (h) sorozat tagjai azonban nem okvetlenül na­
gyobbodnak állandóan, pl. ha A és B igy kezdődnek :
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Ekkor ugyanis n(k) különbség-sorozat első tagjai : 4, 
3'8, 3*89,... Azonban az uj tizedesjegy hatása nem terjed­
het túl az első nem-nulla tizedesjegyen. Emiatt elég 
messze menve a (h) sorozatban az egész jegy, első, 
második, stb. tizedesjegyek sorban állandókká válnak 
s a nagyobbodás-kisebbedés eltolódik mindig messzebb 
kieső tizedeshelyekre. A (k) sorozat szintén meg­
határoz tehát egyetlenegy végtelen tizedestörtet.

Ugyanígy áll a dolog az osztással ; ennek pontos 
elgondolását helyszűke miatt az olvasóra bizzuk.

A nem-szakaszos végtelen tizedestör­
tek a most megállapított négy kezelési 
szabállyal ellátva az irracionális szá­

mok. Látjuk, mily természetesen folytatják és egészítik 
ki az egész és törtszámok osztályát. Sok közönséges 
törtszámnak is végtelen tizedestört az alakja, régi és 
uj számaink között fogalmi szempontból alig van tehát 
komoly különbség. A racionális és irracionális számok 
együtt alkotják a valós számok halmazát. Az egyenes 
minden pontjának van számneve, valamelyik valós szám 
s minden valós számnak van helye az egyenesen.

Uj számaink fontossága legelsöbben is abból érez­
hető meg, hogy minden felosztás, minden mérés (mint 
fentebb láttuk) folyton nagyobbodó véges tizedes­
törtek végtelen sorozatául fogható fel s másrészt 
minden ilyen sorozat megállapít egyetlenegy egész, 
tört vagy irracionális számot. Minden felosztásnak 
van tehát ezentúl jele, még pedig nem úgy, hogy min­
den egyes felosztáshoz tartoznék egy-egy önkényesen 
odabiggyesztett jelkép, hanem az összes lehetséges 
felosztások tényleges rendszere van szimbolizálva 
olyan jelrendszerrel, amelyik a valóság vizsgálat alá 
vett formáját kimerítően és semmit hozzá nem toldva, 
egyedül szerkezeti sajátosságaival, nem pedig puszta 
jeleivel szemlélteti.
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F
Megjegyzésre méltó, hogy az irracionális szám fo­

galmát teljesen a limes használata nélkül építettük 
arra támaszkodtunk, hogy mikor az (ö), 

(sz) és (k) sorozatokon végighaladunk mégpedig úgy, 
hogy minden tagban kizárólag valahányadik (példáúl 
a 2-ik) tizedesjegyet vesszük szemügyre, bizonyos 
tagtól kezdve ez a tizedes jegy minden ezután jövő 
tagban ugyanaz lesz. Ilyenformán minden tizedeshelyre 
meghatározódik egy-egy tizedesjegy, mik együtt egyet­
len végtelen tizedestörtet alkotnak.
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aA mennyiségtan két alaptétele.

Az irracionális számok döntő szerepe legszembe­
ötlőbben a következő két tételben jut kifejezésre.

/. Véges szdmközbe eső végtelen szám­
halmazhoz okvetlen tartozik legalább egy 

tőle számközzel el nem különíthető szám. Ez lehet egész, 
tört vagy irracionális, lehet a halmaz tagja, de eshetik 
rajta kívül is, lényeges csak az, hogy egyáltalán ki 
lehet jelölni oly számot, amelyik környezetében a hal­
maznak végtelen sok tagja van. (Most már irracio­
nális számok is lehetnek a halmaz tagjai.) Ez az egész 
felsőbb mennyiségtan egyik alaptétele. Igazságát köny- 
nyen beláthatjuk, ha ismételjük a fentebb (25. lap) bon­
colt hibás okoskodást, kikerülve természetesen a hibát.
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Feltételünk szerint az egész halmaz véges számközbe 
esik. Erről a számközről mindig feltehetjük tehát, hogy 
hosszúságát és határait véges tizedestörtek jelzik.
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fo- (Ha az eredeti nem ilyen, választok ennél kissé nagyob­
bat, ami már ilyen legyen.) Tiz részre osztom a szám­
közt. Legalább az egyik tizedrészben végtelen sok 
tagja van a vizsgált halmaznak. Az egész számköz 
kisebbik (balsó) határát vegyük egy alkotandó sorozat 
első, a1, tagjának, a végtelen sok tagot magában foglaló 
tizedszámköz kisebbik (balsó) határát pedig vegyük 
a sorozat második, *;s, tagjának. Folytassuk most ezt 
az eljárást a kiszemelt tizedszámközön, tudniillik 
osszuk tiz részre s vegyük sorozatunk harmadik, a3, 
tagjának a most kapott tiz kis számköz közül annak 
a balsó határát, amelyikben megint végtelen sok tag 
van. És igy tovább. Ezzel az eljárással folyton na­
gyobbodó, esetleg nem változó véges tizdestörtek
a1, a2, as, ... an..........sorozatát kapjuk. Azt állítjuk, hogy
az a szám, mondjuk A, amit ez a sorozat megállapít, 
a halmaz sűrűsödési helye. Próbáljuk meg ugyanis 
ezt az í-t a többitől számközzel különválasztani : legyen 
e az a kis távolság, amelyet A- tói jobbra-balra lemérünk, 
remélve, hogy ebben a 2e hosszúságú számközben 
A már egymaga lesz. Igen ám, de az ax, &2, Ct3, . . . 
számok mind távolabbi tizedesben, tehát kevesebbel- 
kevesebbel különböznek A-tói 
(meg valamennyi utánajövő), amelyik A-tói keve­
sebbel különbözik, mint e. A elkülönítése nem sike­
rülhet tehát s ezzel alaptételünk be is van bizonyítva. 
Hibát itt azért nem követtünk el, mert már előzete­
sen beláttuk, hogy minden növő sorozat határoz meg 
számot. Az, esetleg irracionális, A szám létezése min­
den kétségen kívül áll, mégpedig mennyiségtani okos­
kodások alapján.

tűk
rö),
gy,
áúl
fos
)VŐ

%yre
ret-

i

<tlcir

be-

t»re.
im-
<*gy
:sz,

?

:tik
ki

ial-
:io-
ész s igy van olyan ün
ny-
on-
Dát.

<■
Láthatjuk itt, hogy a téri szemlélet 

— ami még közelebb látszik lenni a 
valósághoz, mint a matematika — 
hogyan csúsztathat bennünket hibás
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gondolatmenetbe. Tény volta ugyanis annyira leköti 
figyelmünket, eszünket, hogy nem tudunk egykönnyen 
mindazokra a lehetőségekre is gondolni, amik nem 
bontakoznak ki önmaguktól vagy már kevés érintésre 
az előttünk nyüzsgő valóságból. Mindig csak véges 
tizedestörtekben gondolkozunk. Nem jut mindjárt 
eszünkbe, hogy a méréssel nyert véges tizedestörtek 
sorozata épp úgy vezethet nem-szakaszos, mint szaka­
szos végtelen tizedestörthöz. Ezt átlátva azonban rög­
tön megérezzük, hogy az uj jelek behozatalára feltétlen 
szükségünk van. 
azt, aminek elgondolásához fogtunk: a vég nélkül 
ismétlődő részekből állás és egységgétömörüíés gon­
dolatát.
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íme a második alaptétel:
II. Minden véges számközbe eső, folyton 

nayyobbodó végtelen számsorozatnak van 
azaz Van egy és csak egy a sorozattól szám- 

különithelő szám.

m<
A határértékszá- 
mitás alaptétele.

Öt]
esi
táshatárértéke, 

közzel el nem
Az irracionális számok összeadásánál (28. oldal) 

használt eljárással tüstént beláthatjuk, hogy akármilyen 
számok (véges vagy végtelen tizedestörtek) folyton 
nagyobbodó sorozata, hacsak egész részük nem nő 
végtelenbe, meghatároz egyetlen — A — tizedestörtet, 
azt t. i., amelynek egész része egyenlő a sorozat 
számaiban előjövő legnagyobb egésszel, első tizedese 
pedig a legnagyobb egésszel kezdődő tagok legna­
gyobb első tizedesével és igy tovább. Ez a szám 
nem különíthető el halmazunk számaitól, az egyes 
tagok ugyanis mindig kisebb-kisebb tizedesben külön­
böznek tőle s igy bármily kis környezetében még 
végtelen sok tag van. 
lönböző, mondjuk B, szám el van 
zunktól. Ha ugyanis B nagyobb A-nál, akkor A 
számköz tényleg elkülöníti B-1, mert halmazunk tagjai
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már A-nál is mind kisebbek. Ha meg B kisebb A-nk\, 
akkor szorzatunkban elég messze menve találunk 
olyan tagot, hogy az utánajövők már mind nagyob­
bak mint B, mert az egyes tagok folyton kisebb­
kisebb tizedesben különböznek A-tói s így B-n is túl 
kell haladniok A közelébe. Ekkor azonban B 
zat elején levő véges számú tag között 
között maga van. Tehát tényleg A az egyetlen szám, 
ami sorozatunktól nincs elkülönítve.

Ez a tétel teszi lehetségessé a legtöbb határérték 
tényleges meghatározását. Ezzel pedig nagyon sokat 
mondtunk, mert a súlyos matematikai feladatok csaknem 
kivétel nélkül ebben a formában jelentkeznek: adott 
végtelen számhalmaznak van-e határértéke s ha van, 
melyik szám az. A kérdés súlyos volta igy legszembe­
ötlőbben abban nyilvánúl, hogy nincs általános, minden 
esetre szóló eljárásunk még csak annak a megállapí­
tására sem, hogy van-e valamely elibénk kerülő hal­
maznak határértéke, nemhogy magát a limes-számot 
ki tudnánk számítani a halmaz tagjaiból. Pedig sokszor 
egész feladat-sereg sorsa függ attól, van-e bizonyos 
halmaznak határértéke
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A végtelen függő kérdései.

Megvan a teljes felszerelésünk 
arra, hogy követhessük a matema­
tika nagy probléma-hálózatának 

legfinomabb szálait is. De mielőtt ennek nekilátnánk, 
rámutatunk szerszámunknak, a számfogalomnak, né­
hány éppen vizsgálat alatt levő pontjára, ahol a 
végtelen, amit már markunkban éreztünk, abból isméi 
kisiklani látszik. A jelzés most már 
telen, hiszen az összes lehető eseteknek van neve. A

A matematikai végtelen­
ből fakadó nehézségek.
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végtelennel való bánás nehézsége most logikai képte 
lenség formájában üti fel fejét. Előre hangsúlyozzuk, 
hogy
azok nem is akarták megoldani a végtelen kérdését, 
egyelőre csak a jelrendszer szerkezeti sajátságaiba 
bujtatták, hogy ott — már amennyire az emberi ész 
megteheti — végiggondolható legyen. Minden újabb 
nehézség újabb oldaláról mutatja be az üldözött 
ismeretlent s igy ha nem is simítjuk el véglegesen a 
nehézséget, de küzködve vele szétboncoljuk és beléje 
látunk, igazán tettünk lépést előre, tanultunk valamit 
a való világ tényleges megjelenés-formájáról. Az meg 
csak nem búsithat, hogy fenékig ki nem merítjük 
soha a tanulni valót, bármennyire megszorítsuk is körét. 
Elég, hogy az, amit tudunk, valóságos tudás és ezt 
folyton gyarapithatjuk, mélyíthetjük.
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jött elénk. Legvilágosabban, mert 
megszoktuk, az egész számmal volt 

szemlélhető. Az egész szám képezésmódja olyan, 
hogy sorának nem lehet vége. Ha megpróbálunk egy 
utolsó egész számot gondolni, nem térhetünk ki az 
elől, hogy, mint minden számhoz, úgy ehhez is, meg 
ne alkothassuk a rákövetkezőt. A továbbszámlál ás 
lehetséges volta nem függ a már megalkotott számok 
tömegétől, nagyságától; mindentől függetlenül bár­
melyik számtól kezdve végezhető. Szóról-szóra ugyanez 
volt az eset, mikor két szám osztásakor a végtelen 
tizedestörthöz jutottunk. Minden egyes osztás adott 
egy-egy — mind több tizedesjegyü — számot s a 
továbbosztás lehetősége nem függhetett a maradék 
nagyságától. Az igy keletkező véges tizedestörteket 
megszámozva kaptuk. Volt első, második, stb. És, dur­
ván szólva, annyi törtszám jött ki, ahány egész szám 
van, mert mindegyik egész számra mint sorszámra
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egy és csak egy jutott e tört­
számok közül. S tényleg az összes 
törtek együtt, akár az egész szá­
mok törtalakját is beleértve, meg­
számozhatok, adhatok valamennyi­
nek más meg más sorszámot s 
az igy készült sorban valóban 
benne lesznek mind. A mellékelt 
táblával ezt tüstént megtehetem.
Legyen az első 1, a második és 
harmadik 2, illetve I, a harmadik, 
negyedik és ötödik pedig 3, I, I; 
a hatodik, hetedik, nyolcadik, 
kilencedik a 4, f, i, í ; stb. így minden racionális szám 
meglesz a sorozatban

12 3 4
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Egész máskép állt elénk a vég­
telen, mikor az irracionális számo­

kat alkottuk. Akkor ugyanis azt gondoltuk el, hogy 
mind pontosabb és pontosabb mérés (felosztás) folyton 
nagyobbodó véges tizedestörteknek bárminő sorozatá­
hoz vezethet. Ezért kellett valamennyi ilyen sorozathoz 
jelt rendelni s éppen ezek lettek megfelelő utasítással 
az úgynevezett irracionális számok. Ez a „bárminő“ 
nem azt mondja egyszerűen, hogy valami egy vonalú 
haladásban nincs megállás, nincs vég, hanem azt, hogy 
végtelen sok számból, tudniillik a véges tizedestörtek­
ből, bárminő módon képezzünk végtelen sorozatokat 
azzal a kikötéssel, hogy 
Végtelen sok tag kombinációiról van itt szó, ez pedig 
nem egy, hanem végtelen sokirányú haladásnak lát­
szik, mihelyt hozzáfogunk valamikép a megvalósítá­
sához. Mégis sokáig — egész a XIX. század második 
feléig — azt gondolták a matematikusok, hogy lényeges 
különbség nincs, nem lehet, két végtelen között, mind 
a kettő egyszerűen minden véges számot túlhaladó

Van-e többféle végtelen ?

tagok nagyobbodjanak.
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számosságot jelöl. Már pedig lehet-e komoly különbsé­
get tenni végtelen és végtelen között? Cantor meg­
mutatta, hogy lehet. Bebizonyította, hogy az irracionális 
számok jelei számosságuk miatt nem számozhatok meg 
többé olyformán, hogy valamennyinek jusson külön 
egész szám. íme az okoskodása.

ok
az

Előbb egy kis megjegyzés, hogy 
egyszerűbbé tegyük a gondolatmenet 
fontos részét. Ha két halmaz külön- 

külön megszámozható, akkor egyesített halmazuk is az. 
Cserélgetve veszek ugyanis egyet az elsőből, egyet a 
másodikból
számozású sort kapok s ebben mind a két halmaz 
egészen benne van. Ebből kifolyólag nem az irracionális, 
hanem az összes számokat állítjuk szembe a meg­
számozó egész számokkal. Mert ha az összes számok, 
tudniillik a racionálisak és irracionálisak együtt, meg 
nem számozhatok, a racionálisak pedig (mint láttuk) 
igen, akkor — mivel az előbbi megjegyzés szerint 
mind a kettő

na
Megszámozható 
halmazok egyesítése.
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igy rakom sorba. Ekkor tényleg egy- azs * *•
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nem lehet megszámozható anélkül, hogy 
egyesített halmazuk is az ne lenne — az irracionális 
rész lesz meg nem számozható. Sőt ha nem is vesszük 
valamennyi számot, csak a 0 és 1 között levőket, már 
ezekre ki fog derülni, hogy túlsokan vannak ahhoz, 
hogy megszámlálhatok lennének.

eg
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mi
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Gondoljuk el, hogy az összes 
számok 0 és 1 között, ez utób­
biakat is beleértve, meg vannak 

számozva. Azt mondaná ez, hogy van olyan

ne
Cantor tétele a Valós 
számok számosságáról. SO

SZÍ

es
(a) lel9^3*

sorozat, amelyikben minden tekintetbe jövő szám meg­
van valahol, van mindegyiknek határozott sorszáma. 
Ki fogunk jelölni a sorozat tagjai közül folyton nagyob­
bodókat s ezek határértékéről látjuk majd be, hogy

ép
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0 aH %.5g' aká ak%llis 7. ábra.

ieg
okvetlen hiányzik a sorból. Az első kiszemelt tag dx ; 
az d2 lehet kisebb nála (a vonalon balra tőle) vagy 
nagyobb (jobbra). Az utóbbi esetben ő lesz a második 
tag, az előbbi esetben pedig tovább megyünk a sor­
ban, mindaddig, mig rá nem találunk az elsőre, amelyik 
már ti^-nél nagyobb. Ez lesz a második tag. Mondjuk, 
hogy sorszáma (indexe) h2 volt (dk2). Harmadik tagúi 

*. azt választjuk, amelyik legelsőnek esik az dx és dk2 
közzé. Mondjuk, hogy ez a sorban A^-ik volt. Negyedik 
lesz a legelső az dk3 és dk2 között és igy tovább, 
így kapjuk az ax, dka, dk5, dk7
azzal a tulajdonsággal, hogy mindegyik tagtól jobbra van 
egy kis számköz {dx —>• dk2, dk3 —> dkx, dk6->- dk6 • • • • stb.), 
amelybe a sorozat elejéről egészen a szemügyre vett 
tagig nem kerül szám. Mindegyik ilyen számköz (az 
egyenesen szemlélve) az összes előbbiek belsejében 
van s igy az uj sorozat határértéke, A, valamennyibe 
beleesik. Vegyük elő az (d) sorozat akármelyik tagját, 
mondjuk az Á-ediket és nézzük az uj sorozat egyik 
messze fekvő tagját, amelyiknek szorszáma, hi, amazé- 
nál nagyobb fh\ > i). Bizonyos, hogy az egyenesen di 
nem fekszik dk{ és ak+il között. Ugyanis az di az (d) 
sorozatban dki előtt van s a számközök szerkesztése 
szerint az dkf hez tartozó dk{ aki+1 számközbe nem 
esik hí-nél kisebb sorszámú tag egy sem. A di nem 
lehet tehát az uj sorozat határértéke, mert hiszen az 
éppen dki aki+i között van. Az (d) sorozat egyik 
tagja se lehet tehát e határérték, mert mindegyikre, 
épp úgy okoskodhatunk, mint di-re. Az A tény­
leg hiányzik tehát (d) sorozatból. Kísérletünk a 0 és
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1
1 között levő összes számok megszámozására csakis 
meddő lehet, mert bármilyen adott megszámozást 
tételezve is fel, a most vázolt eljárás mindig mutat 
a 0 és 1 között oly számot, mely nem lehetett a meg- 
számozottak között. A üalós és egész számok nem hoz­
hatók „egy-egy“ viszonylatba, nem feleltethetök meg egy­
másnak tökéletesen. Az irracionális számok végtelensége 
nem mérhető össze az egész számokéval. A véges 
halmazok számosságán kívül van még ezek szerint legalább 
kétféle végtelen-számosság. Vájjon van-e még többféle is?

Lehet-e oly számhalmazt kijelölni, 
amelyik már ne lenne megszámoz­
ható és azért közte és az összes 

számok között mégse lehetne tökéletes „egy-egy“ 
megfelelés ? Valamennyi számnak együttesen, téri 
szemlélet alapján, continuum a neve. (Folytonosságot, 
szakadástalanságot jelent.) Kérdésünket tehát igy is 
fogalmazhatjuk : az egész számoké után Vájjon a conti- 
nuumé-e az első számosság vagy van-e még más számos­
ság is e kettőé között? Ez a hires continuum-probléma. 
Még ma is megoldásra vár.
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Egész más természetű a nehéz­
ség a végtelen egész számok kér­
désében. Képzeljük el, hogy a már 

(11. old.) jelzett módon első nekifogásra — a művelet 
korlátozhatatlanságát véve észbe — rágondolunk vala­
mennyi egész számra. Képezésük határozottsága folytán 
kész rendet, lezárt halmazt alkotnak, amit most már 
a maga egészében is szemügyre vehetünk. Vegyük 
tehát s jelentsük ki, hogy : amint minden közönséges 
szám után szabad volt, tehát kellett, az éppen rá­
következőt hozzáfűznünk, épp úgy most is szabad, 
tehát kötelességünk, a legelső náluk nagyobbat utánuk 
tenni. Ez az m, a legelső végtelen egész szám. Ez 

.................. és igy tovább egész

beVégesentúli rendszámok: 
Burali-Forti antinómiája. SC
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1

kis cd + cD-ig, amit most röviden ra.2-vel jelzek ; még 
menve megkapom co.3, co.4, . . . 

ez az m2 jelet kapja ; majd co2, œ3, coá
ást tovább , . CD . CD -t, 

. . . . adjatat
;g-

o>m, ez tovább ^co“, w03

fogytam az co -bői, gondolhatok természetesen más 
jelre is (például egy picit nagyobbra rajzolt co.ra). 
Az igy alakult sorozatban nem érdektelen, hogy minden 
tagnak van közvetlen követője, de nincs mindegyiknek 
(ro-nak sincs) közüetlen megelőzője. Gondoljuk el, hogy 
az akármeddig vitt s igy a teljes sorozatot nézzük, 
azaz valamennyi rákövetkezési \együnk most már szim­
bolizál ínak. A rákövetkezés szemléletéből ilymódon 
fakadó összes lehetséges szimbolizáló aktusok halma­
zát W-nek hívjuk. Hire nagyon rossz. Képezése 
eléggé hasonlít ugyan a közönséges egész számok 
halmazba fogásához, de a különbség is nagy ám a 
két eset között. Az egész számok a legelső nekilen­
dülés eredményei s igy folytathatók, a W azonban 
éppen értelmezése szerint már nem folytatható, mert 
bele akarjuk gondolni az összes lehetséges folytatá­
sokat. Másrészt azonban — s ez a bökkenő — ha 
van, jobban mondva megvan, kész ez a W, akkor leg­
alább gondolatban, ismét lehet, tehát kell, az összes 
jelnél, ami csak benne van, nagyobbnak minősítendő 
jelet képezni. Eszerint tehát ez az uj jel nem lesz 
benne a TE-ben. A W saját értelmezése szerint pedig 
minden folytatás benne van már, tehát ez az újnak 
gondolt is. Benne is van, nincs is. Ez a Burali-Forti 
antinómiája. A W-t nem lehet elkészültnek, teljesen meg­
határozott valaminek venni. Nemcsak hogy valamennyi 
tagját nem lehet ténylegesen elkészíteni, hiszen az 
egész számokat se lehet mind. Hanem már akkor 
képtelenséghez jutunk, mikor legalább fogalmilag az
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összes tagokat elkészültnek akarjuk 
juk fogni határozott halmazba, lezárt összességbe. Ily- 
formán ez a halmaz ésszel átgondolhatatlan, kivül esik 
nemcsak a matematikán, de még a logikán is. Kény­

telenek vagyunk még fogalmát is 
félbenlevőnek, most alakulónak 
venni, mintha nem tudna egészen 

megszületni, határozott formát felvenni, hanem foly­
ton in statu nascendi lenne. Mikor a matematika leg­
mélyebbre hatol a világ megjelenés-formájának titkaiba, 
találkozik az alakulás, valamivéválás határozatlansá­
gával. S a gondolatiság legbel sej ében tanyát ütő 
határozatlanság — a se-nem-ilyen, se-nem-olyan — 
ésszel, matematikával teljességgel megfoghatatlan. 
A matematika nem merítheti ki a valóságosat, mert 
az nem pusztán jelen van, nemcsak ténylegesen vala­
minő — ennek az általános formáját taglalja a meny 
niség tudománya —, hanem vajúdó történés, határozat­
lanság, lehetőségek ütköző valósulása (dinamizmus) ; 
éppen ez az utóbbi szüli a ténylegeset, természetes 
tehát, hogy e ténylegesnek elgondolása önmagáb 
be nem fejezhető, le nem zárható.

venni, össze akar-

A matematikai valóság- 
leirás korlátozása.

an

III. Fejezet.

Függvény. Differenciálhányados.
A függvény fogalma.

Számnak hivott jelszerkezetünk 
avégett készült, hogy benne végig­
gondolhassuk a világ általános egy­

ség-többség megjelenésformáját. Eddigelé annyira ju-

Egyetlen szám elszige­
telve nem érte mezhető.
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tottunk, hogy megalkottuk magát a jelrendszert és 
közben rámutattunk főbb sajátosságaira, valóság-for­
rásaira, valamint korlátáira is. Most az a kérdés, mit 
tudunk vele elérni. Fizikai alkalmazásainak méretei 
óriásiak, egész művelődésünket át meg át ható válto­
zásokat okoztak éppen azért, mert általa a valóság 
megjelenésmódját hűen és teljesen visszaadó szerszám 
került végre az emberek kezébe Itt csak arra mutatunk 
rá, miféle önmagában rejlő tulajdonságok teszik ily 
hatalmassá gépezetünket és hogy miképen kell ezt 
— előnyei kihasználása végett — továbbfejleszteni, 
bonyolítani.

A számokat rendesen olyan sorozatnak képzelik, 
ahol az egyes tagok, a számok, egymástól egész külön­
álló darabok. Nem mondjuk, hogy ebben semmi igazság 
sincs. Próbáljunk meg mégis például a 8 jelentésére, ne 
pedig papírra festett rajzára vagy hangjeleire gondolni. 
Nagyságát okvetlen eszembe kell hoznom. Ez azonban 
azt jelenti, hogy tudom, melyik számnál nagyobb, melyiknél 
kisebb, azaz ismerem helyét a teljes végtelen sorozatban. 
Többi számtani tulajdonságai is — ami mind a vele 
való bánásmódban, a vele végrehajtott alapművele­
tekben nyilvánul — ugyancsak megköveteli, hogy tár­
saival vonatkozásba hozzuk. A 8 egymagában különös 
figuránál egyéb nem lehetne. Egyetlen egész szám 
Jelentése magába zárja az összes egész számokét. Gsak 
együtt gondolhatok. Nagyon fontos megjegyeznünk itt, 
hogy az egész számok pompásan végiggondolhatok 
törtek nélkül. Az egész számokat kénytelenek vagyunk 
folyton együtt gondolni, a törtszámokat meg csak az 
egészek után, azok segítségével gondolhatjuk. A számok 
halmazbaverödése nem önkényes tehát, ellenkezőleg, 
kikerülhetetlen kényszerűség. A mennyiségtan nem 
tisztán tőlünk függő megállapodások hosszú sora 
mint sokan, még matematikusok is, képzelik. Logikai
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tagozódását semmikép meg nem másíthatjuk. Csak 
az elnevezés önkényes és ennek bonyolításai.

Az egész számok — a többiek is 
— együttesen, kölcsönösen határoz­
zák meg egymást. (Vesd össze az 

11-ik lapon csodálatosnak jelzett ténnyel.) A tárgyi 
világban is, előbb már fejtegettük, az egyén minémű- 
ségét az összes többi hozza létre s viszont ez az egyén 
befoly az összes többi egyén mivoltjának, legtágabb 
érielemben vett „megjelenésiének meghatározásába. 
Mikor végiggondoljuk a számok logikai összebogo- 
zottságát, kölcsönös meghatározódásukat, akkor igazá­
ban a tárgyak összeszövődésének, kölcsönös meghatá­
rozódásuknak összes lehető formáin megyünk végig. 
A mennyiség tudománya a kölcsönös meghatározódás for­
máinak tudománya.

i
/

8Kölcsönös meghatáro­
zódás a valóságban.
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Amint azonban a fizikai világban 
ezeknek csak egyszerűbb alakjaival 

találkozunk, azonképen a matematika is — már csak 
azért is, hogy dolgát könnyebbé tegye — a legegysze­
rűbb eseteket veszi előbb

eA függvény fogalma.
a
y
k

szemugyre.
Például. Az egész számok egymás-meghatározása 

szemlélhető mint a haladás, az egymásra következés 
Iegkevésbbé kibontott szimboiizálása. A folyton tartó 
kiindulás és megérkezés elvezet előbb az 1-től a 2-höz, 
majd a 2-től a 3-hoz és igy tovább, itt tehát minden 
egyes számhoz egyetlen másik rendelődik — az utána­
jövő. Hogy könnyebben átgondolhassuk az efajta meg­
határozódásokat, három tagra szakítjuk szét: két szám­
halmazra —- a függetlenül megadhatónak tekintett 
számokéra és az ezekhez rendeltekére — továbbá a 
kettőt összekötő, az egymáshoz rendelést, 
meghatározást ténylegesen végbevivő műveletre (funk­
cióra). Ha X valamelyik egész szám, akkor X + \ a 
hozzárendelt szám
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művelet, mi átvezet a>től a hozzátartozó számhoz. 
A két számhalmazra azt mondjuk, hogy egyik függ 
a másiktól, egyik függvénye a másiknak.

Igen egyszerű példa még a hatványozás (négyzetre 
emelés) művelete. Legyen az első halmaz az összes 
valós számok s rendeljük mindegyikhez önmagának 
második hatványát (szorozzuk önmagával). Az igy 
kijövő számok alkotják a másik halmazt. Ha X az 
elsőből való szám, akkor hozzá X2 tartozik, például 
4 hez 16, a 11-hez 121, stb. Sokszor — különösen ha 
nem egyes függvényről van szó, hanem a függvények 
általános tulajdonságairól — a második halmaz számait 
együttesen y betűvel jelezzük. Az X2 = y egyenlet tehát 
azt mondja, hogy van két számhalmazunk (X és y) 
és úgy jutunk el az első halmaz akármelyik számától 
a másik halmazban neki megfelelő számhoz, hogy az 
elsőt négyzetre emeljük. Kijelöl tehát egy műveletet, 
ami megfelelteti egymásnak a két halmazt. Általában 
y = f(x) jelet használjuk, hol f csak annyit jelent, hogy 
két számhalmaz között közvetítő műveletre (funkcióra) 
gondoljunk. Ha részletezni kívánjuk, hogy milyen 
műveletre, matematikai jelekben vagy a közönséges 
nyelv szavaival kell ehhez még hozzáfűznünk a gon-

A függvény szerepét a természetleirás- 
ban legegyszerűbben példázza a leejtett 
kő mozgása. Az első másodpercben meg­

tesz mondjuk a métert. Az első és második másod­
percben nem kétannyit, hanem 4a méter utat tesz meg. 
A harmadik másodperc végéig összesen megtesz 9a-1 és 
igy tovább. Ha a másodpercek számát t (tempus) betű­
vel, a megtett méterek számát pedig S (spatium) betűvel 
jelöljük, törvényszerűségünk s = at2 alakot kap. Itt az 

gyik számhalmaz a másodpercek száma, a másik meg 
megtett métereké, a kettőt egyesítő művelet pedig —
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Fizikai példa 
a függvényre.1
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példánkban a másodpercek száma szorozva önmagá­
val és egy fix számmal — a természettörvény.

A függvénynek a síkban görbe felel 
meg. Gondoljuk rá ugyanis az X illetve 
az y értékeket két egymásra merőleges 

egyenesre. Mérjük fel minden &-hez a hozzá tartozó 
f (x)—y-1> mégpedig felfelé ha ez pozitív, lefelé ha nega­
tiv. Az igy szerkesztett y magasságok végpontjai görbét

A függvény tér­
beli ábrázolása.

H

\
b

H

7
8. ábra.

alkotnak s ez a függvény geometriai képe. Világos 
másrészt, hogy matematikus szemmel nézve minden 
görbe függvény. Mert hiszen a rajz hozzárendeli min­
den ^ X-hez a görbe magasságát abban a pontban. 
(8. ábra.)

Algebra és komplex szám.

G ökoonás 1 Fordítsuk meg a hatványozás műveletét. 
—-—™as' 1 Az y is meghatározza az X-et. Azaz, ha meg­
mondják a leeső test megtett útját, meg tudom mondani
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i

mennyi idő kellett ehhez. Ha például y — 25, akkor 
olyan keresendő ki az #-ek közül, hogy Æ2 = 25 legyen. 
Ilyen szám van kettő: az 5 és a —5. Fizikai eseteknél 
mindig el tudom dönteni melyiket kerestem a kettő 
közül, a matematikus pedig folyton az összes lehető­
ségre ügyel s igy egyszerűen tanulmányozás alá veszi 
a meghatározódásnak azt a módját is, mikor egy 
művelet (itt a hatványozás eredményéből visszamenni 
az alapszámra : gyökvonás) több számhoz is vezet.

Elég nehéznek látszik megoldani X¿ =24 egyenletet. 
Ha valamelyik pozitiv X kielégíti, akkor ugyanez az X, 
negativ előjellel véve, szintén eleget tesz neki, elég 
tehát pozitiv megoldó számot keresni. Valahol 4 és 5 
között van, azaz tizedestört alakja 4 egésszel kezdődik. 
Fűzzünk most a 4 egészhez tizedrészeket s számítsuk

á-

el
ze
es
ló

fa-
ét

í‘%

ki az igy kapott 9 szám (41, 4*2, 4*3, 4'4, 4"5, 4*6, 
47, 4*8, 4*9) négyzetét. Látjuk igy, hogy 4*82 <24, 
4’92>24. Keresett számunk első tizedese 8. így tovább
haladva kapjuk 4, 4 8, 4*89,............ növő sorozatot;

sorba kijövő tizedesekkel, meghatároz egy, A,ez, a
végtelen tizedestörtet. Az A irracionális szám szorzata 
önmagával éppen 24 : ugyanis 4.4, 4*8.4*8, 4*89. 
4*89...............
ez az irracionális számunk négyzete — tényleg 24, 
mert a szerkesztéséből kifolyólag mindig csak távo­
labbi tizedesben különbözik tőle. Matematikus nyel­
ven : 24 második gyöke A. Ha tehát az Æ és y hal­
mazokba irracionális számokat is beleértünk — ezt 
pedig a fentiek szerint meg kell tennünk —, az y 
tényleg határoz meg X-ei (példánkban pontosan kettőt).

Pozitiv számok négyzete, de negativoké is, csak 
pozitiv lehet ; negativ í/-unk tehát nincs. Köztük van 
azonban minden pozitiv szám. Ha tehát — mint a 
fizikai példánkban (45. lap) — csak pozitiv X-eket 
(ott ¿-két) nézünk, akkor az y-ok halmaza épp azok-

;
sorozat határértéke — s értelme szerint

>s
n
í-
í.

t.

n
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ból a számokból áll, mint az íC-eké (tudniillik az 
összes pozitív számokból). Az y~2x függvényben is 
az összes pozitív b ekhez az összes pozitív számok 
jönnek ki y-ú 1. A függvényértékek összessége 
jellemzi tehát, nem határozza meg a függvényt : 
a közüetitömüüelet alkotja a függvényt, nem a függvény­
értékek halmaza.

ság
járt
erő
kaç
err<

nem

az
játé
ken
leg;

Véges számú különböző hatványfügg­
vény összeadásából áll elő a legegyszerűbb 
függvénycsalád :

Az algebra 
feladata.

tud
leg<a0 + ax X + a2 x2 + a3 xs+... + an xn, toz

mit többtagúaknak, polinómoknak (algebrai egész függ­
vényeknek) hívunk. Az íi0, aít stb. fix számok: együtt­
hatók (coefficiensek). Ezeket kell számbelileg megadni, 
úgy jutunk el a függvénycsalád valamelyik tagjához. Az 
algebra ennek a függvény családnak a tanulmányozása.

Ha megadják az &-et, könnyen ki tudjuk számítani 
a hozzátartozó függvényértéket : behelyettesítjük 
zunk s összeadunk. Egyik főfeladata az algebrának, 
megfelelni a fordított kérdésre. Milyen X-nei (vagy 

éknél) lesz a függvény adott (c) értékű ? Kere­
sendők az a0 + a1x + a2x2 + aäxi + ... +an xn = c, azaz 
^-c + a.x + ^x2+ a3x3 + . .. + cin xn — 0 egyenlet 
gyökei. Negyedfokú egyenletnél gyökvonással (a 
hatványozás fordítottjával) mindig elintézhetjük a dol­
got, hanem ha 4-nél nagyobb hatványok is vannak, 
(w>4), általában nemcsak hogy nem tudunk, de 
is lehet vele célt érni (Abel tétele). Némelyik egyen­
letnél igen s az ilyen egyenlet kijelölése az algebra 
egyik érdekes feladata.

jeli

Ü
kál
köz
bar
be,, szor-
kivi
(ha
nya
has
jel
avé 
ződ 
jelű 
kev 
vale 
s ig 
köz

nem

AzEbből a pár megjegyzésből is 
érezhető már, mennyire saját­
magából szövődik itt tovább a 

matematika kérdéshálózata. Felesleges többé a való-

A mennylségtani problé­
mák önálló alakulása. van

álla
tóm
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ságra visszamenni. A tőle kapott feladat, eszünk 
járásának megfelelően, szertebomlott s ugyancsak 
erőlködnünk kell, hogy az egyes szálak menetét és 
kapcsolataikat követhessük. Emiatt könnyen csak 
erre az észmunkára gondolunk, szinte azt hisszük, 
az egész feladat csak bontókötő észtorna, szellemes 
játék. S tényleg ennek a szétszedő és összerakó tevé­
kenységnek vannak saját nehézségei s igy, azok 
legyőzésére, saját eszközei is. Minél beljebb megyünk 
tudományunkba, annál több nehézségre és több külön­
legesen matematikai fogalomra bukkanunk. Ide tar­
tozott már valamennyire a negativ szám is. De leg­
jellemzőbb példájuk a komplex szám. Ennek megalkot 

tását az algebra feladatai erőszakolták 
ki, nélküle csak mint útvesztőben botor-

lik az 
ben is 
:ámok 

nem 
zényt : 
qüény-

pfügg-
:erübb

függ- 
zgyütt- 
gadni, 
)z. Az

[ A komplex szám.

kálnánk már a legegyszerűbb függvények viszonylatai 
között is. A valósághoz pedig egyenes vonatkozás­
ban éppenséggel nincs. Olyan i jelt vezet ugyanis 
be, amellyel épp úgy kell bánni (azaz összeadni, 
kivonni, szorozni és osztani), mintha nem puszta rajz 
(hang), hanem szám lenne, kivéve, hogy 2-ik hatvá­
nya —1-gyel helyettesítendő. Ez utóbbi különleges 
használati utasítás miatt az i nem közönséges betű­
jel tehát, ami bármelyik egyes szám helyett állna 
avégett, hogy a kijelentés általános érvénye kifeje­
ződjék, hanem határozott egyén ; mintha eggyel több 
jelünk lenne. Az adott szabály szerint a többihez 
keverve mindig a + bi alakhoz jutunk, hol a és b 
valós számok, mert i magasabb hatványai is (¿2= — 1 
s igy i3 = i2. i — — i, ¿4 = 1, stb. képletek folytán) vagy 
közönséges valós számot vagy valahányszor i-1 adnak. 
Az ilyen „¿-vei kevert“ jelek között a régiek is ott 
vannak, amikor tudniillik az i szorzója 0. A meg­
állapodás szerint a + Oi-1 nemcsak, hogy a-nak Írha­
tom, de még hozzá — miután a különleges ¿2 = — l

í sa.
nitani 
szor- 
ának, 
(vagy 
Kere- 
azaz 

géniét 
d (a 
a dol- 
nnak, 
: nem 
gyen- 
gebra

iől is
saját-
bb a
való-
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4 5
valós számok

-3 -2 -1
1

I
-----1

2 -i
--------2 i

--------Si

— 4»
-1-3*

9. ábra.

Az Æ2 = — 4 egyenletnek nincs valós 
gyöke, mert valós szám második hat­
ványa nem lehet negativ. A 2i és 

a — 2i azonban eleget tesznek neki. Általában 
a0 + at x + a%x2 + asx3 + ... + an xn—0 n-ed fokú
egyenletnek mindig fi gyöke van, ha a komplexeket 
is hozzávesszük (a többszörösöket megfelelően több­
ször véve). Ez az algebra alaptétele. Sok más ilyen

A komplex szám 
fontossága.

szabály nem szerepelhet — az A4- Oi jelhalmaz keze­
lési módja összeesik a valós számok kezelési mód­
jával. Ezért tekinthetem az uj, a + bi, jeleket a valós 
számok kibővítésének, általánosításának. Ezek a 
komplex számok.

A síkon ábrázolhatjuk őket. Egyik egyenesre rágon­
doljuk az Cl (azaz a + O.i) valós számokat. Az Cl + bi 
helye az a felett van b magasságban. Lásd 9. ábrán.

4*
-2 + 3 *

___Si
3+2 *

—2i
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egyszerű és általános tételre jutunk rá a komplex 
szám révén. O teszi lehetővé számunkra a betekin­
tést a polinómok szerkezetébe. Főereje azonban abban 
rejlik, hogy a legbonyolultabb függvények vizsgálatá­
ban is segítségünkre van. A geometriában is szerephez 
jutott, sőt néhol a fizikai elméletekben sem nélkülözhető.

Jegyezzük meg még róla, ho- 
értelmezzük határértékét.

;ze-
tód-
dós

a

[on- 
4- bi 
rán.

Komplex számok 
halmazának határértéke. gyan

Akkor mondjuk, hogy a 
at + byi, a„ + b¿, a3 + bsi,. .., an+bni,...

limes-e, ha külön az &-k és külön a 
És pedig ha liman — a és

n — oo
limbn—b azt mondjuk, hogy komplex számhalma- 

n — oo
zunk limes-e: Cl + bi,jelekben: lim(cin+bni) = (l+bi

n = oo

sorozatnak van 
b-k halmazának van.

A mennyiségtan fogalomrendszerét 
mélyen jellemzi az a tény, hogy nem 

ehet még tovább általánositani a számfogalmat anélkül, 
rogy e fogalom leglényegesebb sajátosságai el ne tűn­
nének. A komplex számokat a valósakból úgy ké­
peztük, hogy vettünk két (e = \ és i) egységet s meg­
alkottuk a, b valós számokkal az a. e + b . i alakzatokat 
azzal a kikötéssel, hogy harmadik egység már nincs, 
tehát e . e, e . i, valamint i . i megint a + bi alakúak 
(e . e = 1, e . i = i, i .i ——1). Legfőbb sajátosságuk, ami 
a velők való számolást lehetővé teszi az, hogyha 
A, B, C ilyen komplex számok, akkor

nők Kezelési törvények.

dós
íat- A + B = B + A, A . B — B . A (kommutativ törvény). 

(A + B) + C = A + (B + C), (A.B).C = A.(B.C)és
ban
akú
:ket

(assiociativ törvény).
A.(B + C)—AB + AC (distributiv törvény).
Azaz épp úgy kell velők számolni, mint az egész, 

tört vagy irracionális számokkal.
>bb-
yen
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Arra lehetne gondolnunk, hogy tovább 
menve vegyünk elő n egységet ix, i2,...in-ei 
és képezzük

véTöbbegységü 
komplex számok. id<

az
&x %x "4* Cl 2 ^2 • . . “f" Cl fi In

alakzatot, ahol az Cl— k általában komplex számok. 
Természetesen az i egységek szorzataira: ix.ix, \ . i2 stb. 
kifejezésekre, szabályt kell adnunk, miáltal ezek is 
at ix + a% i% + ... + an in alakba legyenek irhatok (külön­
ben ix .it, it. stb. újabb független egységeket alkot­
nának).

Bármilyenek legyenek is az egységszorzatokra kijelölt 
szabályok, ha uj, n egységű számainktól megköveteljük, 
hogy eleget tegyenek a három kezelési törvénynek, akkor 
nem jutunk uj számokhoz. Bebizonyítható ugyanis (Hankel- 
tétel), hogy ily körülmények között minden uj egy­
ségnek gondolt i egyenlő valamelyik közönséges 
komplex számmal. Csak úgy juthatunk uj egységek­
hez, ha feladjuk valamelyik kezelési szabályt.

ne
tel
Ki
m<
há
vá
és
ha
ha
mi
ke
5.
az
vá
enPéldául, ha feladjuk A . B = B . A sza­

bályt, lehet négy egységű uj számokhoz 
jutni, a //amz'/fon-féle quaterniók-hoz és 

másokhoz nem (Froéemus-tétel). Ezekből a quater- 
niókból készült — Grassmann Ausdehnungslehre-je 
nyomán — a vektoranalizis, a fizika legmegfelelőbb 
nyelve. A matematika legelvontabb spekulációiból 
eredt a legkonkrétabb természettudománynak, a fizi­
kának természetes kifejező eszköze.

hoQuaterniók és 
vektoranalizis.

(a
tői
ily

és
m<
ke
EzVégtelen sor. Analitikai függvény.

Eddigi függvényeink összeadás és szor­
zás, illetve hatványozás útján állottak 
elő. Ezek voltak a műveletek, melyek­

nek bizonyos egymásra halmozása vezetett át az 
»-bői az y-ba. A szereplő műveletek egyszerűsége és

eg
aEgyszerű függ­

vényosztályok. kij
rei
riti
m<
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ább véges száma tette lehetővé, hogy az algebra csaknem 
ideális tökéletességgel végezhette el feladatát. Mihelyt 
az X és y-1 bonyolultabb műveletek kötik össze, olyan 
nehézségekkel kerülünk szembe, amelyek miatt lehe­
tetlen az algebráéhoz hasonló befejezettséget elérnünk. 
Kijutunk a problémák nyílt tengerére. Elkezdődik ez 
már a hatványozás megfordításánál. A hatványozásnál 
három szám szerepel: alap, (hatvány)-kitevő és a hat­
ványozás eredménye, hatványmennyiség. Ha az alap 
és kitevő van adva, például 5°, könnyű eljutni a 
harmadikhoz (a hatvány mennyiséghez). Tudniillik 
hatványozok. Ha az eredmény van adva és a kitevő, 
már nehezebb a harmadik, az alap kiszámítása: gyököt 
kell vonnunk. Például 125 és 3-hoz az 5 tartozik, mert

n-et

tok.
stb.
: is 
iön- 
kot-

elölt
'fik,
ikor
kel-

5.5.5 tényleg 125. Formulában: 125^ — 5. De 124 és 3,:gy~
•ges 1244 esetében az eljárás már hosszadalmassáazaz

válik. A hatványozásnak ebből a megfordításából 
erednek &4, #4, stb. függvények, általában Xa, 
hol CL valamelyik valós szám. Ezek a gyökfüggvények, 
ai értelme: űAból 3-ik gyök vonandó, vagy a4 
(a harmadik gyöke) önmagával szorzandó. Ily módon 
törtszámu kitevőnek is van értelme, sőt végtelen sok 
ilyennek a határértékét véve, irracionálisnak is.

Utolsó lehetséges eset, hogy az eredmény van adva 
és az alap. Kérdés, mi a hatványkitevő (exponens), azaz 
mekkora hatványra kell emelni az alapot (hányszor 
kell önmagával szorozni), hogy kijöjjön az eredmény. 
Ez nagyon bonyolult már s igy alapúi kiválasztanak 
egy bizonyos számot, például a tizet s igy vetik fel 
a kérdést: minő hatványra kell emelni a 10-et, hogy 
kijöjjön a megadott szám? A kiadódó kitevő — ami 
rendesen nem nagy 
ritmusa; 1000-é például 3, mert 10x — 1000 egyenletnek 
megoldása X — 3. A most felirt egyenlet bal oldala uj

;ek-

$za-
hoz

és
ter-
e-je
öbb
iból
Eizi-

íor-
:tak
ek- az adott szám 10-alapú loga-
az
és
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ilfajtájú, exponenciális, függvényt ad, ax-et, hol az X-ei 
sem hatványozni nem 
vonni ; ő csak kijelöli, hányszor kell szorzóul venni az 
alapot s esetleg hányadik gyököt kell venni az igy 
kapott szorzatból. Log. X jelöli a sorra vett pozitív 
(x) számokhoz tartozó kitevőket, logaritmusokat.

t<pedig belőle gyökötkell, sem
e
h

[
Például : Log. 1000 = 3, Log. 100 = 2, Log. 10 = 1. Az
Xa, ax és log. X és az ezekből formált függvények 
alkotják a második nagy függvény osztályt, az „elemi“ 
függvényekét, mik egyszerűségben mindjárt a polinó- 
mok után jönnek.

a
s

s
Láttuk, milyen nehéz megtalálni adott 

számhoz a logaritmust, sőt adott szám 
magasabb gyökeit is. Függvénytulajdonságaik tanul­
mányozása is azt követeli, hogy megpróbáljuk az át­
menetet, példáúl a számból a logaritmusához, lehetőleg 
összeadásra és szorzásra (hatványozásra), illetve ezek 
egymásra halmozására visszavezetni. Ekkor markoljuk 
meg igazán a függvényt, mert összealkotásáí nyomról- 
nyomra követhetjük. Erre szolgál a végtelen sor, a 
matematikai kutatás legfontosabb és legjellemzőbb 
eszköze. Láttuk (17. oldal), hogy bármelyik vonaldarab 
folytonos felezés és összeadással végtelen sok kisebb 
vonaldarab végösszegeként fogható fel. Pontosabban

YA végtelen sor.

S

€

I
c
£

i
CL± + + CL$ + $4 + . . • + 0>n + . . •

végtelen sok kijelölt összeadás-művelet eredményéül a

ax, ax + a2, ax+ a2 + aä, at + a.¿ + as + a4,.., at + a2 +
+ .. . + an,... sorozat határértékét tekintjük. Ha tehát 
ennek nincs határértéke, akkor az előbbi sor vég­
összegének semmi értelme sincs, a sorral nem tudunk 
mit kezdeni : divergensnek, széttartónak mondjuk. Ha 
van, akkor ez a határérték a konvergensnek, össze- 
tartónak mondott sor összege. (Sor alatt ezentúl csakis

i
í
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ilyen végtelen összeadás-sorozatot fogunk érteni, hol 
tehát a tagok között + (vagy —) jel van. Sorozat marad 
egymásután következő, vesszővel elválasztott számok 
halmaza.)

V-ei
köt
i az
így
:itiv
kát.

Ha akármilyen f(x) függvénybe X he­
lyére határozott számot, Cl-1 teszek, f (ü) 
már egyetlen számot jelöl, azt tudniillik, 

amit a vizsgált függvény rendel Cí-hoz. A végtelen 
sok különböző függvényből álló

Végtelen
függvénysor.

Az
yek
mi“
inó- fi(x) + ft(x) + f> (x) + fi(x) + ... + f„(x) + ...

sornak értelme tehát az, hogy minden egyes a szám- 
hoz, ha ugyanjött

:ám
nul-

A (a) + /. (a) + fa (a) + /4 (a) + ... + fn (a) + ...
konvergens, rendel — vegtelen sok összeadás 

végösszegeként — egyetlen számot : a most felírt sor 
összegét. Gyakran előfordul, hogy függvénysorunk 
egész számköz minden egyes számára konvergens. 
Ekkor a sor összege, ebben a számközben, függvényt 
alkot, az úgynevezett összegfüggvényt. Ilyenkor tehát 
a sor tagjai is függvények és a sor összege is függ­
vény : mondjuk F (x). Jelekben

sor
át-

ileg 
zek 
íjuk 
ról- 
» a
őbb
rab

F(X)= S fn (X)ebb
ban A 2 az egymást követő összeadásokat jelzi (summa). 

Az alá-fölé irt jelek pedig azt, hogy 1-től végig kell 
futni az összes egész számokon. Például

V n xn= x + 2x2 + 3xs + 4xá + 5x5

A legegyszerűbb végtelen függvénysort
___________  úgy kapjuk, ha a polinómokat —
hatványösszegeket — folytatjuk a végtelenig :

a0 + ax x + a2 xl + a3 x3 + xá +... + an xn + ...
Ezek ugyanis tisztára összeadás, szorzás meg még

ül a

l2 +

:hát
bég­
ünk

n=\

I Hatványsor. azaz

Ha (t)
sze-
ikis
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határérték-kiszámítás műveletekből vannak össze­
rakva. Rendkívül fontosak ezek a hatványsorok, mert 
kiderült, hogy akármelyik ismert, de komplikált függ­
vényt szedjük is elő, lehet olyan a-számokat, együtt­
hatókat, megállapítani, hogy az ezekkel felirt (t) sor 
összege minden X-re 
amelyik Æ-nél a sor 
az előszedett függvény éppen ahhoz az ítv-hez tartozó 
értékével. A hatványsor előállítja azt a függvényt. 
A nevezetes ebben az, hogy a konvergens végtelen 
sorban, mivel véges összegnek kell kijönni, elég messze 
elmenve az ezután jövő tagok összege már nagyon 
kicsiny s igy igazában — ha a sor végösszegét csak 
megközelítőleg akarjuk kiszámítani — elég a sor 
elejéről több-kevesebb tagot összeadni. Az előállított 
függvény értékét bárhol csupán véges számú össze­
adással és szorzással oly pontosságig kiszámíthatjuk, 
ahogy csak akarjuk. A függvény kezünkbe került. 
Egész pontos kiszámításra gondolva úgy is fogalmaz­
hatjuk sikerünket, hogy a négy alapművelethez csak 
a limes kitalálását kell még ötödik műveletként 
tolnunk, ezzel pótolhatunk gyökvonást, logaritmus- 
kiszámítást stb., általában minden műveletet, ami a 
négy elsőtől különbözik.

he
lo,
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— már ahol van összege, azaz 
konvergens — egyenlő legyen

% sz
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diA logaritmus esetében, mint sok más 

függvénynél is, kényelmesebb X helyett 
kissé általánosabban az X—G hatványai szerint haladó

I Taylor-sor. es
k¿
mb0+bl (x—c)+b2(x—c)2+bs(x—c)*+...+bn(x—c)n+... (T)

sort megalkotni, hol c adott szám Bármeddig vigyem 
is az összeadást, itt is mindig polinómot kapok és 
bármilyen X=a számra keresem a sor végösszegét, 
növő hatványokat kell szoroznom és összeadnom. Ez 
is hatványsor tehát. Taylor-sornak is hívjuk, mert ilyen 
általánosan Taylor, angol matematikus vezette be.
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Arra is nélkülözhetetlenek, hogy komplex számok­
hoz is rendelhessünk függvény-értéket. Példáúl ha a 
logaritmust előállitó sorban X helyébe komplex számot 
teszünk, a sor sok esetben konvergens lesz ; ha ne­
gativ számot, akkor is. így lesz negativ és komplex 
számoknak is logaritmusa. S 
vénynek nemcsak játék, mert enélkül nem 
tekintést nyerni még a gyökfüggvények legegyszerűbb 
eseteire nézve sem. A végtelen sor és komplex szám 
együttes és rendszeres használata vetett véget a XVIII. 
század végtelen vitáinak s alapozta meg ezáltal a 
mai, fenékig átgondolható, precíz matematikát.
i------------- 7—ti A legfontosabb, mondhatnánk életbe-
I Konvergencia-kor. kérdés a Taylor-sorra nézve az,
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ez a folytatása a függ- 
birtak át-
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hogy hol, melyik £P-ekre konvergens. Ez természetesen 
az együtthatóktól függ. Ha az együtthatók kicsinyek, 
még elég nagy íP-eket betéve is kapunk konvergens 
sort. Ha az Cl-k nagyok, r akkor meg csak kis &-eket 
betéve lesz konvergens. Általában csak annyit mond­
hatunk (Ábel tétele), hogy komplex szám behelyette­
sítésére is gondolva, mindig a komplex sik valamelyik 
körén beiül fekvő valamennyi pontra konvergensek, 
a rajta kivül fekvő összes pontokra divergensek. 
Magán a körön levő komplex számokra nagyrészt 
divergensek, néha konvergensek. Van tehát a 
esetében a kezdőpont, a (T) esetében a c körül, mint 
középpont körül rajzolt kör, amelyen belül eső vala­
mennyi komplex számra kapunk összeget, a kivül 
esőkre pedig egyikre sem. Taylor-sorunk konüergencia- 
tartomdnya mindig köralakú. A legtöbb függvénynek 
azonban nemcsak egyetlen kör belsejéből vett &-ekre 
van értéke. Ebből a szempontból nézve a Taylor- 
sor háromféle eshetőséget ad: megesik először, hogy 
X helyébe bármelyik komplex számot téve is, mindig 
konvergens ; konvergencia tartománya az egész
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komplex sik, a függvényt minden X-re előállítja. Má­
sodszor, hogy mindenütt divergens (kivéve X = 0, illetve 
X — C esetet, ahol csak konvergens lehet, mert egyetlen 
tagból, a0 ból áll). Ekkor sorunk egyetlen &-hez rendel 
egyetlen függvényértéket s igy igazában nem ad 
függvényt, a sor semmire sem jó. Harmadszor, néhol 
konvergens, néhol nem.

Ekkor a fentiek szerint van egy kör, amelyen 
belül e sor összege pontosan meghatároz egy 
függvényt. Legyen Cx e körön belül eső pont. 

A most meghatározott függvényt — mint általában 
akármilyen függvényt — a (T) sor alakjában írom 
fel. (Az uj alak, azaz a 6-k meghatározása igen bo­
nyolult.) Konvergencia tartománya köralakú és meg­
esik, hogy az uj kör (cx körül) túlmegy az elsőn. (10.
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ábra.) Uj sorunk az első kör belsejébe eső részében 
ugyanazt adja, mint ugyanott az első sor ; ez jelenti 
azt, hogy ismét az első függvényt állítottuk elő másik 
sorral. Kívül azonban az első sor semmit sem adott, 
hisz ott divergens volt, az uj sor pedig ad s ezáltal 
tovább folytatja a függvény meghatározását. Ha össze-
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n
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á- veszem valamennyi ilyen úgynevezett analitikai foly­
tatását az előbb csak az első körben meghatározott 
függvényemnek, kapok eljárást, amivel a komplex sík 
jó részén (esetleg egy két pont hiján az egész kom­
plex síkon) fekvő komplex számokhoz tudok kiszá­
mítani függvényértéket. Ez az analitikai függvény.

Szétválik itt a matematikai formula 
és a függvény fogalma. Azelőtt úgy 

értelmezték ugyanis a függvényt, hogy meg kell adni 
egy bizonyos képletet, formulát — ilyenek a polmó-

s azokra

/e
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el
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Függvény és formula.ín
?y
it.

mok vagy például : Vx + 2, log (3 X —1) 
az 37-ekre lesz értelme a függvénynek, amelyekre a 
képlet határozott számot ad. Ez nagyon természetes­
nek is hangzik : egy formula, egy függvény ; egy függ­
vény, egy formula. A Taylorsornál azonban egy for­
mula, tudniillik az első Taylorsor, csak részben állítja 
elő a függvényt. Teljes előállítását általában végtelen 
sok Taylorsor meríti csak ki. Itten tehát egy függvény 
és több (sőt végtelen sok) formula van. Más a függ­
vény és más annak matematikai, formulás előállítása. 
Felszabadul a függvényfogalom. Igazában rendelhetek 
bárminő számot bármelyik 37-hez, csak függvényt ka­
pok. Más és sokszor igen nehéz kérdés, milyen for­
mulával vagy formulasereggel juthatok el az 37-től a 
hozzá rendelt számhoz. Cantor bebizonyította, hogy 
az igy értett függvények halmazát nem lehet a valós 
számokkal sem megszámolni, ezeknél többen vannak, 
számosságuk újabb, 3-ik fokozatot ad.

Az analitikai függvények elmélete, 
azaz általános tulajdonságaik megálla­
pítása és egyes csoportjaik tüzetes ta­

nulmányozása foglalkoztatta leginkább a matematiku­
sokat a XIX. század folyamán. Ez az elmélet a leg­
sajátságosabb és leghatalmasabb alkotása a mai 
matematikának. Oly problémasereggé nyílott széjjel,

m
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A függvénytan 
megteremtői.
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flamin még manapság is nagyban dolgoznak a leg­
erősebb matematikusok. Megalapítója a francia Cauchy 
(mint az algebráé Gauss), főkiépitői pedig: Abel, 
Riemann, Weierstrass, Poincaré, É. Picard, Hadamard stb.

d
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d
■FDerivált függvény. Primitiv függvény.
h

Minden függvényvizsgálat fő 
száma a differenciál-hányados fogalma. 
Az &-et változtatva a függvény értéke 

is változik. Milyen arányban változik a függvény az 
&-hez képest ? Az a és a + h között a függvény 
f(a + h) — f(a)-val változik meg (az uj értékből le­
vontuk a régit). Megnézzük hány íOváltozás (h) kerül 
ki a függvényváltozásból, azaz képezzük

szer­zi differenciál 
hányados.

S

li
c

f(a + h)-f(a) Eh
hányadost. Más h-i véve azonban, más lesz számláló 
is, nevező is, s igy általában hányadosuk is. Pontos 
mértéket a függvény változására az a pont körül csak 
úgy adhatok, ha mindig kisebb h-1 veszek s meg­
keresem az igy kapott végtelen sok (átlag) mérték 
határértékét. Alkossuk tehát

V
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f(a + hj — f(a) f(a + hj —f(a)
K K

f(a + hn) — f(a)

a
n
E

f(a + hj-f(a) n
f • • y • •K hn h

sorozatot. Ha abból az úgyis elengedhetetlen feltétel­
ből, hogy Hm hn = 0 már következik, hogy

n = oo
zatnak van határértéke, A, ezt a határértéket 
gált függvény differenciál-hányadosának mondjuk 
helyen. Ha megesik, hogy sorozatunknak nincs határ­
értéke, habár Hm hn = 0, akkor azt mondjuk, hogy

n — oo

V
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függvényünknek az a helyen nincs differenciál-hánya­
dosa. Differenciál-hányados = differencia-hányadosok - 
limes-e. Innen a neve. Jele a differencia (különbség, 
változás) szó kezdőbetűjéből ered olymódon, hogy 
deltával (a) jelöljük a véges változásokat, például : 
f(a + h) — f(a)-Af, h = Ax és d-ve 1 a differenciák 
hányadosainak limes-ét.

lim

J
f,

a f df
OO A X dxn —

s Például : ha a differenciálandó függvény X2, kere-
(a + hn)2 - a2 __ a2 + 2 a hn + hn2—a2

z
V = 2 a+ hnsendő

lfln Jln
1 limes-e mikor hn a 0 felé tart, azaz X2 differenciál- 

dányadosa az a helyen 2a.
Ilyképen minden X- hez — úgy, mint 

a-hoz — tartozik egy szám : adott függ­
vényünk odavaló differenciálhányadosa. Ezek a szá­
mok együtt uj függvényt adnak, amelyiknek sok köze 
van ugyan az elsőhöz, mindamellett nagyon más is 
lehet. Kifejezést adandó annak, hogy az f(x) függvény­
ből ered, f’(x) jelt kapja [(cd2)’ = 2 x]. Ez f(x) függvény­
nek derivált függvénye. A deriválás olyan művelet tehát, 
ami egyik függvényből átvezet egy másik függvényhez, 
még pedig kivonás, osztás és határértékkiszámitás útján. 
Eddigi műveleteink számból (az ¿C-ből) vezettek át 
másik számhoz (az y-hoz). A derivált függvény meg­
határozása adott függvényhez, az úgynevezett deri­
válás, differenciálás, nem folytatja tehát egyszerűen 
az eddigi műveletek sorát. Bár azt is mondhatnók, 
hogy a határértéknél végtelen sok szám határoz meg 
egyet s hogy igy bizonyos tekintetben közbül áll a 
számhoz számot rendelő elemi műveletek és a függ­
vényhez függvényt rendelő felsőbb mennyiségtani 
műveletek között.

Derivált függvény.

3
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1 A derivált függvény meghatározásá­
ul nak fordítottja a primitiü függvény fel­

keresése, azé a függvényé, amelynek éppen az adott 
függvény a deriváltja. Például 2 X függvény primitiv 
függvénye X2. Legyen ez a primitiv függvény F(x), 

nem egyéb, mint az adott f(x) függ­
vény : F'(x) = f(x). Magának az f(x) függvénynek a 
deriváltja f(x), a F(x)-nek már második deriváltja.

A derivált és primitiv függvény 
geometriai jelentése nagyon neve­
zetes. Rajzoljuk le f(x)-et. A 11. áb­

rán f(a + h) — f(a) az AB távolság. Az x változása 
AP-ve 1 egyenlő, tehát

Primitiv függvény

ke
ekkor F'(x) ne

sz
ly»
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A differenciál-hányados 
geometriai jelentése.
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/ (a + h)-f(a) AB
~h ~ÄP (= tg«)

i
Ez a viszonyszám meghatározza a P és B ponto­

kon átmenő szelőt. Ugyanis, ha megadják e viszony 
nagyságát, például a t-ot, akkor rajzolok egy derék­
szöget, mint vl-nál van, alapjára felmérek 3 akármi­
lyen egységet, a merőleges szárra 2-t. A kapott pon­
tokat összekötő egyenes párhuzamos lesz a vizsgált 
szelővel. Ha tehát P ponton át a nyert egyeneshez 
párhuzamost húzok, megkapom a szelőt. Válasszunk 
most kisebb h-1, ehhez másik szelő tartozik másik 
viszonyszámmal. így továbbmenve, végtelen sok szelőt 
kapok egy-egy viszonyszámmal megadva. A viszony­
számok limes-e az érintőt határozza meg, a szelők 
határhelyzetét. Ha tehát ismerem a függvény diffe­
renciálhányadosát ö-ban, fel tudom rajzolni e pont­
ban az érintőt a függvényt ábrázoló görbéhez. 
Lényeges, hogy a görbe matematikai formájából 
tisztán számítás útján jutok el a görbe geometriai 
tulajdonságaihoz. A görbe minden szemléleti sajátos­
sága számtani műveletekkel kiolvasható matematikai 
formulájából.

»

V

A primitiv vagy integrál függvény 
legközvetlenebb geometriai alkalmazása 
a következő: Valamelyik egyszersmin- 

denkorra megadott függvényértéktől, illetve magasság- 
vonaltól kezdődőleg a görbe és az x tengely között 
mindegyik függvényérték lezár bizonyos nagyságú te­
rületet. (A terület mérőszámát görbe határok eseté­
ben a beleirt négyszögek területösszege határozza 
meg, ha a négyszögelést mindig kisebb oldalakkal 
végezzük s a határra megyünk.) Más x-ei véve, más 
területet kapunk. A terület tehát x függvénye: T(x). 
Határozzuk meg derivált függvényét. T(a + h) — T(a)

Az integrál geo­
metriai jelentése.
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nem egyéb, mint az a és a + h közzé eső bevonalká­
zott terület (12. ábra) ; ez pedig nagyon kevéssel, a 
fenti, háromszöghöz hasonló területtel, különbözik 
h.f(a)-tol. A különbség köztük kisebb mint h szorozva 
az a és a + h közé eső függvényértékek legnagyobb 
különbségével.

Mikor tehát a T (a + h) — T (a) különbséget osztjuk 
h-va\, hogy megkapjuk a differenciálhányadost, f (a)-tói 
nagyon kicsit különböző hányadost kapunk. Mikor pedig 
h-1 kisebb kisebbnek vesszük, hányadosunk / (a) felé 
közeledik s igy tényleg, T (x) differenciálhányadosa 
<2~nál éppen a görbe magasságával, f (a)-val egyenlő.
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S ugyanígy valamennyi X pontban : T’ (x) = f (x). Ha 
tehát adott görbe formulájához megkeresem a primitiv 
függvényt, fontos geometriai kérdést is intézek el, 
tudniillik meg tudom mondani, hogy bármelyik X-\g 
menve, mekkora terület van a görbe és az X tengely 
között. Egy csapásra elvégeztem végtelen sok terület- 
számítást.
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ADifferenciál- és integrálegyenlet.

A felsőbb mennyiségtan egyik fő jel­
lemzője, amint láttuk, hogy a „szám­
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á- hoz szám“ viszony helyett a „függvényhez függvény“ 
kapcsolatot vizsgálja. Például a deriválás művelete 
minden függvényhez rendel másik függvényt olyfor- 
mán, mint a hatványozás (x2) minden számhoz 
delt másik számot. Az integrálás szintén. „Függvény­
hez függvényt“ rendelő művelet van sok. Például 
f (x) .f (x) szorzás. Fontosságuk rendkívüli, mert 
a természet ily függvénykapcsolatok hálózata. A 
nagy, átfogó természettörvények pedig feltételeket 
szabnak ki arra nézve, hogy a vizsgált jelenség­
körben miféle függvénykapcsolatok lehetségesek és 
mik nem.

A matematika megvizsgálja tehát elvben az összes 
lehető megszorításokat, amit csak függvényre ki lehet 
gondolni. Példáúl : van-e olyan függvény, esetleg több 
is, amelyik minden a és minden b értékre eleget tesz 
t (a + b)~f (a) + f (b) függvényegyenletnek ? (Azért min­
den a és minden b értékre, mert maga a függvény kö­
teles eleget tenni a feltételeknek.) A c.x függvények 
mind ilyenek, hol C akármelyik szám s más ilyen 
nincs is. Másik példa : / (a. b) = f (a) + f (b) egyenlet, 
aminek megoldása a log X, mert szorzat, a. b, loga­
ritmusa tényleg a tényezők logaritmusainak összege. 
Bonyolultabb függvényegyenlet

ik
t a ren-)b

ik
ól
ig
lé
sa
ő.

la

aQ(x) + aj (x) f(x) + a2 (x) [/ (x)f + a3 (x) [f (x)]3 
+......+ an (x) [f (x)]n= 0

IV
d,
lg
ly ahol CL0 (%)> di (x),   an (x) megadott függvényegyütt­

hatók, f (x) pedig az ismeretlen függvény helyett áll, 
ami majd eleget tesz az egyenletnek bármilyen Æ-nél. 
Az irás megkönnyítése végett itt már célszerű az 
úgyis ismeretlen függvényt jelző f(x) jel helyett «/-1 

. Az ilyfajtáju egyenletet kielégítő függvények 
képezik az algebrai függvények csoportját. Elméletük

;t-

;1- írni
n-
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— mi nem tévesztendő össze az algebrával — jól 
ki van épitve.

Legfontosabbak azonban azok a függ­
vényegyenletek (differenciál- és integrál- 
egyenletek), hol a keresett függvény 

deriváltja, esetleg integrálja is benn van. Például olyan 
f (x) függvény keresendő, hogy minden %-re xy} — 2y 
legyen. Ilyen például X2, általában c. X2, hol G vala­
melyik valós vagy komplex szám. Az x2 függvény 
eleget tesz még yy" — X yy egyenletnek is. Ha se y, 
se előforduló deriváltjai nincsenek hatványra emelve 
(azaz első hatványon vannak) se egymást nem szo­
rozzák, a differenciálegyenlet lineáris. Első példánk 
ilyen, a második nem. Az y és deriváltjai mellett levő 
függvényegyütthatók 2>nek tetszőleges adott függ­
vényei.

Láttuk, egyetlen függvény- (differenciál-) egyenlet­
nek végtelen sok függvény tehet eleget. Minden ilyen 
egyenlet kikerekit a függvények közül egy családot. 
A főkérdés következtetni az adott függvényegyüttha­
tók tulajdonságaiból és az egyenlet formájából a neki 
eleget tevő függvények tulajdonságaira. Egy-egy ilyen 
kérdés nagyon precíz, nem mozog általánosságban, 
innen van, hogy a függvénytanulmányozás ez irány­
ban érte el legteljesebb sikereit. Itt a problémahálózat 
továbbszövését nem kizárólag matematikai egymásra- 
következések határozzák meg, a fizikai elméletek 
szükségleteit kell első sorban kielégítenünk. A XIX. 
században indult csak meg a teljes elmélet kiképzése, 
de még végtelen messze járunk a befejezettségtől. 
Az integrálegyenleteket meg csak manapság kezdik 
rendszeres vizsgálat alá fogni, sok tekintetben megint 
fizikai szempontok szerint indulva.

Differenciál- és 
integrálegyenletek.

li
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¡ól Ajánlható kézikönyvek.
rg- I. Középiskolai anyag :

Beke, Algebra, 7. kiadás, a differenciál- és integrál­
számítás elemeit adó függelékkel (legjobb közép­
iskolai tankönyvünk, magántanulásra is ajánl­
ható.)

Németül például a Grundlehren der Mathematik ; 
ennek megjelent eddig két kötete: Färber, 
Arithmetik és Thieme, Geometrie.

Franciáúl : Boréi, Cours de mathématiques (németre 
is le van fordítva), Tannery (németül is) és 
Hadamard tankönyvei.

II. Átmenetül a felsőbb mennyiségtanhoz :
König, Bevezetés a felsőbb algebrába.
Beke, Bevezetés a differenciál és integrál számításba. 

3 korona.
Rácz—Mikola, Az infinitezimális számítás elemei a 

középiskolában. 2 korona.
Lévay, A differenciál és integrálszámítás elemei pél­

dákkal középiskolai használatra. 60 fillér.
III. Felsőbb mennyiségtan:

König, Analízis (csak első kötete jelent meg.)
Beke, Differenciál és integrál számítás (legjobb és leg­

teljesebb egyetemi tankönyvünk) I—II. 20 korona.
Serret—Scheffers, Differencial und Integralrechnung 

I—III. (Nálunk is legelterjedtebb tankönyv a 
németnyelvüek között. Franciából van fordítva 
s kibővítve.)

Tannery, Leçons d'algebre et d'analyse I—II. (Leg­
jobban ajánlható bevezetésül. A középiskolai és 
egyetemi tananyagot hidalja át.)
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A

Goursat, Cours de mathématiques 2e édition I—III. 
(Pontos és rendszeres áttekintése a diff. és int. 
számitásnak beleértve geometriai alkalmazásait 
is, valamint a diff. egyenletek elméletét.)

Picard, Traité dt analyse I—III. (Válogatott fejezetek­
ben, problémakörök szerint tárgyalja a matema­
tikát, bevezetésül az elméleti fizika egész komoly 
átértéséhez. Szellemes, érdekes könyv, legszebb 
valamennyi összefoglaló munka között.)
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isiA „Galilei Füzetek“-et dr. Lóránd Jenő szerkeszti. 

Szerkesztőség : I. kér., Kende-utca 12, II. emelet 10.
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T

A SZABADGONDOLKOZAS MAGYAR- 
ORSZÁGI EGYESÜLETE

BUDAPEST, VI, ANDRÁSSY-ÚT 48. SZ., I. EMELET
— ... 100 korona
— ........ 10 korona
— — 6 korona

Alapító tagok tagsági dija egyszersmindenkorra- 
Támogató rendes tagok tagsági dija évi--- 
Rendes tagok tagsági dija évi — — —

Valamennyi tag ingyen kapja az egyesület hivatalos lap­
ját, a Szabadgondolat-ot. Fiókok alapítására vagy a be­
lépésre vonatkozólag felvilágosítást nyújt a titkári hivatal.

t

«*

Ir

r* TI * J/' •• a Szabadgondolkozás Magyarországi 
VJ3.11101 IXOr Egyesületének főiskolai fiókja.
Budapest, VI. kér., Anker-köz 2. szám, II. emelet.

A Galilei Kör — egyetemünk legnagyobb ifjúsági egyesülete — 5 év 
óta áll fenn. 1908-ban alakult 256 taggal és az ötödik év végén tagjai­
nak száma 1000. r ,

Az előítéletek nélküli tudományos gondolkozás vedelme es terjesz­
tése a Kör célja. Tanulás és tanítás az eszközei a vallási, faji és osztály- 
előítéletek ellen való küzdelmében.

Előadásaiban és szemináriumaiban a modern tudományos ismereteket, az 
erkölcsi, művészeti es tudományos elet korszerű szemleleset es a belőlük 
sarjadzó világnézetet terjeszti, öt ev alatt több mint 200 természet­
tudományi, filozófiai, lélektani, művészeti, társadalomtudományi és kultúr­
politikai előadást tartottak a Galilei Körben — melyek egy része nyom­
tatásban is megjelent — egyetemi tanárok, hazai és külföldi szakemberek 
s több mint 25 szemináriumban foglalkoztak a tagok e kérdések tüze­
tesebb megbeszélésével. _

Az első ötévi működés kimagasló mozzanatai : diakgyülesek ren­
dezése az általános választójog és a szekularizáció mellett, statisztikai 
felvétel a budapesti diákság gazdasági helyzetéről, sorozatos előadások 
Magyarország közállapotairól és Magyarország történelméről, a nőkérdés­
ről, Ostwald, Sombart és más világhírű tudósok előadásai, továbbá Mach 
ismeretelméletének magyar nyelven való kiadása.

A Kör tagjai munkáselőadásokat tartottak.
A Kör klubhelyiséget tart fenn, melyben a napilapokon kivül számos 

tudományos, szépirodalmi és egyéb (magyar, német, angol és francia 
nyelvű) folyóirat áll a tagok rendelkezésére. Ezenkívül a Kör állandóan 
gyarapodó könyvtára.

A Galilei Kör tagjai ingyen látogathatják a Társadalomtudományok 
Szabadiskolája előadásait. ,

Tagja lehet minden főiskolai hallgató. Évi tagdíj 2 korona.
A Galilei Kör második, harmadik és negyedik évi működéséről szóló 

jelentést kívánatra bárkinek megküldik.
■t.
4.



S A Galilei Kör kiadásában megjelent *
¥ I* Mar¥Zyi EdV Tudomány és katolicizmus. Ára 40 fillér. ¥ 
X L Ma¿h Eln0i Azrnrzr?n!ete^fjemzése- Fordította Pólányi X
V Kar?ly; Arf 50 fiUer. (Elfogyott. Uj, bővített kiadás £
•J* sajtó alatt.)
í 3* 5ZArÍ40áfiÍlé^ nagybírtok és Magyarország jövője. $
i 4- /tLevtÍ™á20ÍlérbeSZéde' Ady Endre ŰEnepÍ I

I 5" ^iővá'ÁÍa «mûr6“""" kérdéS éS Magyar°r8zág I

¥ 7* ^?sn.y^ Béfa: Oros község társadalmirajza.Ára40fillér. ¥ 
X a JfZl PszkaT •' A kapitalizmus felbomlása. Ara 20 fillér. X 
•!• g* Roston Peter : A vármegye. Ara 40 fillér.
X ^ budapesti diáknyomor. A Galilei Kör statisztikai fel- X
V in , vetele. Feldolgozta Bosnyák Béla. Ara 40 fillér. £ 
X l0‘ Fassalle Ferdinand : Mi az alkotmány? Fordította X

,, Fazekas Sándor. Ára 50 fillér.
£ H. Három március. 1911. 1912, 1913.

1 SZABADGONDOLAT
Â • A Szabadgondolkozás Magyarországi Egyesületének A 
•{• i íokjamak : a Galilei Körnek stb. hivatalos lapja, a 
X jegoicsobb es legtartalmasabb népszerű szociológiai és X 

természettudományi folyóirat. A Szabadgondolat pro- ? 
£ grammja a szabadgondolkozás elméleti alapjainak fej- £ 
t lesztese es gyakorlati követeléseinek propagálása: szembe- •£ 

X k ,a £vf,af’ erkölcsi és osztályelöitéletekkel s X 
“arcot folytat minden intézmény ellen, mely ezeken * 

£ akpszik. Megalkuvás nélkül való hirdetője a klerikalizmus £ 
* es a felekezeti szellem elleni küzdelemnek. Terjeszti a ❖ 

X természettudományos _ világnézetet és tanítja az ennek X 
apjat tevo természettudományi ismereteket. Ismerteti a * 

£ ?1gyair CA kc If?ldl, szabadgondolkodó mozgalmat és iro- £
A m^UlîÂ&,a‘ mUnkatár8aÍ 3 ?

¥ m#,ílaí?í1rken,t. ®gyszer két ívnyi terjedelemben jelenik ¥ 
X r g* Előfizetési ara egesz évre 4 korona, fél évre 2 V 
£ Ä fEgyes szamai tőzsdékben és könyvkereskedések- ❖ 
A ben 4° fillérért kaphatok. Szerkesztőség VI, Andrássy-út £ 
í 48, I. em. Mutatvanyszamot kívánatra díjtalanul küld *
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