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Eloszo

Ez a konyv a BME fizikus hallgatéi szamara késziilt, négy fejezetbol allé Kisérleti
Fizika sorozat masodik kotete, amely az elektromossag, magnesség és a relativitasel-
mélet alapjaival ismerteti meg az Olvasot. A tankényv a BME Fizikus alapképzésében
elhangzo Kisérleti Fizika 2. el6adas anyagat dolgozza fel egységes formaban, az eldadason
bemutatott legfontosabb kisérletek leirasaval kiegészitve.

A tankonyv anyaga nem fed at teljes egészében a szobeli el6adéds évrol évre valtozo,
fejlodo tartalmaval, helyenként annal részletesebb magyarazatokat, kitekintéseket tartal-
maz, mig mashol anndl egyszeriibb szamitasokat, vagy attdl eltéro gyakorlati példakat és
alkalmazasokat ir le. A konyv olvasdsa értelemszertien nem pétolja az eléadas kovetését,
amelyben a kisérletek és az elméleti jellegii szamitasok soran a Hallgatd szeme lattara
tarulnak fel az elektromagnesség és a relativitaselmélet alaptorvényei. A Kisérleti Fizika
2. targy szerves részét képezi a szamolasi gyakorlat, amelynek elektronikus példatara
a Fizipédia honlapjan [I] taldlhatd, csakigy, mint az el6addshoz kapcsol6déd kisérletek
videofelvételei [2]. Erdekléds hallgatok hasznos kiegészitéseket talalhatnak az ajanlott
irodalomban is [3, 4, 5, 0].

A Kisérleti Fizika 2. el6adas tematikajat és a jelen tankonyv alapjat képezo jegyzetet
a targy el6zo el6addi, Toth Andrés és Kalman Péter dolgoztdk ki. A tankonyv nagy
részben az 6 munkdjukra tdmaszkodik, amiért Oket koszonet illeti.

A kényv a TAMOP-4.1.2.A/1-11/1-2011-0064 palyazat keretében késziilt.



1. fejezet

Elektrosztatika

A gorogok mér kb. 2500 évvel ezelott tapasztaltak, hogy a megdorzsolt borostyanko
(megkovesedett fenyGgyanta) konnyti targyakat (tollpihe, szalmaszal) magahoz vonz. A
borostyanké gorog neve ,elektron”, innen ered az elektromossag elnevezés. Hasonlokép-
pen a megdorzsolt miianyagok (fésil), megdorzsolt iiveg- vagy ebonitriud papirdarabokat,
apro6 porszemceséket, hajszalakat képes magahoz vonzani, de a tapasztalat szerint a meg-
dorzsolt testek kozott taszitas is felléphet.

A dorzsoléssel ilyen kiilonleges allapotba hozott testek altal kifejtett eréket nem tud-
juk megmagyarazni semmilyen mechanikai jellegli vagy gravitaciés kolcsonhatassal. A
dorzsolés révén tehat az anyagnak egy 1j tulajdonsaga valik érzékelhetové, amely egy ed-
dig ismeretlen kolcsonhatast okoz. Ezt a kolcsonhatast elektromos- vagy elektrosztatikus
kélcsonhatasnak, az anyagnak az elektromos kolcsonhatast okozo sajatsagat elektromos
toltésnek nevezziik.

1.1. Elektromos erohatasok, az elektromos toltés

Az elektromos kolcsonhatds megismeréséhez eloszor az elektromos allapotba hozott
testek kozott fellépo erchatasokat kell tanulmanyozni, mert csak igy ismerhetjiik meg
a kolcsonhatast okozo elektromos toltések sajatsagait, és igy juthatunk el az elektro-
mos kolcsonhatds szamszerii lefrasahoz. A legegyszeriibb a nyugvé (sztatikus) elektro-
mos toltések! kozott fellépd erSket vizsgdlni. Ertelemszerien az elektromos jelenségek
kutatasanak ezt a teriiletét elektrosztatikinak nevezziik.

Az erchatasokkal kapcsolatos alapkisérletek egyszerti eszkozokkel végrehajthatok:

Kisérlet: Elektrosztatikus er6k megfigyelése
Bérrel megdorzsolt iivegrud, szormével megdorzsolt ebonitrid apréd targyakat

1A tovabbiakban az ,elektromos t6ltés” kifejezés helyett gyakran a révidebb ,t6ltés” kifejezést hasz-
naljuk.



magahoz vonz, majd eltaszitja azokat.

Az iivegriud dorzsolésére hasznélt bor és az ebonitrid dorzsolésére hasznalt
szO6rme ugyanilyen erohatasokat fejt ki. A kisérletrdl késziilt video megtekint-
heté a Fizipédia weboldalan http://fizipedia.bme.hu/index.php/D}%C3%
B6rzselektromoss%C3%Alg_I. ¢

Kisérlet: Taszité és vonzé erdk

Uvegrudakat bérrel, ebonitrudakat sz6rmével dorzsoliink meg, és megfigyeljiik
a megdorzsolt rudak illetve a dorzsolo anyagok kozott fellép6 kolesonhataso-
kat. Ehhez a iivegrudat és ebonitrudat vizszintes helyzetben felfiiggesztiink
egy cérnaszalra, majd ezek egyik végéhez egy masik megdorzsolt testet kozeli-
tiink. Ekkor a kolcsonhatas miatt a felfiiggesztett rud elfordul. A kolesonhatéd
parok kozott az aldbbi erohatésokat tapasztaljuk:

e iiveg — liveg kolcsonhatas: taszitas

e iiveg — liveget dorzsolo bor kolesonhatasa: vonzas

e chonit — ebonit kdlcsénhatés: taszitas

e chonit — ebonitot dorzsolé szorme kolcsonhatasa: vonzas
e iiveg — ebonit kélcsonhatas: vonzas

e iiveg — ebonitot dorzsolo szérme kolecsonhatasa: taszitas

e chonit — iiveget dorzsolo bor kolesonhatasa: taszitas
¢

A kisérletek alapjan a jelenségeket megprobaljuk értelmezni:

o A dorzsolés az Osszedorzsolt két testet olyan allapotba hozza, amely valami er6-
kifejtésre képes ,,anyagi dolog” megjelenésével jar egyiitt, ezt nevezziik elektromos
toltésnek.

o A kisérletek csak ugy értelmezhetdk, ha kétféle elektromos toltést tételeziink fel: az
egyik fajta toltés az 0sszedorzsolt testek egyikén-, a masik fajta toltés a masikon
jelenik meg.

e Megallapodas szerint a borrel megdorzsolt iivegridon megjelend toltést pozitivnak,
a szérmével megdorzsolt ebonit toltését negativnak nevezziik?.

2 A pozitiv illetve negativ toltés elnevezését Benjamin Franklin (1706 - 1790 amerikai természettudés)
javasolta, aki a pozitiv és negativ szdmokat tekintette mintdnak: az ellenkez6 el6jelll toltések egymas
hatasat kioltjak, ugyanigy, ahogy a pozitiv és negativ szdmok Osszeadva egymast ,,megsemmisitik”.


http://fizipedia.bme.hu/index.php/D%C3%B6rzselektromoss%C3%A1g_I.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/D%C3%B6rzselektromoss%C3%A1g_I.

e Az azonos el6jeli toltések taszitjak egymaést, az ellenkez6 eléjeliiek vonzzdk egy-
mast, ennek alapjan feltételezheto, hogy az iivegrudat dorzsoloé boron negativ toltés
van, az ebonitot dorzsolo szormén pedig pozitiv.

e Mivel a magukra hagyott testek normadlis koriilmények kozott (dorzsolés nélkiil)
altalaban elektromos erchatasokat nem fejtenek ki egymasra, fel kell tételezniink,
hogy az anyagokban azonos mennyiségli pozitiv és negativ toltés van, amelyek egy-
mas hatasat semlegesitik, ezért kifelé az anyagok elektromos toltései nem érzékel-
hetok. A dorzsolés hatasara fellépo elektromos jelenségeket eszerint ugy értelmez-
hetjiik, hogy a ddrzsilés szétvilasztja az anyaghban azonos mennyiségben taldlhaté
pozitiv és negativ toltéseket, igy az 0sszedorzsolt testek egyikén tobblet pozitiv, a
masikon tobblet negativ toltés jelenik meg. A szétvalasztott toltések kozott ercha-
tas 1ép fel, amit a toltést hordozé testek kolesonhatasaként érzékeliink.

o A kisérleteink tanulsaga szerint egyszerii eszkozeinkkel nem tudunk toltést ,,terem-
teni”, csak az anyagban egyébként jelen 1évé pozitiv és negativ toltést megosztani.
Ez a tapasztalat azt sugallja, hogy a kisérlet kozben a rendszer 0ssztoltése meg-
marad. Tovabbi (sokkal kifinomultabb) kisérletek alapjan kimondhatjuk a toltés-
megmaradds torvényét, amely a fizika egyik altalanos megmaradési torvénye (azzal
részletesebben a 3. fejezetben foglalkozunk).

e Ma mar azt is tudjuk, hogy az elektromos toltéseket a foldi anyagot alkoto két elemi
részecske, a proton és az elektron hordozza. Ezek koziil a proton toltése pozitiv (ez
jelenik meg a megdorzsolt iivegridon), az elektroné pedig negativ (ez jelenik meg
a megdorzsolt ebonitridon).

Ezen egyszert kisérletek elvégzése kozben felmeriil a kérdés, hogy mi a dorzselekt-
romossag oka. Az elektromos toltések szétvalasanak alapvetd oka a kiillonbozo anyagok
kiilonb6zo elektronvonzo képessége: két anyagot egymassal érintkezésbe hozva a nagyobb
elektronvonzé képességli anyag elektronokat vesz at a masik anyagtol, és igy az negativ,
a masik anyag pozitiv toltésti lesz. A dorzsolés szerepe csupan annyi, hogy szigetel6 anya-
gok esetén ezzel biztosithatjuk, hogy a két anyag a lehet6 legnagyobb feliileten érintkez-
zen, és igy a megosztott toltés mennyiségét nagysagrendekkel megnovelhetjiik. Hasonlo
toltésmegoszté hatds figyelheté meg (természetesen dorzsolés nélkiil) fémes vezeték egy-
maéssal és vezet folyadékokkal (uin. elektrolitokkal) valé érintkezésénél. Ez az , érintkezési
elektromossag” szamtalan érdekes és hasznos effektus, tobbek kozott a galvanelemek mii-
kodésének az alapja.

Az elektromos toltések tovabbi tulajdonsagait szintén egyszert kisérletekkel vizsgal-
hatjuk meg.

Kisérlet: A toltésmegosztas jelensége
Cérnaszalra felfiiggesztett aluminiumfoliat a megdorzsolt iivegriud vagy ebo-
nitrud magahoz vonzza, majd eltaszitja. A vonzas oka az, hogy a kezdetben



semleges aluminiumféliaban a kozelében 1év6 toltott rud hatasara a szabadon
mozgd toltéshordozok elmozdulnak. Pozitivan toltott rid esetén (pl. tivegrid)
aluminiumfélia ridhoz kozelebbi része negativ, tavolabbi része pozitiv tolté-
st lesz (t6ltésmegosztas). Ekkor az aluminiumfélia negativ toltéseire nagyobb
vonzoerd hat, mint a rudtol tavolabb 1évo pozitiv toltésekre, és igy azt a rud
magahoz vonzza. A taszitds oka az, hogy az érintkezés pillanataban a fémle-
mez a megdorzsolt riud toltését atveszi, tehat a ruddal azonos toltést lesz, és
igy taszitjak egymast.

Azt, hogy a dorzsolésnél toltésszétvalasztas torténik, az is mutatja, hogy az
tivegriddal pozitivra feltoltott aluminiumféliat a dorzsolé bér vonzza (a béron
tehét negativ toltés maradt), az ebonittal negativra feltoltott aluminiumfoéliat
a dorzsolo szérme vonzza (a szérmén pozitiv toltés maradt). ¢

Kisérlet: Elektroszképok és elektrométerek

A toltések jelenlétének kimutatasara szolgalo egyszert eszkozok az 1.1. abran
lathato elektroszképok. Ezek két vékony, hajlékony fémlemezbdl (pl. alumi-
niumfélia; (a) dbra) vagy cérnaszalakra felfiiggesztett két bodzabél (hunga-
rocell) goly6bdl (b) dbra) allnak, amelyeket egyik végiikon egy fém tartén
egymashoz rogzitiink (a tartétdl elszigetelve). Ha a kozos végre toltést vi-
sziink, a lemezek illetve a bodzabél golyok — a kozottiik fellépo taszitas miatt
— egymastol eltavolodnak, szétagaznak.

Ezeknek az eszkozoknek komolyabb — mérésre is alkalmas — valtozatai az
elektrométerek (1.2. dbra). Ezek lényegében egy fémvazbdl (1) és a hoz-
zd vizszintes tengellyel csatlakozd, mutatéként miikods, vékony fémrudbol
(2) allnak. Az eszkozt a zavard kiils6 hatdsok kikiiszobolése érdekében egy
fém héazban (3) helyezik el, amelyet a fémvaztdl elszigetelnek (4). Az elekt-
roszkép toltetlen allapotdban a 2 mutaté fiiggdlegesen 16g (a) dbra). Ha a
fémvaz tetején 1évé fémgombre toltést visziink fel, akkor az 1 fémvaz és a
2 mutatd ugyanolyan eldjelli toltést kap, igy koztiik taszitds 1ép fel. Ennek
kovetkeztében a mutato eltavolodik a fémvaztol, elfordul a tengelye koriil,
és jelzi a toltés jelenlétét (b) dbra). A mutaté kitérését egy mogotte elhe-
lyezett skalan (5) leolvashatjuk, igy az eszkoz a felvitt a toltés nagysagat
is jelzi. A kisérletrdl késziilt video megtekintheté a Fizipédia weboldalan
http://fizipedia.bme.hu/index.php/F/C3%A1j1:Eletroszkop.ogv ¢

Kisérlet: Az elektromos vezetés jelensége
Két elektrométert egymas mellé helyeziink, és az alabbi kisérleteket végezziik
el.
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 http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Eletroszkop.ogv

(a) (b)

1.1. dbra. Egyszert elektroszkopok

(a) (b)

1.2. dbra. Egy egyszerii elektrométer felépitése: fémvaz (1), mutaté (2), fém héz (3),
szigetelés (4), skala (5)

Az egyik elektrométert feltoltjiik, majd a toltott és toltetlen elektrométer
gombjeit fémruddal 6sszekotjiik. Ekkor az eredetileg toltetlen elektrométer
is toltést mutat, vagyis a toltés bizonyos anyagokkal egyik helyrol a masikra
elvezethetd. Azokat az anyagokat, amelyek a toltést képesek elvezetni, ve-
zetéknek nevezziik (ilyenek pl. a fémek). Kornyezetiiktol elszigetelt vezeték
dorzsoléssel vagy a hozzajuk érintett, toltott allapotba hozott (megdorzsolt)
anyagokkal feltolthetok (a kornyezettél valo elszigetelés fontos, mert a felvitt
tobblet-toltések csak ekkor maradnak meg a vezetén).

Ha a toltott- és toltetlen elektrométert fariddal kotjiik ossze, akkor a toltetlen
elektrométer tovabbra is toltetlen marad, nincs toltésvandorlas. Vannak tehat
olyan anyagok, amelyek a toltést nem vezetik. Ezeket szigeteloknek nevezziik.
Dorzsoléssel a szigetelokon tudunk toltéseket konnyen felhalmozni, mert a
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szigetelokrol a szétvélasztott toltések nem vezetodnek el.

Ha a két elektrométerre ellenkez6 el6jelti toltést visziink, majd azokat vezeto-
vel Osszekotjiik, akkor mindkét elektrométer toltése csokken: a kétféle toltés
csOkkenti (kompenzalja) egymés hatasat. ¢

Kisérlet: Elektromos megosztas

Két toltetlen elektrométert vezetd riuddal kotiink Gssze, és az egyikhez feltol-
tott tivegrudat (pozitiv toltés) kozelitiink. Ekkor mindkét elektrométer tol-
tést mutat. Ha az iivegrudat eltavolitjuk az elektrométer kozelébol, akkor az
elektrométerek toltése eltiinik. ¢

Ezt a jelenséget annak a megfigyelésnek a segitségével érthetjiik meg, hogy vezetok-
ben a toltések konnyen elmozdulhatnak: a két elektrométerbdl és az 6sszekotd radbdl
allé 6sszefiiggd vezetOben a pozitiv toltést ivegrid a negativ toltéseket a ridhoz kozeli
elektrométerre vonzza, a tavoli elektrométeren pedig pozitiv toltés marad. fgy mindkét
elektrométer toltést jelez. A vezetékben a kozelitkben elhelyezett toltések altal okozott
ilyen toltésszétvalast elektromos megosztisnak nevezik. A megoszté hatds megsziinése
utan a toltések visszarendezddnek eredeti dllapotukba.

Kisérlet: Megosztott toltések egyesitése

A megosztott toltések szétvalaszthatdk, és tjra egyesithetok: Az 6sszekotod
vezetd rudat a megosztott rendszerrdl levéve, a szétvélasztott toltés meg-
marad az elektrométereken. A két elektrométert ijra vezetével Gsszekotve, a

megosztott toltések semlegesitik egymast, a toltés mindkét elektrométerrol
eltiinik. ¢

Kisérlet: Toltés elgjelének meghatarozasa elektrométerrel a meg-
osztas jelensége alapjan

Elektrométert ismert toltéssel latunk el, majd ismeretlen el6jelii t6ltést ko-
zelitiink hozza. Ekkor a megosztas miatt a kitérés nd, ha az ismeretlen toltés
el6jele megegyezik ez elektrométerével, ellenkezo eléjeli toltésnél a kitérés
csokken. ¢
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1.2. Az elektrosztatikus kolcsonhatas szamszerusité-
se, a Coulomb-torvény

Az elektromos toltések kolesonhatdsdnak szamszerli vizsgalatat elészor Coulomb *
végezte el (1785). A mérés sordn toltott vezetd gombok kolesonhatdsat mérte az igen kis
erOk mérésére alkalmas torzios mérleggel.

A torzids mérleg vékony, rugalmas szalra silyzdszerti elrendezésben, a ,stulyzd” t6-
megkozéppontjanal felfiiggesztett két azonos méretii fémgomb (1.3. dbra). Ha a szl elég
vékony, akkor a ,sulyzo” egyik gombjére haté igen kis er6 esetén is mérhet6 médon el-
fordul. Az elfordulds soran a rugalmas szalban egy visszatérité nyomaték 1ép fel, amely
aranyos a szogelfordulassal. Emiatt a visszatérité nyomaték egy meghatarozott szog-
elfordulasnal kompenzalja a sulyzora haté er6 nyomatékat, és egyensuly alakul ki. A
visszatérité nyomaték a szogelfordulasbol meghatarozhaté, abbdl pedig a sulyzora hatéd
ismeretlen erd kiszamithato.

1.3. 4bra. A Coulomb kisérlet vazlata

A Coulomb-féle mérésnél a fémgombok egyikére vitték fel (pl. megdorzsolt iivegru-
dat érintve hozzd) a kolesonhatd toltések egyikét (@), és ennek kozelében helyezték
el a masik toltott testet ((QQo toltésit fémgomb). A torziés mérleg a gombok elektromos
kolesonhatasa miatt elfordul. Megmérve az elfordulas szogét, és ismerve a felfiiggeszto
szal rugalmas tulajdonsdgait, a golydk kozott fellépo eré meghatarozhaté. A Coulomb
kisérletrol késziilt video megtekinthet6 a Fizipédia weboldalan http://fizipedia.bme.
hu/index.php/F/C3%A1j1:Coulomb_merleg.ogv

A gomb valasztasa azért szerencsés, mert

3 Charles Augustin de Coulomb (1736 - 1806), a francia fizikus
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e gombszimmetrikus a toltéseloszlas, ami varhatéan leegyszertisiti a mérés kiértéke-
lését

e egy toltott gombot ugyanolyan iires gombhoz érintve a toltés felezhetd, vagyis mod
van a toltés nagysdganak mérésére.

A berendezésben valtoztathatd a kdlcsonhato testek egymashoz viszonyitott helyzete,
vagyis tanulmanyozhaté a vonzoerd tavolsagfiiggése, és mdd van arra is, hogy a mérést
kiilonb6z6 nagysagu toltésekkel végezziik el.

A mérések szerint a kolecsonhatdsnal fellép6é erdk nagysdga ardanyos a kolcsonhato
toltések nagysagaval, és forditva aranyos a toltések tavolsdganak négyzetével. Az 1.3.
abra jeloléseivel:

F12 - F21 ~ Q12Q2. (11)
D)

Szigoruian véve a toltések ris tévolsdganak csak akkor van értelme, ha pontszerd
toltésekrdl van szo, vagyis ha a toltések mérete sokkal kisebb, mint a koztiik 1évé tavolsag.
Véges méretit gombok esetén a toltésmegosztas miatt az erck nagysaga kissé médosul.

12

1.4. abra. Két toltés elekrosztatikus kolcsonhatasa soran fellépd erck

Az ardnyossagi tényezét K.-vel jelolve, az egyes toltésekre hato eré vektori alakban
(1.4. dbra):

Foy = —Fip = Ke%u
12

12 (1.2)
Ez a Coulomb-torvény, ahol r15 a két test tavolsaga, us az 1 testtol a 2 testhez mutato

egységvektor, )1 és Qo a testek elektrosztatikus kolcsonhatasanak erdsségét jellemzo
elektromos toltések, K, pedig egyelore ismeretlen aranyossagi tényezo.
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A torvény kifejezi azt a tapasztalatot is, hogy azonos eldjelli toltések (@ - Q2 > 0)
taszitjak, ellenkezé eléjeltiek ( @1 - Q2 < 0) pedig vonzzak egymast. A tapasztalat szerint
a két kolesonhato toltésre haté erd ellentétes irdnyu és azonos nagysdgu (Newton III.
torvénye teljesiil): Fio = —Fy;.

Ez a torvény akkor érvényes, ha a két kolecsonhatéd test kornyezetében nincs mas, a
kolesonhatéast zavard — pl. elektromosan t6ltott — test. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy
a két toltés kolcsonhatasat iires térben — vakuumban — kellene vizsgalnunk, hiszen az
anyagokat toltott részecskék épitik fel, s ezek a toltések modositjak a kolesonhatast. Ki-
mutathaté azonban, hogy a levegé médosité hatasa igen kicsi, igy a méréseket levegében
végezve, igen jé kozelitéssel megkapjuk a vakuumban érvényes torvényt?.

A torvénnyel kapcsolatban két kérdés vetddik fel:

e mi a () egysége?
e mennyi a K.7

Azt a problémat, hogy egyetlen Gsszefiiggésbol két 11j mennyiséget, a toltést és az
aranyossagi tényezot kell meghatdroznunk, kétféleképpen oldhatjuk meg (ugyanezzel a
probléméaval taldlkoztunk mar Newton II. torvényénél is, ahol a két mennyiség a tomeg
és az erd volt):

e onkényesen rogzitjiik a toltés egységét (pl. egységként egy reprodukélhaté médon
feltoltott test toltését valasztjuk). Ekkor a K, ardnyossagi tényez6 mérés ttjan
hatarozhaté meg: ha két, egymastol rio = d tavolsagban 1évo, egységnyi toltési
(Qegys) test altal egymasra kifejtett Fio = F' er6t megmérjiik, akkor az aranyossa-
gi tényezét a K, = Fd*/Q?,,, Gsszefiiggésbdl kapjuk meg. A téltés ma hasznalt,
torvényben rogzitett egysége (az tn. SI-egység) 1 Coulomb = 1C °. A t6ltés egy-
ségének ilyen valasztasa esetén két 1C nagysagu toltés kozott 1m tavolsagban
F =9-10°N erd 1ép fel, ezért a Coulomb-térvényben szereplé ardnyossagi ténye-

zore az Sl-rendszerben azt kapjuk, hogy K, = % =9-10° Nggz.

e a masik lehetdség az, hogy onkényesen rogzitjiik a K. allandot, ekkor () egysége
a Coulomb-térvénybol szarmaztathatd. Ezt az eljarast kovetik a fizika bizonyos
teriiletein még ma is hasznalatos elektrosztatikus CGS-rendszerben. Itt 6nkényesen
a K, =1 egység nélkiili értéket valasztjak, amibol kévetkezik, hogy az elektromos
toltés egysége: 1g'/2cm?/?s~ 1.

4 A toltések kolesonhatdsdra vonatkozé Coulomb-térvényt eredetileg levegében allapitottdk meg.
Csak késobb deriilt ki, hogy az anyag jelenléte moédositja a toltések kolcsonhatasat. Az is kideriilt
azonban, hogy a levegében kimért torvények a vakuumban érvényes torvényekkel gyakorlatilag azonosak.

5 Az 1C egységet az SI-rendszerben az dramer6sség egységébdl (1 A) szarmaztatjuk: 1C = 1 As.
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Lényegében formai okokbdl (bizonyos alaptorvények egyszeriibb alakban irhatok fel)
az Sl-rendszerben a K, helyett egy 1j konstanst vezetnek be (gq):

K.

- —=8.855-10"2 C2/Nm?2. 1.
gl 8.855 - 10712 C?/Nm (1.3)

Ezzel a Coulomb-térvény az

1 1Qs
= 1.4
2 4meg T2, th2 (14)

alakot olti. A torvény nyugvd, pontszeri tiltések (vagy gombszimmetrikus toltéseloszla-
sok) kozott vdkuumban fellép6 kolesonhatést ir le.

1.3. Elektromos erotér és elektromos térerosség

Ha egy @ ponttoltés kornyezetében barhol elhelyeziink egy maésik (¢) ponttoltést,
akkor arra a Coulomb-torvénynek megfelelo eré hat, vagyis egy toltés maga koriil a
térben olyan fizikai allapotot hoz létre, amelynek eredményeképpen barmilyen masik,
odahelyezett toltésre elektrosztatikus erd hat. Rovidebben ezt gy szokas megfogalmazni,
hogy a () elektromos toltés maga koriil in. elektrosztatikus- vagy elektromos erdteret hoz
létre. Azt, hogy valahol van-e elektromos erotér, eszerint gy allapithatjuk meg, hogy a
kérdéses helyre egy mérotoltést tesziink, és ha erre er6 hat, akkor ott az erotér jelen van,
ha nem hat erd, akkor nincs jelen. A fenti mddszerrel tehdt az er6tér 1étezését akkor is
meg tudjuk allapitani, ha az erGteret 1étrehozo toltést nem ismerjiik. A kérdés az, hogy
lehet-e ezt az erOteret szamszeriien is jellemezni.

Azt, hogy egy pontszeri () toltés kornyezetében milyen ,erdsségii” erétér jon létre,
jellemezhetjiik példaul gy, hogy a tér kiillonbozé pontjaiban meghatarozzuk egy onké-
nyesen kivalasztott pontszeri ¢ pozitiv mérétoltésre haté erét (ennek a mérétoltésnek
olyannak kell lennie, hogy jelenléte ne befolyasolja az eredeti viszonyokat). Alkalmazva
a Coulomb-torvényt erre az esetre, lathato, hogy ez az erOhatds nemcsak a () toltés altal
létrehozott erdtérre jellemzo6, hanem a mérétoltéstol is fiigg. Az is lathatd azonban, hogy
az erOhatas aranyos a mérotoltés nagysagaval, vagyis az erot elosztva a mérétoltéssel,
a mérétoltéstdl fiiggetlen vektormennyiséget (E) kapunk, amely méar csak az erdteret
létrehozo toltés nagysdgdtol és a vizsgdlt pont helyétil fiigg:

F. 1 Q
E=-C°=_— <% 1.5
q dreg rz" (15)
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ahol u az eréteret létrehozé toltéstol a mérétoltés felé mutatd egységvektor, r a kol-
csonhato toltések tavolsaga. Az igy bevezetett E vektor a () ponttoltés altal 1étrehozott
elektromos erdteret jellemzi.

El6bbi gondolatmenetiink szépséghibaja az, hogy csak egyetlen pontszert toltés altal
létrehozott erdtérre érvényes. Ha tobb ponttoltés altal létrehozott erdteret is a fenti
modon akarjuk jellemezni, akkor meg kell vizsgalnunk a mérotoltésre az osszes jelenlévo
toltés altal kifejtett erot. Ezt az er6t megprobalhatjuk elméleti tton, a szuperpozicio elve
alapjan kiszamitani. Eszerint az elv szerint a kivalasztott ¢ mérotoltésre az egyes toltések
altal kifejtett er6t nem befolyasolja a tobbi toltés jelenléte, vagyis minden egyes er6 ugy
szamithato ki, mintha a tobbi toltés ott sem lenne. Ennek alapjan a ¢ toltésre hato
eredd erét ugy kaphatjuk meg, hogy az egyes toltések altal egyenként kifejtett eroket
vektorilag osszeadjuk (ez lathaté az 1.5. (a) dbran), vagyis a Q1, @2, ..., Q;, . .. toltések
altal a mérétoltésre kifejtett eredd erd (F.) az aldbbi médon kaphaté meg:

1 Q
Fe = QX:—O—zuZ (16)

(pozitiv)

(a) (b)

1.5. dbra. Az elektrosztatikus erék szuperpozicidjanak elve

Lathaté, hogy az eré most is aranyos a mérotoltéssel, ezért bevezethetjiik az

1 Qi
E- Zin, 1.
Xi: dreq r? H (1.7)

vektort, ami csak az erdteret létrehozé toltésektdl, tovabba a helytol fiigg. Ezzel a ¢
toltésre hatd erd az

F =¢E (1.8)
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alakba irhato.

Hasonléan jarhatunk el, ha egy kiterjedt testhez tartozé folytonos toltéseloszlas altal
létrehozott erdteret akarunk jellemezni, csak ekkor a kiterjedt testet fel kell osztani igen
kicsi térfogatelemekre (1.5. (b) dbra), és az ezekben foglalt toltések dltal a kiszemelt
pontszeri toltésre kifejtett ercket kell 6sszegezni. Konnyen belathato, hogy az eré ekkor
is ardnyos lesz a mérétoltéssel.

Ez azt mutatja, hogy érdemes az eroteret a fenti médon bevezetett térjellemz6 vektor-
ral jellemezni. Azt azonban, hogy ez a jellemz6 valéban mindig hasznalhaté, kisérletileg
kell megvizsgalni. A tapasztalat szerint az elektrosztatikus kolcsonhatéasra a szuperpozi-
cié elve érvényes, és az elobbi meggondolasok dltaldban is helyesek.

Mindezek alapjan az elektromos erétér jellemzésére bevezethetiink egy vektormennyi-
séget, az alabbi definicidéval: az elektromos toltések kozelében 1étrejovo elektromos erd-
térbe elhelyeziink egy pontszertinek tekinthetd, az eredeti viszonyokat elhanyagolhatd
mértékben zavaré g pozitiv mérétoltést, és meghatdrozzuk (megmérjiik vagy kiszamit-
juk) a ré haté F. elektromos erét. Az elektromos erétér jellemzésére az adott pontban
az

E=-° (1.9)

vektort hasznaljuk, amelyet elektromos térerdsségnek neveziink, és ezt a definiciét min-
denféle eredeti elektromos erdtér esetén érvényesnek tekintjiik.

A definicié alapjan a térer6sség mértékegységét is meghatarozhatjuk, és arra azt kap-
juk, hogy 1N/C.

A fentiek alapjan egy erdteret, amelyet valamilyen toltés maga koriil 1étrehoz, ugy
tudunk jellemezni, hogy az er6tér minden pontjaban megadjuk az elektromos térerosség-
vektort. Ha ezt megtettiik, akkor ahhoz, hogy egy tetszoleges pontban elhelyezett toltésre
hato erdt kiszamitsuk, nincs sziikségiink az eréteret 1étrehozd toltott objektumok isme-
retére, hiszen azoknak az ,erdkifejto hatasat” a térerdsségvektor egyértelmiien jellemzi.
(Példaul, egy E térerdsségii helyen elhelyezett ¢; toltésre haté eré F, = ¢;E.) Ebben az
értelemben tehat a térerdsség-vektorokkal jellemzett erétér hordozza az eréteret 1étrehozo
objektumok hatasait.

Ennek alapjan két toltott test kolesonhatasat ugy is felfoghatjuk, hogy az egyik maga
koriil 1étrehoz egy elektromos erdteret, és ez az erotér hat a masikra: az erdtér kézvetit
a kolesonhatast. Ez a felfogas szemben all azzal a korabbi elképzeléssel, amely szerint az
egymastol tdvol elhelyezked6 toltések kozvetleniil és azonnal hatnak egymaésra (ez volt az
un. tdvolhatds elképzelés). Ebben a kérdésben csak a tapasztalat donthet, az pedig azt
mutatja, hogy ha valahol toltés jelenik meg, akkor az erctér elészor a toltés kozelében
valtozik meg, és a valtozas véges sebességgel halad tovabb, a hatdsokat az erétér véges
sebességgel kozvetiti. A toltés tehat kozvetleniil az erétérrel all kapcsolatban, vagyis a
korabbi tavolhatas elképzeléssel szemben ez az un.kozelhatds mikodik.

18



A térertsséget a definicié alapjan elvileg mérés segitségével hatarozhatjuk meg. Latni
fogjuk azonban, hogy ismert toltéselrendezodések éaltal létrehozott térerdsség ki is sza-
mithaté. Ha az erGteret pontszerii toltés hozza létre, akkor konnyti helyzetben vagyunk,
hiszen ekkor a mérotoltésre hato erét a Coulomb-torvénybdl kiszamithatjuk, és ebbdl —
a kordbban megismert médon — a térerdsségvektor helytdl valo fiiggését is megkapjuk.
Bonyolultabb esetekben a szamitashoz a térerdsségvektor tulajdonsagainak megismerése
utjan felallitott altalanos torvényekre van sziikség.

1.4. Az elektromos erotér szemléltetése, er6vonalkép

Az elektromos erdtérben a tér minden pontjdhoz tartozik egy vektor, az E elektro-
mos térerésségvektor, amely az elektromos erdteret (az ott fellépd eréhatast) jellemzi.
Sok esetben nagyon hasznos, ha az erétér jellegét szemléletessé tudjuk tenni, vagyis azt
valamilyen médon abrazoljuk.

Az er6tér szemléletes megjelenitésének egy lehetséges mddja az, hogy kiilénbz6 pon-
tokhoz tartozo térerdsségvektorokat lerajzoljuk, ahogy az pontszerii negativ- és pozitiv
elektromos toltés altal létrehozott erétérben az 1.6. dbran lathato. fgy egy térerdsség-
térképet kapunk, amely az egyes pontokban mutatja a térerdsség nagysagat és iranyat.

E A p |
~ Y A .‘E; I'g

Qe o Q< b

»

1.6. dbra. Az elektromos erotés szemléltetése térerosség vektorokkal

Ennél édttekinthet6bb és hasznosabb dbrazoldst kapunk a térerdsségvonalak (masik
szokasos elnevezéssel elektromos erdvonalak) bevezetésével. A térerésségvonalakat gy
kapjuk, hogy a berajzolt térerésségvektorokhoz olyan gorbéket szerkesztiink, amelyekhez
egy pontban huzott érinté az adott ponthoz tartozd térerdsségvektor iranyaba mutat. A
térerdsségvonalnak irdnyt is adunk, ami megegyezik a hozzatartozo térerdsségvektorok
irdanyaval. Mas széval, a térerdsségvonal az elektromos erétér irdnyvaltozasait” koveti és
szemlélteti.
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Az 1.7. dbran vézlatosan bemutatjuk az el6zé abran is szereplé ponttoltések ((a)
és (b) abra) és egyméshoz kozel elhelyezett pozitiv és negativ elektromos toltés — egy
un. dipolus ((c) dbra) — &ltal létrehozott erdtér térerésségvonalait. A dipdlus esetén a
térerdsségvektor egy adott pontban a két toltés altal létrehozott térerosségek vektori
osszegeként kaphaté meg (alkalmazzuk a szuperpozicié elvét). Bemutatunk tovabbé egy
fontos szerepet jatszo specidlis esetet, amikor egy bizonyos térrészben a térerdsségvektor
nagysaga és irdnya minden pontban azonos ((d) dbra). Az ilyen eréteret, (vagy egy erétér
ilyen tartomanyat) homogén erdtérnek nevezik. Homogén erétérben a térerésségvonalak
parhuzamos egyenesek.

=
YYYYYVYYY

(a) (b) () (

£

1.7. dbra. Az elektromos erdtés szemléltetése erévonalakkal

Ezeket az erévonalakat egyszeriibb esetekben (pl. ponttoltés vagy ponttoltésekbél
allo toltésrendszerek) esetén meghatarozhatjuk a térerésségvektorok kiszamitasaval, de
az erovonalkép kisérletek segitségével is megvizsgalhaté. Erre az ad lehetéséget, hogy
szigetelo anyagszemcsék elektromos erétérben dipélusokka valnak. Ha ezeket a dipdluso-
kat folyadékba betéve mozgasképessé tessziik, akkor kélcsonhatdsuk miatt rendezédnek:
a dipolusok bedllnak a térerdsség irdanyaba, ugyanakkor ellentétes végiikkel egymashoz
csatlakoznak, és lancokat képezve kirajzoljak az elektromos er6tér erGvonalait (1.8. dbra).

1.8. abra. A szigetel6 anyag apro szemcséibol 6sszealld dipdlus-lanc parhuzamos az ero-
vonalakkal
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Kisérlet: Az er6vonalak kisérleti szemléltetése dipdlus-lanc segitsé-
gével

Egy iivegedénybe daraszemcséket tartalmazé olajat tesziink, majd az edény
aljara ponttoltést, dipdlust, siklapot vagy kondenzatort modellez6 fém elekt-
rédokat helyeziink el, és azokat feltoltjiik (fesziiltséget kapcsolunk rajuk). Ek-
kor a daraszemcsék megmutatjak a kiillonbozé toltések koriil kialakuld elekt-
romos erétér erévonalait. Az tivegedényt vetitogépre téve, a kapott térerdsség-
abra jol lathatéva tehet6. Az 1.9. abrakon a valésédgos képhez hasonlé grafika
lathatd, amely egy dipdlus és két ellentétes toltésii, parhuzamos siklap elekt-
romos eroterét mutatja. ¢

1.9. dbra. Egyszeri toltéselrendezések tere dipdlus-lanc segitségével szemléltetve

Az abrdkon bemutatott esetek azt sugalljak, hogy a térerésségvonalak siiriiségével
az elektromos térerdsség nagysaga is jellemezhetd. Az erévonalabrakon ugyanis vilago-
san lathatd, hogy a térerdsségvektor nagysdganak csokkenése irdnyaban haladva (pl. a
ponttdltéstdl tavolodva) a térerdsségvonalak ritkulnak.

A térerosségvonal-képbe elvileg tetszéleges szamu térerésségvonalat berajzolhatunk,
de célszertinek latszik, hogy a térerosség nagysaganak egyértelmi jellemzése érdekében
valamilyen megallapodéast fogadjuk el a berajzolt erévonalak stirtiségére vonatkozoan.
Az altalanosan elfogadott megallapodas a kovetkezo: a térerésségvonal-képet mindig ugy
szerkesztjiik meg, hogy barmely pontban a térerdsséguonalakra merdleges eqységnyi fe-
liletet annyi térerdsséguonal metssze dt, amennyi ott a térerdsséquektor szamértéke. Ez
mas szdval azt jelenti, hogy a térerésség szamértéke az egységnyi (térerésségre meréleges)
feliileten atmend erévonalak szaméat adja meg. Eszerint a megallapodas szerint egy elekt-
romos erotérben az E térerdsségli helyen a térerdsségvonalakra merdleges A Ay nagysagu
felilleten at rajzolandé erévonalak Na4 szaméat az

ANaa

(AAN)szémért. (110)

(E>szémért. -

21



Osszefiiggésbol kaphatjuk meg:

ANAA = (E)szémért.(AAN)szémért‘ (111)

Az ilyen moddon elkészitett térerésségvonal-képrol a térerésség nagysaga az 1.10. abrén
lathaté modon olvashaté le.

E=1N/C

1.10. abra. Az erévonalak stirlisége ardnyos a térerGsség nagysagaval

Nyilvanvalo, hogy homogén erétérben egy adott helyen a fenti szabaly szerint megraj-
zolt erOvonalsiiriiség a tér barmelyik pontjaban ugyanaz lesz, és a térerdsségre merdleges
feliiletet atmetszo erévonalak szama a fenti modon tetszoleges méretii feliilet esetén Kki-
szamithato.

Felmeriil azonban a kérdés, hogy nem homogén erétérben (pl. egy ponttoltés erdteré-
ben) igaz-e az, hogy ha egy adott helyen a szabdly szerint megrajzoljuk az er6vonalakat,
majd ezeket meghosszabbitjuk, akkor az erévonalkép masutt is meg fog felelni a szabdly-
nak?

Prébaljuk megrajzolni a fenti definicié alapjan egy pontszerti, pozitiv ) ponttoltés
koriil kialakul6 erdtér er6vonalképét. Ehhez meg kell hataroznunk, hogy a toltés elektro-
mos eroterét szemlélteto sugariranyt er6vonalakat milyen stirtin kell berajzolnunk, hogy
az erovonal-abra a térerosség nagysagat is tiikkrozze. Ebben az erdtérben a térerdsség su-
gariranyu és gémbszimmetrikus, a toltéstol r tavolsdgban a térerésség mindeniitt azonos
nagysagu. Emiatt, a térerdsségre merdleges AAy feliilletként felvehetjiik a toltés koriil
elképzelt r sugari gombfeliilet egy elemi A térszog dltal kimetszett részét (1.11. dbra).
A térerGsség nagysaga itt

1 Q

4dmeg r?’

E

(1.12)
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1.11. dbra. Az Az erévonalstiriisége és a térerdsség osszefliggése ponttoltés esetén

a feliiletelem nagysdga pedig a

AQ AAy
—_— = — 1.1
4 4r2m (1.13)
osszefiiggésbdl kaphaté meg (47 a teljes térszog):
AAy =1r*AQ. (1.14)
(ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a térszog AQ = A;42N definicidjat hasznéljuk). [gy az

elfogadott megallapodas szerint a kivalasztott elemi feliileten athaladé erévonalak szama:

ANpa = (EAAN)ssamert. =

1
= QTZAQ =
47T50 TQ szamért.

Q
= AQ) . 1.1
(47T€0 szamért. ( 5)

Vegyiik észre, hogy a sziikséges erovonalak szama nem fiigg r-t6l, ezért, ha a szamo-
last elvégezziik arra az elemi feliiletre, amelyet ugyanez a AQ térszog metsz ki egy az
el6z6t6l eltérd 1’ sugaru gombfeliiletbol (1.11. dbra), akkor a berajzolandé erévonalak
N\ 4 szamara azt kapjuk, hogy

Q

471'50

AN, , = ( AQ) — ANa. (1.16)
szameért.

Ez azt jelenti, hogy az er6vonalak a kivélasztott térszogon beliil megszakitas nélkiil
tovabbrajzolhatok, nem kell 1j er6vonalakat beiktatni vagy erévonalakat megszakitani.
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Mivel a fenti meggondolés tetszéleges térszogre igaz, a ponttoltés erdterére altalaban
is érvényes, hogy az eréteret — a ponttoltés helyét kivéve — mindeniitt megszakitatlan,
folytonos erévonalakkal lehet abrézolni. Erdemes megjegyezni, hogy ez az eredmény an-
nak a specidlis koriilménynek a kovetkezménye, hogy pontszeri toltések elektrosztatikus
kolesonhatédsa — és ennek kivetkeztében egy ponttoltés téreréssége — 1/r2-es tavolsdgfiig-
gést mutat. Ezért esik ki a szdmolasbdl az 72, vagyis az erévonalszamnak az r-tél valé
fiiggése.

Tovabbi meggondolasokbdl (és a tapasztalatbol) az is kideriil, hogy a fenti megallapi-
tas nem csak ponttoltések, hanem tetszéleges (ponttoltések kombinaciéjaként kialakitott)
toltéseloszlasok eroterére is igaz: az elektrosztatikus erdtér erévonalai megszakitds nélkiil,
folytonos vonalakként rajzolhatok fel.

Szamitsuk ki most, hogy egy pozitiv ) ponttoltésbol dsszesen mennyi erévonalnak
kell kiindulni az er6vonalak abrazolasara elfogadott szabdly szerint. A ponttoltés, mint
kozéppont koriil egy r sugari gombot felvéve (a gombfelillet mindeniitt meréleges a
sugdriranyu térerésségre), a kordabban felirt Osszefiiggés szerint a teljes gombfeliileten
atmend Osszes erovonalak N, szama:

N, — (Bar)o e — & 42 _ Q i 1.17
( r ﬂ—) B (47(50 72 ' ﬂ-) szamért. (go)szémért. ( )

A gombfeliiletet metsz6 er6vonalak szama tehat ardanyos a @ toltés nagysagaval. Mi-
vel az er6vonalak folytonosak, ez azt jelenti, hogy egy pozitiv ) ponttoltésbdl kiinduld
erOvonalak szama is ugyanennyi. Ebbol az a fontos kovetkeztetés addodik, hogy ha a @
ponttoltést nem gomb alaki, zdrt feliilettel vessziik koril, a feliiletet metszd erdvonalak
szama akkor is ugyanannyi lesz, mégpedig

_ (@
Ne a (6_0) szamért. (118)

(A zart feliiletre vonatkozéan itt annyi megszoritds van, hogy az allitas csak olyan
feliiletre igaz, amelyet a t6ltésbél kiindulé barmely er6vonal csak egyszer metsz.)

Ha a toltés negativ, akkor az er6vonalak szama ugyanennyi, csak most az erévonalak
nem a toltésbdl indulnak ki, hanem abba érkeznek meg.

Ha ugyanabban a pontban ()7 > 0 pozitiv- és Q3 < 0 negativ toltést helyeziink el,
akkor az ered¢ térerGsség nagysagat a toltésektol r tavolsagban az

E = 1 Q1+Q2_ 1 Q1—|Q2’

drteg 12 4reg r2

(1.19)

Osszefiiggés adja meg. Ilyenkor a toltéselrendezésbdl kiinduld, és a toltéseket koriilvevo
zart feliiletet metszo er6vonalak szama
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AQ—(QZE&) _(Qﬁ _%C&) _
€o szamért. €o szamért. €0 szamért.

(@) (e -
o szamért. o szamért.

Ez a szam tugy is felfoghatd, hogy a zart feliiletbol kifelé haladé erévonalak szamat
pozitivnak-, a zart feliiletbe befelé halad6 er6vonalak szamat negativnak tekintjiik, és
kiszamitjuk az er6vonalszamok algebrai Gsszegét (a kifelé- és befelé haladé erévonalak
szamanak kiilonbségét). Ellenkez6 el6jelli ponttoltések egyidejii jelenléte esetén tehét
a toltéseket koriilvevo feliiletet metszd erdvonalak eldjeles dsszege aranyos a feliiletbe
bezart eredd toltéssel.

Ha a zart feliiletet metszo erévonalak szamat nem pontszeri toltések esetén meg-
vizsgaljuk, akkor kideriil, hogy a fenti megéllapitéas tetszoleges toltéseloszlasok erdterére
is igaz. Ezt a tapasztalatot érdemes valamilyen praktikusan hasznélhaté matematikai
formaban megfogalmazni. Ehhez azonban sziikség van egy olyan mennyiségre, amelynek
segitségével automatikusan megkaphaté egy feliiletet egyik- illetve masik oldalrol atmet-
sz0 er6vonalak szamaéanak kiilonbsége. Ez a mennyiség a fluxus, amit a kovetkezé pontban
targyalunk részletesen.

1.5. Az elektrosztatikus erotér 1I. alaptorvénye

A

VVVVV;VVVVV

1.12. abra. Az elektromos tér fluxusa az erévonalakra merdleges sik feliileten

A feliiletet metszd erévonalakat eldjelesen Osszeszamldld a mennyiséget az egyszeriiség
kedvéért eloszor homogén elektromos erGtérben vezetjiikk be. Az E homogén er6térben
a térerésségre meréleges A feliiletet (1.12. dbra) atmetsz6 erévonalak szaméat megadd
EA mennyiség az elektromos erdtérnek az A feliiletre vonatkozo fluzusa, és jelolésére
rendszerint a ®4 szimbélumot hasznaljak:

25



P =EA (1.21)

Az alsé index arra utal, hogy ez az elektromos térerdsség fluxusa, a fels6 index pedig
azt mutatja, hogy a fluxus az A feliiletre vonatkozik. Az igy definialt fluxus — a szemléletes
jelentését megadd erévonalszdmtdl eltéréen — nem dimenzié nélkiili szam, hanem Nm?/C
egységben megadott fizikai mennyiség.

A vizsgalt feliilet azonban nem mindig merdleges a térerdsségre. Ilyenkor a fluxust
ugy kapjuk meg, hogy a feliiletnek a térerésségre merdleges Ay vetiiletét szorozzuk meg
a térerésséggel (1.13. (a) dbra)

4, A 4, A

S -
S S
5 7

4» y

E—— :{zu <
V& > R
AR > VAR -
7y - oy -
/o - VA -

—~
5
~—
—~
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1.13. dbra. Az elektromos tér fluxusa az er6vonalakkal tetszoleges szoget bezaro feliileten

d4 = EAy = EAcosa. (1.22)

Ebben az esetben a fluxus kiszamitdsa ugy is torténhet, hogy a feliilet allasat a
felilletre meréleges uy egységuektorral adjuk meg (1.13. (b) dbra). Ekkor a fenti kifejezés
gy is felfoghat6, mint az E vektor és az Auy vektor skaldris szorzata (ugyanis « éppen
e két vektor altal bezart szog):

P4 = FEAuy = FAcosa. (1.23)

A legaltalanosabb — és eléggé gyakori — eset az, hogy az erGtér nem homogén, te-
hat a térerésség helyrol-helyre valtozik, és a feliilet sem sik. Ilyenkor a szokésos eljarast
kovetjiik: a feliiletet olyan kis elemi részekre (AA;) osztjuk, amelyeken beliil a térerés-
ség (E;) mar kozelitoleg dllandonak tekinthetd, és amely kozelitoleg sik, tehat az alldsa
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1.14. dbra. A fluxus szamitasa elemi feliilletdarabokra vald 6sszegzéssel

megadhaté a rd merdleges uy, egységvektorral (1.14. (a) dbra). Az egyes feliiletelemekre
vonatkozé fluxust igy a AP, = E;AA;uy, kifejezés adja meg.

Ez a kifejezés rovidebben is felithatd, ha bevezetjiik a feliiletvektort: ezt olyan vektor-
ként definidljuk, amely merdleges a feliiletre, és nagysaga a feliilet nagysagaval egyenlé.
Eszerint a AA; feliiletelem feliiletvektora AA; = AA;uy,. Ezzel a feliiletelemre vonatko-
z6 fluxus (1.14. (b) dbra)

AD; = E;AA,;. (1.24)

A teljes feliiletre vonatkozé fluxus kozelitoleg az elemi A®; fluxusok Gsszege, vagyis:

ahol 7 a feliiletelem sorszama.

Az A feliiletre vonatkoz6 fluxus pontos értékét ugy kapjuk meg, hogy a feliilet felosz-
tasat egyre finomabba tessziik (ekkor egyre inkdbb igaz lesz, hogy a feliiletelemen beliil
a térer6sség mar nem véaltozik, és a feliiletelem siknak tekinthetd), és megkeressiik az igy
kiszamitott 0sszeg hatarértékét:

o = Jim » AR = lim » EAA; = /EdA. (1.26)
i - i -

A
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A matematikaban az ilyen hatarérték neve: az E vektornak A feliiletre vett felii-
leti integralja, amelynek jelolésére az egyenlet jobb oldalan allé integral-szimbdélumot
hasznaljak. Kiszamitasanak modszereivel a matematika vektoranalizis nevii fejezete fog-
lalkozik, az altalunk vizsgalando6 egyszeri esetekben azonban ezekre az ismeretekre nem
lesz sziikségiink: ezt az integral-szimbdélumot a tovabbiakban egy igen finom felosztason
végrehajtott Osszegzésként kezelhetjiik.

Ha a térerdsségvonal-képet a targyalt megallapodas szerint rajzoljuk meg, akkor egy-
szerl esetekben az igy definialt fluxus szamértéke valoban megadja a A A feliiletelemet at-
metszo térerdsségvonalak szamat. A fluxus azonban tobb, mint egyszerii térerésségvonal-
szam:

o cgyrészt azért, mert a fluxus lathatéan dimenzidval és egységgel rendelkez6 fizikai
mennyiség, amely az elektromos eréteret jellemzi (tehdt nem darabszam, mint a
metsz6 erévonalak szama),

e masrészt azért, mert a fluxusnak eléjele van, hiszen ha a térerdsség és a feliiletvektor
szoge «, akkor skalaris szorzat ismert tulajdonsaga miatt a fluxus az o < 90° eset-
ben pozitiv, az o > 90° esetben pedig negativ (az 1.14. dbran pl. az 1 feliiletelemre
vonatkozé fluxus pozitiv, a 2 feliiletelemre vonatkozo6 fluxus pedig negativ).

Eddig a fluxust hallgat6lagosan mindig nyilt (tehat egy gorbével hatarolt, pl. tég-
lalap alaki) feliiletekre értelmeztiik. Vizsgaljuk meg most, hogy egy zdrt feliiletre (pl.
egy krumpli héjara) hogyan lehet a fluxust kiszdmitani. A definici6é és az eljaras most
is ugyanaz, mint egy nyilt feliilet esetén, csak el kell donteniink, hogy az egyes feliilet-
elemek feliiletvektorait a zart feliiletbe befelé (a krumpli belseje felé) vagy onnan kifelé
iranyitjuk. Ettol fiiggni fog a kiszamitott fluxus elGjele, de a nagysaga nem. A szokas az,
hogy a feliiletvektort a zart feliiletbol kifelé mutatd vektornak tekintik. Eszerint a defi-
nicio szerint a zart feliiletbe befelé mutaté elektromos térerdsség esetén a fluxus negativ,
a feliiletbdl kifelé mutatd térerdsség esetén pedig pozitiv. A teljes zért feliiletre vonat-
koz6 fluxust ezek utédn a kordbbiakhoz hasonléan (elemi feliiletekre vonatkozé fluxusok
osszegeként) kaphatjuk meg. A zdrt feliilet tényét a jelolésben is kiemelik, a fluxust jel6ls
feliileti integralban az integrél jelre egy kdrt rajzolnak:

Pt — ]{EdA. (1.27)
A

A fluxus geometriai jelentésének megfeleléen ennek a mennyiségnek a szamértéke
a zart feliiletet atmetsz6 er6vonalak Osszegét adja meg. Ez az 0sszeg azonban el6jeles
osszeg: a zart feliilet altal hatdrolt térfogatbdl (a krumplibdl) kifelé mutaté er6vonalakat a
fluxusban pozitiv el6jellel, a térfogatba (a krumpliba) kiviilrol befelé mutaté erévonalakat
pedig negativ elGjellel vessziik figyelembe. Ezért a zart feliiletre vett fluxus szamértéke a
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feliilet belsejébdl kilépd és a feliilet belsejébe belépd erdvonalak szdmanak a kiilonbségét
adja meg. Ez azt jelenti, hogy egy zart feliiletre vett fluxus csak akkor kiilonbozhet
nullatél, ha a feliileten beliil er6vonalak kezdédnek vagy végzddnek, és a kezdodo és
végz6do erovonalak szama kiillonbozo.

Szemléltetésiil az 1.15. sematikus dbran bemutatjuk a zéart feliiletre vett fluxus néhany
esetét.

(zart feliilet)

& e
®

(kifelé)

»

1.15. abra. A fluxus értéke zart feliilet esetén csak akkor kiilonbozik nullatél, ha ha a
feliileten beliil er6vonalak kezdédnek vagy végzédnek

Erdemes ezt a szemléletes — de egyelore csupan elméleti érdekességnek tiiné — ered-
ményt Gsszevetni az elektromos erévonalakra vonatkozo tapasztalatokkal.

Mind a térerésségre vonatkozd szamitasok (pl. ponttoltések esetén), mind pedig a
kisérletek azt mutatjak, hogy az elektrosztatikus erotérben az er6vonalak toltéseken kez-
dédnek és toltéseken végzddnek. Vagyis egy zart feliiletre vonatkozdé fluxus akkor lesz
nullatol kiilonbozo, ha a feliilet toltést zar koriil. A kérdés az, hogy ez a fluxus hogyan
fiige a bezart toltés nagysagatol. Erre a kérdésre egy specidlis esetben mar tudjuk a va-
laszt: lattuk, hogy egy @ ponttoltésbol a Q/e¢ szamértékével megegyez6 szamu erévonal
indul ki, tehat a toltést koriilvevo feliiletet metszo erévonalak szama és a fluxus szam-
értéke is ennyi. A fluxus kiszamitasdnak gyakorlasa kedvéért azonban most hatarozzuk
meg, hogy egy pozitiv () ponttoltés altal keltett elektromos erétérben mennyi a fluxus
egy olyan r sugari gombfeliileten, amelynek kézéppontja a toltéssel esik egybe (1.16.
abra).

Mivel a ponttoltés eréterében a térerosség sugarirany, és a gombfeliilet barmely elemi
részének feliiletvektora is sugariranyt, a térerosség és a feliiletvektor a feliilet minden
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1.16. abra. A fluxus szamitasa egy ponszerii toltéssel koncentrikus gémbfeliiletre

helyén parhuzamos egymassal. Ebbol — a skalaris szorzatra vonatkozé szabaly szerint —
kovetkezik, hogy EAdA = EdA. Masrészt a térerdsség nagysaga a gombfeliillet minden
pontjan ugyanakkora, tehat E kiemelheto, igy a gémbfeliiletre vett fluxus:

Pprrt — j{EdA = jfEdA = Ejf dA = E4r®n. (1.28)

A A A

Az utolsé 1épésben azt hasznaltuk ki, hogy a gombfeliilet feliiletelemeinek ¢sszege a gomb
feliiletével egyenlé.

A fenti kifejezésbe a ponttoltés ismert térerdsségét beirva a varakozasnak megfelelen
a

Pt — fEdA = Zdr?r = = (1.29)
A

eredményt kapjuk. Vagyis ebben a specidlis esetben a zart feliiletre vett fluxus aranyos a
feliilet altal bezart ponttoltés nagysagaval. (Itt latszik az €q dllandé bevezetésének egyik
formai elénye: a torvénybdl kiesett a 4w szorzo.)

Korabban lattuk, hogy a szabdlyosan megrajzolt erovonalképen egy ponttoltésbol
kiindulé erévonalak szama csak a ponttoltés nagysagatdl fiigg. Ebbdl kovetkezik, hogy a
zart feliiletet metszo er6vonalak szama — és igy a fluxus — akkor sem valtozik meg, ha a
toltést bezard zart feliilet alakjat vagy elhelyezkedését megvaltoztatjuk.

Ezt szemlélteti az 1.17. abra, amelyen jol lathaté, hogy az eredeti, koncentrikus gomb-
feliiletet (1), az eltolt gombfeliiletet (2) és egy tetszoleges alaki, a toltést koriilvevd zart
feliiletet (3) metsz6 er6vonalak eldjeles dsszege (az abran 16), és igy a fluxus is ugyanaz.
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Vagyis a fenti Osszefiiggés tetszdleges alaki, a ponttoltést korilvevs felilet esetén érvé-
nyes. Ha a zart feliiletet ugy vessziik fel, hogy nem zarja koriil a ponttoltést (4,5), akkor
a térfogatba bemen6 és az abbdl kimend er6vonalak szdma megegyezik, és a fluxus nulla
lesz.

1.17. dbra. A fluxus egy ponszerl toltést korbezard tetszoleges zart feliiletre megegyezik

Az is konnyen belathatd, hogy tobb ponttoltés esetén az egyes toltések altal keltett
erOterekben a metszé erovonalak szamai és igy a fluxusok is Osszeadddnak, igy a zart
feliiletre vett fluxus kifejezésében a zart feliilet belsejében 1évé toltések Gsszege szerepel.
Mivel pedig barmilyen toltésalakzat feloszthato pontszerii toltésekre, az allitas tetszoleges
toltéseloszlasra igaz.

Ha a feliileten beliil negativ téltések is vannak, akkor azok a térfogatba befelé mutato
térerdsséget keltenek, és ennek az erotérnek az erévonalai a térfogatba befelé mutatnak.
A fluxus kiszamitdsanal ezek negativ jarulékot adnak, igy végiil megallapithatjuk, hogy a
zart feliiletre vett fluxusban a feliileten belil elhelyezkedd toltések eldjeles dsszege (D Q)
szerepel, ezért érvényes az aldbbi Gsszefiiggés:

%EdA: 209 (1.30)

€o

A

Ez az Osszefiiggés tetszioleges zdrt feliiletre, és tetszdleges tiltéseloszlasra igaz. Ha a
zart feliilet nem zar be toltést vagy a bezart toltések el6jeles 6sszege nulla, akkor a jobb
oldalon nulla all: a zart feliiletre vett fluxus nulla. Ezt a torvényt gyakran az elektroszta-
tika Gauss-torvényének, vagy az elektrosztatikus erdtér I1. alaptorvényének nevezik.

A torvény lényegében azt a tapasztalatot foglalja 6ssze matematikai formaban, hogy
az elektrosztatikus erotérben az erévonalak toltéseken kezdddnek és végzddnek, kezd6- és
végpontjuk kozott pedig folytonos vonalak. Ez a megéllapitas ugy is megfogalmazhatd,
hogy az elektrosztatikus erdtér forrasa a toltés.
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Az elektrosztatikus er6térben egy zdrt feliiletre vonatkozé ®% fluxust gyakran a zart
feliilet altal hatarolt térrész forrdserdsségének nevezik. Az elnevezés a fluxus geometriai
jelentésével hozhato Osszefiiggésbe. Ha a feliilet belsejében 1év6 eredé toltés pozitiv, akkor
a forraserosség szamértéke a térrészbol kilépod — ott ,keletkezd” — erGvonalak szamat adja
meg, negativ eredd toltés esetén pedig a térrészbe bemend — ott ,eltiind” — erévonalak
szamaval egyenld.

Ha a zért feliileten beliil folytonos eloszlasu toltés van (vagy makroszképikus méret-
ben folytonosnak tekintjitk a nagyon sok ponttoltésbél allé toltéselrendezést), akkor a
teljes toltést a térfogati toltéssiiriség segitségével hatarozhatjuk meg. Ha egy elemi %22/

térfogatban AQ toltés van, akkor ott a térfogati toltésslirliség kozelitd értéke p ~ T

A toltésstirliség egy pontban érvényes értékét tgy kapjuk meg, hogy a pont koriil felvett

térfogatot egyre csokkentjiik, és meghatarozzuk a p = hmo 2—8 = dQ hatarértéket (meg-

jegyezziik, hogy a hatarérték itt nem matematikai szigorral ertendo, a térfogat ugyanis
nyilvdnvaléan nem csokkenhet le az anyag mikroszerkezetének szintjére). Ez az adott
pontban a térfogati toltésslirtiség, amely elGjeles mennyiség, eléjele az adott helyen 1évo
toltés elojelével egyezik meg.

Ha a toltésstirtiséget a zart feliilet altal hatarolt térfogat minden pontjaban ismer-
jiik, akkor a zart feliilet altal koriilzart () toltés meghatarozasara a szokasos eljarast
alkalmazzuk: a teljes Vtérfogatot elemi AV térfogatokra osztjuk, a AQ; = p; AV, Gssze-
fiiggés segitségével kiszamitjuk a toltést az egyes térfogatelemekben, majd az igy kapott
toltéseket osszeadjuk (el6jelesen):

Q) AQi=) pilVi (1.31)

Ezzel megkaptuk a toltés kozelito értékét. A toltés pontos értékét gy hatarozhatjuk
meg, hogy a V' térfogat felosztdsat egyre finomitjuk (az elemi térfogatokat egyre kisebbre
véalasztjuk), és kiszamitjuk a fenti Osszeg hatdrértékét, amelynek jelolésére az aldbbi
egyenlet jobb oldalan 4ll6 szimbdolumot hasznaljak:

= lim ZpZAV /pdV. (1.32)

AV;—0
\%

Az itt haszndlt integralt a benne szerepld, helytél figgd p (z,vy, z) figgvény V tér-
fogatra vett térfogati integraljanak nevezik. Egy ilyen integrdl kiszamitasanak részletes
szabalyaival itt nem foglalkozunk, szamunkra elegendé az integrél szemléletes, igen finom
felosztason elvégzett Osszegzésként torténo értelmezése.

A folytonos toltéseloszlasbol szarmazo toltésnek térfogati integréallal torténo kiszami-
tasaval az elektrosztatika Gauss-torvénye az altalanosabb
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1

j{EdA = 6—/pdv (1.33)
0

A

\%

alakba irhato.

A Gauss-torvény fenti integralis alakjat matematikailag tovabb egyszertisithetjiik a
Gauss-Osztrogradszkij integréltétel segitségével (1d. Matematikai osszefoglald, ?77. feje-
zet), amely szerint egy vektortér zért felilletre vett feliileti integralja megegyezik a vek-
tortér divergencidjanak a feliilet altal bezart térfogatra vett integraljaval:

j{EdA = /divEdV (1.34)
|4

A

fgy a Gauss-torvényt egyetlen térfogati integralla alakithatjuk,

/ {divE - g—tp] v = 0 (135)

Ezen térfogati integréal értéke akkor és csak akkor lehet minden V térfogatra 0, ha
maga az integrandus is nulla, azaz:

1
divE = —p (1.36)
€0

Ez a Gauss-torvény differencidlis alakja, amely teljességgel ekvivalens az integralis alak-
kal. A differencialis torvény lokalis (vagy mikroszképikus) mennyiségekre mondja ki a tér
forrasara vonatkozé torvényt: az elektrosztatikus tér forrassiirtisége div E a tér minden
pontjaban megegyezik az adott pont toltésstirtiségének és a vakuum permittivitasanak
hényadosdval. (Megjegyzendd, hogy a toltéssiirliségnek - és igy a forrassiiriiségnek is -
ponttoltés esetén a ponttoltés helyén szingularitasa van, igy matematikailag helyesen a
differencialis alakot — és a fenti levezetést is — csak véges toltésstirtiségekre, azaz folytonos
toltéseloszlasokra alkalmazhatjuk.)

1.6. Elektromos toltés helyzeti energiaja, elektromos
potencial

A mechanikdban lattuk, hogy konzervativ erétérben helyzeti energia vezethetd be.
Azt a kérdést, hogy az elektrosztatikus er6tér konzervativ vagy nem, csak a tapasztalat
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segitségével lehet eldonteni. A tapasztalatok azt mutatjék, hogy az elektrosztatikus erGtér
konzervativ, tehat egy elektromos toltésnek az elektromos erétérben helyzeti energiaja
van.

A helyzeti energiat itt is a mechanikdban definialt modon, az erdtér altal végzett
munka segitségével adjuk meg, amely konzervativ erétérben nem fiigg az elmozdulé toltés
palyajatol, csak az elmozdulas kezdo- és végpontjatol.

Elektromos erétérben egy q toltésnek az O pontbdl a P pontba torténd tetszdleges
palyan torténé elmozduldsa soran (1.18. abra) az erétér altal végzett munka:

Fe,I:qu

1.18. abra. Az erétér altal végzett munka egy ¢ toltés mozgasa soran

Ar;—0 -
K3

P P
Werétér = lim Fe,iAri = /Fe dr = q / Edr. (137)
O o

A helyzeti energia definicidjanak megfeleléen az erétérben 1évé ¢ toltés helyzeti (poten-
cialis) energidja a P pontban, az O pontra vonatkozdéan:

P
EP2(P) = ~Wewier = —q / Edr. (1.38)
O

Mint emlitettiik, a két pont kozotti elmozdulas palyajat nem kell megadni, hiszen ez
a munka konzervativ erétérben nem fiigg a palyatél. Mint minden helyzeti energia, egy
toltés elektrosztatikus helyzeti energidja is fligg a vonatkoztatasi ponttol.

A g toltés helyzeti energiaja nem csak a helytdl és a jelenlévo erctértol fiigg, hanem
— érthet6 médon — magatol a toltéstdl is. A helyzeti energia azonban ardnyos a toltéssel,
ezért, ha a helyzeti energiat elosztjuk a toltéssel, akkor a toltéstol fiiggetlen mennyiséget
kapunk:
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P

UC(P) =Upp = E’?Q(P> = —/Edr. (1.39)

o

Ez a mennyiség mar csak az er6tértol és a P pontnak az O vonatkoztatasi ponthoz
viszonyitott helyzetétdl fiigg. Ezzel az eljarassal tehat az erétér barmely P pontjdhoz
hozzérendelhetiink egy skaldris mennyiséget (szdmszeriileg az egységnyi toltésen az OP
elmozdulds soran végzett munkat), amelyet az elektrosztatikus erétér P pontbeli potenci-
aljanak neveziink. Ilyen médon a toltéssel vald osztas révén a toltés egy jellemzo adatabol,
a helyzeti energiabdl, a tér egy jellemzo6 adatat, a potencialt kapjuk.

A potencidl egysége, definicidjanak megfeleloen: 1 %, amit volt-nak neveznek és jelo-
lésére a V' betlit hasznaljak. Ezzel az egység: 1% =1V.

A potencidl — hasonléan a helyzeti energidhoz — mindig egy vonatkoztatdsi ponthoz
(itt az O ponthoz) viszonyitott mennyiség. Ez azonban rendszerint nem okoz nehézsé-
geket, mert egy fizikai probléma megoldédsa soran altalaban nem a helyzeti energia és a
potencidl abszolut értékére van sziikségiink, hanem azok megvaltozasara (két pontban
felvett értékeik kiilonbségére), ami viszont nem fiigg a vonatkoztatdsi ponttdl, amint azt
a helyzeti energiara vonatkozdan a mechanikdban mar kimutattuk. Bar ez az allitas nyil-
vanvaléan a potencidlra is igaz (a két mennyiség csupan egy allando szorzéban kiilonbozik
egymastol), példaként itt most a potencidlra vonatkozé bizonyitast is megadjuk.

Két pont kozott a potencidlkiilonbséget gy kapjuk meg, hogy meghatarozzuk az
egyes pontokban a kézos vonatkoztatasi ponthoz viszonyitott potencialt, majd kiszamit-
juk ezek kiilonbségét. Az 1.19. dbran lathaté B pontnak az A ponthoz viszonyitott Uapg
potencialkiilonbségét az

Uas = Uosay — Uoa = Uop) — Uoa (1.40)
kifejezés, illetve a potencial definiciéjanak felhasznalasaval kapott
A B o)
Usp = — /Edr—i—/Edr —/Edr =
0 A A

A B A B
—/Edr /Edr+/Edr /Edr (1.41)
o) A o}
Osszefiiggés adja meg.

Ennek megfeleléen egy elemi dr elmozdulas kezdo- és végpontja kozti potencialkii-
lonbséget a

dU = —~Edr (1.42)

skalaris szorzat adja meg.
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1.19. 4dbra. Két pont potencialkiilonbségének meghatérozasa

1.7. Az elektrosztatika I. alaptorvénye

A mechanikdban lattuk, hogy a konzervativ erétérnek az a sajatsdga, hogy munkaja
fiiggetlen a palyatol, ugy is megfogalmazhatd, hogy egy zart L gorbén korbejarva, a
végzett O0sszes munka nulla. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy elektrosztatikus erétérben
egy q toltést egy zart L gorbén korbemozgatva, a tér altal végzett Osszes munka nulla
lesz:

qj{Edr = 0. (1.43)

L

Ebbdl kovetkezik, hogy a zart gorbe mentén a potencidlkiilonbségeket Osszegezziik,
akkor szintén nullat kapunk:

fEa_o (1.44)

Ezt az 6sszefiiggést gyakran az elektrosztatika 1. torvényének nevezik, ami tehat azt fejezi
ki, hogy az elektrosztatikus tér konzervativ.

Ebbdl a torvénybdl kovetkezik, hogy az elektrosztatikus tér er6vonalai nem lehetnek
akarmilyenek. Példaul nem lehetségesek onmagukban zarédé erévonalhurkok, mert ha
zart gorbeként egy ilyen erévonalhurkot valasztunk, akkor erre kiszamitva a fenti korin-
tegrélt, biztosan nullatol kiilonbozo eredményt kapunk. Ennek az az oka, hogy ilyenkor a
térerdsség és az elmozdulas a gérbe minden pontjan egyiranyu vagy ellentétes irdnyu egy-
massal, ezért az E dr elemi skalaris szorzatok vagy mind negativak vagy mind pozitivak,
igy Osszegiik nem lehet nulla.
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A torvény fenti integrélis alakjat matematikailag tovabb egyszertisithetjiik a Stokes-
integraltétel segitségével (ld. Matematikai Osszefoglald, ??. fejezet), amely szerint egy
vektortér zart gorbére vett vonalmenti integralja megegyezik a vektortér rotaciéjanak a
gorbe altal korbezart feliiletre vett integraljaval:

%Edr = /rotEdA. (1.45)

L A

fgy az elektrosztatika els6 torvényét feliileti integralla alakithatjuk, amelynek tetszoleges
A feliiletre nulla értéket kell felvennie:

/rotEdA = 0. (1.46)
A

Ezen integrél értéke akkor és csak akkor lehet minden A feliiletre nulla, ha maga az
integrandus is nulla, azaz:

rot E=0. (1.47)

Ez az elektrosztatika elsé torvényének differencidlis alakja, amely teljességgel ekvivalens
az integralis alakkal. A differencidlis torvény lokalis (vagy mikroszkopikus) mennyisé-
gekre mondja ki a tér orvénymentességére vonatkozé torvényt: az elektrosztatikus tér
orvénystriisége rot E a tér minden pontjaban nulla.

Most néhany egyszerl esetben bemutatjuk a potencial kiszamitasdanak modjat.

1.7.1. Potencial homogén erotérben

A legegyszeriibb, ezért bonyolultabb eréterek kozelitéseként gyakran haszndlt erd-
tér a homogén erétér, amelyben a térer6sség mindeniitt ugyanolyan nagysagu és irany.
Az erSteret egyenletes siirtiségii parhuzamos erévonalakkal szemléltethetjiik (1.20. &b-
ra). Homogén erdtérben a potencidlis energia és a potencidl meghatdrozasa viszonylag
egyszeru. fgy példaul az 1.20. abran lathaté homogén elektromos erdtérben egy pozitiv
q elektromos toltés helyzeti energidja a P, pontban (EY(P,)), illetve az elektromos po-
tenciél a tér ugyanezen pontjdban az O ponthoz viszonyitva (Up(P;)) az aldbbi médon
kaphato meg;:

Py Py
EP(P) = —q/Edr — q/Edr = qEd,. (1.48)
0 P
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1.20. abra. A potencidl szamitdsa homogén erGtérben

illetve

UO(Pl) _ Ei(z)(P1>

= Ed,. (1.49)

(Az integralasnal, felhasznaltuk, hogy a tér munkavégzése nem fligg a valasztott utvo-
naltol, ezért egy célszeri utvonalat vélasztottunk, ahol a munka az O P] szakaszon nulla,
hiszen itt E L dr.)

Mint lathaté, homogén térben a potencidl és a helyzeti energia is csak attél fiige, hogy
a vizsgalt pont és a vonatkoztatdsi pont egymastél mért tavolsaganak a térerdsséggel
parhuzamos vetiilete (d;) mekkora. Az abran bejelolt P, pontban természetesen mind
a helyzeti energia, mind pedig a potencidl negativ: EY(P) = —qEds, illetve U°(P,) =
—Edg

1.7.2. Ponttoltés potencialja

A potencidl (illetve helyzeti energia) a térerésség integralasiaval kaphaté meg. Ko-
vetkezd példaként (1.21. dbra) szdmitsuk ki egy pozitiv ) ponttoltés altal létrehozott
elektromos erdtérben a potencialt a ponttoltéstél mért r tavolsag fiiggvényében. Ha a
potencial vonatkoztatasi pontjat az r = ry pontban vessziik fel, akkor, felhasznélva a
ponttoltés erdterére vonatkozo ismereteinket, a potencidl definiciéja alapjan irhatjuk

T

f r1 QO /1 1
o) = [Bdr=— [ Edr = — ~dr— L 1.
ur(r) / dr / dr Ines | 72 dr o <r To) (1.50)

T0 T0 T0

Ha vonatkoztatdsi helyként a ponttoltéstél végtelen tavoli pontot (rg — oo) valasz-
tunk, akkor a leggyakrabban hasznalt

38



1.21. dbra. A ponttoltés potencialjanak meghatarozaas

Q 1

UX(r) =Ul(r) = - 1.51
(1) =UG) = 3 (1.51)

alakot kapjuk (ennek jellésére altalaban a kiilon index nélkili U hasznélatos).

Két tetszileges pont (11 és ry) kozotti potencidlkiilonbség a fentiek alapjan:

Q 1 1

AU =U -U =Up = ——— 1.52
12 (r2) (r1) 12 Areg \ry 1)’ ( )

ahol alkalmaztuk a szokasos AU;s = Uy jelolést. A potencidlkiilonbség — a varakozasnak
megfelelden — nem fiigg a vonatkoztatasi pont valasztasatol.

Gyakran fontos ismerni egy elektromos térben a potencidlviszonyokat, vagyis azt,
hogy a potencial milyen iranyban valtozik, és milyen iitemben. Ezt szemléletes médon
lehet bemutatni azoknak a feliilleteknek a berajzolasaval, amelyek mentén mozogva a
potencial allando. Ezek az ekvipotencidlis feliiletek, amelyek — a potencial definiciojabdl
kovetkezden — a térerdsségvonalakra mindeniitt merdlegesek. Ha ezeket dgy rajzoljuk
be, hogy a szomszédos feliiletek potencidlkiilonbsége meghatarozott érték, akkor az ab-
rarél a potencidl nagysaganak helyfiiggését is leolvashatjuk (hasonléan, ahogy a térkép
szintvonalairdl a magassag valtozasait).

Ponttoltés esetén a fenti egyenletbol konnyen megkaphatjuk az ekvipotencialis felii-
letek egyenletét:

Q 1
- =U,, 1.53
dregr ( )

ahol U, kiilonb6z6é potencidlértékeket jelol, amelyeket az n sorszammal kiilonboztethe-
tiink meg. Az egyenletbol kovetkezik, hogy az U,, potencidlértékekhez tartozo ekvipoten-
cialis feliiletek gombok (1.22. dbra), amelyeknek sugara

Ty = ¢
" 47T6()Un'

(1.54)
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1.22. dbra. A ponttoltés potencidlja, ekvipotencialis feliiletek

Az 1.22. dbran az egyes potencidlértékek kozott ugyanakkora a kiilonbség (a poten-
cidlok értéke rendre 1,2, 3, ... egység). A szintvonalak szemléletesen is mutatjik, hogy a
toltéshez kozeledve a potencidl értéke egyre meredekebben emelkedik (az azonos poten-
cialkiilonbségii gorbék stirtisddnek).

Tobb ponttoltés egyiittes eréterében a potencial kiszamitasa egyszeri, ha feltételez-
ziik, hogy a szuperpozicié elve érvényes. Ekkor az egyes toltések altal az adott helyen
(pl. egy P pontban) létrehozott potencidlokat egyszertien 6sszeadjuk (a potencial skaldris
mennyiség):

U(P) =Y U(P) = Y 4;50%', (1.55)

i

ahol Q; az i-edik ponttoltés toltése (elGjelesen), r; a tavolsdga a P ponttdl.

1.7.3. Folytonos toltéseloszlas potencialja

Egy V térfogatban folytonosan eloszl6 toltés potencialjat a Gauss-torvény targyaldsa-
nal megismert médon, a téltésnek pontszerli részekre térténd osztasaval kaphatjuk meg.
Ha a p térfogati toltéssiirtiséget mindeniitt ismerjiik, akkor egy P pont koriil felvett elemi
dV térfogatban 1évé toltést ki tudjuk szamitani a dQ) = pdV osszefiiggéssel. A szuper-
pozicié elvének értelmében a pontszertinek tekintett elemi résztoltések édltal létrehozott
potencial:

1 pdV

U(P) = 1.56

P = [ 25 (1.56)
%
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ahol r a dV térfogatelem a tavolsdga a P ponttol.

Hasonl6 médon jarunk el, ha a toltés egy A feliileten oszlik el folytonosan, és a feliilet
minden pontjaban ismerjiik a o feliileti toltéssiriséget. Fnnek definiciéja a kovetkezo: ha
egy elemi AA feliilleten AQ) toltés van, akkor ott a feliileti toltésstiriiség kozelito értéke
o %. A feliileti toltésstirtiség egy pontban érvényes értékét gy kapjuk meg, hogy a

AQ _ dQ

pont koriil felvett feliiletet egyre csokkentjiik, és meghatarozzuk a o = Al‘i/rgO A=

hatarértéket. Ez az adott pontban a feliileti toltéssiirtiség, amely el6jeles mennyiség,
eléjele az adott helyen 1év6 toltés eldjelével egyezik meg.

Ha az A feliiletet elemi dA részekre osztjuk, akkor az egyes feliiletelemeken 1évo,
pontszertinek tekintheté toltés: d@Q) = odA, igy a feliilleten elhelyezkedd toltés altal
okozott potencial egy P pontban

Up) = : /JdA, (1.57)

4meg r
A

ahol r a dA feliiletelem a tavolsaga a P ponttdl.

1.7.4. Elektromos térertsség szamitasa a potencial helyfiiggésé-
nek ismeretében

A mechanikaban lattuk, hogy egy konzervativ er6térben a helyzeti energia helyfiig-
gésének ismeretében meghatarozhatd egy tomegpontra haté eré. Ugyanez az elektromos
kolesonhatéas esetén is megteheté. Ha az elektromos erGtérben egy ¢ toltés helyzeti ener-
gidja csak az x-koordinata fiiggvénye, akkor a

dEy(z) = —F., dz (1.58)

Osszefiiggéshdl a toltésre hatd erd xz-komponense

dEh(l’)
F.,=- : 1.59
e (1.59)
Mivel a toltésre hatdé eré x komponense elektromos erétérben F, = ¢FE,, a fenti
Osszefiiggésbol a térerdsség is megkaphato:
1dE d (F dU

p oo LdB@) _ d (E@)) _ dU) (1.60)

q dx dx q dx

Altaldnos (haromdimenzids) esetben a potencidl mindharom koordindtatdl fiigg, azaz
U = U(z,y,z). Ennek a fiiggvénynek az elemi megvéltozasa egy dr(dz,dy,dz) elemi
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elmozdulasnal a hiarom koordinata mentén torténo elmozduldsok kozben bekovetkezd

valtozasok Osszegeként irhaté fel:

oU(x,y, 2) dr + oU(x,y, 2) dy + oU(x,y, 2)

Maésrészt a potencial megvaltozasa kifejezhetd a térerdsséggel is:

dU(z,y,2) = —Edr = —(E,dz + E,dy + E, dz).

A két kifejezés Osszehasonlitasabol kapjuk, hogy

oU(x,y, z)
ox ’

oU(x,y, z)
dy ’

oU (z,vy, 2)
0z ’

azaz

ou., oU oU
E-— | i+ S5+ Sk
8xl+ oy * oz |’

vagyis matematikailag tomorebben kifejezve (Id. edit:link 1. fiiggelék):

E = —gradU.

Azaz a térer6sség a potencial negativ gradiense.

1.8. Elektromos toltések kolcsonhatasi energiaja

dz.

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)

Eddig egy toltés helyzeti energidjat egy ismeretlen forrasbdl szarmazé elektromos ero-
térben vizsgaltuk, és feltételeztiik, hogy a vizsgalt toltés az eroteret nem valtoztatja meg.
Az erGteret azonban sztatikus esetben mindig valamilyen to6ltés hozza létre, igy a kisza-
mitott energia a vizsgalt toltés és a teret 1étrehozd ismeretlen t6ltés kolesonhatasanak a
kovetkezménye. Azt is mondhatjuk, hogy ez a helyzeti energia a kolcsonhaté toltések ko-
z0s energiaja, amit kolcsonhatdsi energianak neveziink. Az, hogy a kolcsonhatési energia
valéban mindkét kolesonhaté toltéshez tartozik, jol latszik két ponttoltés kolesonhatasa

esetén.
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Helyezziink el két ponttoltést (Q1 és (Q2) egymastdl r tavolsdgban, és szamitsuk ki
el6szor, hogy mennyi a helyzeti energidja a Qo toltésnek egy ()1 toltés altal 1étrehozott
elektromos erdtérben.

A Q) t0ltéstdl r tavolsagban a potencial

1 @
U, = =~ 1.68
" dme v (1.68)
a () toltés helyzeti energidja itt
1
Epy = UQ2 = 1 QlQZ. (1.69)
Teg T

Latszik, hogy ebben az energia-kifejezésben teljesen szimmetrikus médon szerepel a
két toltés, és az Osszefiiggésben szerepld r is az egymastol mért tavolsag: az energia nem
rendelhet6 hozza kizardlagosan egyik toltéshez sem.

Még nyilvanvalobba valik az energia kozos jellege, ha kiszamitjuk, hogy mennyi a
helyzeti energiaja a ()1 toltésnek a Qo toltés altal létrehozott elektromos erétérben. A
()2 t01téstol r tavolsagban a potencial

I
= Xz 1.70
> Ameg 1 (1.70)
a ()1 toltés helyzeti energidja itt
1
B = UzQ1 = 01 (1.71)
TE r

ami megegyezik az el6z6 eredményiinkkel.

Vagyis barmelyik toltés energidjat szamoljuk ki a masik eréterében, ugyanazt az ered-
ményt kapjuk. Ismét azt latjuk, hogy ez az energia nem rendelhet6 hozza egyik toltéshez
sem: ez a két ponttoltésbol allo rendszer kozos helyzeti energidja vagy més néven a két
toltés kolesonhatasi energiaja. Ezt a kolcsonhatasi energiat az Fj,12 szimbolummal jelolve,
egymastél r tavolsdgban 1évé ponttoltések esetén

(1.72)

Mivel két t6ltés kolesonhatédsa szamos esetben igen fontos szerepet jatszik (ilyen kol-
csonhatas tartja 0ssze pl. az atomban a pozitiv toltésti magot és a negativ toltési elekt-
ronokat), ennek az energidnak a tavolsagfiiggését szemléletesen is bemutatjuk az 1.23.
abrédn. Az dbra (a) része két azonos elGjelli ponttoltés kolesonhatdsi energidgjat mutatja
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1.23. dbra. Azonos (a) és ellentétes (b) toltések kiilcsonhatdsi energidja

a két toltés egymastdl mért r tavolsdganak fiiggvényében. A (b) dbra ugyanezt mutatja
két ellentétes el6jelli ponttoltés esetén.

Az abrakon azt is érzékeltetjiik, hogy az O pontbeli toltéshez barmely irdnybdl ko-
zelitjiik a masik toltést, mindig ugyanolyan jellegii a helyzeti energia valtozasa. Azonos
toltések esetén tehat a kozelitett toltésnek egy helyzeti energia-hegyet kell legydznie,
vagyis a rendszer energidja a kozeledésnél n6, mig ellentétes toltések esetén a kozelitett
toltés egy helyzeti energia-godorbe esik be, és a rendszer energidja csokken a nulla helyzeti
energianak megfelel6 végtelen tavoli helyzethez képest. A helyzeti energia nullpontjanak
ilyen megvalasztasa az oka annak, hogy vonzd kolcsonhatas esetén a rendszer helyzeti
energiaja negativ.

Ha t6bb ponttoltésbol (Qq, Qs, . - ., Qy, - . .) all6 toltésrendszer kolesonhatdsi energidjét
akarjuk kiszamitani, akkor kivalasztunk egy toltést, és meghatarozzuk a kivalasztott —
pl. az i-edik @Q; — toltés helyén a tobbi toltés altal 1étrehozott U; potencialt. Az i-edik
toltés helyzeti energiajat ekkor az

Osszefiiggés adja meg. A toltések teljes helyzeti energidjat, vagyis a toltésrendszer kol-

csonhatasi energidjat, az egyes ponttoltések helyzeti energidinak osszegébol kaphatjuk
meg:

By, = %ZEh = %ZQU (1.74)

Az % szorzora azért van sziikség, mert az 0sszegzés soran minden toltéspar kolesonhatasi
energidjat kétszer vessziik figyelembe.
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Mivel ponttéltésekrdl van szé, a helyzeti energia kénnyen kiszamithato. Ha az i-edik
és j-edik toltés kozotti tavolsagot r;-vel jeloljiik, akkor az i-edik toltés helyén a tébbi
toltés altal létrehozott U; potencial

» = @ (1.75)

47?50 pye? T4j

Az i-edik toltés helyzeti energidja tehat

. 1.76
47‘(8() Z - Tij ( )

Az Gsszes tOltés helyzeti energidja, vagyis a toltésrendszer kolecsonhatasi energidja

— 1 — 1 QJ _ QZQ]
By, = 521:% =3 47T€o Z <Q@Z ) S 2 (1.77)

. Tij
J.# 1,5,8%]

Hatarozzuk meg a fentiek alapjan egy vezeton elhelyezkedd () t0ltés helyzeti energia-
jat. Ehhez a vezetén 1évo toltést ponttoltéseknek tekintheté apré AQ); részekre osztjuk,
és az igy kapott toltésrendszer helyzeti energidjat szamitjuk ki. Tudjuk, hogy egy ve-
zeté minden pontjdn azonos a potencidl (Id. 1.10. fejezet). Jeloljiik ezt U-val. Ekkor a
potencial a AQ); résztoltés helyén is U, igy ennek a toltésnek a helyzeti energidja

Epn: = AQU. (1.78)

Az Gsszes t0ltés helyzeti energidja pedig
E —1ZE —1ZAQU—1UZAQ—1UQ (1.79)
kh—2i hz—2i iV =3 : i =5UQ .

Egy vezeton elhelyezett t6ltés helyzeti energiaja tehat ardnyos a vezetén 1évo toltéssel
és a vezetd potencidljaval.

1.9. Egyszeri toltéselrendezések elektromos erdtere
Az elektrosztatikus tér alaptorvényei segitségével egyszertibb toltéseloszlasok altal
keltett elektromos erétérben a térerosség illetve az elektromos potencial kiszamithaté.

Az altalunk hasznélt integral-torvények ilyen célra csak akkor hasznalhatok, ha a toltés-
eloszldsnak valamilyen szimmetridja van (pl. gombszimmetria).
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1.9.1. Gombszimmetrikus toltéseloszlasok tere
Ponttoltés

A legegyszertibb ilyen ,toltéseloszlas” a ponttoltés. Ha egy magédban all6 ponttol-
tés terére alkalmazzuk a II. alaptorvényt, akkor természetesen visszakapjuk a Coulomb
torvénybdl kapott térerdsség-kifejezést, hiszen abbdl taldltuk ki” a II. alaptorvényt.

Vezet6é gomb

Kevésbé nyilvanvalé egy R sugaru vezetd gdémb elektromos tere, amelyre () pozitiv
toltést vittiink fel. A vezeté gombon a felvitt toltések a gomb feliiletén helyezkednek el
(1d. 1.10. fejezet).

1.24. abra. Feltoltott vezeté gomb terének meghatarozasa

A szadmitashoz célszertien felvett feliilet egy gombfeliilet (a végeredmény a feliilet
vélasztasatol nem fiigg), amelynek kozéppontja a toltott gdmb kozéppontjaval egybeesik
(1.24. 4bra). Mivel ez a toltéseloszlds gdmbszimmetrikus, a tér is az lesz, tehét a térerésség
nagysaga (E) a felvett gombfeliilet minden pontjaban azonos, és sugdriranyban kifelé
mutat. gy a feliileten mindeniitt E | dA, és E = allandd, ezért az elektrosztatika II.
alaptorvénye egyszert alakban irhaté fel:

€0

j[EdAszdA:E?{dA:mr%:Q. (1.80)
A

A A

A toltott gombon beliil nincs toltés, igy a gomb feliiletén beliil felvett zart fqliilet
altal bezart toltés @ = 0, a gobmbon kiviil felvett zart feliilet altal bezart toltés Q. Igy a
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toltott gémb tere

P 0 har < R
- Q@ _ har>R,

4dmegr?

(1.81)

vagyis a toltott vezetd gomb belsejében nincs elektromos tér, a gombon kiviil esé pon-
tokban pedig a tér olyan, mintha a gémb toltése a centruméban koncentralt ponttoltés
lenne. A térerésség tavolsagfiiggését az 1.25. dbra (a) része mutatja. Megfigyelhetd, hogy
a térerésség a tavolsig fiiggvényében r = R értéknél (a gomb feliiletén) nem folytonos
fiiggvény.

E(r) A uir) A

=Y
A

R R

(a) (b)
1.25. dbra. Vezet6 gomb térerésségének (a) és potencidljanak (b) tavolsagfiiggése
A potencidl most is a térerdsség integralasaval kaphaté meg. A gémbon kiviil a tér-

er0sség a ponttoltés térerdsségével azonos, ezért ott a potencidl is megegyezik a ponttoltés
potencialjaval:

Ur) = 21

dregr’

r> R. (1.82)

A gomb feliiletén r = R, a potencidl mindeniitt ugyanakkora

Q 1
47’(‘60}%7

A gbébmbon beliil nincs erétér, a potencial ezért allandd, és azonos a gomb feliiletén
1év6 potencidllal:

U(R) = Uy = r=R. (1.83)

1
Uperi1 = U(R) = © —

= < R. 1.84
47T€0R7 T_R ( 8)

A potencidl tavolsagfiiggése a fenti dbra (b) részén lathato.
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1.9.2. Térerosség és potencial toltott sikok kdérnyezetében, a sik-
kondenzator

A legegyszeriibbek, ezért a valdsdgos terek kozelitéseként gyakran hasznalt eréterek
a homogén eroterek. Az alabbiakban ilyen erGterekkel kapcsolatos szamitasokat ismerte-
tiink.

/ ! /
; ; '
|
'I 1 1 \
! |
dA | : | I "dA
|
I H |‘ H ]
f |
- !
H
' !

+o

1.26. dbra. Feltoltott végtelen vezeto sik terének meghatarozasa

Szimmetria-meggondolasok alapjan belathaté, hogy homogén tér jon létre egy elekt-
romosan toltott, ,,végtelen” kiterjedésii lemez két oldalan, amelyen a feliileti toltéssiiriség
(egy elemi feliileten elhelyezked6 d@ toltés és a dA feliilet hanyadosa: 0 = d@/dA) min-
deniitt azonos. Szamitsuk ki a térerésséget (F, ), ha a lemez toltése pozitiv. A térerésség
az elektrosztatika II. alaptorvénye alapjan egyszertien megkaphatd, ha a fluxust olyan
zart feliiletre szamitjuk ki, amelynek csak térerosséggel parhuzamos és térerdsségre me-
réleges részei vannak (1.26. dbra). Erre a zart feliiletre vett fluxus

Tt — f& dA =2 / E,dA = 2E+/ dA=2F A (1.85)
A A

masrészt viszont a 1. alaptorvény szerint

q)zért —_ ZQ

1.86
- (156)
A két egyenlethdl (felhasznédlva, hogy >~ Q = 0 A) a térerdsség:
o
E,=—. 1.87
L (1.87)



Negativan toltott lemezre ugyanilyen nagysagu, csak ellenkezé irdanyu térerdsséget
kapunk (dbra). Az eredmények szigorian véve végtelen kiterjedésii lemezre igazak, koze-
litoleg érvényesek azonban véges lemezeknél is, ha a lemeztol mért tavolsag sokkal kisebb,
mint a lemez szélétol mért tavolsag.

g g g g
+ - +
-1 > - >
E=0 b——»] E=0
<> > 1 - e
E+ E+ E |E E F E=2E»] E
<> »>—|—= -« H—>
= »| <
<> > 1 <« ElL—» E

1.27. dbra. Feltoltott végtelen vezetd sik tere pozitiv (a), negativ (b) toltés esetén, illetve
ellentétes el6jelli, azonos nagysagu toltéssel rendelkez6 parhuzamos sikpar tere (c)

Erdekes és fontos eset, ha két olyan lemezt helyeziink el egymassal parhuzamosan és
egymashoz kozel, amelyeken a toltésstiriiség azonos nagységu, de ellentétes elGjeli (+o
és —o). Ekkor — mint az dbra is mutatja — a két lemez kozott a terek egyiranyuak, ezért
ott a térerdsség megduplazddik, a lemezeken kiviil azonban a terek kioltjak egymast. fgy
a két lemez kozott homogén tér jon létre, amelynek nagysaga:

E=2E, =—, (1.88)

irdnya pedig a pozitivan toltott lemeztol a negativ felé mutat.

Mivel a kialakult er6tér homogén, konnyen kiszamithatjuk az ellentetten toltott par-
huzamos vezeté-lemezek kozotti potencidlkiilonbséget is. A pozitiv (+) lemez U poten-
cidlja a negativhoz (—) képest:

€0

+ +
_l’_
U:—/Eﬁ:/Em:E/(k:M:Zd (1.89)

ahol d a lemezek kozotti tavolsag. (Itt felhaszndltuk, hogy E és dr ellentétes iranyd,
vagyis Edr < 0.) Az 6sszefliggés j6 kozelitéssel véges A feliiletek esetén is alkalmazhatd,
ha d kicsi a lemezek linedris méretéhez képest.
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1.10. Toltés elhelyezkedése vezeton, toltott vezeto
potencialja, a kapacitas

Az elektromos kolcsonhatas kisérleti vizsgalata soran lattuk, hogy egy vezetoben
hosszi tavi mozgasra képes toltéshordozék vannak. Ezek a toltések a vezetoben kiil-
sO hatas jelenléte nélkiil az ellenkezo eldjelii toltésekkel , 6sszekeveredve” helyezkednek
el, a vezetd kifelé elektromosan toltetlen (semleges) testként viselkedik (1.28. (a) dbra).
A tobblet-toltést nem tartalmazo, semleges vezetoben azonban kiils6 elektromos erétérrel
toltésatrendezodés hozhaté 1étre, és ilyenkor a vezetoben szétvalt toltések miatt a vezetd
nem semleges testként viselkedik: koriilotte elektromos erétér jon létre (1.28. (b) dbra).
Ez a jelenség az elektromos megosztas, amit korabban kisérletileg is vizsgaltunk.

E#0

(a) (b)

1.28. dbra. Az elektromos megosztas jelensége

Azt is lattuk, hogy egy vezetére tobblet elektromos toltést tudunk felvinni, és a
vezetdben ez a toltés is mozogni tud. Mivel az azonos el6jell toltések egymast taszitjak,
a tobblet-toltések a vezeton varhatéan egymastél tavol prébalnak elhelyezkedni. Ennek
a feltevésnek a helyességét kisérletekkel is igazolni lehet: a vezetén a toltések valoban
egymastdl a lehetd legnagyobb tavolsagban, a vezetd kiilso feliletén helyezkednek el.

Kisérlet: Toltés elhelyezkedése vezeton

Toltés elhelyezkedését vizsgdljuk vezeton. Vezetdként nyilassal ellatott, beliil
iires fémgombot illetve fémhengert hasznalunk, a toltés jelenlétének vizsga-
latara szolgdld eszkoz egy kisméreti, szigetelt nyélre szerelt fémgolyd és egy
elektrométer.

A beliil iires fémgombot feltoltjitk, majd a fémgolydval kiviilrél megérintjiik.
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Ha fémgolydt az elektrométerhez érintjiik, az toltést mutat, vagyis a fémgémb
kiils6 feliiletén van toltés.

A fémgolyot a nyilason keresztiil a feltoltott, iires fémgomb belso feliileté-
hez, majd az elektrométerhez érintjiik. Az elektrométer nem mutat toltést: a
feltoltott fémgdmb belso feliiletén nincs toltés.

A fémgombot a nyildson keresztiil beliilrol toltjiik fel. A fenti kisérletek ered-
ménye most is ugyanaz: a toltés ekkor is a fémgomb kiilsé feliiletére megy:.

A kisérletrdl késziilt video megtekinthet6 a Fizipédia weboldalan

http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Vezeto_feluleten.ogv
¢

Szamos tapasztalat mutatja, hogy egy vezetore felvitt toltések igen révid id6 alatt
egyensilyi allapotba keriilnek, és nem mozognak tovabb. Ebbdl a tapasztalatbdl tovabbi
megallapitdsokra juthatunk.

Egyensulyr allapotban eqy vezetd belsejében mem lehet elektromos erdtér. Ez azért van
igy, mert, ha lenne elektromos er6tér, akkor annak hatasara a toltések mozognanak, igy
nem lehetne egyensuly. Ezért, ha egy vezet6ben (pl. a feltoltése pillanataban) elektromos
erotér alakul ki, akkor a toltések addig mozognak, amig olyan toltéseloszlas jon létre,
ami a vezetOben megsziinteti az elektromos eréteret. Ez akkor is igaz, ha a vezetot nem
toltjiik fel, hanem elektromos erétérbe helyezziik, ami a benne 1év6 toltéseket megosztja.
Ilyenkor a megosztott toltések elhelyezkedése lesz olyan, hogy a vezeto belsejében nem
lesz elektromos erétér.

Hasonlé a helyzet egy zart, treges vezetd esetében is: egyensilyi (sztatikus) dllapotban
az tireg belsejében nincs elektromos erdtér. Ez konnyen belathato, ha meggondoljuk, hogy
egy tomor vezetobol gy csindlhatunk {iregest, hogy kivagjuk a belsejét. Ekkor olyan
részt tavolitunk el, amelyben nincs elektromos erdtér, és amelynek jelenléte vagy hidnya
az elektromos erdteret nem befolyasolja, igy a kivdgas utan semmi sem valtozik meg.

Ez a tény gyakorlati szempontbdl igen fontos, hiszen ez azt jelenti, hogy ha egy fémdo-
bozt idében allandé elektromos erdtérbe tesziink, akkor a belsejében nem lesz elektromos
erétér. A szokasos kifejezést hasznalva: a fémdoboz ledrnyékolja a kiilsé elektromos eré-
teret.

Mas a helyzet akkor, ha egy iireges vezetoben helyeziink el toltést. Ekkor a toltés maga
koriil elektromos eroteret hoz létre, igy az iiregben is lesz erotér. Ez az erotér megosztja
a vezet tiregfal toltéseit, és az erétér a vezetdn kiviil is megjelenik (1.29. abra).

Mivel két pont kozott elektromos potencialkiilonbség csak akkor lehet, ha elektromos
er6tér van jelen (dU = —Edr), egyensilyi dllapotban egy vezetd minden pontjiban azonos
a potencidl.

Ha egy vezetdt feltoltiink, akkor a feliiletén 16v6 toltések a vezetén kiviil elektromos
erGteret hoznak létre. A kialakult térerGsség azonban a feliileten csak olyan lehet, hogy
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1.29. dbra. Ureges vezeté belsejében elhelyezett toltés tere

a térerdsséguonalak a vezetd feliletére merdlegesek (ha a térerésségnek lenne a feliilettel
parhuzamos komponense az elmozditand a toltéseket). Ez akkor is igy van, ha a vezetd
nem toltott, de elektromos erdtérben van, és a feliiletén a megosztas miatt van toltés.
Megjegyezziik, hogy az a tapasztalat, hogy a toltott vezetében olyan egyensilyi allapot jon létre, amelyben a tébblet-
toltések a vezetf feliiletén helyezkednek el, és a vezetd belsejében nincs elektromos er6tér, nem annyira magatdl értet6dd,
mint amilyennek az a fenti kvalitativ meggondolasok alapjan latszik. Az elméleti szamitasok ugyanis azt mutatjiak, hogy a
toltések ilyen egyensiilyi allapota csak akkor johet 1étre, ha a két ponttoltés kolcsonhatdsiat megadé Coulomb-torvényben
az er$ tavolsigfiiggése pontosan 1/r2-es. Ezért az a tény, hogy ilyen egyensily létrejon, a Coulomb térvényben szerepld

tavolsagfiiggés kisérleti bizonyitékanak tekinthetd.

1.10.1. Kapacitas, kondenzatorok

A kiilonbozo toltéselrendezések elektromos eréterének vizsgdlatandl azt az eredményt
kaptuk, hogy a magaban allé (azaz més t6ltésektdl igen messze elhelyezett) vezeté gomb
potencialja ardanyos a rajta 1évo toltéssel, az aranyossagi tényezo pedig csak geometriai
adatokat tartalmaz:

1

Uvez = 5 5%-
47T€0RQ

(1.90)

A specidlis esetben kapott eredményrol kimutathatd, hogy altalanosan is igaz: tetszo-
leges alaki, magédban all6, elektromosan toltott vezeto végtelen tavoli pontra vonatkozo
potencialja ardanyos a rajta 1évé toltéssel: Uy, ~ Q). Ezt az ardnyossagot az alabbi médon
szokas felirni

Uvez = Q7 (191)

c
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ahol a C' allandot a vezetd kapacitdsdnak nevezik (minél nagyobb a C' érték, annél t6bb
toltést tud tarolni a vezetd adott potencidlon).
Eszerint egy R sugaru vezeté gomb kapacitasa a fenti egyenletek alapjan:

Og(‘jmb = 47T€0R. (192)

Hasonlé eredményre jutottunk, amikor két parhuzamos sikon azonos nagysagu, de
ellentétes elojeltl toltést helyeztiink el. A két stk kozotti potencidlkiillonbségre azt kaptuk,

hogy

v="24 (1.93)
€o
Ha a két toltott sik két vezetd anyagbdl (pl. fémbél) késziilt sik lemez, akkor az elren-
dezést sikkondenzdtornak nevezziik, ami toltések tarolasara alkalmas. Ha a o toltésstri-
séget kifejezziik a lemezeken 1évé Osszes @ toltéssel a 0 = /A Gsszefliggés segitségével,
akkor a potencidlra az

d

(1.94)

kifejezést kapjuk. Ez az 6sszefiiggés hasonld a kapacitas definicidjara szolgald egyenlethez
(a potencialkiilonbség és a toltés ardnyos). Az analégia alapjan bevezethetjiik a sikkon-
denzator kapacitasat:

o9 _cAd

5= (1.95)

Ennek az 6sszefiiggésnek atrendezett, () = %U alakjabdl lathato, hogy adott potenci-
alkiilonbség mellett annal tobb toltés tarolhatd a kondenzatoron, minél nagyobb a kapa-
citasa, vagyis minél nagyobb a lemezek feliilete és minél kisebb a koztiik 1évé tavolsag.

A potencialkiillonbségnek — és egyuttal a kapacitasnak — a lemezek tavolsdgatdl valo
fiiggését kvalitativ modon konnyen igazolhatjuk az alabbi egyszerti kisérlettel.

Kisérlet: Sikkondenzator kapacitasa a fegyverzetek tavolsaganak
fiiggvényében

Mozgathaté lemezbol késziilt kondenzatort feltdltve és a lemezek tavolsdgat
valtoztatva, valtozik a potencidlkiilonbség, amit a lemezekhez csatlakoztatott
elektrométer kitérése mutat. A d novelésekor a potencidlkiilonbség né, csok-
kenésekor csokken, a kapott osszefiiggésnek megfeleléen. Mivel a lemezeken
ekozben a toltés nem valtozik, ez az eredmény egyben azt is mutatja, hogy a
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d tavolsag novelésekor a kapacitas csokken, d csokkenésekor pedig n6, amint
az a fenti osszefiiggésbdl kovetkezik. A kisérletrol késziilt video megtekinthet6
a Fizipédia weboldalan

http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1j1:Sikkondenzator_I.ogv
¢

1.10.2. A csucshatas

A toltéseknek vezeton torténd elhelyezkedésével fiigg Gssze az a tapasztalat, hogy a
toltott vezeto kis gorbiileti sugart — csticsos — részeinél a térerosség sokkal nagyobb, mint
a nagyobb gorbiileti sugart — lapos — részeknél. Ezt a jelenséget egyszert kisérletekkel
bemutathatjuk.

Kisérlet: Csiicshatas

Fiiggoleges tengely koriil forgathatd, ,,S” alakban meghajlitott, végein kihe-
gyezett drétot (1.30. abra) feltoltiink (pl. Van de Graaf-generdtorral). A drét
gyors forgdsba jon, mintha a drotvégekbol valami kiaramlana, és a reakcidero
hajtand az eszkozt (hasonléan, mint egyes locsolékésziilékeknél a kiaramld
viz).

A kisérletrol késziilt video megtekinthet6 a Fizipédia weboldalan

http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Elektromos_csucshatas_
I.ogv

Nagy fesziiltségre feltoltott, kihegyezett fémtli olyan erds légaramlatot (vin.
elektromos szelet) hoz létre, ami képes elfijni a csiicsa kozelében elhelyezett
gyertyat.

http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Elektromos_csucshatas_
II.ogv ¢

A jelenség magyarazata az, hogy a csucsnal kialakulé nagy elektromos térerésség mi-
att a cstcs polarizélja (dipdlussd alakitja), és magdhoz vonzza a levegé semleges moleku-
lait. A csicsnal a molekuldk a cstccesal azonos toltést vesznek fel, ezért a csics eltaszitja
azokat, és igy jon létre a tapasztalt légaram.

A nagy elektromos térerésség kialakulasa azzal fiigg 6ssze, hogy a mindeniitt azonos
potenciali vezetében a csiicsnal nagyobb a feliileti toltésstirtiség, mint mas helyeken.
Ezt szamitassal is alatamaszthatjuk, ha a vezetot vékony vezetd szallal 0sszekotott két
gombbel modellezziik, amelyek koziil az egyik kis-, a masik pedig nagy sugaru (1.31.
abra).
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toltés

1.30. abra. A csucshatas miatt forgasba jon a Segner-kerék

vezetd szal

vezetd gombok

1.31. &dbra. Egyszerti modell a csicshatas szamitasahoz

Az egyes gobmbok toltését Q1-gyel illetve (Qo-vel jelolve, a két gomb feliiletén az azonos
potenciél (a gombok vezet6vel 6ssze vannak kotve):

1 1 Qo
= — = — =U,. 1.96
! 47'('60 R1 471'60 R2 2 ( )
Ebbol kovetkezik, hogy

@ Qs
—_— == 1.97
R R (1.97)

A feliileti toltésslirtiség az egyes gobmbokon
Ql . Qz

o1 = m, illetve 09 = FR%, (198)
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amibol azt kapjuk, hogy

Q@
4R,  4mwRs

0'1R1 = = O'QRQ. (199)
Mivel a feliilet kozvetlen kozelében a térerdsség aranyos a toltésstrtiséggel: E ~ o,
ezért

E. R
E\R, = EyR,, illetve E; = R—j, (1.100)

vagyis a kisebb sugari (csticsosabb) résznél nagyobb a térerdsség.

1.11. Az elektromos dipdlus

-Q +Q
C——%

12

1.32. abra. Az elektromos dipélus

Az elektromos erotér leirasa szempontjabdl fontos szerepet jatszik az a specidlis t6l-
téselrendezés, amely egymashoz nagyon kozel elhelyezkedd, pontszerti, azonos nagysagui
pozitiv- és negativ toltésbol all (1.32. dbra). Ez az elektromos dipélus. Az elektromos
dipdlus leirasara a dipélmomentum vektort hasznaljuk, amely egyszertien a negativ tol-
téstol a pozitiv toltésig mutatd helyvektor és a ) t0ltés szorzata:

de = I'12Q (1101)

Emlitésre mélté még a ,pontszerii elektromos dipolus” fogalma, amit tgy kaphatunk,
hogy a dipdélus méretével nullahoz, a toltés értékével végtelenhez tartunk, ugy, hogy a
dipélmomentum vektor konstans marad. A pontszerii dipélussal makroszképikus szem-
pontbdl jol modellezhetdk azok a semleges atomok vagy molekuldk, amelyekben a pozitiv
és negativ toltések silypontja valamilyen okbdl (pl. szerkezeti sajatsdgok vagy kiils6 hatés
miatt) nem esik egybe. Ilyen esetekkel a késébbiekben elsésorban az anyag jelenlétében
kialakul6 elektromos erétér leirdsandl talalkozunk.
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(b)

1.33. dbra. Az elektromos dipdlus erdterének szerkesztése (a) és a kapott erévonalkép

(b)

1.11.1. Az elektromos dipdlus erotere

A dipélus két kiilonallo ponttoltésbol all, ezért koriilotte elektromos erdtér alakul
ki. A térerdsséget barmely pontban kiszamithatjuk a szuperpozicié elve segitségével: az
egyes toltések altal létrehozott térerosségvektorokat tsszeadjuk. Ilyen szerkesztés vazlata
lathaté az 1.33. (a) abran. A dip6lus eréterét térerésségvonalakkal is szemléltettiik ((b)
abra).

A térerosség helyfiiggése pontszerii dipdlus esetén matematikai formulaval is egysze-
riien megadhaté®:

E

1 {S(der)r B de} | (1.102)

B 4meg rd =]
ahol r helyvektort a pontszerti dipélus helyétol mérjiik, és r jeloli a fenti helyvektor
hosszat.

1.11.2. Elektromos dipdlus viselkedése elektromos erotérben
Homogén eré6tér

Homogén elektromos erétérben a dipolus két toltésére ellenkezo irany, azonos nagy-
sagu erd hat, ami — a dipélusnak a térerésség iranyahoz viszonyitott helyzetétol fliggden —
egy forgatényomatékot eredményez. A dipdlus tehat — ha forgasképes — az erotér hatdsara
elfordul. A dipdlusra hato ercket az 1.34. dbra mutatja, aminek alapjan kiszamithatjuk
a dipdlusra haté forgatényomatékot.

6 A levezetés megtaldlhaté: Hevesi 1.: Elektromossagtan c. tankényvében (38-40. oldal)
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1.34. abra. Az elektromos dipdlusra haté er6k homogén térben

Lathatd, hogy a dipdlusra hato erdk ereddje nulla, de fellép egy forgatonyomaték,
amelynek nagysaga

M = Fl' = Flsina = QFlsina. (1.103)

Ez a forgatényomaték az oramutatd jarasaval egyirdanyban forgat, tehat a forgatényoma-
ték vektor a rajz sikjara merdlegesen befelé mutat.

A forgatényomaték kifejezésében felismerhet6é a dipélmomentum nagysaga, amit be-
irva, az alabbi alakot kapjuk:

M = d.Esina. (1.104)

Ez a kifejezés két vektor nagysdganak (d. és F) és az édltaluk bezart szog («) szinu-
szanak a szorzata, tehat egy vektorszorzat nagysagaként is felfoghaté. Ezzel a forgaté-
nyomaték vektori alakjat is megkaphatjuk:

M =d, x E. (1.105)

Ennek a nagysaga megadja a forgatéonyomaték nagysdgat, és irdnya is a valdsagos
forgatonyomaték irdnyéval egyezik (a vektorszorzat eredménye a rajz sikjara merélegesen
befelé mutat).

A dipdlusra haté forgaté nyomaték tehat az elektromos tér irdanydba forgatja a di-
pélust. A tér irdnyaba bedllt dipélusra mar nem hat forgatényomaték (a két erd egy
egyenesben miikodik), vagyis ez a dip6lus egyenstlyi helyzete.

Kisérlet: Elektromos dipolus viselkedése homogén elektromos eroé-
térben

Sulyzé alaki, fémréteggel bevont testet fiiggdleges tengely koriil forgatha-
toan két-két cérnaszalra felfiiggesztiink, amelyek koziil az egyik par alulrdl,
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a masik par felillrl rogziti a silyzét (a két szdl biztositja, hogy a testnek
meghatarozott egyensulyi helyzete legyen, ahova kiilsé hatas nélkiil mindig
visszatér). A silyzdt egy kondenzator lemezei kozé tessziik, és kezdetben tgy
allitjuk be, hogy tengelye nagyjabdl a kondenzator lemezeivel parhuzamosan
alljon.

Ezutan a kondenzatort nagy fesziiltségre feltoltjiik. A lemezek kozott létre-
jott elektromos erotérben a silyzo fémbevonatdban megosztas révén az egyik
gémb pozitiv- a mésik gémb negativ toltési lesz, vagyis egy dipdlus jon létre.

A dipdlus modell az erétérben elfordul, és a kondenzator lemezeire merélege-
sen, vagyis az elektromos térerdsséggel parhuzamosan all be. Ha az ercteret
megsziintetjiik, akkor a dipolus visszatér az eredeti helyzetébe.

A kisérletrol késziilt video megtekinthet6 a Fizipédia weboldalan

http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1j1:Homogen_elektromos_ter.
ogv ¢

A kisérlet tehat megerésiti azt az elméleti kovetkeztetésiinket, hogy a dipdlus valoban
a térerdsség iranyaba fordul be. Ha a dipélust ebbdl az egyensiilyi helyzetbdl ki akarjuk
forditani, akkor erét kell kifejteniink, és munkat kell végezniink. Ez a munkavégzés azt
eredményezi, hogy a dipdlus helyzeti energiara tesz szert. Most kiszamitjuk, hogy ho-
mogén elektromos erotérben hogyan fiigg ez a helyzeti energia a dipdlus elfordulasanak
nagysagatol (a dipélmomentum- és a térerdsségvektor kozotti szogtol).

S
.
v

©
=
vVVYVYY

1.35. abra. A dipdlus helyzeti energiajanak szamitasa

A dipdlust kezdetben az egyenstly helyzethez (vagyis a térerdsségvektorhoz) képest
@ szoggel elforditjuk, majd megnézziik, hogy egy tovabbi, igen kicsi dy szogelfordulas-
nél mekkora a helyzeti energia megvaltozasa (1.35. dbra). Ezutan végighaladva az sszes

29


http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Homogen_elektromos_ter.ogv
http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Homogen_elektromos_ter.ogv

lehetséges szogértéken, az elemi helyzeti energia-valtozasokat dsszegezziik (azért kell ele-
mi lépésekben haladni, mert a kiilonb6z6 szogeknél mas és mas az erotér altal kifejtett
forgatonyomaték, és igy a munka is).

Az erotér altal végzett elemi munka

dWier = Mg, dp = — Mg, dp = —d E'sin () dy (1.106)
(itt kihasznaltuk, hogy a szogelfordulds és a forgatényomaték vektora parhuzamos, de
ellentétes iranyt, tovabba alkalmaztuk a forgatényomatékra kordbban kapott kifejezést).

A helyzeti energia definiciéjanak megfeleléen a dipélus helyzeti energidjanak elemi
megvaltozasa a ¢ szoggel jellemzett helyzetben

dE, = — AWy, = doFE sin(p) dep. (1.107)

Tetszoleges ¢ helyzetig torténo teljes elfordulasnal a helyzeti energia megvaltozasa

¢ ¢
E, = /deE sin(p) dp = deE/sin(go) de (1.108)
%0 %0

(Itt kihasznaltuk, hogy az er6tér homogén, tehat F az integraldsbdl kiemelhetd).

A helyzeti energia kiszamitasdhoz meg kell adni a vonatkoztatasi helyzetet, vagyis a
o szoget. Vonatkoztatasi helyzetként a dipélusnak azt az allasat szokds megadni, amikor
a dipdlus meréleges a térerdsségre, vagyis ¢o = m/2. Ezzel a helyzeti energia

¢
E,=d.E / sin(p) dp = —d.E[cos g7 , = —d.E cos(yp). (1.109)
/2
Mivel a valasztott vonatkoztatési szog egyben a helyzeti energia nullpontja is (cos(7/2) =
0), az egyensilyi allapotban a dipdlus helyzeti energidja negativ.
A helyzeti energia kifejezése tomorebb, vektori alakban is felirhatd, ha kihasznéljuk

azt a tényt, hogy ¢ a dipélmomentum-vektor és a térerosségvektor altal bezart szog,
vagyis a fenti kifejezés a két vektor skalaris szorzataval egyenlo:

E, = —d.E. (1.110)

Megjegyzendo, hogy ezen helyzeti energidra kapott Osszefiiggés elemi titon is kisza-
mithaté a dipolust alkotd két toltés helyzeti energiajabol homogén tér esetén.
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Inhomogén erotér

Inhomogén erctérben a dipdlus befordul az adott helyen fennallé térerosség irdnyéaba,
és ekkor megsziinik a dipdlusra haté forgatényomaték. Mivel azonban a térerosség val-
tozik a hellyel, a dipdlus két toltésére haté erdk nem lesznek azonosak, igy a dipdlusra
egy eredo er0 1ép fel, aminek hatasara a dipolus — ha mozgasképes — elmozdul. Az eredd
erd szamitdsat az 1.36. abran lathaté egyszerti inhomogén erdtérre végezziik el, ahol a
lokélis térerdsség iranyaba mar bedllt dipdlus lathatd. (A tetszéleges erétérre és dipSlus-
iranyra alkalmazhaté eredmény a fejezet végén talalhatd.) A térerdsség iranyaban vettiik
fel a koordinatarendszeriink z-tengelyét. A dipélus két végpontja az z- illetve x + Ax
koordinataju helyen van, igy a dipdlus hossza [ = Ax.

1.36. abra. Az elektromos dipdlusra haté erdk inhomogén elektromos térben

Az eredé er6, amelynek itt csak z-komponense van:

F,=F, - F_ =QE(z+ Az) — QE(z). (1.111)

Mivel feltételezziik, hogy a dipdlus toltései nagyon kozel vannak egymashoz, az F(z)
fiiggvény ismeretében az E(x + Ax) értéket linedris extrapoldcidval hatdrozzuk meg:

dE
Bz + Az) ~ E(z) + dff)Ax. (1.112)
Ezt felhasznalva, az eredé erére azt kapjuk, hogy
E dE
F, = QE(z) + Qdd—(@m — QE(z) = QAx d("”g). (1.113)
x x

Figyelembe véve, hogy a dipélmomentum nagysaga itt d, = QAx, végiil azt kapjuk,
hogy
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o (1.114)

Eszerint a dipdlusra haté eredo er6 a dipélmomentumon kiviil a térerosség valtozasa-
nak erosségétol — szakkifejezéssel a térerosség gradiensétol — fligg, annak novekedésével
no.

A dip6lus — ha ezt a koriilmények lehetové teszik — a novekvo térerdsség iranyaban
mozdul el. Ez az oka pl. annak is, hogy az inhomogén eréteret létrehozé megdorzsolt
iivegriad magahoz vonzza a dipolussa tett szigetelodarabkdkat, vagy a megosztas miatt
ugyancsak dipolusként viselkedé konnyt fémfélia-darabokat.

Abban az esetben, ha a dipdlus valamilyen okbdl nem tud elfordulni (pl. kristaly-
racsban van rogzitve), vagy a térerdsség valtozasi irdnya nem egyezik meg a térerésség
iranyaval a ra haté erét a fenti meggondolashoz hasonléan kiszamitva a kovetkezot kap-
juk:

F = gradd.E (1.115)
Megjegyezziik, hogy ez az eredmény a dipélus helyzeti energidjara vonatkozé fenti dssze-

fiiggésbol is kovetkezik, mivel egy konzervativ erétérben az eré megkaphatd helyzeti
energia negativ gradienseként.
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2. fejezet

Az anyagok elektromos
tulajdonsagai

Az elektrosztatika alaptorvényeinek vizsgédlata a kezdeti idokben levegében tortént,
és a kiilonféle toltéselrendezések elektromos erdterét azzal a feltételezéssel targyaltak,
hogy a levegd jelenléte arra semmilyen hatast nem gyakorol. Késébb kideriilt, hogy ez a
feltételezés kozel jar az igazsaghoz: a levegé moédosité hatésa valéban nagyon kicsi, ezért
a megallapitott torvények igen jé kozelitéssel megegyeznek az iires térben (vdkuumban)
érvényes torvényekkel.

A valésdgban azonban az elektromos toltések kozotti teret kiilonboz6 anyagok (gé-
zok, folyadékok, szilard anyagok) tolthetik ki, és nem zarhaté ki, hogy ezek jelenléte az
elektromos er6hatasokat — és igy az elektromos eréteret — médositja. Ezt a feltételezést az
a tény is megerdsiti, hogy az anyagok toltott részecskékbol épiilnek fel, tehat varhatdéan
maguk is befolyasolhatjak a benniik kialakul6 elektromos eroteret.

Ebbdl a szempontbdl a vezeték (fémek) nem kiilonosen érdekesek, hiszen azok bel-
sejében sztatikus elektromos erotér nem lehet, ezért a tovabbiakban csak szigeteldkkel
foglalkozunk. A szigetelok jellegzetessége éppen az, hogy a toltések benniik kotottek,
hosszi tavi mozgasuk erdsen korldtozott, ezért benniik elektromos erotér johet 1étre.

Azt, hogy egy szigetel6 valoban moédositja az elektromos eréteret, néhany egyszeri
kisérlettel demonstralhatjuk.

Kisérlet: Szigetel6 anyagok viselkedése elektromos térben
Sikkondenzatort elektrométerrel kapcsolunk ossze, és feltoltjiik: az elektro-
méter kitér. A feltoltott kondenzatorba szigetelo lapot csusztatunk: az elekt-
rométer kitérése csokken. Ha a lapot kihiuzzuk, az elektrométer az eredeti
kitérést mutatja.

Cérnara egymas kozelében fémgombot és paraffin gombot fiiggesztiink fel.
A fémgombot feltoltve, az vonzza a paraffin gombot. Ha a kisérletet ugy
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ismételjiik meg, hogy a két gébmbot ricinusolajba meritjiik, akkor a gémbok
taszitjak egymast.

Vizesapbdl kifolyé gyenge vizsugarhoz megdorzsolt ivegrudat kozelitiink: a
vizsugar az tivegrud felé eltériil (vonzas).

Uvegpoharat egy nagyobb méretii fémpohérba tessziik, és belsejébe kisebb
méreti fémpoharat helyeziink el, tehat egy szigetelot tartalmazé kondenza-
tort készitiink (Leydeni palack). A kondenzatort nagy fesziiltségre feltoltjiik,
majd szétszedjiik, és a fémpoharakat toltésmentesitjiik. Ha a kondenzatort
ismét Osszerakjuk, azon toltést taldlunk.

A kisérletrdl késziilt video megtekintheté a Fizipédia weboldalan: http://
fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Dielektrikum_mint_energiatarolo.
ogv. ¢

A jelenségekben egyértelmi a jelenlévo szigeteld anyag, mas néven dielektrikum szere-
pe, ezért érdemes megvizsgalni, hogy mi torténik egy szigetelében ha elektromos erétérbe
helyezziik.

A tovabbiakban a kiilénboz6 elektromos eréterek megkiilonboztetése érdekében az
erOteret 1étrehozé toltéseket két csoportba osztjuk. Tudjuk, hogy az anyagokban norma-
lis koriilmények kozott azonos mennyiségii pozitiv és negativ toltés van jelen. Azokat a
toltéseket, amelyek az ellenkez6 elGjelii parjaikkal egyiitt fordulnak elé (vagyis egy tér-
fogatban a toltések algebrai osszege nulla), kdtott toltéseknek nevezziik. Vannak olyan
modszerek (pl. dorzsolés), amelyekkel a kétféle toltést szét lehet vélasztani, és igy egy
térrészben tobbségbe keriil az egyik eléjelt toltés. Az ilyen, ellenkezd elGjel toltésparja-
itdl elvalasztott (,,megszabaditott”) toltést — a kialakult szokdsnak megfeleléen — szabad
toltéseknek nevezziik (az elnevezés nem tul szerencsés, mert ezek a toltések gyakran nem
mozgasképesek, tehat a sz6 szokdsos értelmében nem biztos, hogy szabadok).

A szigetelok belsejében kialakuld elektromos tér varhatéan kiilonbozni fog attol a
tértol, amit szabad toltések (pl. egy feltoltott fémdarab) vakuumban hoztak volna létre,
hiszen az anyagot alkotd kotott toltések tere modositja azt. Ez annak ellenére igy van,
hogy az anyagok kifelé dltaldban semlegesnek mutatkoznak, s6t rendszerint az anyagot
alkoto kotott toltések elektromos terei is semlegesitik egymast. Az anyagokban jelenlévd
kotott toltések ugyanis az alabbi két alapvetd elrendezésben taldlhatok.

Az anyagot alkoté atomokban a kétféle toltés bizonyos esetekben gombszimmetrikus
képzédményt hoz létre (2.1. (a) dbra), amely csak a toltések kozotti térben — vagyis az
atom belsejében — hoz létre elektromos teret. Ilyenkor — kiils6 tér nélkiil — az atomok
kozotti térben az atlagos elektromos tér gyakorlatilag nulla ((b) dbra).

Egy masik toltéselrendezodés az, amelyben az atom vagy molekula ellenkez6 el6jelii
toltéseinek sulypontjai nem esnek egybe, vagyis a toltéselrendezddés egy dipélushoz ha-
sonlit ((c) dbra). A kotott toltések ilyen elrendezésének mar | kifelé” is van elektromos
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(a) (b)
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e

(c) (d)

2.1. dbra. Gombszimmetrikus toltéseloszlasu (apoldros) (a.) és a pozitiv és negativ toltés
sulypontjaban eltéré (polaros) molekula (c.) és a beléliik 4ll6 anyag (b. illetve d.) kiilsé
elektromos tér nélkiil

tere. Az esetek tobbségében azonban az atomok vagy molekulak kozotti térben rendsze-
rint mégsem alakul ki hossz tavi elektromos tér, mert a molekularis dipolusok iranyukat
tekintve rendszerteleniil helyezkednek el, igy egymas elektromos terét kioltjak ((d) abra).

A helyzet azonban gyokeresen megvaltozik, ha a szigetelot elektromos erdtérbe he-
lyezziik. Az eredetileg gémbszimmetrikus atomokban az elektromos erétér hatasara a
toltések elmozdulnak, és a térersség iranydval parhuzamos dipélus jon létre (2.2. (a) 4b-
ra), aminek mar az atomon kiviil is van elektromos tere. Igy az anyag a kiilsé elektromos
er6tér hatdsara a térerésséggel parhuzamos dipélusokat tartalmazé allapotba ((b) dbra)
megy at.

Kiils6 erétér hatasara ehhez hasonld végallapot johet létre az eredetileg rendezet-
len dip6lusokat tartalmazé anyagban is. Ha a dipdlusok forgasképesek (és valamilyen
mértékben mindig azok), akkor az er6tér hatdsara rendezédnek, azaz kisebb-nagyobb
mértékben a térerésség irdnyaval parhuzamos helyzet felé elfordulnak ((c) dbra), aminek
kovetkeztében egymas terét mar nem oltjak ki.

Ez a jelenség a szigetelo polarizdacioja.

A végeredmény mindkét esetben ugyanaz: a kiilso erétér hatasara a kotott toltések a
molekulak kozotti térben egy hosszi tavi elektromos erdteret hoznak létre, amely a kiilso
erOtérhez hozzaadddik. Mivel a térerGsség iranyaba beallt dipolusok erétere a két toltés
kozotti, legerosebb erétér tartomanyaban a kiilsé erétér iranyéaval 1ényegében ellentétes
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2.2. dbra. Apoldros molekula polarizacidja kiils6 tér hatdsara (a.). Apolaros (b.) illetve
polaros (c.) molekuldk alkotta anyag viselkedése kiils6 elektromos térben.

(2.3. dbra), az anyagban létrejové elektromos erétér varhatdan kisebb lesz, mint amilyen
az anyag jelenléte nélkiil lenne.

-

2.3. abra. Az anyagban kialakuld tér a kiilso tér és a dipdlusok terének szuperpozicidja

A polarizacié hatasat tehat az aldbbi modon foglalhatjuk Gssze:

e Ha az anyagban eredetileg gémbszimmetrikus, kifelé elektromos eréteret nem mu-
tato atomok vannak, akkor az erdtér hatasara az ellenkezé el6jeli toltések szét-
valnak, igy a kiilsé er6tér iranyaban rendezett dipélusok jonnek létre, amelyeknek
ered6 elektromos erdtere van.
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e Ha vannak az anyagban dipdlus-molekuldk (pl. viz), akkor kiils6 elektromos erétér
nélkiil azok atlagos erotere a rendezetlen bedllas miatt nulla, a kiilsé elektromos
er6tér azonban rendezi 6ket, és igy lesz eredo elektromos eréteriik.

2.1. Elektromos erotér szigetelokben

A polarizalt szigeteloben varhatéan mas lesz az elektromos ertér, mint a kiilso erotér,
hiszen a dipdlusok erétere médositja azt.
Médosulnak-e az alaptorvények?

2.1.1. Az elektrosztatika I. alaptorvénye szigetelokben

A szigetel6kben kotott toltésként megjelend toltések ugyanazok, amelyek szabad t6l-
tésként megjelennek (elektronok vagy az atommagok kompenzalatlan protonjai). Az élta-
luk kotott toltésként 1étrehozott elektromos erdtér feltehetdleg ugyanolyan jellegii, mint
az az erotér, amit szabad toltésként hoznak létre. Tehat ez is konzervativ erétér, és az 1.
torvény valtozatlan:

]f Edr = 0. 2.1)
A
A tapasztalat ezt a feltevést igazolja.

2.1.2. Az elektrosztatika II. alaptorvénye szigetelokben

A kotott toltések erdterét és fluxus-jarulékat a II. alaptorvényben figyelembe kell
venni.
Ez formalisan a kotott- vagy mas néven polarizicios toltések beirasat jelenti:

j{EdA_%+%, (2.2)
€o €o
A

ahol (). a szabad toltéseket @), a polarizécids toltéseket jeloli.

De mennyi a kotott toltés egy zart feliileten beliil?

Ha a zart feliilet az egész szigetel6t tartalmazza, akkor ), = 0, hiszen az anyag sem-
leges.

Ha azonban a zart feliilet elmetszi a szigetelot, akkor dipdlusokat vaghat el, azoknak
egyik fele a zart feliileten beliilre-, mésik fele kiviilre keriil. fgy lehet @, # 0 a zart
feliileten beliil.
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Szamoljuk ki a kotott toltéseket! Ehhez el6bb érdemes a polarizaciét makroszkopiku-
san jellemezni.

Atomi szinten az atomok és molekuldk d. elektromos dipélmomentuma jellemzi a
polarizaciot. Az egész test polarizacidjat a dipélmomentumok osszegével jellemezhetjiik:
dffljes = .d., ahol dg; az i-edik dipélus dipélmomentuma.

Az anyag egy kis térfogatanak leirdsara bevezetheto egy lokalis jellemzo, a dipdlmo-
mentum térfogati stirtisége:

Adteljes A ) dei
— e _ (Zz ) ] (2 3)

P AV AV

Ezt a vektort polarizdcio vektornak nevezziik.

Nézziik meg, hogy a fluxus szamolasdhoz felvett zéart feliilet egy kis része mentén
mennyi lesz a feliilet belsejébe keriil6 toltés. A dipdlusokat azonosaknak tételezziik fel
de; = gl nagysagu dipélmomentummal.

A dA feliilet (2.4. dbra) azokat a dipélusokat vagja el (ezek negativ toltése a feliileten
beliilre keriil), amelyek benne vannak az dbran szaggatott vonallal jelzett dV térfogatban:

@

[ \
\
<_>>//
\ o
&
\%“0

/

2.4. abra. A Gauss torvény szamitasanal azokat a kotott toltéseket kell figyelembe ven-
niink, amelynek két pélusa kozott halad at az integralas hatara

Ha a dipdlusok térfogati darabsiiriisége n = % (darab/térfogat), akkor az elmetszett
dipolusok szama

dN =ndV =nldA|cos(a)], (2.4)
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a feliileten beliil keriilt polarizaciés toltés pedig (ez esetben negativ):

N
dQ, = —j—vql dA cos(a), (2.5)

ahol ¢ egy dipdlus toltése, dN az Osszes dipolusok szama a dV térfogatban. A kifejezés
el6jelhelyesen adja a toltést.

Mivel « a dipélmomentum vektor és a feliiletvektor kozotti szog, a toltés vektorokkal
is kifejezheto:

dN
d@, = ———d.dA = —PdA. 2.6
A zart feliiletben 1év6 Gsszes polarizaciés toltés:
Qp=— ]{PdA. (2.7)
A

Jelentése: a polarizacio vektor forrasai a polarizacios toltések, a P vektortér vonalai
polarizacids toltéseken kezdodnek és végzodnek.
A polarizacios toltéssel a Gauss-torvény:

]{EdA _ Qe ij{PdA. (2.8)

€0 €o
A A

Atrendezve a

7{ (E = lP) dA = Qe (2.9)
€0 o
A

f1@E+P ) dA = Q.. (2.10)
A

vagy a

alakot kapjuk.

Utébbi jelentése: az egE + P vektormennyiség forrasai a szabad toltések, ennek a
vektortérnek a vonalai szabad toltéseken kezdddnek és végzodnek. Ezért ezt a vektort
kiilon térjellemzoként vezették be:

D =¢E+P. (2.11)
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Az 4j térjellemz6 neve: az elektromos eltolas (vagy dielektromos eltolds) vektora. Ki-
szamitasdhoz a térerdsséget és a polarizaciét kell ismerni.
Ezzel az elektrosztatika I1. alaptorvényének (Gauss-torvény) altaldnos alakja:

fD dA = Q.. (2.12)
A

vagy differencialis alakban:

divD = p,,. (2.13)

Megjegyzendo, hogy a fenti gondolatmenet arra épiil, hogy a teret leiré mennyiségek
(D, E, P vektorok) egy kis térfogatelemre atlagolhatok, és az anyag jelenlétében a mik-
roszképikus térerosség vektorok helyett ezek atlagolt valtozatat hasznaljuk az elektromos
tér jellemzésére. Ezen atlagolas lényeges feltétele, hogy az ott hasznalt térfogatelem az
atomi méreteknél lényegesen nagyobb legyen (igy a polarizacids toltések hatasat minden-
képpen kidtlagolva vessziik figyelembe), de elég kicsi legyen ahhoz, hogy a szabad t6ltések
altal 1étrehozott |, kiils6” térerésség még ne valtozzon meg lényegesen az atlagolasi tarto-
ményon beliil (igy az dtlagolds a ,kiilsé” teret lényegében nem véaltoztatja meg). Az igy
kapott makroszképikus térerosségvektorok jél hasznédlhaték kiterjedt testek és az atomi
méretekhez képest lassan valtozé terek leirasara, de nem alkalmasak az atomi méretek
skalajan is valtozo térerdsségek, vagy atomi méreti testek hatasanak leirdsara.

2.2. Elektromos er6tér homogén, izotrop, linearis di-
elektrikumokban

Az altalanos Osszefiiggés a dielektromos eltolas vektor definiciéjara:

D = ¢E + P. (2.14)

Kiilonb6z6 anyagok esetén a P polarizacié vektor kiillonbéz6 médon fiigg a az anyag-
ra hato térerdsség vektor értékétol. Elektromos szempontbdl homogénnek tekintiink egy
anyagot, annak polarizalhatosaga a helytol fliggetlen, azaz egy tetszoleges E térerGség
hataséra a helytdl fiiggetleniil ugyanolyan P polarizacio keletkezik. Egy homogén anyag-
ban E és P irdnya nem feltétleniil egyezik meg egymassal. Vannak olyan mikrosztkdpikus
rendezettséggel rendelkezd (éltaldban kristalyos) anyagok, amelyekben kiilonboz6 ird-
nyu de azonos nagysagu elektromos tér eltéro iranyu és nagysagu polarizaciot kelt. Ezen
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anyagokat elektromos szempontbdl anizotrop anyagoknak hivjuk. Ezekkel ellentétben egy
izotrép anyag polarizalhatosaga minden iranyban megegyezik.

Homogén, izotrép anyagokban kis térerdsségeknél legtobbszor érvényes, hogy P ~
E, ezek az anyagok a linedris dielektrikumok. Az aranyossagot a P = ¢yyE alakban
szokas felirni, ahol y a dielektromos szuszceptibilitds, amely az anyagi minoségtol fiigg. A
tapasztalat szerint minden anyagra fenndll a x > 0 sszefliggés, vakuumban y = 0 (nincs
polarizacid). Leveg6ben és a legtobb gazban y alig kiilonbozik nulltol (y'€ve8® = 0.00059).

Ilyenkor

D =¢E +coxE = ¢o(1 + x)E = o, E = ¢E. (2.15)

Itt e, = 1+ x az anyag relativ permittivitasa vagy relativ dielektromos dllanddja, az
€ = go€, Mmennyiség az anyag abszolut permittivitasa.

A x > 0 Osszefiiggés miatt minden anyagban e, > 1, vakuumban e, = 1. Gazokban
g, = 1 (levegbben e, = 1.00059). Ezért fogadhatjuk el j6 kozelitéssel a levegében végzett
kisérletek eredményeit vakuumbeli eredményeknek.

Homogén, izotrop, linedris dielektrikumokban az elektrosztatika I1. alaptorvénye egy-
szeriibb alakba irhato:

%DdA = %8()8?]3 dA = 50£T%EdA = Q, (2.16)
A A A
Itt és a tovabbiakban a szabad toltések jelolésére az index nélkili (Q-t hasznaljuk.
Ebbdl
fEdA: ¢ . (2.17)
Eolr
A

Emiatt azonos szabad toltéseloszlds esetén minden vakuumra kapott Osszefiiggésben,
ahol szerepel az ¢, az anyagban érvényes alakot az €9 = g, cserével kapjuk meg. Igy
irhaté at pl. a Coulomb-térvény is:

Fly = , (2.18)

vagyis az elektrosztatikus erék lecsokkennek, ha a teret anyag tolti ki.

A fenti Osszefiiggésbol kovetkezik az is, hogy azonos szabad toltéseloszlds esetén adott
helyen vdkuumban (E,) és anyag jelenlétében (E) mért elektromos térerdsségek kozott
az

E =

E
v 2.19
. ( )
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osszefiiggés &ll fenn (homogén, izotrép, linedris dielektrikumban).
Ugyanez érvényes a potencialokra is:

E, U,
U:—/Emz— —dr = =2, (2.20)
Er Er
L L

Ezzel értelmezheto az a kisérleti eredményiink, hogy a feltoltott iires kondenzator
lemezei kozotti potencidlkiilonbség lecsokken, ha szigetelot csusztatunk a lemezek kozé
(kozben a lemezeken 1évé szabad toltések nem valtoztak!), hiszen levegbben ¢, ~ 1, a
szigetel6 lapban pedig ¢, > 2.

A jelenség ugy is felfoghatd, hogy a szigetelé megnoveli a kondenzator kapacitasat:

_Q_ Qs

C
v U,

= ¢,C,. (2.21)

A nagy permittivitasi anyagok kapacitasnovelésre hasznalhatdk.

2.2.1. Az erotér két dielektrikum hataran

Két kiilonb6zo dielektrikum hataran az eroteret jellemzo mennyiségek vektorai meg-
valtoznak. A hatarfeliileten bekovetkez6 térerGsség-valtozas szamitasara alkalmazzuk az
elektrosztatika elsé és masodik torvényét a feliilet egy kis kornyezetére! Ehhez irjuk
fel elektrosztatika elsé torvényét a hatarfelilletre simulé zart gorbe (téglalap) mentén,
melynek hosszabb oldala ( dl) parhuzamos a feliilettel, rovidebb oldala ( dz) merdleges a
felilletre (2.5. (a) dbra):

7{ Edr = 0, (2.22)

L

Legyen a téglalap mérete elég kicsi ahhoz, hogy a térerdsséget a teljes dl oldal mentén
allandénak tekinthessiik, és vizsgaljuk a dx — 0 hataratmenetet! Ekkor a téglalap rovi-
debb oldalai mentén elvégzett integralok értéke nulldhoz tart, mig a hosszabb oldalakra
egy-egy konstanst kapunk:

%Edr = ElT dl — EQT dl = 0, (223)
L

azaz

ElT - E2Ta (224)
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Ahol Eir illetve Eyr a térerdsség tangenciélis (feliilettel parhuzamos) komponensének
értéke a hatarfeliileten az ¢, illetve az 5 permittivitasu kozegben. Elmondhatjuk tehat,
hogy az elektromos térerésség transzverzalis komponense a hatarfeliileten folytonosan
megy at.

2.5. abra. Az elektromos térerésség (a.) és a dielektromos eltolds (b.) valtozasa két ho-
mogén kozeg hataran

Az elektromos eltolas valtozasardl a Gauss-torvény ad felvilagositast amennyiben azt
felirjuk egy téglatestre, amelynek a hatarfeliilettel parhuzamos oldalélei hosszabbak, és
a hatérfelilletre merdleges oldalélei révidebbek (az oldallapok dA illetve -dA feliilet-
vektorai a feliiletre mer6legesek, ds vektorok a feliilettel parhuzamosak). A téglatest
rovidebb éleivel nullahoz tartva annak fedélapjai két oldalrdl a hatarfeliiletre simulnak,
és az oldallapjaira szamitott fluxus nullahoz tart. fgy:

]fD dA = —Diy dA + Doy dA = Q. (2.25)
A

Ha a hatarfeliileten vannak szabad toltések, akkor az eltolasi vektor normaélis kom-
ponensének valtozasa azok feliileti stirtiségével egyenlo:

Q@ _
dA
(4j D vonalak csak szabad toltésekb6l léphetnek ki, D vonalak csak szabad toltéseken

sziinhetnek meg).
Ha nincsenek ott szabad toltések, akkor

DQN — DlN = o (226)
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Doy = Dy, (2.27)

ilyenkor az eltolasi vektor normélis komponense valtozatlan az atmenetnél.
Hasonlé modon kapjuk a polarizacié vektorra a

Y{PdA = —Q, (2.28)

A

egyenletbdl, hogy normalis komponensének valtozasa a polarizacios toltések feliileti sii-
riiségének negativjaval egyenlo

Poy — Py = ——- = —0, (2.29)
(4j P vonalak polarizaciés toltésekbél 1épnek ki, P vonalak polarizécids toltéseken sziin-

nek meg).
Ha nincsenek a hatarfeliileten polarizacios toltések, akkor

Py = Py, (2.30)

a polarizacié normalis komponense valtozatlan.

D

2.6. abra. Az elektromos térerdsség a dielektromos eltolas és a polarizacié véltozasa két
homogén izotrép és linearis kézeg hataran

74



Ha a hatarfeliileten nincsenek toltések, és az anyag elektromos szempontbdl linedris,
akkor E,D és P egymadssal parhuzamosak maradnak (a 2.6. dbra ezt az esetet mutatja).

A térerdsség-vektor torésének torvényét a fenti abra és a fenti egyenletek alapjan
kaphatjuk meg.

E E
tgle) = 5 - t8(8) = 5 (2.31)
t EirE E D
g(a) _ LarLen Loy  LDhyer &1 (2.32)

tg(5) - EyEiy  Eiy 22Dy &

A hatarfeliileti viselkedés magyarazza azt a kisérleti eredményiinket, hogy toltott fém-
gomb és (szigeteld) paraffin gomb kozotti er6hatds levegében és ricinusolajba éppen el-
lenkez6 irdanyu (2.7. abra).

A kisérlet adatai: £l°v°88 a1, gparaffin oy 9 crolal o~ 4 6 vagyis 5Lﬁveg6 < gparaffin 6??1”,
és ugyanez igaz a szuszceptibilitdsokra ( y = &, — 1 > 0) is: ylevesd < yparaffin o yrolaj

81 81
+Q +
® —
F + F +
_|_
€ <eg, € >¢€,

2.7. dbra. Szigetelo targyra haté erd valtozasa az 6t koriilvevo kozeg permittivitasa fiigg-
vényében

Ha a fémgoly¢ toltése pozitiv, akkor a levegd és a paraffin goly6 hatarfeliiletén az ered6
polarizacids toltés negativ (PR — P¥8 — 5 > 0 = ¢, < 0): a pozitiv fémgdmb és
a paraffin goly6 kozott vonzast észleliink.

A ricinusolaj és a paraffin goly6 hatarfeliiletén az eredd polarizacids toltés viszont po-
zitiv (P}\’,Malcﬁn - P;;Olaj = —0, < 0= 0, > 0): apozitiv fémgdmb és a paraffingolyé kozott
taszitast észleliink.

Ugyanilyen meggondolassal magyarazhato az a kisérletink is, hogy a pozitiv toltési

iivegrid a vizsugarra vonzé erdt fejt ki (glevesd < V%)
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2.2.2. A polarizacié sikkondenzator-modellje

Polarizacié egyszerti modellje: egy sikkondenzatorban a dielektrikum feliiletén pola-
rizaciés toltések jelennek meg, és az eroteret létrehozo effektiv toltés a szabad- és pola-
rizacios toltések kiilonbsége.

Igazolhaté-e ez a modell az dltaldnos torvények segitségével?

A dielektrikummal kitoltott sikkondenzétorban (2.8. dbra) alkalmazzuk a II. alaptor-
vényt a szaggatott vonallal berajzolt zart feliiletre:

]{DdAZj{(EoE—i-P) dA = —cgE, A+ cgEA+ PA=Q., =0 .
A A
+o .
KA | -
- =P +:
+H 3 )
aai [ A -
E +p
Sy ol
Naa A e
adA

2.8. dbra. Dielektrikummal kitoltott sikkondenzator

(a felillet nem zar koriil szabad t6ltést!). Ebbol

P
EFE=FE,——. (2.34)
€o
Mivel E, = % és P = Py = —0p,
E=24 % _7%% (2.35)
o o o
illetve
g = o=l (2.36)
10}
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ami az emlitett modell helyességét igazolja.
Ugyanebben az elrendezésben mennyi a D nagysaga a vakuum-résben és az anyagban?
A két helyen érvényes:

Dv = 50Ev 2.37
,D=¢cE+P. (2.38)
A nagysagokra:
Dy=co—> =0 (2.39)
€0
,D:500+Up—ap:0, (2.40)
o

vagyis D, = D. Ez megfelel annak, hogy a D-t a szabad toltések feliileti stirtisége haté-
rozza meg (ez mindkét esetben o).

2.2.3. Az elektromos eltolas mérési utasitasa

A D mérésére azt hasznalhatjuk ki, hogy két anyag hatarfeliiletén a szabad toltések
feliileti stirtisége a Dy véltozasaval egyenlo.

vezetd D:anm
> L —»> L
D B D D B D
g S I g
- .
\

[ | > | | >
szigetelo
nyél

2.9. dbra. Az elektromos eltolads mérése

Két egymaésra fektetett vezetd lapot az er6vonalakra merélegesen elhelyezve (2.9. (a)
abra) a pozitiv toltési feliileten kialakulé szabad toltés (megosztas!) éppen a D nagysdgdat
adja:

DQN—DlN:D—OZD:O'. (241)
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Meérés:

A fémlapokat ugy helyezziik el, hogy az adott helyen a legnagyobb toltés jojjon létre
(ekkor meréleges a lap az erdtérre).

A két lapot szétvéilasztva ((b) dbra) a lapokon megmarad a megosztott toltés és
megmérheto, a D nagysaga: D = opax-

A D irdnya: meroleges a fémlap feliiletére, és a negativ oldaltdl a pozitiv felé mutat.

Az elektromos eltolas elnevezés innen ered: a D az erdtér toltésszétvalaszto, ,toltés-
eltolé” hatasara jellemzo.

Hatarfeliileten a térerésségvektor tangencialis-, az eltolasvektor normalis komponense
megy at valtozatlanul, ezért egy dielektrikumban a térerdsséget elvileg egy a térerdsség
irdnyaban elnytujtott csé alaku kivagasban, az eltolast pedig a térerdsségre merdleges
lapos korong alaku kivagasban lehet megmérni.

2.3. Bonyolultabb dielektrikumok

A P és E kozotti kapesolat inhomogén, anizotrép dielektrikumban altalaban bonyo-
lult: P = f(E) + P,. A polarizdcié éltaldban nem parhuzamos a térerdsséggel, és kiilsd
erotér nélkiil is lehet polarizacié.

2.3.1. Anizotrép, linearis anyagok

Kis térerdsségek esetén az anyagok tobbségében az E és P kozott linearis kapcsolat
van, de nem egyszerii aranyossag:

Pa: = 50Xac1’E:L’ + 50X:L‘yEy + 5OXZacEz (242)
Py = €0nyEx + 60nyEy + 50XyzEz (243)
Pz = €0szEa: + €0XzyEy + EOXzzEz- (244)

A kapcsolat hasonlé a merev test szogsebessége és perdiilete kozotti osszefiiggéshez
(a két vektor altalaban ott sem parhuzamos).
A Xaz, Xay - - - Xoy» X2» mennyiségek alkotjak a szuszceptibilitds-tenzort.

2.3.2. Maradandé polarizacio

Vannak olyan anyagok, amelyekben a kiils6 erétérrel 1étrehozott polarizacié hosszi
ideig megmarad.

Ilyen polarizacié johet létre példaul akkor, ha nagy térerésség hatdsara, magasabb ho-
mérsékleten hosszutavu toltésmozgdas eredményeként az anyagban ellenkezo toltési tar-
tomdanyok jonnek létre (a szigetelSk is vezetnek csak sokkal kevésbé, mint a vezetdk). Az
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ilyen médon ,,polarizalt” anyagban normalis koriilmények kozott a toltések nem tudnak
visszatérni eredeti helyiikre (kis vezet6képesség), a polarizacié hosszi ideig fennmarad.
Példa: elektrétek, amelyek évtizedekig polarizaltak maradnak.

Ezt illusztrélja a Leydeni palackkal folytatott kisérletink is: a nagy térerdsséggel (kb.
10 000 V/cm) polarizalt dielektrikumban a polarizacié az erdtér megsziinése utan is
megmarad (ettdl lesz toltés az ismételten dsszerakott kondenzétorban).

Kiilonleges anyagokban kiilsé hatas nélkiil is létrejon polarizacié, mert a dipdlusok
rendezddése energetikailag kedvez6bb allapotot jelent. A magétdl kialakult ered6 polari-
zacié a spontdn polarizdcio, az ilyen anyagok a piroelektromos anyagok. Ezek egy részében
a polarizacio irdanya kiilso erotérrel megvaltoztathaté, ezek a ferroelektromos anyagok.

2.3.3. Piroelektromos effektus

A spontéan polarizacié (piroelektromos anyagok!) fiigg a hémérséklettol: hémérséklet-
valtozasra polarizacié valtozas, és feliileti toltések megjelenése kovetkezik be. Az anyag-
bol késziilt lapkara elektrédokat szerelve, az ehhez kapcsolt aramkorben homérsékletval-
tozaskor aram jon létre. Ez a piroelektromos effektus. Sugarzasérzékelésre hasznalhato
(piroelektromos detektor, mozgasérzékels, betorésjelzd).

2.3.4. Piezoelektromos effektus

Egyes anyagokban (pl. kvarc) mechanikai fesziiltség is okozhat polarizacié-valtozést,
ez a piezoelektromos effektus. Az ilyen anyagok a piezoelektromos anyagok. A polarizacié-
valtozast itt is elektromos jellé lehet alakitani, ilyen médon deformaciot, erét lehet mérni.
A piezo-gyujtéban a hirtelen 6sszenyomaésra keletkez6 fesziiltség elektromos szikrat hoz
létre.

A jelenség megfordithaté: elektromos erétérbe helyezve, az ilyen anyag deformélédik,
ez az inverz piezoelektromos effektus, vagy elektrostrikcié. Elektromos erotérrel kis elmoz-
duldsok hozhatdk létre, anyagok berezegtetheték (ezen alapul a kvarcérak szabalyzasat
végzé piezoelektromos lapka berezgetése).

2.4. Az elektromos erotér energiaja

Toltésfelhalmozashoz munkét kell végezni (az anyagban azonos szamban el6forduld,
egymas hatasat tobbnyire kompenzald ellenkezo elgjelii toltéseket szét kell valasztani,
azonos toltések felhalmozdsakor pedig taszité erd 1ép fel). Ez a munka elektrosztatikus
helyzeti energiat eredményez.

Lattuk példaul, hogy toltésrendszer helyzeti energidja:
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1
E, = 5;@[%, (2.45)

(U; a potencidl az i-edik ponttoltés helyén).
Toltott vezet6 energidja (@) toltés, mindeniitt azonos U potencidl):

1 1Q?
Eh:—UQ:§%

2

Az elektrosztatikus helyzeti energia kiszamitasa altalanos formaban nem kénnyti, de
az energia altalanos kifejezését egyszerii specialis esetre elvégzett szamolas altalanosita-
saval is megkaphatjuk.

A specidlis eset: a sitkkondenzatorban felhalmozott energia.

Szamitsuk ki egy @ toltést tartalmazé sikkondenzator energidjat gy, hogy megha-
tarozzuk a feltoltés soran végzett munkat! Valasszuk ki azt a pillanatot, amikor a C'
kapacitasi kondenzator lemezein van mar +@)’, illetve —Q' t6ltés, és a negativ lemezrol
ujabb +d@Q’ toltésadagot visziink at a pozitiv lemezre (ekdzben a negativ lemez toltése
is megné az ottmaradt kompenzélatlan — d@Q’ toltéssel).

A feltoltés egy 1épésében, d@Q’ toltés atvitelénél (2.10. dbra) az energiavéltozas:

(2.46)

2

/ /
dE), = — / AQ'E dr = —dQ' (—E'd) = dQ’%d = dQu (2.47)
1
+Q -Q
|
; >
d@ >
= o—Pp >
dl E

> A
>
>
- >

2.10. dbra. A sikkondenzatorban felhalmozott energia szamitasa

A teljes @ toltés felvitelénél:
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Q
d 1d 1
Ey=— [ QdQ = --AQ* = —Q* 2.48
= [ @ =550 = 0 (2.45)
Hozzuk vissza a kifejezésbe a térerdsséget (E = £):

1 1
Ey, = 5gAdE? = §5VE2, (2.49)

ahol V' az a térfogat, ahol elektromos erdtér van.
Az elektrosztatikus energia térfogati strisége:

En 1
= — =—-<¢F 2.
We v 25 , (2.50)

ami csak a térersségtol és a kozeg anyagi minoségétol fligg. Mivel az elektrosztatikus
energia a fegyverzetek kozt vakuumban is jelen van, kijelenthetjiik, hogy az energia az
erotérhez rendelheto.

Homogén, izotrép, linearis dielektrikumban:

w, = ~eE* = ~ED = ~ED. (2.51)

Kimutathatd, hogy ez az energia-kifejezés tetszoleges geometria és anyag esetén is
érvényes: ahol elektromos er6tér van, ott a fenti energiastiriiség is megjelenik, fiiggetleniil
attol, hogy az erotér hogyan keletkezett, ezért a

1
we = 5ED (2.52)

kifejezést az elektromos erdtér energiasiriségének nevezzik.
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3. fejezet

Elektromos aram

Ha elektromos toltések rendezett mozgéassal egyik helyrol a masikra atmennek, elekt-
romos dramrol beszéliink. Elektromos aram folyt pl. egy korabbi kisérletiinkben, amikor
a toltott elektrométerrol a toltetlenre toltések mentek at a két elektrométert 6sszekoto,
nyugalomban 1év6 vezetén keresztiil, de elektromos aram jon 1étre akkor is, ha egy toltott
testet a toltéseivel egyiitt elmozditunk.

Ha elektromos toltések egy nyugalomban 1év6 vezeto anyag belsejében az ott fennallo
elektromos erétér hatdsara mozognak, akkor a létrejott aramot vezetési (vagy konduktiv
dramnak nevezik. Abban az esetben, ha a toltések mozgasa azért kovetkezik be, mert a
toltéseket hordozo test vagy kizeg mozog, és vele egyiitt mozognak a toltések is, a létrejott
elektromos aramot konvektiv dramnak nevezik. A tovabbiakban — nagyobb jelentésége
és egyszerlibb leirdsa miatt — elsGsorban a vezetési arammal foglalkozunk.

Egy anyagban vezetési aram 1étrejottét az teszi lehet6vé, hogy az elektromos toltések
az anyagokban kisebb vagy nagyobb mértékben hosszu tavi mozgasra képesek. A kiilon-
boz6 anyagokban kiilonb6z6 toltéshordozd részecskék mozoghatnak (elektronok, ionok),
és a toltésmozgas kiilonbozo mechanizmusokkal valésulhat meg.

Ahhoz, hogy egy anyagban toltésaramlds induljon el, az anyag belsejében elektro-
mos erOteret — pontjai kozott elektromos potencialkiilonbséget — kell létrehozni. Azt a
jelenséget, hogy az anyagban elektromos erotér hatasara elektromos aram jon létre elekt-
romos vezetésnek nevezik. Adott elektromos térerésség hatasara a kiilonbozé anyagok-
ban kiilonb6zo erdsségii toltésaramlas jon létre, vagyis az anyagok az elektromos vezetés
szempontjabdl kiillénboz6 tulajdonsdagiak.

Ahhoz, hogy a toltéshordozdk allandéan egy iranyban mozogjanak, vagyis az anyag-
ban allandé elektromos aram j6jjon létre, benne allandé elektromos erdteret (potenci-
alkiilonbséget) kell fenntartani, és biztositani kell, hogy mindig legyenek mozgéasképes
toltéshordozdk.

Elektromos eré6teret (potencidlkiilonbséget) egy anyagban létrehozhatunk pl. gy,
hogy két végét egy feltoltott kondenzator két fegyverzetéhez kapcsoljuk (3.1. (a) &b-
ra). Ekkor az anyagban az U potencidlkiilonbség hatdsara létrejon egy elektromos dram,
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de ez az aram elobb-utébb megsziinteti a potencidlkiilonbséget: ha pl. az anyagban a
pozitiv toltések tudnak mozogni, akkor a magasabb potencidli (pozitiv t6ltésii) oldalrdl
a pozitiv toltések atmennek az alacsonyabb potencidli (negativ toltésii) oldalra, ahol
semlegesitik a negativ toltéseket (a kondenzétor ,kisiil”), igy az dram is megsziinik.

kondenzator telep

(a) (b)

3.1. abra. A feltoltott kondenzator kisiitése idében gyorsan lecsengé (tranziens) dramot
ad (a), az dllandé dram fenntartdsahoz a toltések ,utanpétlasahoz” kiilsé erd sziikséges

(b)

Az allandé aram fenntartasdhoz a kondenzator helyére tehat egy olyan eszkozt kell
elhelyezni, amely a negativ oldalra megérkezo pozitiv toltéseket visszaviszi a pozitiv oldal-
ra, ezzel fenntartja a potencialkiilonbséget, és egyuttal biztositja, hogy a pozitiv toltések
ujra korbemenjenek az anyagban. Ilyen eszkozok léteznek, ezeket dramforrasoknak, fe-
sziiltségforrasoknak, vagy telepeknek nevezik. Az aramforras miikodésének alapelve a 3.1.
(b) dbran lathatd, ahol ismét pozitiv toltéshordozékat tételeztiink fel. Az dramforras a
toltésmozgast akadalyozo (az dbran F) erdt kifejtd) elektromos erétér (E) ellenében mun-
kavégzés utjan a pozitiv toltéseket az aramforras belsejében visszaviszi a telep pozitiv
oldalara, és igy az aram allanddéan fennmarad. Az dramforrasok mitkodéséhez sziiksé-
ges munka tobbféle folyamat segitségével biztosithato, leggyakrabban specidlis kémiai
reakciébol szarmazik. Az aramforrdsok miikodésével késobb foglalkozunk.

3.1. Megjegyzés Az dramforrds jelenléte miatt a vezetd kornyezetében elektromos erd-
tér jon létre. Ha nem folyik dram, akkor sztatikus elektromos erdtér alakul ki, ahol az
erdtér erdvonalai merdlegesek a vezetd feliiletére, €s a vezetd belsejében nincs elektromos
erotér. Ha azonban a vezetdben a feliiletével parhuzamosan elektromos dram folyik, akkor
a vezetd belsejében kell lenni egy olyan elektromos térerdsségnek, amelynek van a vezetd
feliiletével pdrhuzamos dsszetevdje (3.2. dbra), hiszen a toltések éppen ennek hatdsdra
mozognak.
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3.2. abra. Elektromos térerosség egy arammal atjart vezeto belsejében és kornyezetében

Eqgy aramkdorben kialakulo elektromos erdvonalakat szemléltetik a 3.5. dbrdk, amelyek
kozil az egyik az aramkor kikapesolt (I = 0) dllapotdat ((a) dbra) mutatja, a mdsik ((b)
dbra) pedig azt az esetet, amikor az dramkorben dram folyik (I #0).

\+\ 1+ “+++++/ ////////

IDIEIDLY)
NSNS

(a) (b)

N

]
{4
~

3.3. abra. Elektromos térerdsség egy kikapcsolt (a) és egy bekapcsolt (b) dramkor kor-
nyezetében

3.1. Az elektromos aram leirasa

Most — anélkiil, hogy az egyes vezetési mechanizmusokat, az egyes anyagok veze-
tési tulajdonsagait megvizsgalnank — az elektromos aram &ltalanos leirdsara alkalmas
mennyiségekkel, az elektromos daramra vonatkozé altalanos torvényekkel foglalkozunk.

Egyelére azt tételezziik fel, hogy a toltéshordozé részecskék pozitiv toltéstiek, mert
— torténeti okok miatt — az aramra vonatkozd megallapodésok is pozitiv téltéshordozok
esetére vonatkoznak.
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Az aramiranyra vonatkozo ilyen megallapodas latszélag probléméat okozhat azokban
az esetekben, amikor a toltéshordozé toltése negativ (ez a helyzet pl. a vezet6knek ne-
vezett anyagokban, amelyekben az elektronok mozognak). A toltésmozgas hatédsa szem-
pontjabdl azonban semmilyen probléma nem jelentkezik, mert elektromos erdtérben a
pozitiv toltések a térerdsséggel egy irdanyban, a negativ toltések pedig a térerdsséggel
szemben mozognak. Ha pl. az dram egy feltoltott kondenzator két fegyverzetét tsszekotd
vezetében a ,,+” fegyverzetrol a ,,—” felé folyik, akkor ez pozitiv toltéshordozdok esetén azt
jelenti, hogy a kondenzator kisiil, hiszen a ,,+” fegyverzetrol elmennek a pozitiv téltések a
,— fegyverzetre, ahol semlegesitik a negativ toltéseket. Ha a toltéshordozok negativ tol-
téstiek, akkor ugyanilyen aramirany esetén a negativ toltések a ,,—” fegyverzetrol a ,,+”
felé (tehat a ,hivatalos” dramirdnnyal szemben) mozognak, és ugyanezt eredményezik,
vagyis a kondenzator kisiil.

Természetesen, ha kivancsiak vagyunk az dramvezetés mechanizmusara és az anyag
vezetési tulajdonsagaira, akkor meg kell vizsgdalni, hogy a valdsagban milyen toltéshor-
dozdk, milyen médon mozognak.

3.1.1. Az aramerdsosség

Az aram kozelito jellemzésére hasznalhatjuk a vezetd keresztmetszetén egy irdnyban
atfolyt toltés (AQ) és az atfolyasi idé (At) hanyadosat:

~ At .
Az igy definidlt I mennyiség a At idétartamra vonatkozé atlagos elektromos dramerdsség.

Ha az aramerosséget egy adott idopillanatban akarjuk megadni, akkor az
AQ _ dQ

[:Aly—l}oﬂ_ dt’

I (3.1)

(3.2)

mennyiséget hasznalhatjuk, amit pillanatnyi elektromos dramerdsségnek neveziink. Ha
az aramerosség idében nem véltozik, akkor az elektromos aramot iddében dllando-, ide-
gen széval staciondrius dramnak nevezik. A definicié alapjan az aramerdsség Sl-egysége:
1C/s = lamper = 1A

Az dramerdsség a keresztmetszetre vonatkozd dtlagos mennyiség (a keresztmetszet
kiilonboz6 részein kiilonbozé lehet a toltésaramléds iiteme). A keresztmetszeten beliili
lokalis toltésaramlas jellemzésére vezették be az aramstiriséget, amelynek nagysagat ko-
zelitéleg egy az aramlds iranyara merdleges AA| nagysagu elemi feliiletelemen atfolyd
AT dram és a feliilet hanyadosa adja meg (3.4. (a) dbra):

AL
T AL

! André-Marie Ampere 1775-1836 francia fizikus tiszteletére

(3.3)
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A feliilet egy pontjaban az dramstriiség pontos értékét a mar ismert médon kapjuk:

o AL
T AL S0AA, | dA,

J (3.4)

(az dramsirliség szamértéke: egységnyi feliileten egységnyi id6 alatt dthaladt toltés). Az
dramsiiriiség Sl-egysége: 1 A /m?.

3.4. dbra. Az dramerdsség és az aramstiriiség viszonya az utébbira meréleges (a) illetve
nem merdleges (b) feliilet esetén

Ha az aramstiriiséggel egyuttal az aram iranyat is jellemezni akarjuk, akkor olyan
vektorként definidlhatjuk, amelynek irdnya az aramlds irdnyaval egyezik meg (3.4. (a)
abra):

df
dA;

ahol uy az aram irdnyaba — vagyis a pozitiv toltések mozgasiranyaba — mutatd egység-
vektor.

Az a tény, hogy annak idején az dram iranyat a térerdsséggel azonos iranyban mozgo
toltések — vagyis a pozitiv toltések — mozgasi iranyaként definiadltak, azzal a kovetkez-
ménnyel jar, hogy ha a toltéshordozok negativ toltéstiek (ez a helyzet pl. a fémekben),
akkor az aram iranya ellentétes a toltéshordozok tényleges mozgasi iranyaval.

Ha a feliiletelem nem meréleges az aramlds irdnyara (3.4. (b) dbra), akkor AA; =
AA cos a miatt

J=Ju = uy, (3.5)

AT df
|~ ——— illetve | = ————. 3.6
T ANecosa’ V0V T A cosa (3.6)
Ugyanez vektori alakban
df
j= ———uj. 3.7
J dA cos auI (3.7)
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Ennek alapjan egy AA feliiletelemen atfolyéo Al aram kifejezheté az dramstiriiség nagy-
sagaval is:

Al = jAAcosa. (3.8)

Ezzel egy véges feliileten atfolyd teljes aram is megadhatd, ha az egyes feliiletelemeken
atfolyé Al dramokat osszeadjuk:

I~ ZjiAAZ- COS o (3.9)

Ha bevezetjitk a felilletelemre meréleges AA = AAuy feliletvektort (3.5. dbra),
akkor lathato, hogy az «a szog éppen a feliiletvektor és az aramstirtiség-vektor altal bezart
sz0g. Ezért az elemi feliileten atfolyé aram e két vektor skalaris szorzataként is felirhato:

AI = jAA. (3.10)

3.5. abra. Az aramer6sség szamitasa egy kis feliiletelem esetén

3.6. abra. Az arameroOsség szamitasa egy véges feliilet esetén
Véges A feliileten dtfolyé teljes dram ennek alapjan (3.6. dbra):

I= lim ZjiAAi:/jdA. (3.11)
‘ A

AA;—0
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A fenti integréalt egy zart feliiletre kiszamolva megkapjuk a feliilet altal korbezart
térfogatbdl egységnyi id6 alatt kidramld toltés mennyiségét. (Az 1. fejezetben a Gauss-
torvény targyalasanal megismert konvencié szerint zart feliilet esetén az elemi feliilet-
vektorok kifelé mutatnak, igy a kifelé folyé aram pozitiv, a befelé folyé pedig negativ
el6jellel szerepel az integralban.) Ezzel felirhatjuk az adott feliilet dltal korbezart toltés

idobeli valtozasat:
dQa 7{ .
= — dA. 3.12
g j (3.12)

A

A fenti egyenlet a toltésmegmaradas alapvetd torvényét fejezi ki: elektromos tol-
tést kelteni és eltiintetni a tapasztalat szerint nem lehet, egy adott térfogatban a toltés
mennyisége csak az abba befolyé és kifolyd aramok kovetkeztében valtozhat. Megjegy-
zendO, hogy ez az egyenlet specidlis esete egy altaldnos torvénynek, amely valamilyen
mennyiség (pl. tomeg, toltés, energia, stb.) egyik helyrél a méasikra dramlik. Az anyag-
mennyiség megmaradasat kifejezd egyenletet altalanos esetben kontinuitasi egyenletnek
nevezik. A kontinuitdsi egyenlet aramldstani alkalmazasaval mar a Kisérleti Fizika I.
targyban talalkoztunk.

Az adott térfogatban 1évo toltés értékét helyettesithetjiik a toltésstrliség térfogatra
vett integraljaval. fgy a kovetkezot kapjuk:

dp

— =— ¢ jdA. 3.13

= (313
\% A

Az egyenlet jobb oldalat a Gauss—Osztrogradszkij integraltétel (1d. Matematikai 6ssze-
foglald, 77. fejezet) segitségével szintén térfogati integrélld alakithatjuk:

d
/ﬁdV:—%jdA:—/divjdV. (3.14)

\% A 14

E két térfogati integral értéke akkor és csak akkor lehet minden V' térfogatra egyenlo,
ha az integrandusok is megegyeznek, azaz:

d
Tﬁ = —divj. (3.15)

Ez az egyenlet a toltésmegmaradas torvényét fejezi ki differencidlis forméban: az
aramlasi tér minden pontjaban a toltéssiirtiség idoegység alatt bekovetkezett megvalto-
zasa megegyezik az elektromos aram forrasstiriségének minusz egyszeresével.
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3.1.2. Ohm torvény

Az aramot okozd U potencidlkiilonbség (fesziiltség) és az I dramer6sség kozott a

mérések szerint (3.7. dbra) linedris 6sszefiiggés van:
I ~U, (3.16)

szokasos alakjaban
...

I = }—%U, illetve U = IR. (3.17)
Itt R adott vezetd és adott koriilmények kozott allandd, értéke az I — U grafikonbdl
meghatdrozhat6. Az osszefiiggés Ohm-torvény néven ismert?. Az R jellemzd a vezetd
elektromos ellendllasa, ami fiigg az anyagi mindségtol, a vezeté geometriai adataitol és

a korillményektdl (pl. hémérséklet). A definicié alapjan az ellenéllds egysége: 1 V/A =
1ohm =1Q.

R=U/1=20/4=5 ohm

0
0 10 20 30
uv)

3.7. dbra. Linedris Osszefliggés az aramot okozé potencidlkiilonbség és az aramerd6sség
kozott: Ohm torvény

Az ellendllas elnevezés onnan szarmagzik, hogy értékének névelésekor — egyébként azo-
nos koriilmények kozott — a vezeton folyd aram csokken, vagyis a vezetOnek az arammal
szemben tanusitott ,ellenallasa” no.

Egyenletes keresztmetszetii vezeto (3.8. dbra) ellendlldsa Ohm mérései szerint aranyos
a vezet6 hosszaval (1) és forditva ardnyos a vezet$ keresztmetszetével (A):

l

~ —. 1
Re (3.18)

2Georg Simon Ohm 1789-1854, német fizikus
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3.8. abra. Egyenletes keresztmetszetii vezeto ellendllasa Ohm mérései szerint aranyos a
vezetO hosszaval forditva aranyos a vezeto keresztmetszetével

Az aranyossagi tényezét p-val jelolve, az ellenéllas

[

(néha ezt a torvényt is Ohm-térvénynek nevezik).

A p ardnyossagi tényez6 a vezetd geometriai adataitél mar nem fiigg, csak a vezeto
anyagatol. Ezt az anyagjellemzét a vezetd fajlagos ellendlldsanak nevezik (Sl-egysége:
1 ohm - m).

Haséab alakt vezeté méreteit és ellendllasat megmérve, fajlagos ellendllasa kiszamit-
hato:

p=—R. (3.20)

Az Ohm-torvénynek egy masik alakjat kapjuk, ha figyelembe vessziik, hogy egyen-
letes A keresztmetszetii, [ hosszisagu vezeto esetén a vezetd végei kozti fesziiltség a
térerosséggel, az daram pedig az aramstriséggel az alabbi médon fejezheto ki:

U=ElésI=jA. (3.21)

Emiatt az U = I R Ohm-térvény alapjan

l 1
= — E=-F. 3.22
e i (3.22)

Bevezetve a v = % jelolést a

Osszefiiggést kapjuk.
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A fajlagos ellenallas reciprokaként definialt v szintén csak a vezetd anyagi minGségé-
t6l fiigg; ez a vezetd fajlagos vezetéképessége (egysége 1/(ohm - m) = ohm™'m~1!). Az
elnevezés azzal kapcsolatos, hogy ha v nagy, akkor az anyag jol vezet (ellendlldsa kicsi).

A fajlagos vezetOképességgel (rovidebben: a vezetéképességgel) az dramsiirliség és
térerosség Osszefiiggése vektori alakban

j=E, (3.24)

amit differencialis Ohm-térvénynek neveznek. Az Ohm-torvénynek ez az alakja — amit
hasab alaku vezetonél vezettiink le — altalanosabban is érvényes: egy vezeto tetszoleges
helyén megadja a térersség és az aramstirtiség Osszefiiggését (lokalis torvény).

Az Ohm-torvény csak akkor teljesiil, ha a vezetés soran a fajlagos vezetéképesség
nem valtozik. Ezt azért fontos megjegyezni, mert a vezetoképesség altalaban fiigg a ko-
riilményektSl (pl. a hémérséklettsl). Igy pl., ha egy vezetében nagy dram folyik, akkor
felmelegszik, és megvaltozik a vezetOképessége, ezért az I < U 0Osszefiiggés nem lesz
linedris (a mérés sordan az Osszefiiggés kiilonbozé szakaszai kiilonbozé hémérsékletekhez
tartoznak). A torvény vezet6kben allandé koriilmények kozott altalaban jol teljesiil, de
vannak anyagok (pl. gdzok), amelyekben méar viszonylag kis térerdsség esetén is eltérése-
ket tapasztaltak a torvénytol. Errdl a vezetési mechanizmusok targyalasanal lesz szé.

Az Ohm-torvénnyel kapcsolatban még egy dolgot érdemes megjegyezni. A torvény
a fenti alakjaban szigorian véve csak izotrop anyagokban érvényes, ahol a vezetési tu-
lajdonsagok az aram irdnyatél nem fiiggnek. Ilyenkor az aramstiriiség a térerdsséggel
egyiranyu. Anizotrop anyagokban ez nem mindig teljesiil, és igy a j < E Osszefiiggés
nem adhaté meg egyszerii ardnyossag formajaban. A legegyszeriibb esetben az Gsszefiig-
gés tovabbra is linedris, de csak a bonyolultabb

jx = VIIEJS + ’Y:tyEy + ’ya:zEz
jy = VyxEx + 'Ynyy + /szEz
alakban frhaté fel, ahol a 7, . . . 7., mennyiségek az anyag vezetési tulajdonsagait (tobbek

kozott annak irdnyfiiggését) jellemzé anyagéllandék. A 9 mennyiségh6l all6 jellemzét
vezetoképességi tenzornak nevezik.

3.2. Az elektromos aram molekularis modellje

Tapasztalati tény, hogy éallandé fesziiltség (tehdt dllandé elektromos térerdsség) al-
landé aramot hoz létre. Ez azt sugallja, hogy a toltéshordozdék valamilyen okbdl allan-
dé atlagos sebességgel mozognak?®. Vizsgaljuk meg most, hogy az dramerdsségre milyen

3 Ebben a modellben az 6nallé részecskéknek képzelt toltéshordozék — mint minden anyagi részecske —
homozgast is végeznek, ez a mozgds azonban rendezetlen, a részecskék atlagos haladasi sebessége nulla.
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Osszefiiggést kapunk, ha azt a toltéshordozok mozgasabdl kiindulva, molekularis adatok-
kal probaljuk kiszamitani.

A v sebességgel mozgd toltéshordozok koziil egy A feliilleten At id6 alatt azok halad-
nak at, amelyek benne vannak a

AV = AvAt (3.26)

térfogatban (3.9. dbra).

3.9. abra. A vezet6 keresztmetszetén At ido alatt athaladd toltés ardnyos a sotétitett
térfogattal

Ha a toltéshordozdk toltése ¢, térfogati darabstirlisége n = ﬁ—]‘\f (n szémértéke az

egységnyi térfogatban 1évé toltéshordozdk szaméval egyenld), akkor az dthaladt toltés
AQ = gAN = gnAV = qgnAvAt. (3.27)

Az dramerGsség ennek alapjan

A
I= ch = qnAv. (3.28)
Eszerint az aramerdsség csak akkor lehet allando, ha a toltéshordozok sebessége allando.
Az aramstiriiség nagysaga a molekularis adatokkal kifejezve

I
j_A_

Az itt feltételezett v sebesség az erétér hatasara létrejott rendezett mozgds sebessége, amit gyakran
driftsebességnek neveznek. A driftsebesség szuperpondalédik a rendszertelen hémozgds sebességére, vagyis
a részecskék tovabbra is hémozgast végeznek, de egyidejlileg mindannyian az erétér altal meghatarozott
irdnyban is mozognak.

qnu. (3.29)
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Mivel pozitiv toltéshordozék esetén az aram iranya a toltéshordozék sebességének
iranyaval egyezik, az aramstirtiség-vektorra azt kapjuk, hogy

j = qgnv. 3.30
i=q (3.30)

(Itt az aramirdny definicidja miatt a v sebességvektor iranya akkor is a pozitiv toltések
mozgasiranyaval egyezik, ha a toltéshordozdok negativ toltésiiek, vagyis éppen az ellenkezo
irdnyban mozognak.)

Ha ezt az Osszefiiggést osszehasonlitjuk a korabban kapott

j="E (3.31)
differencialis Ohm-torvénnyel, akkor lathatjuk, hogy teljesiilni kell a
v~E (3.32)

Osszefiiggésnek, vagyis az Ohm-torvény csak akkor teljesiilhet, ha a toltések atlagsebes-
sége a térerosséggel aranyos.

A fenti sszefiiggésekbdl ki lehet szamitani a toltéshordozok atlagos sebességét, amire
meglepben kis (nagysdgrendben 0,1 mm/s) értéket kapunk.

A fenti tapasztalatok pontos magyarazata a klasszikus fizika torvényeivel nem adhato
meg, de a valdsagot kozelitd, szemléletes képet kaphatunk egy egyszeri klasszikus modell
segitségével. A modell szerint a toltések mozgasat valamilyen fékezoerd akadélyozza, ami
hasonlé a ,viszkozus kozegben” mozgd testre hatd kozegellenallashoz. Egy ¢ toltésre

az elektromos erétér altal kifejtett Fo = gE ero mellett eszerint egy olyan fékezoerd
1ép fel, amely a sebességével aranyos, és azzal ellentétes iranyi: Fy = —kv. Ekkor a
mozgasegyenlet

ma = Fel + Ffék = qE —kv. (333)

A fékezber6 novekvo sebességgel no, igy elobb-utébb eléri az elektromos erotér al-
tal kifejtett er6 értékét. Ekkor az ered6 eré — és igy a gyorsulas is — nulla lesz, és a
mozgasegyenletbdl a kialakult allandé végsebesség (v, ) megkaphato:

(B —kvee =0 = v = %E. (3.34)
Itt k a toltéshordozok mozgasi mechanizmusatél fiiggo dllandd, amely a fenti egyszert
modellbdl nem hatarozhaté meg.
A toltéshordozokra felirt mozgasegyenlet altaldban is megoldhatd, hiszen kicsit at-
rendezve a v sebességre egy differencialegyenletet kapunk
dv k& q

— + —v=—E 3.35
dzf+mV m ( )

93



amelynek megoldasa v(0) = 0 kezdeti feltétellel (a toltések nyugalombdl indulnak)

v(t) = % (1 ~exp {—%t}) | (3.36)

A toltéshordozok sebessége az elektromos erétér bekapcsolasa utdn exponencialisan
n6. Az allandésult allapot bealldsanak sebességét az exponensben szerepl6 k/m hényados
szabja meg. J6 vezetOkben a sebesség igen révid id6 (nagysagrendben 10719s) alatt —
gyakorlatilag a fesziiltség bekapcsolasa utan azonnal — eléri az allanddsult értékét. Az
id6fiiged megoldasbol természetesen ugyanazt kapjuk, mint a korabbi megfontolashdl:
llandésult allapotban, vagyis a t — oo esetben v, = {E.

A | viszkézus” modell a valésagos viszonyokat nagyon leegyszertusiti, de valoban azt
a — tapasztalat altal megerésitett — eredményt adja, hogy a toltések végsebessége (ezt
a tovabbiakban v-vel jeloljiik) ardnyos a térerésséggel: v ~ E, és a mozgasi sebesség
allandd, ha a térerdsség (és igy a potencialkiilonbség is) allandé. Az ardnyossagi tényezo
ebbdl a modellbol nem kaphaté meg, azt méréssel hatarozhatjuk meg. Ha a szokésoknak
megfeleléen p-vel jeloljiik, akkor az 6sszefiiggést az altaldnosan hasznalt

v = uE (3.37)

alakba frhatjuk. A p ardnyossagi tényezot a toltéshordozd mozgékonysdgdinak nevezik
(minél nagyobb a p értéke, anndl gyorsabban mozog a toltéshordozé adott térerdsség
hatésara).

Az aramstiriség ennek megfeleléen a

j=qnv = qnuE (3.38)

alakba irhaté. Ez az Ohm-torvény molekularis adatokkal kifejezett alakja. Ezt Gsszevetve
a j = vE 0Osszefiiggéssel, azt kapjuk, hogy

v = qnp, (3.39)

vagyis az anyagok vezetdképességét a benne 1év6 toltéshordozok toltése, a toltéshordozdk
térfogati stirtisége és a toltéshordozék mozgékonysaga szabja meg.

3.3. Hofejlodés arammal atjart vezetoben

A toltéshordozok az elektromos erétér altal folyamatosan végzett munka ellenére al-
landé atlagsebességgel mozognak, vagyis az erétér altal végzett munka a vezetoben me-
chanikai értelemben eltiinik, a vezetd belsd energidjat néveli (,hévé alakul”)?.

4 Ezt a munkét az elektromos térerésségnek a toltések mozgasirdanyéval parhuzamos komponense
végzi, ami hasdb alakd vezet6 esetén a térerésségnek a vezetd feliiletével parhuzamos, tangencialis Gssze-
tev8je (a normadlis 6sszetevé munkdja nulla, mert a toltések elmozduldsa merdleges erre a térerdsség-
komponensre).
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Mivel egy AQ nagysagu toltésnek U potencialkiilonbségii helyek kozotti atmeneténél
az elektromos erétér munkaja

AW = AQU, (3.40)

az atfolyt toltés pedig az dramerdsséggel kifejezhetd (AQ = IAt), a At id6 alatt fejl6dé
hé

AW = IUAt. (3.41)
Egy hosszabb t id6 alatt fejlédo hot a
W =1Ut (3.42)

Osszefiiggés adja meg. Ez a Joule-torvény, a fejlodo hét pedig Joule-honek nevezik.
A hévé alakult teljesitmény ennek megfeleléen

AW
P=——=1U. 4
A7 U (3.43)

A hové alakult elektromos munka illetve teljesitmény a molekuldris modellbdl is ki-
szamithato, ha figyelembe vessziik, hogy egy toltéshordozé mozgasa soran az elektromos
erotér teljesitménye

P, = Fv = qFEw. (3.44)

Egy V térfogati vezetOben egyidejiileg nV szému toltéshordozé mozog (n a toltés-
hordozdk térfogati darabstirtisége), igy az Osszes teljesitmény:

P=nVP =nquEAl = jEAl = IU. (3.45)

Itt felhasznaltuk, hogy az [ hossztsagui, A keresztmetszet vezetd térfogata V = A - [.
A teljes munka (illetve a belsé energia névekménye, szokasos kifejezéssel a keletkezett
ho) ¢ idé alatt:

W = Pt = IUt. (3.46)

Ami megfelel a korabban mas tton kapott Joule-torvénynek.
A teljesitmény kifejezheto lokalis mennyiségekkel is:

P =nVP =nquEV =nquE*V = yE*V. (3.47)

Az egységnyi térfogatban ,elveszett” teljesitmény ennek alapjan

P ‘
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3.4. Aramvezetési mechanizmusok kiilénboz8 anyagok-
ban

A molekularis modellbél a vezetéképességre kapott Osszefiiggés

v = qnji. (3.49)

Eszerint egy anyagban a vezet6képességet a toltéshordozo részecskék toltése (q), térfogati
darabstirtisége (n) és mozgékonysdga (i) szabja meg.

A kiilonb6z6 anyagokban kiilonbozo tipusu toltéshordozok vannak, amelyek kiilonbo-
z6 mechanizmussal mozognak, és a toltéshordozok mennyisége is kiilonbozo, igy a fenti
toltéshordozo-jellemzok igen eltéréek lehetnek. Ez az oka annak, hogy az anyagok veze-
t6képességei egy kb. 25 nagysdgrendet atfogd tartomanyba esnek (v értéke nagyjabdl a
10717 — 108 ohm™'m™" értékek kozott van).

Mivel a vezetési tulajdonsagok szoros kapcsolatban vannak az anyag halmazallapota-
val, a vezetOképesség vizsgalatandl célszerti a halmazallapot szerinti felosztast alkalmazni.

3.4.1. Elektromos vezetés szilard anyagokban

A vezetési tulajdonsagok a szilard anyagok esetén is nagyon eltéroek lehetnek. Er-
rol ad attekintést a 3.10. abra, amelyen az anyagokat a szokasos csoportositas szerint
(vezetOk, félvezetdk, szigetelék) tiintettiik fel. A vezet&képességek szobahdmérsékletre
vonatkoznak.

Vezetok Félvezetok  Szigetelok

J)//

4 100 104 108 012 107
v (2'm™)

Porcelan

Kén

Ag, Cu
e N@

B, Si

Paraffin

ZnO
Kuvarc

3.10. abra. Kiilonboz6 anyagok vezetoképessége és csoportositasuk

A szilard anyagok vezetési mechanizmusat alapvetéen befolyédsolja az, hogy kristédlyos
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szerkezetiiek-e vagy nem. Eloszor a kristalyos anyagok esetét vizsgaljuk meg, amelyeknek
vezetéképessége szintén igen kiilonbozo lehet (pl. Ag és kvarc).

A vezetoképességben fenndllé ilyen eltéréseket a klasszikus fizika segitségével nem
sikeriilt értelmezni, ehhez a mikrorészecskék (ebben az esetben az atomokban 1évé elekt-
ronok) sajatos viselkedését leiré kvantumelméletet kell segitségiil hivni.

A kvantumelméletnek azt a részteriiletét, amely az elektronoknak kristalyos szildrd
anyagokban valo viselkedésével foglalkozik a szilard anyagok sdvelméletének nevezik. A
savelmélet elnevezés onnan szarmazik, hogy az elmélet szerint az ilyen anyagokban az
elektronok nem rendelkezhetnek akarmilyen energiaval, hanem energidjuk csak az anyag-
tol fiiggd, megengedett energiatartomanyokba, mas néven energiasdvokba eshet. Ezeket
a tartomanyokat megengedett energiasdvoknak nevezik. Az elektronok a savok kozotti
energiatartomanyba, az un. tilos energiasdvba esé energiat nem vehetnek fel (3.11. ab-
ra). A tilos sdv szélessége a vezetés szempontjabol fontos szerepet jatszik, jelolésére a
AFEy szimb6lumot szoktak haszndlni (egy tilos sav szélességét az dbran bejeloltiik).

A savelmélet szerint az egyes sdvokban meghatdrozott szamu energiahely van, vagy-
is egy energiasavba esO energiaval csak meghatarozott szamu elektron rendelkezhet. Az
elektronok eloszor a legalacsonyabb energidju savban 1évo energiahelyekre keriilnek. Ha
ebben a sdvban mar minden hely foglalt (betoltott sav), és az atomokban tovabbi elekt-
ronok is vannak, azok mar csak a kovetkezO, magasabb energidji megengedett savban
foglalhatnak helyet.

energia

A

megengedett " ¢ N tilos
savok / savok

3.11. abra. Szilard testek sévszerkezete

A legmagasabb energiajui, betoltott energiahelyeket tartalmazoé sav lehet teljesen be-
toltott vagy részben betoltott. Az, hogy a megengedett savok koziil mennyi lesz betoltott,
és a legmagasabb energidju sav is betoltott lesz vagy csak részben betoltott, attdl fiigg,
hogy az anyagot alkoté atomokban mennyi elektron van (azaz mennyi az alkoté atom
rendszdma), vagyis a savszerkezet a kiillonb6z6 anyagokban eltéré.

A fenti sztatikus képbol még nem deriil ki, hogy a savok létezésének mi a szerepe a
vezetésben, ezért most ezt vizsgaljuk meg.
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Ha az anyagot elektromos erétérbe tessziik, akkor az elektronokra a térerdsséggel el-
lentétes irdnyt er6 hat, amely igyekszik az elektronokat mozgasba hozni. Ez azzal jar,
hogy az elektronok energidja megno, hiszen mozgasi energiara tesznek szert. Ha az anyag-
ban van egy olyan megengedett energiasav, ahol betoltetlen energiahelyek vannak, akkor
az elektron energidja a savon beliil noni tud, ezért az erétér hatasara valéban mozgasba
jon: az anyagban elektromos aram jon létre, amelyet az elektronok mozgasa okoz.

Ha azonban a savszerkezet olyan, hogy csak betoltott energiasavok vannak, akkor az
elektron a sdvon beliil nem képes az energiajat novelni (nincs magasabb betoltetlen ener-
giahely), vagyis az elektromos er6tér nem tudja mozgasba hozni. Ilyenkor az elektronok
az anyagban nem tudnak elektromos aramot létrehozni. Ebben az esetben az elektronok
gyorsitasara csak az a lehet6ség marad, hogy a tilos sav szélességének megfeleld energiat
kapnak az elektromos er6térbol, amivel a kovetkezd (iires) megengedett savba keriilve
mozgasképessé valnak. Normalis koriilmények kozott azonban az elektromos erétér ilyen
nagy energiat nem képes az elektronnak atadni.

Osszefoglalva: az elektronokkal torténd vezetés szempontjdbol alapvetd jelentdséq,
hogy legyen eqy olyan megengedett energiasdv, amelyik csak részben van betéltve.

Ezek utan nézziik meg, hogy a kiilonboz6 anyagokban milyen energiasavok johetnek
létre.

A 3.12. (a) dbra azt az esetet mutatja, amikor a legfelsd, elektronokat tartalmazé sav
csak részben van betoltve. Ekkor — amint azt mar megtargyaltuk — elektromos erétérben
az elektronok mozogni tudnak, elektromos vezetés jon létre. Az ilyen savszerkezettel
rendelkezé anyagok a wvezetdk. Ilyen savszerkezete van a legtébb fémnek, ezért a fémek
altalaban jé vezetok.

energia

A

(a) (b) (c)

3.12. dbra. Vezetok (a), szigetelk (b) és félvezetdk (c) sdvszerkezete, (a sdvok betoltott-
ségét a sotétités mutatja)

A 3.12. (b) dbran azt az esetet latjuk, amikor a legfelsd, elektronokat tartalmazé sav
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teljesen betoltott, a tilos sav szélessége nagy, ezért az elektronok normaélis koriilmények
kozott nem tudnak aramot létrehozni. Az ilyen savszerkezettel rendelkezd anyagok a
szigeteldk. A kristalyos szilard anyagok koziil ilyen pl. a gyémant, a kvarc, a kés6 (NaCl).

A 3.12. (c) dbrén is egy szigetel$ savszerkezete lathat6, de ebben az esetben a tilos sav
AEy szélessége joval kisebb, mint a (b) dbran. Ennek a ténynek nagy jelentdsége lehet:
ha a tilos sav szélessége olyan kicsi, hogy a betoltott savbdl az iires savba az atomok
termikus mozgdsa (,h0mozgas”) jelent6s szamu elektront tud feljuttatni (vagyis a ter-
mikus mozgas atlagos energidja kozel akkora, mint az elektronok atmenetéhez sziikséges
AFEj energia), akkor az eredetileg iires energiasiv részben betoltotté valik (3.13. dbra),
ezért az anyagban elektromos aram johet létre. Az ilyen, szigeteld savszerkezetii, de a
hémozgas révén vezetésre képes anyagok a félvezetok. A legismertebb félvezeté anyagok
a szilicium (S7) és a germanium (Ge).

elektron
RS
AE, (Wmogls » |+ | | | |45
v @ - lyuk

3.13. dbra. FélvezetOk vezetési mechanizmusa

A félvezetckben a toltéshordozok elektronok. A vezetésben azonban nem csak az ere-
detileg iires savba jutott elektronok vesznek részt, hanem az eredetileg betoltott sdvban
lévok is. Ennek az az oka, hogy az innen eltavozo elektronok energiadllapotai felszaba-
dulnak, igy itt is lehetoség van az energia valtozasara.

A megiiresedett elektronallapotok segitségével mozgo elektronok arama ugy is fel-
foghatd, mint az elektronok hianya altal 1étrehozott pozitiv toltések — az un. lyukak —
mozgasa altal létrehozott aram. A lyukak az elektronokkal ellentétes iranyban mozog-
nak, de toltésiik is ellentétes az elektronokéval, igy az dram irdnya ugyanaz, mint az
elektronok mozgédsa altal okozott aramé. A toltésmozgas ilyen felfogasa megkonnyiti a
félvezetok vezetésének értelmezését. Eszerint a félvezetokben az aramot elektronok és
lyukak hozzak létre.

A szigetelokben a tilos sav szélessége olyan nagy, hogy — nagyon magas homérsékle-
tektol eltekintve — a homozgds csak nagyon kevés elektront képes mozgasképes allapotba
hozni. A nagyon kis vezetOképességii anyagokban — ezeket nevezziik szigeteloknek — a
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vezetést ez a kis szami mozgasképes elektron (pl. gyémant), és az anyagban esetleg jelen
16v6 ionok (pl. ionkristalyok) mozgédsa hozza létre.

Ahhoz, hogy a vezetOképességnek a kiillonboz6 koriilményektol valo fiiggését megért-
siik, a vezetoképességet megadd

v = qnp (3.50)

osszefiiggésben szereplé mennyiségeket (a toltéshordozo toltését (q), térfogati darabsii-
riiségét (n) és mozgékonysagat (u)), illetve ezeknek a koriilményektdl (pl. a hdmérsék-
lettél) vald fiiggését kell megvizsgalnunk. Most ennek alapjén roviden attekintjiik, hogy
a kiilonbozo tipusu kristalyos szilard anyagok vezetdképessége hogyan alakul kiilonb6zo
koriilmények kozott.

A szilard halmazallapoti vezetdk gyakorlatilag a fémekkel azonosak. Ezekben az anya-
gokban az atomi elektronok egy — az atom elektronszerkezete dltal meghatarozott — része
az anyagban gyakorlatilag szabadon elmozdulhat. A vezetokben a toltéshordozok negativ
toltésii elektronok, toltésiik nagysiga a természeti dllandénak szamité elemi toltés (ez
definicié szerint éppen az elektron toltése).

A vezetOképességet a v = gqnpu Osszefiiggés adja meg. Mivel egy adott fémben a toltés-
hordozdk toltése (q) és a szabad elektronok darabstirtisége (n) is adott, a vezetéképesség
a koriilményektél gyakorlatilag csak a mozgékonysdgon (u) keresztiil fiigg.

A mozgékonysag meghatarozasdhoz az elektronok mozgasanak ismerete sziikséges,
ami kristalyos szilard anyagokban a klasszikus fizikai modellek alapjan nem értheté meg,
ehhez a kvantumelméletet kell segitségiil hivni. Errél annyit kell tudnunk, hogy az elektro-
nok egy tokéletes kristalyracsban (ahol minden atom a tokéletes kristalyracsnak megfelel
helyén van) ellenallds nélkiil tudndnak mozogni: egy tokéletesen rendezett — mozgésképes
elektronokat is tartalmazo — kristaly ellenalldsa nulla lenne. Ha azonban a kristalyracs-
ban rendellenességek vannak (pl. valahol hidnyzik egy atom vagy egy atomot idegen
atom helyettesit), akkor az elektron mozgasa nehezebbé valik, mozgékonysaga lecsokken.
Ugyanilyen hatast valt ki az is, hogy a mindig jelen 1évé homozgas miatt az atomok
rezegnek az egyensulyi helyzetiik koriil, vagyis tobbnyire nincsenek a tokéletes racsnak
megfelel6 helyiikon. Roviden szdlva: a kristdlyrdcs minden rendezetlensége csokkenti az
elektronok mozgékonysagat és igy noveli a vizsgalt anyag elektromos ellenallésat.

A mozgékonysagrol mondottak alapjan értheté meg az a tapasztalat, hogy egy idegen
anyaggal szennyezett fém vezetéképessége kisebb (ellendllasa nagyobb), mint a tiszta
fémé: szennyezés=rendezetlenség = p csokken = v csokken = ellenallds no.

Kisérlet: Vezeto6 ellenallasanak homérsékletfiiggése

Egy fesziiltségforrassal sorbakapcsolunk egy izzélampat és egy vezet6ébol ké-
sziilt drétspiralt (3.14. abra). A fesziiltséget ugy allitjuk be, hogy az izz6-
lampa vilagit, vagyis a rajta atfolyé aram elég nagy a felizzitasdhoz. Ezutan
a drétspirdlt gazlanggal melegiteni kezdjiik. Az izzolampa fénye fokozatosan
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csokken, majd teljesen kialszik. Ez azt mutatja, hogy az aramkorben az aram
lecsokkent, ami csak tgy értelmezhetd, hogy a hémérséklet emelkedésekor a
vezeto ellenalldasa novekszik.

fémdrot

3.14. abra. A vezetdk ellenédllasa valtozik a homérséklet fiiggvényében

Kisérlet: Izzé6lampa fesziiltség-aram karakterisztikajanak mérése

Mérjiitk meg egy izzélampa esetén az dramerésség (1) és a fesziiltség (U) dssze-
fiiggését. Azt tapasztaljuk, hogy az Ohm-térvény nem teljesiil, mert linearis
Osszefiiggés helyett egy, a fesziiltség novekedésével csokkeno meredekségii gor-
bét kapunk (a gorbe jellegét a 3.15. dbra mutatja). Az ok az, hogy a fesziiltség
novekedésekor az izzoszal melegszik, né az ellendlldsa, ezért az aram kisebb,
mint a kezdeti (hideg) ellenéllds alapjan varhaté érték (szaggatott vonal).

¢

Egy masik kisérleti tapasztalat az, hogy a fémek vezetoképessége a homérséklet néve-
kedésekor csokken (az ellendllds nd). Ennek értelmezése ugyancsak a fenti elmélet segitsé-
gével adhatéo meg. A homérséklet emelkedésével ugyanis a homozgas egyre intenzivebbé
valik, a kristalyracsban az egyes atomok pillanatnyi helyzete egyre tavolabb van az idedlis
helyzettol, a rendezetlenség a racsban n6é: homérsékletemelkedés=noévekvo rendezetlenség
= p csokken = 7 csokken = ellendllas no.

A fémek ellenallasanak homérséklettol valé fiiggése felhasznalhatd hémérséklet-mérésre.
Az erre szolgald specialis, kisméretli fém-ellenéllast ellenallashomérének nevezik. Ha az
ellenallashéméro fém-ellenédllasanak homérsékletfiiggését ismert homérsékleteken végzett
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3.15. abra. Izzdlampa fesziiltség-aram karakterisztikaja

ellenallasméréssel egyszer kimérjiik (hitelesités), akkor egy hely ismeretlen hémérsék-
lete az ellenallashoméré odahelyezése utan az ellenalldsdanak mérésével meghatarozha-
t0. Az eljarast egyszerisiti, hogy a fémek ellenallasanak hémérsékletfiiggése elég széles
hémérséklet-tartoményban jé kozelitéssel linedris. [lyen homérsékletfiiggést mutat a 3.16.
abra (R az aktudlis hémérsékleten Ry a 0°C-on mért ellendllds).

TN

\

mért ellenallas /;

—
Q

relativ ellenallas (R/Ro)
N

2.
=
L
[©
o~
V2

0 100 200 300 400 500
hémérséklet (°C)

o

3.16. abra. Vezet6 ellenallasanak hémérsékletfiiggése

A félvezetOk esetén a helyzet kicsit bonyolultabb. Itt ugyanis a mozgékonysag ()
mellett a toltéshordozdk koncentracidja (n) sem eleve meghatarozott.

A tiszta félvezetokben a mozgasképes toltéshordozdk gy jonnek létre, hogy a telje-
sen betoltott savbol a homozgas segitségével elektronok keriilnek a magasabb energiaju,
eredetileg iires energiasdvba. Ez a folyamat annal t6bb mozgasképes toltéshordozdt ered-
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ményez, minél magasabb a homérséklet. Ez azt jelenti, hogy a mozgésképes toltéshor-
dozok koncentraciéja (n) a hémérséklet emelkedésével né. Ugyanakkor a toltéshordozdok
mozgékonysagara ugyanaz érvényes, mint a vezetok esetén: a homérséklet emelkedésével
a mozgékonysag (u) csokken. Itt tehat két ellentétes hatas alakitja ki a vezetOképességet:

e homérsékletemelkedés (novekvé rendezetlenség) = p csokken = v = gnu csokken.

e hémérsékletemelkedés (intenzivebb hémozgas) = n né = v = gnu né.

A végeredmény attdl fiigeg, hogy melyik hatas az erésebb.

A tapasztalatok (és az elméleti szamitasok is) azt mutatjdk, hogy a toltéshordozd-
koncentraci6 sokkal gyorsabban né a hémérséklettel (n erésen né), mint ahogy a mozgé-
konysag csokken (p gyengén csokken), vagyis tiszta félvezetokben: hémérsékletemelkedés
= noévekvd toltéshordozd-koncentracié + novekvo rendezetlenség) = v né = ellenallas
csOkken.

A félvezetd szennyezése az alaprics atomjanak vegyértékétol eltéro vegyértékii szennye-
zéssel a toltéshordozok koncentracidjanak igen erds névekedését okozhatja, mikozben a
mozgékonysagban okozott csokkenés itt sem tul jelentds. Vagyis adott homérsékleten az
eltéro vegyértékl szennyezés noveli a vezetoképességet.

A félvezetdk ellenallasa erésebben fiigg a hémérséklettdl, mint a fémeké, ezért félve-
zetObol sokkal érzékenyebb ellenallashéméro készitheto.

Az ellenallas hémérsékletfiiggését aramkorokben a hémérsékletvaltozas hatasdnak
csokkentésére, vagy ennek a hatasnak a hasznositaséara is felhasznéljak, hémérséklettiiggo
félvezeto ellenallasok — az 1in. termisztorok — alkalmazasaval.

A kristalyos szerkezetii szigetel6kben a tilos sav szélessége olyan nagy, hogy — na-
gyon magas homérsékletektol eltekintve — a hémozgas csak nagyon kevés elektront képes
mozgasképes allapotba hozni. Ennek ellenére ezeknek az anyagoknak egy részében — ahol
mas vezetési mechanizmus nincsen — a vezetést a kis szamu mozgasképes elektron hozza
létre (pl. gyémant).

Az anyagok egy masik részében, amelyekben a kristalyt ionok alkotjak, egy masik
vezetési mechanizmus is szerepet kaphat: a kristalyracsban ionok mozognak. Ha egy
ionkristély rdcsa tokéletes lenne, akkor az ionok nem tudndnak benne mozogni (3.17. (a)
abra). Az ionmozgést az teszi lehetévé, hogy a kristalyokban mindig vannak betoltetlen
racshelyek, és az ionok ezek kozott az iires helyek kozott ugralva tudnak az elektromos
er6tér hatdsara mozogni (3.17. (b) dbra).

Minél t6bb ilyen iires hely van, annél tobb ion mozgasara nyilik lehetoség, vagyis an-
nal nagyobb a mozgasképes toltéshordozok koncentracioja. Mivel tiszta anyagban az iires
helyeket a hmozgas hozza létre, a téltéshordozok koncentracidja a homérséklet emelkedé-
sével n6. Az ionok azonban a racshelyek kozott nem teljesen szabadon mozognak, mert az
ionoknak az egyik racshelyrdl a masikra valé atmenetnél egy ,energiahegyet” kell atugra-
niuk. Az ehhez sziikséges energiat a hdmozgas biztositja, igy a homérséklet emelkedésével
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az ugrasok gyakorisaga né. Ez azt jelenti, hogy a hémérséklet emelése noveli az ionok
mozgékonysagat is. Az ionvezetés esetén tehat a toltéshordozok ionok, a vezetOképesség
hémérsékletfiiggésére pedig érvényes, hogy: névekvo hémérséklet=intenzivebb homozgés
= n nd, i n6 = v né = ellenallas csokken.

LOOO, LOOO,
LOOY, YOO,
OO0, OOOO,
LLLOL, LLLL,

3.17. abra. Tonos kristalyok ionvezetése

Kisérlet: Szigetel6 ellenallasanak hémérsékletfiiggése

Egy fesziiltségforrassal sorba kapcsolunk egy izzdlampat és egy iivegrudat
(3.18. dbra). A fesziiltséget gy allitjuk be, hogy az izz6ldmpa nem vilagit,
mert az iiveg nagy ellenallasa miatt nem folyik at rajta elég nagy dram. Ez-
utan az iivegrudat gazlanggal melegiteni kezdjiik. Az izzolampa vilagitani
kezd, és fénye fokozatosan erdsodik, vagyis a koérben folyd aram megno. Ez
csak gy lehetséges, hogy a szigeteld iiveg ellenallasa a homérséklet emelke-
désekor csokken.

¢

Az alapréacs ionjaitél eltérd vegyértékli szennyezés rendszerint ezekben az anyagokban is
noveli a toltéshordozék koncentracidjat, igy a vezetoképesség novekedését eredményezi.
Tipikus ionvezeték az ionkristalyok (pl. NaCl).

A szigetel6k kozé szamos olyan anyag is tartozik, amelyek nem kristdlyos szerkezetii-
ek. Ezekben az anyagokban a kristalyos anyagokéhoz hasonlé savszerkezet nem jon létre,
az elektronok itt a vezetésben tobbnyire nem jatszanak jelentOs szerepet. Az ilyen anya-
gokban létrehozhaté — rendszerint kis — elektromos aram a csekély elektronvezetés vagy
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ivegrud
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3.18. abra. Szigeteld ellenallasanak hémérsékletfiiggése

ionvezetés kovetkezménye. Ilyen anyagok pl. az iivegek, szamos keramia és a miianyagok
tobbsége.

A szigetel6k klasszikus alkalmazédsa az elektromos aram kikiiszobolése, az elektromos
szigetelés. Egyes ionkristélyokat ijabban a folyékony elektrolitokhoz (1d. 3.4.2 fejezet)
hasonlé feladatok megoldasara is felhasznalnak, igy pl. aramforrasokat készitenek bel6-
lik (az ionkristalyok tulajdonképpen szilard elektrolitok, amelyekben a vezetést ionok
mozgésa teszi lehetévé).

3.4.2. Elektromos vezetés folyadékokban

Kisérlet: A viz vezetoképessége

Tiszta (desztillalt) vizbe két — nem érintkez6 — fémlemezt tesziink. Ha egy
izzélampan és a fémlemezekkel a vizen at egy teleppel aramot hozunk létre,
akkor az izz6 nem vilagit. A vizbe sot szérva a lampa kigyullad: a sés viz
ellenallasa sokkal kisebb, mint a tiszta vizé.

A kisérletben desztillalt viz helyett csapvizet alkalmazva, az izzd akkor is
kigyullad, ha a vizbe semmit nem tesziink. Ebbdl lathatd, hogy a csapvizben
oldott ionos anyagok taldlhatok. A kisérletrdl késziilt video megtekinthet6
a Fizipédia weboldaldn http://fizipedia.bme.hu/index.php/F/C3%A1j1:
Elektromos_%C3%Alram_folyadekban_II.ogv ¢

Folyadékokban elektromos vezetés gyakorlatilag csak akkor jon 1étre, ha a folyadékban
ionok vannak jelen (j6l ismert kivétel a folyékony fémek esete, amelyekben elektronve-
zetés van). Az ilyen ionos folyadékok az elektrolitok. Ezeknek leggyakrabban el6forduld
valtozata az elektrolitoldat, amelyet tgy allithatunk el6, hogy egy nem ionos folyadékban
ionos anyagot oldunk fel. Az old6déas soran az ionos anyag ionjaira esik szét (disszocial), és

105


http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Elektromos_%C3%A1ram_folyadekban_II.ogv
http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Elektromos_%C3%A1ram_folyadekban_II.ogv

az igy létrejott ionok a mozgasképes toltéshordozok. Az oldott anyag toltéshordozo-keltd
szerepét jol mutatja az alabbi kisérlet.

Az elektrolit oldatban az elektromos aram az elektrolitba meriilé vezet6 rudak — az
un. elektrodok — kozott jon létre, amelyek koziil az egyik — az Gn. andd — egy telep pozitiv
sarkahoz, a mésik — az in. katéd — pedig a telep negativ sarkahoz (3.19. dbra) csatlakozik.
Az oldatban a negativ ionok az andédhoz, a pozitiv ionok a katodhoz vandorolnak, emiatt
a negativ ionokat gyakran anionoknak, a pozitiv ionokat kationoknak nevezik.

L
\i elektronok
'/N
®
é ﬁ v elektrolit-
amion % oldat
<0 .
anod O» kation
—I> katod

3.19. dbra. Elektrolit vezetésének mechanizmusa

Az elektrolitoldatban tehat az elektromos aramot a pozitiv és negativ ionok-, az dram-
kor vezet6 részeiben viszont elektronok mozgasa okozza. A zart aramkor ugy jon létre,
hogy a negativ ionok az anddra érkezve elektronokat adnak le, amelyek a vezetében a
telep pozitiv sarka felé mozognak. A telep altal ,atemelt” elektronok a telep negativ sar-
katol az oldat felé mozognak, a katodon a pozitiv ionok felveszik ezeket az elektronokat,
és ezzel az aramkor zarodik.

A folyamat fontos mozzanata az, hogy az elektrodokhoz érkez6 ionok elektronleadas-
sal illetve elektronfelvétellel elvesztik a toltésiiket, és semleges részecskeként az oldatbol
kwdlnak. A kivalt anyag tovabbi sorsa a konkrét elektrolit 6sszetételétdl fiiggden kémiai
reakciokban vehet részt, ami kiillonboz6 végtermékeket eredményezhet. Ezekkel a folya-
matokkal itt részletesebben nem foglalkozunk, csupan egy fontos folyamatot emlitiink
meg. Az oldott ionos anyag kationjai rendszerint fémionok, amelyek semleges fématomok
formajaban valnak ki a katodon, és azon bevonatot képeznek. Ezen a jelenségen alapul
a fémbevonatok készitésére hasznalt egyik eljards, az un. galvanizdilds.

Az elektrolitok vezetésével kapcsolatos folyamatokat (vezetés, anyagkivélds, a kivalt
anyag kémiai reakci6i) sszefoglalé néven elektrolizisnek nevezik.

Az oldott anyagot nem t1l nagy koncentraciéban tartalmazé elektrolitoldatokban (az
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in. gyenge elektrolitokban) a kell§ gondosséggal® végrehajtott kisérletek szerint érvényes
az Ohm-torvény, igy egy adott ion altal létrehozott vezetéképességet a v = qnu Sssze-
fiiggésbol kaphatjuk meg, ha ismerjiik az ionok toltését, térfogati darab-koncentraciéjat
és mozgékonysagat. Az elektrolitoldatokban azonban legalabb kétféle ion van jelen, de
tobbféle oldott anyag esetén akar tobbféle pozitiv- és negativ ion is létrejohet, amelyek-
nek kiilonbozo lehet a toltése (g;), koncentracidja (n;) és mozgékonysdga (1;). Ilyenkor
egyszerli esetben a vezetOképességet az egyes ionok vezetéképességének (v; = qinifi;)
Osszege adja meg:

v = Z'yi = Z Qi b - (3.51)

Egy elektrolitoldat vezetdképessége alapvetden fiigeg az oldott ionos anyag koncentra-
ciéjatél, ami meghatarozza a mozgasképes ionok koncentracidjat. Az oldott anyag kon-
centraciéjdnak novelésekor a mozgasképes toltéshordozok koncentracidja (és igy a veze-
t6képesség) kis koncentracié esetén altaldban novekszik, de az oldatban 1évé ionoknak
egymassal és az olddszerrel valé bonyolult kdlesonhatasai miatt, egy bizonyos koncentra-
ci6 felett a vezetOképesség csokkenhet az oldott anyag mennyiségének novelésekor.

A toltéshordozok mozgékonysdga tobb tényezotol fiige. Az egyik ilyen tényezo a fo-
lyadék viszkozitasa. Az elektrolitban az ionok — elektromos toltésiik miatt — altalaban
egy ionokbodl vagy dipolusokbdl allo burkot alakitanak ki maguk koriil, és ezzel a burok-
kal egyiitt mozognak az elektromos erctér hatasara. Ez — az ion méreténél rendszerint
sokkal nagyobb — képzédmény a folyadékban surléodva mozog, és ezt a surlodast lénye-
gesen befolyasolja a folyadék viszkozitdasa. Mivel a viszkozitds magasabb hémérsékleten
altalaban kisebb, a mozgékonysdg a homérséklet emelkedésével né. Ez az oka, annak,
hogy az elektrolitok vezetoképessége a homérséklet emelkedésével altaldban no.

3.4.3. Elektromos vezetés gazokban

A gézok normalis koriilmények kozott rossz vezetdk. Vezetové csak toltéshordozdk
keltésével tehetok. A toltéshordozd-keltésnek két alapesete van:

e A géz maga nem tudja ,,megtermelni” a toltéshordozokat, azokat kiilsé hatds hozza
létre, ez a nem ondllo vezetés.

5 Allandé fesziiltségii teleppel végrehajtott mérések soran az U telepfesziiltség és az [ aramerdsség
kozott az U ~ I osszefliggés helyett U — Up ~ I alaku Osszefiiggést kapunk, ahol Up az elektrodoktol és
az elektrolittdl fliggo allandé fesziiltség, az Un. polarizdcids fesziiltség. Ez az ellenfesziiltség az elektro-
dokon végbemend folyamatok kovetkezménye (errél a kontaktusjelenségek térgyaldsdndl még sz6 lesz).
Ez ugy kiiszobolheto ki, hogy a mérést kis frekvencidju valtakozd fesziiltséggel végezziik el. Ekkor az
elektrédokon nem tud létrejonni az allandé ellenfesziiltséget okozd anyagkivalés.
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e A gézban maga az elektromos dram hozza létre a sziikséges toltéshordozokat, ez az
ondllo vezetés.

Kisérlet: Ionizalt levegs vezetése

Elektrométerhez kapcsolt, feltoltott kondenzator toltése eltiinik, ha a lemezei
kozé langot (pl. égd gyertyat) tartunk, mert a lang altal keltett elektromos
toltések semlegesitik a lemezek toltését (3.20. abra).

¥ F |+ T

3.20. dbra. A leveg6 vezetOképessége

Nem 6nallé vezetés

Toltéshordozot 1étrehozhat hé, sugarzas vagy barmilyen kiilsé energiaforras, ami io-
nizalni képes a gazmolekulakat. Ekkor ugyanis pozitiv t6ltésii ionok és negativ toltést
elektronok keletkeznek, amelyek kiils6 er6tér hatdasara mozognak: dram jon létre.

A toltéshordozo-keltéssel egyidében a véletlenszertien Gsszetalalkozé ionok és elektro-
nok tjraegyesiilése — az un. rekombindcio — is végbemegy. A toltéshordozék mindenkori
koncentraciojat a keltés és rekombindcié intenzitasa szabja meg, és kialakul egy egyen-
sulyi toltéshordozé-koncentracié (n).

Ha egy gazban elhelyezett két elektrdd kozé fesziiltséget (U) kapesolunk, akkor a létre-
hozott elektronok és ionok a gazban elektromos dramot (/) hoznak létre. Kis fesziiltségek-
nél kicsi az aram, ezért az elektrodokon eltiing toltéshordozok nem modositjak 1ényegesen
a toltéshordozé-koncentraciot. Ilyenkor n &~ allandd, és teljesiil az Ohm-térvény (a 3.21.
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abrén a linedris szakasz). A fesziiltség tovabbi novelésével egyre tobb toltéshordozd jut
el rekombinacio nélkiil az elektrédokra, és a toltéshordozok szamat — és igy az aramot
is — a toltéshordozé-keltés sebessége szabja meg: dllandé ionizalé hatds esetén az aram
nem tud tovabb noni, hanem egy allandésult értéket vesz fel, ez a telitési dram. A telitési
dram az ionizalé hatds (pl. radioaktiv sugdrzds) erdsségétol fligg, ezért az ionizald hatés
erdsségének mérésére hasznédlhaté (ionizdciés kamra).

er6sebb hatas

>

dramer&sség (1)

gyengébb hatas

fesziiltség (U)

3.21. dbra. Gazok nem 6nallé vezetésének fesziiltség-dram karakterisztikaja

A nem 06nallé vezetés specialis esete, amikor a toltéshordozdkat egy fémszal izzi-
tasaval allitjak el6. Az izz6 fémbdl ugyanis a hOmozgds hatdsara elektronok lépnek ki
(termikus elektronemisszio). Ha az izzészalat légritka térbe tessziik, akkor az elektro-
nok szabadon elmozdulhatnak (nagyobb nyoméson a gazmolekuldkkal torténd gyakori
titkozések miatt a mozgas korldtozott), ezért ha az edényben (3.22. dbra) elektromos
er6teret (E) hozunk létre, akkor az elektronok a térerésséggel szemben mozogva elektro-
mos aramot hoznak létre. (Figyeljiik meg, hogy az elektronok — negativ toltésiik miatt
— a térerdsséggel szemben mozognak, de az aram irdnya — a korabban targyalt defi-
nicié miatt — a térerésség iranyaval egyezik meg.) Ezt a toltéshordozo-keltési mecha-
nizmust hasznaljak ki a kiilonféle elektroncstvekben, az oszcilloszképok legfontosabb
alkotorészét képezd katodsugarcsoben és az elektronmikroszképban is. A katodsugércso-
vekkel kapcsolatos kisérletekrol késziilt videok megtekinthetok a Fizipédia weboldalan:
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Kat’C3%B3dsugarak_I.

Onall6 vezetés

Egy gdzban kiilonféle kiilsé behatdsok (pl. a kozmikus sugdrzas) miatt mindig kelet-
kezik kis szamu toltéshordozé (elektron-ion parok). Ezért, ha ritkitott gazban elhelyezett
elektrodok kozott fesziiltséget hozunk létre, és a fesziiltséget noveljiik, akkor az elektro-
mos erdtér hatasara ezek a toltéshordozok annyira felgyorsulnak, hogy képesek a semleges
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3.22. dbra. Katédsugarcso

gazmolekulakat a veliik valé iitkozéskor ionizalni. Ez a folyamat az titkozési ionizdcio. Az
iitkozési ionizacioban elsdsorban az elektronok vesznek részt, mert tomegiik az ionizalas-
nal kiiitend6 elektronéval megegyezik, és ilyenkor a leghatékonyabb az energiaatadas.

3.23. dbra. Gazok 0onallé vezetésének mechanizmusa

Az titkozési ionizacid soran 4j toltéshordozdk (elektron-ion parok) jonnek létre, a ke-
letkezett elektronok felgyorsulnak, és tovédbb ionizalnak (3.23. dbra). Az dram nagyon
gyorsan néni kezd (minden elektron két mésikat kelt, igy a toltéshordozok szédma 2 hat-
vényai szerint, lavinaszertien né). Ilyenkor a gdz mar maga termeli meg a vezetéshez
sziikséges toltéshordozdkat, az ilyen vezetést nevezziik ondllo vezetésnek.

Az 1itkozési ionizacio csak alacsony nyomaéason hatékony, mert ekkor a toltott részecs-
kék szabad uthossza nagyobb, és igy nagyobb energiara gyorsithatok, ami megnoveli a
toltések ionizald képességét. Az iitkozések soran nem csak ionizacié lehetséges, hanem az
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elektronok gerjesztése is, ami — az elektronoknak az alapallapotba valé visszatérésekor —
fényjelenségeket is létrehozhat. A géazokban ilyen médon létrehozott elektromos aramot
a gazkistlésnek nevezziik.

Kisérlet: Kodfénykisiilés

Nem til ritka (5 kPa és 0.001 kPa kozotti nyomdsii) gazban jon létre a kod-
fénykisiilés, amelyben a toltéshordozdk itkozési ionizacio utjan jonnek létre,
és benne — eléggé bonyolult folyamatok kovetkeztében — s6tét- és vilagito tar-
toményok valtjak egymast (a 3.24. dbran 1 — katédfény, 2 — sotét katédtér, 3 —
negativ kodfény, 4 — Faraday-féle sotét tér, 5 — plazma, 6 — s6tét anddtér, 7 —
anddfény). Az egyes tartomanyok hossza a nyomadstdl illetve a csére kapesolt
fesziiltségtol fliggden valtozhat, egyesek el is tlinhetnek.

katdd ritkitott géz andd

3.24. abra. Kodfénykisiilés

¢

A kodfénykisiilés egyes szakaszairdl dltaldanossagban azt lehet mondani, hogy a so-
tét tartoméanyokban a toltéshordozok gyorsulnak, energidt gytjtenek (az energiaelnyeld
titkozések hianyat mutatja az, hogy nincs fénykibocsatas), a vildgité részeken pedig az
titkozéseknél bekovetkezd ionizacié és gerjesztés kovetkeztében energidt veszitenek (ezt
mutatja a fénykibocsétés).

Gyakorlati fontossdga miatt érdemes kiilon megemliteni a negativ kodfényt (3), amely-
nek fényét a kodfénylampédkban (mds néven glimmlampa) lathatjuk. Ez a tartomany ugy
jon létre, hogy a katddba iitkozo ionok a katod anyagabdl elektronokat 1oknek ki, és ezek
az elektronok, a sotét katodtérben az andd felé gyorsulva, itt érik el azt az energiat,
amellyel a gazmolekuldkat ionizalni illetve gerjeszteni képesek (a gerjesztés kovetkezmé-
nye a fénykibocsatas).

Fontos tartomény a plazma (5), ami a régebben késziilt reklamesovek fényét adja, és
amelynek szine fiigeg az alkalmazott gaztél. A negativ kodfényben az elektronok energiat
veszitenek, a plazma el6tti sotét térben (4) pedig djra energidt gyiijtenek, és a plazma
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tartomanyaban ionizalnak és fénykibocsatast okoznak. A plazma sajatos képzodmény:
benne azonos mennyiségli pozitiv- és negativ toltés van, elektronok és ionok semleges ke-
veréke, vagyis ionizalt, kifelé semleges gazhalmazallapoti anyag. Tulajdonsagai az ionok
jelenléte miatt 1ényegesen eltérnek a kozonséges gazokétdl, gyakran az anyagnak egy 1j
(negyedik) halmazallapotaként emlegetik. A plazmadllapoti anyagok jelentés szerepet
jatszanak a csillagok miikddésében, a termonukledris reakcié 1étrehozasaban és szdmos
technolégiai eljarasban.

Nagyobb (atmoszférikus) nyomdson az iitk6zési ionizaci6é csak nagyon nagy fesziilt-
ség hatasara jon létre, de megvaldsithato. Ilyen nagyfesziiltségii kisiilés a szikrakisiilés,
amelynél a toltéshordozok sokszorozodasa egy keskeny csatorndban kovetkezik be, és
a molekuldk gerjesztése miatt a csatorna mentén fénykibocsatas is torténik (,szikra”).
Ilyen szikra figyelheté meg pl. kapcsoldk kikapcsoldsanal, de ilyen jelenség a légkorben
bekovetkezo villamléas is. Hasonld lavinaszer® toltéshordozé-keltés elofordul szilard hal-
mazallapotu szigetel6kben is, ott ezt dtitésnek nevezik. Az atiités sordan a szigetel$ az
atiités csatornaja mentén tonkremegy, szigeteloképességét jorészt elvesziti, ezért a szige-
tel6 anyagok fontos jellemzéje, hogy milyen térerésséget birnak ki atiités nélkiil (,,atiitési
szilardsag”).

Specialis kisiilés az {vkisiilés, amely két 6sszeérintett szén- vagy fémrid kozott a rudak
széthtizasakor jon létre (3.25. dbra).

<> ivkisulés

mozgathato

szénrudak

3.25. abra. Ivkisiilés

Kisérlet: Tvkisiilés
Két mozgathato szénriud kozé fesziiltséget kapcsolva ivkisiilést hozunk 1étre,
és fényét ernyore kivetitjiik. ¢

Az ivkisiilésben a toltéshordozdk keltésében jelentos szerepet kapnak az izzé katodbdl
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kilép6 elektronok (termikus elektronemisszié), amelyek ionizaljak a rudak koézotti gazt.
A jelent6s aram fenntartja az izzast (Joule-hd), és igy a kisiilést is.

Az ivkisiilés az aramkorben sajatosan viselkedik: minél nagyobb az aram, annal kisebb
az elrendezés ellenéllasa (megné a toltéshordozdk koncentrécidja), vagyis annal kisebb a
rajta eso fesziiltség is. Az Ohm-torvény itt tehat nem érvényes: novekvo drammal csok-
keno fesziiltség jar egyiitt. Az ilyen dramkori elemet negativ ellenallasu elemnek nevezik.
Ahhoz, hogy a kisiilést fenntartsuk, meg kell akaddlyozni a fesziiltség lecsokkenését (az
aram novekedését), amit ugy érhetiink el, hogy a kisiiléssel sorba kapcsolunk egy allandé
ellendllast (ez az un. elététellenallds), ami korlatozza a kistilésen atfoly6 dramot.

Az ivkisiilésben jelentés ho és fény szabadul fel, amit régebben fényforrasként hasz-
néltak, ma az ivkisiilést kiilonb6z6, nagy hét igénylé technoldgiai folyamatokban (pl.
fémek vagdsa, hegesztése) hasznositjik.

3.5. Elektromos aramkorok és halézatok, Kirchhoff
torvényei

A gyakorlatban az elektromos dram kiilonboz6 vezetorendszerekben folyik. Igen fon-
tos, hogy az adramot fenntarté telepek ismeretében a vezetérendszerek részeiben folyd
aramokat szamitassal is meg tudjuk hatarozni, hiszen ez teszi lehetévé az aramot fel-
hasznalé eszkozok megtervezését. A legegyszeriibb eset az, ha az aramot egyetlen zért
hurokbdl all6 dramkiorben kell vizsgalnunk, az esetek tobbségében azonban az elektromos
aram bonyolult vezetorendszerekben un. hdlozatokban folyik. A hélézatokban rendszerint
aramelagazasok, mas néven csomopontok is vannak, a csomépontok kozotti vezetoszaka-
szok, az in. dgak pedig kiilonféle aramkori elemeket (ellenallésok, telepek) tartalmaznak.
Egy halozat vizsgalatanal két alapvetd kérdés meriil fel:

e Milyen torvény szabja meg, hogy az eldgazasoknal az aramerdsség hogyan oszlik
meg az egyes agakban?

e Ervényes-e az elektrosztatika I. alaptorvénye az aramkordkben, és ha érvényes,
akkor ennek milyen kovetkezményei vannak az aramokra vonatkozéan?

Itt csak olyan aramkorokkel foglalkozunk, amelyekben az aram az aramkor barmely he-
lyén id6ben nem valtozik (kiilonb6zé helyeken az dramerdsségek lehetnek eltéréek, de
értékiik nem valtozhat meg). Az ilyen dramokat iddben dllandd-, vagy staciondrius dra-
moknak nevezziik.
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3.5.1. A toltésmegmaradas torvénye idében allandé aramokra,
Kirchhoff I. torvénye

A tapasztalatok azt mutatjak, hogy egy vezetében — kiilonleges koriilményektdl elte-
kintve — elektromos toltés nem keletkezik, és nem tilinik el, vagyis a toltés mennyisége
megmarad. Ebbdl kdvetkezik, hogy ha egy vezetében idében alland6 aram folyik, akkor
a vezet6 egy keresztmetszetén (3.26. dbra) At id6 alatt atment AQy, = [; At toltéssel
elvileg két dolog torténhet:

vezetd

3.26. abra. A toltésmegmaradas egy vezeto szakasz térfogataban

1. A toltés a tobbi keresztmetszeten (pl. a 2 keresztmetszeten) is ugyanennyi idé alatt
megy at, tehat AQ, = At = AQy = [,AtL. Ez azt jelenti, hogy I} = I, vagyis a
vezetd minden keresztmetszetén ugyanakkora az aramerdsség.

2. A toltés egy része a vezetonek az 1 és 2 feliilete kozti térfogatban marad, és a
2 feliileten kisebb — de idében allandé — aram megy tovabb. Ilyenkor az emlitett
térfogatban a toltés mennyisége idében novekedne, a toltés ott felhalmozodna.

A masodik lehetség azonban nem valdsulhat meg. Ennek oka az, hogy idében allan-
d6 aram csak akkor johet 1étre, ha a vezetoben az elektromos térerésség idoben allando
(I ~ E). A toltés fokozatos felhalmozddédsa azonban idében véltozé erdteret, és igy id6-
ben valtozo aramot eredményezne. Ez azt jelenti, hogy marad az — a tapasztalat altal is
megerositett — lehetoség, hogy allandé aram esetén egy vezetoé barmely két keresztmet-
szetén ugyanakkora az aramerosség:

I = I (3.52)

Hasonlé meggondoldsokat tehetiink egy csomépont esetében is (3.26. abra), ahol ve-
zetdk csatlakoznak egymashoz. Mivel toltésfelhalmozddéas nem lehetséges, itt is érvényes,
hogy At id6 alatt a befolyé aramok ([, 1) éltal a csomépontba bevitt toltésnek meg
kell egyeznie a kifoly6 (1o, I3) daramok altal onnan kivitt toltéssel,
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3.27. dbra. A toltésmegmaradds vezetok csomépontjaban: Kirchhoff I térvénye

vagyis
L+1,=1+1Is. (3.54)

Eszerint allandé aramok esetén egy csomopontba befolyé aramok 6sszege megegyezik a
csomoépontbdl kifolyd aramok Gsszegével.

Ha az dramoknak el6jelet adunk, és a csomépontba befolyé aramokat pozitivnak-, az
onnan kifolyé dramokat pedig negativnak tekintjiik (Iy,I; > 0 és Iy, I3 < 0), akkor az
egyenlet igy alakul:

L+ 1+ L+ 13=0. (3.55)

Ezek az Osszefiiggések természetesen akarhany aram esetén érvényesek, vagyis alta-
lanosan a

> I,=0 (3.56)

n

alakba irhaték. Ez Kirchhoff I. torvénye®, amely a toltésmegmaradds torvényét fejezi
ki. A torvénynek ebbe az alakjaba az aramokat — a fenti megallapodas szerint — el6jeles
mennyiségekként kell behelyettesiteni.

3.2. Megjegyzés Kirchhoff I. torvénye specidlis esete eqy daltaldnos, mindenféle aramlds
(transzportfolyamat) esetére érvényes torvénynek, amelyhez az aldabbi modon juthatunk
el.

Tegyiik fel, hogy egy térrészben valamilyen mennyiség (pl. tomey, toltés, energia, stb.)
eqyik helyrél a mdsikra dramlik. Az dramlo mennyiséget jeloljiik 2-val, és az dramlds

6 Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887) német fizikus
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jellemzésére — az elektromos dramndl bevezetett jellemzok analégidajara — vezessiik be az

Q mennyiség Ig = % aramerdsségét és jo = %uT dramstriségét (itt ur az dramlds
irdnydba mutato egységuektor, dAy az dramlds iranydra merdleges elemi feliilet).

Valasszunk ki az dramldasban eqgy tetszéleges V' térfogatot, és irjuk fel a térfogatban
felhalmozodo by mennyiség iddbeli vdltozdsdnak % sebességeét.

A wdltozas két okbol kovetkezhet be:
1. AV térfogatba befolyo vagy onnan kifolyo dramok miatt.

2. AV térfogatban esetleg jelenlévd forrasok miatt, amelyek az €2 mennyiséget terme-
lik, vagy eltintetik (utobbi esetben gyakran nyelékrdl beszélink).

Eloszor az dramok hatasat vizsgaljuk meg. Lattuk, hogy tetszdleges felileten dtfolyo dra-
mot az

[ / jodA (3.57)
A

dsszefliggés adja meg. Ez az osszefiiggés érvényes a V' térfogatot hatdrolo A zdrt felii-
letre is, csupdn azt kell figyelembe venni, hogy a térfogatba bedramlo toltés pozitiv tol-
tésvaltozdst okoz, a feliiletvektor kifelé irdnyitdsa miatt viszont a jo dA szorzat ilyenkor
negativ (a 3.28. abran pl. az i-edik feliletelemen). Hasonldan: a kifolyé dram negativ
toltésvaltozdst okoz, a jo dA szorzat viszont ilyenkor pozitiv (a 3.28. dbrdn pl. az k-adik
feliiletelemen). Ennek megfeleléen az A zart felileten dtfolyé dram az dramsiriséggel
kifejezve:

I=— fjg dA. (3.58)
A

dA

7

3.28. dbra. A kontinuitasi egyenlet grafikus illusztracidja
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Ez a mennyiséqg a térfogatba befolyo- és onnan kifolyo daramok elojeles dsszegét, vagyis
a térfogatban a toltésfelhalmozodas sebességének eqyik Osszetevdjét adja meg:

(%)1 _ _Z{jg dA. (3.59)

Az Q) mennyiséq keletkezésének vagy eltiinésének hatdsdat akkor tudjuk figyelembe ven-
ni, ha ismeryik a V' térfogaton belil a forraserdsséget, vagyis az (2 mennyiség keletkezé-
forrds
sének (eltinésének) Fo = dggt = (dfft‘/)Q sebességét (az Fq forrdserdsség pozitiv, ha
az Q mennyiség keletkezik, és negativ, ha eltiinik).

A két hatds eredményeként a V térfogatban bekiovetkezd vdltozas sebességét a

dQy [ dQy dQy,
dt _( dt )1+< dt )2’ (3.60)
Vagyis a
ds2
S =~ finda Ry (3.61)
A

egyenlet adja meg. Ezt az dramlo mennyiségre vonatkozo dltaldnos dsszefiiggést kontinu-
itasi egyenletnek nevezik.

Eldfordul, hogy a forrdsok a 'V térfogaton belil nem egyenletesen oszlanak el. Ilyenkor
eqy lokdlis jellemzot vezethetiink be, amely megadja eqy elemi térfogatban lévo forrds és
az elemi térfogat

dFo
dVv

hanyadosdt, az un. forrasstrtséget. A forrdssiriiség helyfiiggését ismerve eqy V' térfogat-
ban a teljes forraserdsség:

fo = (3.62)

Fo = /fQ dVv. (3.63)
%
Ezzel a kontinuitdsi eqyenlet a
dQ2
dtv = —fjg dA + /fQ av (3.64)
A 1%

alakot olti.
Az altaldnos kontinuitdsi eqyenletbdl konkrét dramlo mennyiség esetén az adott dram-
lasra vonatkozo dsszefiiggések kaphatok (igy lehet levezetni pl. a folyadékok dramldsdra
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vonatkozo, ismert kontinuitdsi egyenletet is). Mi most az elektromos dramra alkalmazzuk
az dltalanos egyenletet, és levezetjiik Kirchhoff I. torvényét, amit fizikai meggondolasok
alapjdn korabban mdr megkaptunk. Ekkor az dltaldnos egyenletben az dramlo mennyiség
az elektromos toltés, tehat 2 = Q) és jo = j, gy az eqyenletnek erre az esetre érvényes
alakja:

d
(Cftv = —]fjdA+/dev. (3.65)
A \%4

Mivel elektromos téltést kelteni és eltiintetni a tapasztalat szerint nem lehet, fo =0,
19y az egyenletben nem szerepelhet forrds, tehdt

d
?tv = —fjdA. (3.66)

A

Eqgyeldre csak idében dllandd (staciondrius) dramokkal foglalkozunk, ekkor pedig a
korabbi meggondoldsaink szerint eqy térfogatban nem lehet toltésfelhalmozodds, ezért
% = 0. Ennek megfelelden az idében dllandd (staciondrius) aramokra a kontinuitd-
st egyenlet a

fjdA =0 (3.67)
A

alakban érvényes. Ez azt jelenti, hogy az A zart felilet dltal hatdrolt térfogatba be- és
kifolyo dramok nagysdga azonos.

3.29. dbra. A kontinuitéasi egyenlet alkalmazésa egy vezeto szakaszra

Ennek a kovetkezménye az, hogy eqy vezetd (pl. eqy drét) kilonbozd keresztmetszete-
in ugyanaz az dram folyik. A zdrt felilet most az Ay, Ay keresztmetszetekbdl és az As
paldastfeliiletbdl all (3.29. dbra). A kontinuitdasi egyenlet erre az esetre igy alakul:

]{jdAz/jdAJr/jdAJr/jdA:/jdA+/jdA:0. (3.68)
A

A1 A2 A3 Al AQ
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Itt felhasznaltuk azt a tényt, hogy a vezetd paldstjin az dramsiriség-vektor merdleges

a feliletvektorra, igy [ jdA =0.
A3
Felhasznalva az dram és az dramsiriséqg kozott fenndllo dsszefiiggést, a fenti egyen-

letbél a korabban kapott dsszefiiggéssel azonos eredményt kapunk:
_Il - [2 - 0
L +1,=0. (3.69)

Vagyis az daramok eldjeles dsszege nulla, az eqgyik felileten befolyo dram a mdsikon
kifolyik.

3.30. abra. A kontinuitéasi egyenlet alkalmazasa vezeték csomépontjara

Hasonldan jarhatunk el eqy drameldgazdsndl (3.30. dbra). Itt a zdrt A feliiletnek csak
azokon a részein van dram, ahol vezetdt metsz dt, ezért a zart feliletre vett integral igy

alakul:
%jdA:/jdA+/jdA+/jdA+~~:0, (3.70)
A

Ay Ay As
amibol kéovetkezik, hogy

L+L+ I3+ =0 (3.71)

Altaldnosan

» I,=0, (3.72)
vagyis megkaptuk a Kirchhoff I. torvénye néven kordbban mdr megismert dsszefiiggést.
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3.5.2. Az elektrosztatika I. alaptorvénye alland6 aramokra, Kirch-
hoff II. térvénye

Korabban megallapitottuk: ahhoz, hogy egy vezetében allandé aramot tartsunk fenn,
egy specidlis eszkozre (dramforrds, mas néven telep) van sziikség, ami biztositja a toltések
korforgasat (3.31. dbra). Ebben az eszkozben a toltéseket az ott kialakult E elektromos
erotérrel, és az altala kifejtett Fg erével szemben kell mozgatni, ami valamilyen kiilso
hatas altal végzett munka aran valdsithato meg. Ez a kiils6é hatas dltalaban az elektro-
mossagtol idegen” (pl. kémiai) folyamatok felhasznalasaval miikodik, ami az elektromos-
sagtanba nehezen épitheté be. Ezért a telep miikodését egy fiktiv elektromos modellel
irjuk le.

telep

3.31. dbra. Az allandé aramot kiilsé erd tartja fenn

Egy q pozitiv toltésnek a telep egyik oldalardl a méasikra torténé atviteléhez sziikséges
W* idegen munkat egy idegen E* elektromos térerésség munkéjaként fogjuk fel, amit a

W = /qE* dr = q/E* dr (3.73)

kifejezéssel adunk meg. Lathato, hogy ez a munka az atvitt toltés, és egy, a telepre jel-
lemz6 mennyiség szorzataként irhato fel. A telepre jellemzé mennyiség ebbol tgy kaphaté
meg, hogy az ,idegen” munkéat elosztjuk az atvitt toltéssel:

£ = VZ - / B dr. (3.74)

Az igy kapott & jellemzot a telep elektromotoros erejének nevezik. Az elnevezés nem
szerencsés, hiszen £ nem eré-, hanem potencialkiilonbség- (fesziiltség-) jellegli mennyiség,
egysége 1V.
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Az elektromotoros er6 egy aramkorbe be nem kapcsolt telep esetén az idegen térerds-
ségnek megfeleld fesziiltséget hoz létre a telep két polusa kozott, amit az

U = —/E* dr = —€ (3.75)

Osszefiiggés ad meg. Fzt a fesziiltséget gyakran generdtorfesziiltségnek nevezik.

A fenti definiciokbdl kideriil, hogy a két mennyiség nagysaga megegyezik, eldjeliik
viszont ellentétes. Mivel E* a telep negativ pélusatél a pozitiv felé mutat, az elektro-
motoros erot akkor tekintjiik pozitivnak, ha a telepen az E*-gal egy iranyban — vagyis a
negativ polustdl a pozitiv felé — haladunk at. A generdtorfesziiltség viszont akkor pozitiv,
ha a telepen a pozitiv pélustol a negativ felé haladunk at.

Egy telepre kapcsolt daramkor rendszerint nagy ellendllasu- és az ezeket 0sszekoto,
elhanyagolhaté ellendllasu szakaszokbol all. Mivel egy vezetd végei kozti potencialkii-
16nbség ardnyos a vezeto ellenallasaval, az igen kis ellenallast szakaszok, az un. vezetékek
végei kozti potencialkiilonbség elhanyagolhaté a nagy ellenalldsu szakaszok, az un. ellen-
allasok végei kozti potencidlkiilonbségek mellett.

Mivel a telep az dramkor része, a telep altal létrehozott dram magan a telepen is
atfolyik, és a telepnek sajat ellenallasa, un. belsd ellendlldsa is van, amit az aramkor
vizsgalatanal figyelembe kell venni. A belsé ellenallas egyik kévetkezménye az, hogy a
telep két polusa kozott mérhetd fesziiltség nagysaga eltér az elektromotoros eré nagysa-
gatol, ezért a telepet az aramkorokben igy modellezik, hogy az a toltésmozgast biztositd
idedlis elektromotoros er6bél (€) és a telep ellenallasat képvisel6 belsé ellenallasbol (Ry)
all (3.32. dbra).

3.32. dbra. A telep modellje

Idegen térerdsség jelenléte esetén az Ohm-térvényben is figyelembe kell venni ezt a
hatéast, tehat ilyen helyen az eredeti, j = vE alak helyett a

j=v(E+EY) (3.76)

kifejezés 1ép érvénybe (v a vezet&képesség). Ebbdl a valédi térerdsséget kifejezve az aldbbi
Osszefiiggést kapjuk:

E==°_FE" (3.77)

1
g
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Egy aramkorben foly6 aram és az egyes aramkori elemeken kialakult fesziiltségek ko-
zott az Ohm-torvény és az elektrosztatika 1. alaptorvénye segitségével kaphatunk ssze-
fiiggést. Azt, hogy az elektrosztatika I. alaptorvénye érvényes-e allandé aramok esetén,
a tapasztalat alapjan lehet eldonteni. A kisérletek azt mutatjak, hogy az I. alaptirvény
teljesiil alland6 aramu aramkorok esetén is, vagyis, ha egy dramkorben korbejarunk, és a
mért fesziiltségeket tsszeadjuk, akkor a teljes koriiljaras végén nullat kapunk eredményiil.

Konkrét osszefiiggések megtalalasa érdekében alkalmazzuk az elektrosztatika

l%EM:O (3.78)

L

L. alaptorvényét egy zart L aramhurokra, amelyben ellenallasok és telepek vannak (3.33.
abra). Az ellendlldsokat és telepeket 6sszekotd vezetékek ellenéllasat elhanyagolhaténak
tételezziik fel, ezért az integralban ezeknek a kis ellenalldsu szakaszoknak a jarulékat
elhanyagolhatjuk (itt ugyanaz az aram folyik, mint masutt, de az ellendllds, és igy a
potenciélkiilonbség is kicsi). A nagy ellendlldst részeket — az ellendlldsokat — hasabok-
nak képzeljiik, amelyeknek hossza [q, s, . . ., keresztmetszete A, As, ..., vezetOképessége
V1,72, ..., a rajtuk atfolyé aram erdssége Iy, Is,.... A bels6 ellenédllasokra vonatkozd,
megfelelé adatokat csillaggal kiilonboztetjiik meg a tobbitol.

3.33. abra. Telepekbdl és ellenédllasokbol felépiil6 aramkor

A zart hurokban érvényes, hogy

J(I{Edr = % (% — E*) dr = 0. (3.79)

L
%iﬁ—%E%ﬁﬂ. (3.80)
v
L

L

Ebbdl kovetkezik, hogy
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Ha az ellenallas-szakaszokat k7 indexszel, a telepeket ,,m” indexszel jeloljiik, akkor
azt kapjuk, hogy

3 /i—kdr +>° /ii:dr ) En=0. (3.81)
% k m ey m m

k

A masodik Osszeg azért jelent meg, mert a telepeknek is van vezetOképessége. Az
integralas az indexszel jelolt szakaszokon torténik.

Ha az L zart hurkot az aramirannyal egyezo6 irdanyban jarjuk korbe, akkor vezetékben
j || dr, és az egyenlet igy irhaté

3 /]—kdr +3° /‘]—Tdr -y e.=0. (3.82)
k m

Ha az arammal ellentétesen haladunk, akkor az 6sszegzésben szerepl6 tagok negativok
lesznek, de ellenkezore valtozik az elektromotoros erdk eldjele is, ezért az igy kapott
egyenlet egyenértékii a kordbbival. Ez mas szoval azt jelenti, hogy a koriljdaras iranya
onkényesen megudlaszthato, ettoél a végeredmény nem fiigg.

Az egyenlet tovabb alakithatd, ha megvizsgdljuk az integralban szereplé mennyisé-
geket. Ha az ellendllasokat egyenletes keresztmetszetii, hasab alaku vezetdszakaszoknak
tekintjiik, akkor az egyenlet bal oldaldn szereplo — egy-egy vezetOszakaszra vonatkozo —
integralok igy alakithatdk at:

' I 1
j—de‘_ b /dT’: klk :IkRk,

Yo Ak Vi Ak

k k

/J—Tdr: m_ /dr: M R, (3.83)
T VA VA

Itt felhasznaltuk, hogy egy hasab alaki, A keresztmetszeti, | hosszisagu vezetOsza-
kasz ellendllasa R = ,YLA, és hogy j = %. A telepeken atfolyé aramok jelolésénél elhagytuk
a csillagot, mert az egyenletekben ezeket az m index kiilonbozteti meg a toébbi daramtdl.

Mindezt figyelembe véve, a fenti egyenletbdl azt kapjuk, hogy

> LR+ > InRym— Y En=0, (3.84)
k m m

illetve

> LR+ LnRym =Y En (3.85)
k m m
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Ez az 6sszefiiggés Kirchhoff I1. torvényének egyik alakja. Itt Ry a vizsgalt dramhurok
k-adik ellenéallasa, I a k-adik ellendllason folyé aram, &,, a hurok m-edik telepének
elektromotoros ereje, Ry, az m-edik telep belso ellendllasa.

A torvény szerint, ha egy zart aramhurokban korbejarunk, és megfeleld eldjelekkel
Osszeadjuk az ellendllasokra vonatkozo I R szorzatokat és a telepek elektromotoros eréit,
akkor a két 0sszeg egymassal megegyezik.

Kirchhoff II. torvényét gyakran a generatorfesziiltségekkel irjak fel, és ekkor — figye-
lembe véve a &, = —U};, 6sszetiiggést — az alabbi alakot kapjuk:

S LR+ LRy + Y Ui =0, (3.86)
k m m

A torvény alkalmazédsandl fontos az alabbiak ismerete:

A levezetés soran nem tételeztiik fel, hogy minden aramkori elemen ugyanakkora aram
folyik at, tehat a torvény bonyolult, elagazasokat is tartalmazé halézatban, tetszélegesen
kivalasztott zart hurokra fennall.

Lattuk, hogy a torvény alkalmazasa soran a koriiljarast énkényesen valaszthatjuk
meg.

Az is konnyen belathatd, hogy a szamitas elején az aramirdnyok is tetszolegesen
megvalaszthatok, mert a helytelen valasztas nem okoz nagy problémat: az egyenletbol
kiszamitott aram(ok) nagysdgéra ilyenkor helyes értéket kapunk, csak a rosszul vélasztott
aramirany esetén az aramra negativ érték adddik. fgy utélag a helyes aramiranyokat is
meg tudjuk allapitani.

A koriiljaras soran azt az aramot tekintjiik pozitivnak, amely a koriiljarassal azonos
iranyban folyik, az ellenkez6 iranyu aram (és igy az IR tag is) negativ.

A generatorfesziiltség akkor pozitiv, ha a korbejaras soran a telepen a pozitiv pé-
lusbdl a negativ felé haladunk, forditott haladdsnél a generdtorfesziiltség negativ. (Az
elektromotoros erd eléjele ennek ellenkezdje).

Kimutathaté, hogy tetszdleges haldzat esetén annyi fiiggetlen egyenlet irhaté fel,
amennyi az agak (vagyis az ismeretlen dramok) szama, igy a telepek és az ellenalldsok
ismeretében az aramok mindig kiszamithatdk.

A torvény alkalmazasat olyan zart hurok esetén mutatjuk be, amelyet egy bonyolult,
eldgazdsokat is tartalmazé halézatban vélasztottunk ki (3.34. dbra). A hurkot a csomé-
pontok dgakra bontjék. Egy dgon beliil az &ram mindeniitt azonos, de a hurok kiilénb6z6
agaiban az aramok eltéroek lehetnek. Ezért egy hurokban elvileg annyiféle aram folyhat,
amennyi a hurok koriiljarasakor érintett dgak szama. Az ellendllasokat és a telepeket
ismertnek tételezziik fel.

A szamitas soran az I, I, ... illetve Ugy, Ugs, . .. szimbolumok az aramok- és a ge-
neratorfesziiltségek nagysagat jelolik (Ug = |U*|), az el8jelekre elfogadott megallapodést
az egyenletbe beirt el6jelekkel vessziik figyelembe.

124



3.34. dbra. A Kirchhoff torvények 6sszetett aramkorokre

Az agakban felvett dramiranyok- és a megadott koriiljaras esetén az itt lathato hu-
rokra a kovetkez6 egyenlet irhaté fel:

LRy —Ugi + IRy — Uga + IyRs + Is(Rio1 + Riaz) — Ugs — I35(R31 + Rasz)—
— I3Ry3 + Uga + 14(Ra1 + Rus + Ry3) + 14 Rps + Ugs + I5(R51 + Rs2) = 0. (3.87)

Ha az egyazon agban 1évo kiils6- és belso ellenédllasokat az 6sszegiikkel helyettesitjiik

Ryo1 + R = Rp2, R31+ Rza = R3, Ry + Ry + Rz = Ry, Rs1 + Rs2 = Rs,

(3.88)
akkor az egyszeriibb
LRy + bRy — IsRs 4+ I4Ry — IsRs + 11 Ryy + Io Ry — IsRps + 14 Rpa—
—Ug1 —Ug2 —Ugs +Uga +Ugs =0 (3.89)

125



egyenletet kapjuk.

Vegyiik észre, hogy az aram meghatarozasa szempontjabol az egyes dgakban talalhaté
ellenélldsokat, amelyeken ugyanaz az aram folyik at (ezek in. sorbakapcsolt ellenallasok),
helyettesithetjiik az ellenédllasok Gsszegével, ami az ellenallasok ereddjeként foghaté fel.

3.5.3. A Kirchhoff-toérvények alkalmazasa

R, R, R,
v ____= Y b
A /’/ _________________________________________________ IR
; /
\\\ -+ U Y, 4”/
° I —e
| & R

3.35. abra. A Kirchhoff-torvények alkalmazasa egy egyetlen hurokbdl allé aramkorre

Alkalmazzuk a torvényt elGszor egy egyszert, egyetlen aramhurokbdl allé aramkorre,
amelyben egy telep, vezetékek és ellenéllasok vannak (3.35. dbra). Ha az aramkort az
aram haladdsédnak irdnydban jarjuk korbe (az dbran a szaggatott vonal jelzi a koriilja-
rast), és I az aram nagysagat, Ug pedig a generatorfesziiltség Ug = |U*| nagysédgét jelenti
(I,Us > 0), akkor a fenti el6jel-megallapodés szerint az I R szorzatok (ellenallasokon esé
fesziiltségek) pozitivak, a telep generdtorfesziiltsége pedig negativ. Ennek megfelel6en
Kirchhoff II. térvénye az

IR+ IRy + 1IR3+ IR, —Ug =0 (390)
illetve az
Us=I1IRi+IRy+ 1IR3+ IR (391)

alakot olti.
Mivel az aramkorben nincs eldgazas, az ellenédllasokon ugyanaz az aram folyik at
(Kirchhoff 1. torvénye). Ha bevezetjiik az

R1 + RQ + Rg = Rk (392)
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eredo ellendllast, akkor az egyenlet egyszertibb alakba irhato:
Uog=I1IR,+ IR, (393)

Az itt bevezetett Ry ellendllas a telepen kiviili ellenédllasok Gsszege az dramkorben,
amit kilsd ellendlldsnak is nevezhetiink.

Az eredé ellendllds bevezetésével a fenti aramkor egyszertisithetd, amint az a 3.36.
abran lathato.

Rk
1
L |
Uk
A[ ///’ —‘\\
AU +|UG - o«
— 1 %
; || I
R

3.36. abra. Az egy agon elhelyezkedo ellendllasok az eredo ellendallassal helyettesithetok

Az aramkorre felirt egyenletbol kiszamithatjuk az aramot:

Ua

[=——. 3.94
R, + R, ( )

A telep sarkai (kapcsai) kozti fesziiltséget kapocsfesziiltségnek nevezik, és rendszerint
Ugk-val jelolik. Ez esetiinkben megegyezik a kiilsé ellenallas végei kozotti fesziiltséggel,
tehét

Uk =1IR (3.95)
illetve a huroktoérvény alapjan
Uk =Ug — IRy,. (3.96)

Ebben az egyszerti esetben tehat Ui < Ug, vagyis a kapocsfesziiltség kisebb, mint a
generatorfesziiltség (elektromotoros erd). A kettd csak akkor egyezik meg, ha a korben
nem folyik dram (/=0), mert ekkor a fenti egyenletbdl azt kapjuk, hogy Ux = Ug.

Bonyolultabb aramkor esetén tobb egyenlet felirasa sziikséges. A 3.37. abran lathato
esetben pl. az aramkor 3 agbdl all. Mivel egy 4g minden pontjan azonos az aramerosség,
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v UG2 2 R2 A
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1 | 3
LI _||+
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3.37. dbra. Két hurkot és harom 4gat tartalmazé daramkor

az abran lathatd esetben 3 kiilonbozo aramérték lehetséges. Ezek meghatarozasahoz 3
fiiggetlen egyenletre van sziikség.
A csomoponti torvénybdl a bal oldali csomépontra azt kapjuk, hogy

A miésik csomoépontra ugyanez az egyenlet adédik, tehat a csomépontokra csak egy
fiiggetlen egyenlet irhaté fel.
Az abran a-val jelolt hurokra az

LRy —Ug — LRy —Ug =0 (3.98)
egyenletet, a b-vel jelolt hurokra pedig az
Ugo+ bRy + Ugs — I3R3 =0 (3.99)

egyenletet kapjuk.

A harmadik lehetséges hurok az aramkor kiilso kontirja lenne, de kénnyen beldthato,
hogy az erre felirt hurokegyenlet az a és b hurokra felirt egyenletek Gsszege, vagyis nem
fiiggetlen egyenlet.

A 3 ismeretlen aram meghatarozasahoz tehat — a varakozasnak megfelel6en — 3 fiig-
getlen egyenletet tudtunk felirni, igy az aramértékek egyértelmiien meghatarozhatok.

Példaként szamitsuk ki a fenti halézatban folyé dramokat, ha Ry = 1 ohm, Ry = 2 ohm,
Rg = 3ohm és UGl = 1V, UG2 = 1\/, Ugg =1V.
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Behelyettesités utan az

—L+L—-13=0
L —142L—1=0 (3.100)
1—2L,+1-3l;=0

egyenletrendszert kapjuk, aminek megolddsa: Iy = 6/11 A, I, = —8/11 A, I3 =2/11A.
Mivel az I, aramra negativ értéket kaptunk, ennek iranyat rosszul vettiik fel: a kozépsd
agban az dram a feltételezettel ellenkezd irdnyu (nagysiga a szamitott érték nagysagaval
azonos).

Bonyolultabb halézatokban altalaban nem igaz, hogy a kapocsfesziiltség mindig ki-
sebb, mint a generatorfesziiltség. Ennek az az oka, hogy ilyenkor egy telep belsé ellenalla-
san mas telepek altal keltett aramok is atfolynak, és az igy létrejott fesziiltség mdodositja
a kapocsfesziiltséget. Ha pl. a telepen a sajat araméval ellentétes iranyd aram folyik at,
akkor a kapocsfesziiltség nagyobb lehet, mint az elektromotoros eré.

A Kirchhoff-térvények segitségével szamos hasznos sszefiiggés vezetheto le. fgy pél-
daul kénnyen bebizonyithatd, hogy egymassal sorba- vagy parhuzamosan kapcsolt el-
lenallasok helyettesithetok egy ellenallassal, amelyen atfolyé aram és a végei kozt mért
fesziiltség azonos az eredeti ellenallasokon atfolyé arammal és az ellenalldssor végei kozot-
ti fesziiltséggel. A megfelels helyettesito (eredd) ellenédllasok az aldbbi Gsszefiiggésekbdl
kaphatok:

Reoros _ Z R % _ Z R% (3.101)

(a soros eredményt korabban mar belattuk).

3.5.4. Energiaviszonyok elektromos aramkérben

A vezetében folyé allandé dramot a telepben zajlé idegen folyamat &altal végzett
munka tartja fenn. A toltések mozgatdsara forditott energia a toltések mozgédsa sordan
hové alakul. Ezt az energiamérleget a 3.38. abran lathaté, egyszerti aramkor vizsgalataval
konnyen szamszerisithetjiik.

Az aramkorre felirva Kirchhoff 1. torvényét, az

£=IR+IR, (3.102)

osszefiiggést kapjuk. Ebbol ugy kaphatunk At idétartamra vonatkozé energiamérleget,
hogy megszorozzuk I At-vel. Ekkor az alabbi egyenletet kapjuk:
EINt = I?RAt + I’RyAt
fr fr fr (3.103)

telep hasznos elveszett
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3.38. abra. Egy egyszerti aramkor az energiaviszonyok vizsgalatara

A bal oldalon a telepben miikédd idegen hatds (az € elektromotoros erd) altal At
id6 alatt végzett munka (Wess,) all, ami a jobb oldalon &ll6 munkékra forditédik. A
jobb oldal elsé tagja a kiilsé ellendllason (az Gn. fogyaszton) ugyanennyi id6 alatt hévé
alakuld energia, amit hasznos munkdnak (W}) neveznek (ezt lehet pl. vilagitasra, flitésre,
motor hajtasara hasznalni). A jobb oldal mésodik tagja a telepben ugyanezen id6 alatt
hové alakult energia, ami nem hasznosithatd, ez tehdt elveszett energia (Wiyess). Az
energiamérleg ezekkel a jelolésekkel:

Wéssz - Wh + erszt (3104)

Hasonlo osszefiiggést kapunk a teljesitményekre is, ha a munkak tsszefiiggését eloszt-
juk a At idovel:

El =T’R+ I’Ry. (3.105)
A fenti jelolésekkel a teljesitménymérleg:
Pﬁssz = Ph + Pveszt- (3106)

Innen kiszamithato az energiahasznositas hatasfoka:

P, R
Péssz B R+ Rb .
Lathaté, hogy a hatasfok akkor lenne 1, ha a telepnek nem lenne belsé ellenallasa. Mivel
ez a gyakorlatban nem valésithaté meg, a hatasfok mindig kisebb 1-nél.

Egy telep miikodésének fontos jellemzoje, hogy adott kiilsé ellenallds esetén mennyi
a beldle kivehet6 hasznos teljesitmény. Ezt a

n= (3.107)

52

P,=I’R=—"——R
(R + Rb)

(3.108)
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Osszefiiggésbol szamithatjuk ki. Lathato, hogy a hasznos teljesitmény nem csak a telep
adataitdl (€, R,) fiigg, hanem az alkalmazott kiils6 ellendllastdl is: P, = P, (R). Mivel ez
a fiiggvény nagy- és kis R értékeknél egyarant nullahoz tart, varhato, hogy valamilyen R
értéknél maximuma van. A maximumhely feltétele a differencidlhanyados eltiinése:

AP, ., Ry—R

dR ~ " (R+R)’

(3.109)

Maximum tehat akkor van, ha R = Ry, vagyis a legnagyobb hasznos teljesitmény
akkor vehet6 ki a telepbdl, ha a kiils6 ellendllas egyenlo a telep belso ellenédllasaval. A
hasznos teljesitmény novelése érdekében tehat a fogyasztot az ellenéllas szempontjabdl
lleszteni kell az aramforrashoz. Megjegyzendd, hogy a maximalis kiveheto teljesitmény
(R = R,) esetén az energiahasznositas hatasfoka éppen 1/2. A magasabb hatasfok eléré-
séhez a fogyasztd ellenallasat novelni kell, ezzel azonban mind a hasznos teljesitményt
mind a veszteséget csokkentjiik.

3.3. Megjegyzés FEddig mindig feltételeztiik, hogy az dramkori elemeket dsszekioto ve-
zetékek ellendlldsa nulla (pontosabban: elhanyagolhatd). Felmeril a kérdés, hogy valddi,
ellendlldssal rendelkezd vezetékek esetén hogyan jut el az energia a fogyasztohoz, hiszen az
elektromos erdtér munkdja ilyenkor a vezetében termikus energidvd (hévé) alakul. A vd-
laszt a vezetd koril kialakuld elektromos erdtér vizsgdlata adja meg. A véges (nem nulla)
ellendllasu vezetdben az elektromos térerosség nem merdleges a vezeto feliiletére, hanem
— ahogy korabban megdllapitottuk — van eqy dramiranyi, tangencialis- €s eqy feliiletre
merdleges normadlis komponense. A hové alakulo energiarész a tangencidlis komponens
altal végzett munkabol szarmazik, a normalis komponens a téltéseken nem végez munkat,
és — mint késobb latni fogjuk — az energiaszdllitds éppen ezzel a normdlis irdnyi erdtérrel
hozhato kapcsolatba.
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4. fejezet

A magneses kolcsonhatas

Azt a kolesonhatést, amelyet kés6bb magnesesnek neveztek el, el6szor bizonyos asva-
nyok darabjai kozott fellépd — a gravitacios és az elektromos kélesonhatashoz hasonlo, de
attol fiiggetleniil fellépd — eroként észlelték. Ezeket az anyagokat az asvany leléhelyérol
(Magnézia, gorog varos Kisdzsidban) mdgneses anyagoknak, a kolcsonhatast mdgneses
kolecsonhatdisnak nevezték el. A magneses kolcsonhatast — az elektromos kolesonhatas
mintdjara — kezdetben valamilyen specialis ,,;magneses toltés” jelenlétének tulajdonitot-
tak. A méagneses anyagokbdl késziilt eszkozok az in. mdgnesek, amelyeket a gyakorlatban
is hasznalnak.

A maégneses anyagbol késziilt, tengelyre szerelt, elforduldsra képes lemez vagy ti a
Fold adott helyén jol meghatarozott iranyba, a foldrajzi észak-déli iranyba all be, vagyis
a Fold is képes mégneses hatast kifejteni (mint kideriilt a Fold egy 6ridsi méagnesként
viselkedik). A foldrajzi irdny meghatdrozasara szolgdlé mégneses eszkozok az irdnytik,
amelyeket tajékozédasra igen régdta (a kinaiak kb. 2000 éve) hasznélnak.

Kisérlet: Allandé magnesek koélcs6nhatasa

El6szor magnesekkel és iranytiikkel kisérleteziink. Az altalunk hasznélt még-
nesek és iranytiik két végét a megkiilonboztethetoség céljabdl kiillonbozo szi-
niire — kékre illetve pirosra — festettiik.

Ha észak-déli iranyba beallt irdnytthoz magnest kozelitiink, akkor az iranyti
kitér eredeti iranyabdl, és a magnes altal meghatarozott 4j helyzetbe keriil.
A maégnes piros vége maga felé vonzza az iranyti kék végét, a magnes kék
vége maga felé vonzza az irdanytl piros végét, vagyis a kiilonbozo szint végek
vonzzak egymast. Az is megallapithatd, hogy azonos szinti végek taszitjak
egymast.

Rudmagneseket az asztalra téve ugyanezt allapithatjuk meg. ¢

Ezek a kisérletek valoban azt sugalljak, hogy kétféle magneses toltés létezik, amelyek
koziil az egyik a magnes piros-, a masik pedig a magnes kék végén talalhato.
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Kisérlet: Magneses dipélus nem oszthaté két monopdlusra
Magnesrudat, vagy magneses tiit kettétorve a két darab tovabbra is kétpolusu
magnesként viselkedik. ¢

Ha egy magnes feldarabolasat tovabb folytatjuk, a keletkezett kis darabok mindvégig
kétpolust magnesként, in. mdgneses dipolusként viselkednek, tehat a feltételezett kétféle
magneses toltést nem tudjuk szétvalasztani. Ez a tapasztalat megkérddjelezi a magneses
toltések létezését.

Kisérlet: Acél targyak magnesez6dése

Eredetileg nem magneses acél rudat vagy kototiit magneshez érintve azok
magnesként viselkednek. A magnest eltavolitva magneses viselkedésiik meg-
szinik. ¢

Ezt a tapasztalatot, hogy bizonyos anyagok mégnes hatasara magnessé valnak, a
kés6bbiekben felhasznédljuk a magneses hatasok vizsgdlatanal.

Kisérlet: Elektromos aram magneses tere

Aramkort allitunk Ossze, amelynek van egy kb. 1 m hosszi egyenes szakasza,
ami két allvanyra szerelve a levegOben halad az asztal felett. Az egyenes
szakasz ala elhelyeziink egy iranytiit, és a vezetot az irdnytiivel parhuzamosan
allitjuk be. Ezutdn az egyenes vezetoben aramot hozunk létre. Az iranyti
kimozdul eredeti iranyabol, és minél erésebb az aram, anndal nagyobb szoggel
tér ki (igen nagy dram esetén majdnem meréleges lesz a vezetére).

Az dram irdnyat ellenkezore valtoztatva az iranytl elforduldsa ellenkezé ira-
nyu lesz.

Adott dramirany esetén az iranytit a vezetd alatt- majd a vezetd folott elhe-
lyezve az iranytl a két esetben ellenkez6 iranyba &ll be. ¢

Ez a kisérlet (elsé megvaldsitdjardl b Oersted-kisérletnek nevezik azt mutatja, hogy a
magneses kolcsonhatas nem csak magnesek, hanem magnes és elektromos arammal atjart
vezetO kozott is fellép, vagyis az elektromos aram is képes magneses hatést kifejteni.

A kisérlet alapjan azt a fontos kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy az iranyti az dram-
vezetd mellett meghatarozott irdnyba all be, és ez az irany fiigg a vezetéhoz viszonyitott
helyzettol, adott helyen pedig az aram iranyatol.

! Hans Christian @rsted (1777-1851) dén fizikusrél
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Kisérlet: Magneses tér hatasa arammal atjart vezetore

Aramkért allitunk Ossze, amelynek van egy olyan U-alaku szakasza, ami sza-
badon lengeni tud (4.1. dbra), és az U-alaki vezetd vizszintes részét egy patkd
alaku magnes két szara kozott helyezziik el. Ha a vezetében aramot hozunk
létre, akkor a vezet6 az egyensilyi allapotdbdl (az U két széra eredetileg fiig-
gbleges helyzetii) kitér, és 1j egyensilyi helyzetet foglal el, amelyben az U két
széra a fiigglegessel valamilyen szoget zar be (4.1. dbra). Az dram irdnyat
megforditva, a kitérés ellenkezé iranyu lesz. ¢

4.1. abra. Ma&gneses tér hatdsa arammal atjart vezetore

Kisérlet: Arammal atjart vezetok kolcsonhatasa

Az el6z6 kisérletben hasznalt, lengeni képes U-alaki vezeto mellé egy ugyan-
ilyent helyeziink el ugy, hogy a vezetékek vizszintes részei egymassal parhu-
zamosak legyenek. Ha a két vezetében egyiranyu aramot hozunk létre, akkor
azok vonzzak egymadst, és vizszintes részeik osszetapadnak. Ellenkezd iranytu
aramok esetén a vezeto taszitjak egymast, és vizszintes részeik eltavolodnak
egymastol. ¢

Ez a kisérlet azt mutatja, hogy nem csak az aramvezeto fejt ki mégneses eréhatéast egy
magnesre, hanem egy magnes is hat egy aramvezetore, vagyis a magnesek és aramvezetok
kozott kolesonhatas all fenn. Ebbol a kisérletbdl lathato, hogy aramvezetd és aramvezetd
kozott hasonld kolesonhatéas 1ép fel, mint magnes és aramvezetd kozott.
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A katédsugarak vizsgalatandl lattuk, hogy magnessel a mozgd elektronok eltéritheték
eredeti mozgasiranyuktol, vagyis a magnes a szabadon mozgd toltésekkel is kolesonha-
tasba 1ép. Ennek alapjan feltételezhetjiik, hogy az aramvezetore haté ero is a vezetoben
mozgd toltésekre hatd erd kovetkezménye (a toltésekre haté eré mozgatja a vezetot).

A kisérletek alapjan arra a kovetkeztetésre jutottak, hogy magneses kolecsonhatas
mégnes és méagnes kozott, aramvezetd (illetve mozgd toltés) és magnes kozott, tovabba
aramvezetd és dramvezetd (illetve mozgd toltés és mozgd toltés) kozott egyarant fellép.

Ma mar tudjuk, hogy a méagneses kolcsonhatas alapvetoen mozgd elektromos tol-
tések specialis kolcsonhatasa, még azokban az esetekben is, amikor ez egyéltalan nem
nyilvédnval6 (pl. magneses anyagok esetén).

4.1. Magneses erotér és magneses indukciévektor va-
kuumban

A maégneses kolcsonhatas szamszerl jellemzésére — kiillonboz6 megnyilvanulasainak
vizsgalata alapjan — tobbféle lehetoség is van. Mi ezek koziil azt véalasztottuk ki, amely-
ben a mégneses kolcsonhatdsban résztvevo testek (mégneses anyagok, elektromos ara-
mok) altal 1étrehozott magneses hatast azzal jellemezziik, hogy ezek a testek milyen erét
fejtenek ki a kornyezetiikben mozgé pontszerti elektromos toltésre. Tehat tulajdonképpen
— hasonléan, mint az elektromos kélcsonhatas vizsgalatanal — itt is egy eréméro-toltést
hasznalunk a magneses hatasok jellemzésére.

Az egyszertiség kedvéért most is azzal az esettel kezdjiik a vizsgalatainkat, amikor
a magneses hatasokat kifejté testek vdkuumban vannak, vagyis koriilottitk semmilyen
anyag nincs. A valésagban ezeket a vizsgalatokat levegében végezték el és a torvényeket
is ilyen koriilmények kozott allapitottak meg. Kideriilt azonban, hogy a levego jelenléte —
kiilonleges pontossagot igénylo esetektdl eltekintve — nem befolyasolja az eredményeket.

A vizsgalatokbdl kideriil, hogy a magneses testek maguk koriil eréteret hoznak létre,
amelynek ismertet6 jele az, hogy itt a mozgo toltésekre eré hat. Ez a mdgneses erdtér,
amely ebben a vonatkozasban hasonlé az elektromos erotérhez, de — mint latni fogjuk —
jellemzése joval bonyolultabb.

A mégneses er6tér szamszert jellemzése érdekében vizsgaljuk meg, hogy a v sebes-
séggel mozgd pozitiv toltéstt ¢ mérétoltésre hatod eré mitol, és hogyan fiigg.

Ha az er6tér egy adott helyén a mérétoltés adatait (t6ltés, sebességvektor) valtoztat-
juk, akkor az aldbbi tapasztalatokat szerezhetjiik (4.2. dbra):

e A mozgd toltésre haté magneses erd (F,,) ardnyos a toltés nagysdgaval, a mozgas
sebességének nagysagaval, és mindig merdleges a sebességvektor iranyara.

e A mozgé toltésre haté erd fiigg a mozgds (vagyis a sebességvektor) irdnyatdl, és
mindig taldlhaté egy olyan helyzetii egyenes, amelyen mozogva, a toltésre nem hat
er6 (az dbran ,er6mentes egyenes”).
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4.2. abra. Egy mozgd toltésre hato erd irdnya

e Ennek az ,eromentes” egyenesnek az a kiilonlegessége, hogy az ettol eltéro irany-
ban mozgo toltésre haté er6 mindig merdleges erre az egyenesre, az erd nagysaga
pedig ardnyos a sebességvektor és az ,erOmentes” egyenes altal bezart szog (o)
szinuszaval.

A fenti tapasztalatok egy részét az abra jeloléseivel az alabbi 0sszefiiggéssel fejezhetjiik
ki:

F,, ~ vgsin(a). (4.1)
Ha az aranyossagi tényezot B-vel jeloljiik, akkor az Osszefiiggés igy alakul
F,, = Bugsin(a). (4.2)

A fenti ardnyossaghdl az kovetkezik, hogy a B tényezd nem fiigg a mérotoltés adataitol,
hiszen barmelyik adatot megvaltoztatva az eré aranyosan no, igy a

F,

B=_—"m
vgsin(a)

(4.3)
hanyados valtozatlan marad. A B ardanyossagi tényezot tehat a magneses eréteret 1étreho-
76 targyak hatarozzék meg, igy azt a mérés helyén 1étrejott magneses erotér jellemzojének
tekinthetjiik.

Az er6hatas teljes leirasahoz természetesen hozzatartozik az erdvektor irdnyanak meg-
adésa is. Ennek érdekében jellemezziik az ,erOmentes” egyenes helyzetét egy egységvek-
torral (up). Ennek meghatdrozasandl azonban el kell dénteniink, hogy az egyenesen a
két lehetséges irany koziil melyiket vélasszuk az egységvektor iranyaként. Definialjuk ezt
az iranyt a kovetkezoképpen. Tudjuk, hogy a mérotoltésre hatd F,, eré meroleges mind
a v, mind pedig az ug vektorra, ezért vektorszorzatuk egy, az erével parhuzamos egye-
nesen van. Valasszuk az uy vektor iranyat ugy, hogy a v x ug vektorszorzat egyiranyu
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legyen a mérétoltésre haté F,, erévektorral (4.3. dbra). Mivel ennek a vektorszorzatnak
a nagysaga |v X ug| = vsin(«), ezért a magneses erd nagysiga az

F,, = Bqusin(a) = |F,,| = Bq|v X ug| (4.4)

alakba irhato. A mérotoltésre haté magneses ero tehat vektori alakban is felirhato az ug
egységvektor segitségével:

F,, = Bqv x uy. (4.5)
A o
F &
m D /,r S
Qﬁv /,’ 606
TR
L]
vxu, u
. 0
S >
g v

4.3. dbra. A Lorentz erd szamitdsa

Mivel a tapasztalat szerint az ,,erémentes” egyenes helyzete sem a mérotoltés adataitol
fiigg, hanem csak a magneses erdteret létrehozd targyaktol, az erétér jellemzéséhez az
er6 nagysagat befolyasolé B skaldr mellett, az erémentes egyenes helyzetének ismerete
is hozzatartozik. Ezért a magneses erotér jellemzésére a B = Buy vektort hasznaljuk,
amelyet mdgneses indukciovektornak neveziink. Ezzel a mérotoltésre hatd ero az

F,,=qvxB (4.6)

alakot 6lti (Lorentz erd). Ez a vektoregyenlet az eré nagysagara ugyanazt a kifejezést ad-
ja, mint a tapasztalati uton megallapitott 6sszefiiggés, ezen tilmenden pedig — ugyancsak
a tapasztalattal egyezésben — az er¢ iranyat is megadja.

A fenti definicié alapjan a magneses indukciévektor Sl-egysége: 1 % = % = grf/; =
I\I{?Z = % = 1tesla = 1 T2 A B vektorokat pontrél-pontra meghatirozva, a magneses
erOteret is szemléltethetjiik vonalakkal, amelyeknek az érintoje az adott pontban megadja
az indukciévektor irdnyat. A B vektor vonalait indukcidvonalaknak nevezik.?

2az egység a nevét a kivals szerb fizikusrdl, Nikola Teslarél (1856-1943) kapta
3 Az indukciévonalakat gyakran ,mégneses erévonalaknak” nevezik, annak ellenére, hogy ezek —
szemben az elektromos erévonalakkal — nem adjék meg a mozgod toltésre haté erd iranyat.
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4.4. abra. Egyenes vezetd (a), aramhurok (b) és egyenes tekercs (c) magneses tere

A 4.4. dabrékon egy egyenes vezetOben, egy kor alakd aramhurokban, és egy egyenes
tekercsben foly6 aram altal létrehozott magneses erétér indukciévonalait mutatjuk be. A
vazlatos abrakrol lathato, hogy — szemben az elektrosztatikus erotér erévonalaival, ame-
lyek a teret kelto toltésekben kezdddnek vagy végzodnek — a magneses eroteret jellemzo
B vektor vonalai zart hurkok, amelyek az eréteret létrehozo elektromos aramot veszik
koriil.

A bal oldali abran lathaté az az in. jobbkézszabdly is, amivel az aram koriil 1étrejott
indukciévonalak iranyat meghatarozhatjuk. Lathato, hogy az egyenes vezeto atellenes
oldalainél az indukciovektor ellenkez6 iranyt. Ezzel az eredménnyel érdemes Osszevetni
azt a tapasztaltunkat (Oersted-kisérlet), hogy az egyenes vezetd felett- és alatt elhelyezett
iranytl ellenkez6 iranyba &all be. Ez a kisérlet, és szamos mas tapasztalat is azt mutatja,
hogy az iranytl az indukciovektor iranyaval parhuzamosan all be, vagyis az adott helyen
megmutatja az indukciévektor iranyat. Ez teszi lehetové az indukciévonalak egy egyszert
szemléltetését.

Kisérlet: A magneses indukciévonalak szemléltetése vasreszelékkel
Egyenes aramvezeto koriil elhelyezkedd iranytiik a 4.5. dbra szerint helyez-
kednek el (az dram merdleges a rajz sikjara). Ha magneses erétérbe helyezett
vizszintes, sik lapra vasreszeléket szorunk, akkor a vasszemcsék apré magne-
sekké, iranytiikké valnak, és a magneses erotérben az indukciévonalak mentén
rendezodnek. Ezzel a modszerrel bemutatjuk a vasreszelék altal kirajzolt ab-
rat az egyenes vezeto, kor alaki aramhurok, egyenes tekercs, ridmagnes és
patkémagnes koriil. ¢

Lathato, hogy a tekercs és a ridmégnes erGtere kozott hasonldsagok vannak. Az is
megallapithato, hogy a tekercs belsejében és a patkémagnes szarai kozott kozelitoleg

homogén erétér alakul ki.
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4.5. dbra. Egyenes vezetd (a), kordram és egyenes tekercs (b), raidmégnes (c) és patko-
mégnes (d) magneses tere

4.2. Aramvezetore hato er6 magneses erotérben

A kisérletek azt mutatjak, hogy magneses erotérben nem csak szabadon mozgo tol-
tésre hat erd, hanem arammal atjart vezetdre is. A jelenség kézenfekvd magyarazata az
lehet, hogy a vezetoOben mozgd toltésekre fellépo erd kozvetetten a vezeton is megjelenik,
vagyis az aramvezetore haté magneses eré a benne mozgo toltésekre hato erok eredéjével
azonos. Ha ez igy van, akkor a mozgd toltésre hatd erore kapott Osszefiiggés segitségével
kiszamithatjuk az aramvezetore hato erét is. Ha ezt az er6t megmérjiik, akkor a szamitas
eredményével Gsszevetve, ellendrizhetjiik a kiindulo feltevésiinket is.

Az erék szamitdasanal feltételezziik, hogy a vizsgdlt vezetd kornyezetében valamilyen
magneses anyag vagy aram létrehozott egy méagneses eréteret, amit ismeriink, vagyis az
eréteret jellemz6 B magneses indukcidovektor mindeniitt adott.

A fenti feltevés alapjan a vezetére hatd erdt az egyes toltésekre fellépd erdk Osszeg-
zésével kaphatjuk meg.

A vezetében v sebességgel mozgd egyetlen ¢ toltésre hatd erd

F, =qv x B. (4.7)

Ha a vezetdben a toltéshordozok térfogati stirtisége n = &2 (toltéshordozé-szam/térfogat),
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akkor a kiszemelt, dr hosszisagu (4.6. dbra) térfogatelemben mozgé toltéshordozdk sza-
ma

AN = nAV =nAdr. (4.8)

4.6. abra. Arammal atjart infinitezimalis vezetd szakaszra hatd eré magneses térben

Ha feltételezziik, hogy az Osszes toltés ugyanolyan atlagos sebességgel mozog, és a dr
szakasz olyan rovid, hogy azon beliil az indukciévektor nem valtozik, akkor a toltések-
re haté er6k mind parhuzamosak (az abra sikjara merélegesen kifelé mutatnak), igy a
vezetOszakaszra haté ered6 erd

dF = ANF; = nAdrF; = qnAv x Bdr. (4.9)
Egy véges hosszusdgu (az dbran 1-2) vezetédarabra haté erét az egyes elemi szaka-

szokra hatd er6k Osszegzésével (integralasaval) kapjuk:

2

F = /qAnv x Bdr. (4.10)

1

Vezessiikk be a v = vur vektort, ahol ur a toltéshordozok sebességének — és egy-
ben a vezetd érintdjének — iranydba mutato egységvektor, és vegyiik figyelembe, hogy a
vezetében folyd aram eréssége I = gnAv. Ezzel a vezetdre hato erd kifejezése igy alakul:

2 2
F:/IuTder:I/uTder. (4.11)
1 1

Az dramero6sség azért emelhet6 ki, mert Kirchhoff 1. torvénye szerint I a vezeto minden
helyén ugyanakkora. Ez az 6sszefiiggés tetszoleges alaki és hosszusagui vezetore érvényes,
de bonyolult alakt vezetd esetén nehezen szamithato ki.
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Egyszertien megkaphaté egy [ hosszisagu, egyenes vezetoszakaszra homogén magneses
erotérben hato erd, hiszen ekkor az up x B vektorszorzat a vezetdo mentén mindeniitt
ugyanaz lesz, igy irhatjuk, hogy

2

F = Iuy xB/dr. (4.12)
1

Az itt szereplo integrédl a vezeté mentén tortént elmozduldsok Osszege, ami éppen a
vezetd [ hosszaval egyenlo, igy végiil az

F = [lur x B (4.13)

végeredményt kapjuk. A vezetére hato erd — a toltésre haté erd irdnyaval 6sszhangban —
meroleges a vezetore és a magneses indukciévektorra is.

A vezetGszakaszra vonatkozo osszefiiggéssel kapcsolatban megjegyezziik, hogy az aram
mindig zart hurokban folyik, ezért egy vezetére magneses erotérben haté eré mindig egy
aramhurokra fellépd erot jelent. A vezetd egy szakaszara hato erd tehat csak akkor azo-
nosithaté a vezetore haté erével, ha a méagneses erétér valoban csak erre a szakaszra fejt
ki erdt.

Az eré kifejezésének aramhurokra érvényes, altalanos alakja

F:ijuTder, (4.14)
L
ahol az integralds (6sszegzés) a teljes, zart L vezetéhurok mentén torténik.

Erdemes megvizsgalni azt az esetet, amikor egy vezetéhurok homogén magneses ero-
térben van. Ekkor az integraldsnal (Osszegzésnél) a mindeniitt azonos B kiemelhet6:

Flﬁﬁ?é‘l’{gén = I}{uT xBdr=1 }{UT dr | x B. (4.15)
L L

Ez az dsszefiiggés tovabb alakithatd, ha észrevessziik, hogy a § urdr integrdlban
L
szereplé ur dr = dr mennyiség éppen az elemi elmozdulasvektor. Az integrél tehdt nem

mas, mint az elmozdulasvektorok vektori 6sszege az L zart hurok koriiljarasa soran. Mivel
a koriiljaras végén visszatériink a kiindulépontba, az elmozdulasvektorok Gsszege nulla,
tehat ¢ updr = 0. Ebbél kivetkezik, hogy

L

Fpomesen — | 7{ urdr | x B=0, (4.16)
L

vagyis homogén erétérben az aramhurokra fellépo erdk ereddje nulla. Ez az allitas nem
zarja ki, hogy a vezetohurokra fellépjen olyan forgatényomaték, ahol az eredd erd nulla
(pl. erépar).
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4.3. Aramhurokra haté forgatonyomaték

Egy aramhurokra az ered6 er6 mellett altalaban forgatényomaték is fellép. Itt a leg-
egyszeriibb esetet targyaljuk, amikor a magneses er6tér homogén. Ekkor az aramhurokra
haté eredo6 er6 nulla, de forgatényomaték felléphet.

Szamitsuk ki a forgatényomatékot abban az egyszerii esetben, amikor a homogén
magneses erétérben elhelyezett aramhurok téglalap alaku, [ és [’ oldalhosszakkal, és az
egyik szembelévé oldalpér (I') merdleges a magneses indukciévektorra (4.7. dbra). Az [

hosszisagi oldalakra haté er6k azonos nagysdgiak és ellentétes irdnyiak (F3 = —Fy),
ezért ereddjiik nulla, mivel pedig egy egyenesen miitkodnek, eredé nyomatékuk sincs (4.7.
(a) dbra). Az I’ hosszisdgu oldalakra haté erékre szintén érvényes, hogy F; = —F5, de
ezeknek az erdknek a nyomatéka nem nulla. A két eré azonos nagysaga
Fi=F=F=1IIB. (4.17)

A 4.7. (b) dbran a keretet feliilnézetben mutatjuk, ahol jél lathaté a keretre haté erd-
par, amely a keretet a nyil iranyaban forgatja. Az eropar forgatonyomatékanak nagysaga

M = Fk = Flsin(«), (4.18)

ahol a a keret allasat megadd szog.

L
\ o~
%E
Yy

I B .
————— L F (befelé)
F2.®‘4\ """" O‘)\—
(kifelé) u

L —

R

4.7. abra. Az aramhurokra haté forgatonyomaték szamitdsa

Az erd kifejezését behelyettesitve, és felhasznalva, hogy a zart hurok feliilete A = (I,
a forgatényomaték nagysagara azt kapjuk, hogy

M = IABsin(a). (4.19)
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A keret feliiletének allasat megadhatjuk a feliiletre merdlegesen felvett uy egység-
vektorral is, amelynek iranyat az aram irdanyahoz illesztjiik az abran lathaté jobbkéz-
szabalynak megfeleléen. Mivel a forgatényomaték kifejezésében szereplé o szdg meg-
egyezik az indukciovektor és a feliiletre meroleges uy vektor dltal bezart szoggel, ezért a
forgatényomaték az alabbi vektoregyenlet formajaban is felirhato:

M = JAuy x B. (4.20)

Ez az Osszefiiggés kozvetleniil megadja az dramhurokra, illetve a vezetOkeretre hato
forgatonyomaték-vektort. A 4.7. (b) dbra alapjan belathatd, hogy az igy kapott nyoma-
tékvektor a rajz sikjabol kifelé mutat, tehat valéban a berajzolt nyil iranyaban forgat. Fz
az eredmény — bar levezetésénél specidlis alaku vezetOkeretet alkalmaztunk — barmilyen
alaki sikbeli dramhurokra érvényes*.

A forgatonyomatékot eszerint az aram és a vezetokeret altal koriilzart feliilet nagysa-
ga mellett a keret sikjanak (illetve feliiletvektoranak) az indukciévektorhoz viszonyitott
allasa szabja meg. A keret akkor van egyensilyban, amikor a ra haté forgatényomaték
nulla, vagyis amikor @ = 0. Ez azt jelenti, hogy a magneses er6tér az drammal atjart
vezetOkeretet addig forgatja, amig a keret feliiletvektora (normélisa) parhuzamos nem
lesz az indukcidvektorral.

Az arammal atjart forgathatd vezetokeret ilyen viselkedését kisérletileg is igazolni
lehet.

Kisérlet: Aramhurok bedlldsa magneses térben

Fiiggoleges tengely koriil forgathato, arammal atjart vezeté kerethez mag-
nesrudat kozelitve, a keret a rud irdnyara merdlegesen all be, vagyis a keret
feliiletére meroleges feliiletvektor a magneses indukciévektorral parhuzamos
iranyba fordul (a mégnesridban és a végéhez kozeli helyeken a méagneses
indukciévektor parhuzamos a rid tengelyével). 4

A vezetokeretre magneses erétérben fellépd forgatényomaték lehetéséget ad elektro-
mos energianak mechanikai munkava valo atalakitasara, hiszen a keretben foly6 aram
hatasdra jon létre az elfordulas. Némi nehézséget okoz, hogy a fent targyalt esetben a
keret maximum egy félfordulatot tesz csak meg, azutan igyekszik a nyomatékra vonatko-
76 egyenlet altal meghatarozott egyensulyi helyzetbe bedllni. Ha azonban az egyensulyi
helyzet elérése pillanataban mindig megforditjuk a keretben foly6 aram iranyat, akkor a
keret mindig tovabbfordul, és igy folyamatos forgémozgds hozhaté létre (az dram irany-
valtoztatasanak hagyomanyos moddszere az un. kommutator alkalmazasa, amely ezt a

4 Szabélytalan alaki hurok helyettesitheté egyméshoz illeszkedé téglalap alaki hurkokkal. A feliilet
belsejében egymdssal érintkez6 téglalap-oldalak hatdsa kiesik (ellenkezd irdnyu dramok), csak az ere-
deti hurkot kozelité 1épcsds hurok marad. Homogén erétérben az egyes téglalapokra haté nyomatékok
Osszegzése végill a fenti eredményt adja, ahol A az eredeti hurok teljes feliilete.
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feladatot mechanikai tuton oldja meg). Lényegében ezen alapul az egyendrami elektro-
mos motor mikodése.

A vezetSkeretre haté forgatonyomaték ardnyos a keretben folyé drammal, ezért ha
ismert magneses erétérben egy ismert keretre haté forgatényomatékot megmérjiik (pl.
ugy, hogy egy torziés szallal vagy spirdlrugéval kompenzaljuk), akkor a fenti 6sszefiiggés
alapjan a keretben folyé aram meghatarozhato. Ezen alapul az drammérésre hasznalt
mutatés miiszerek mitkddése.

4.4. Magneses dipolus

Az aramhuroknak az a viselkedése, hogy a hozza rendelt feliiletvektor bedll az in-
dukciévektor iranyédba, hasonlit a magneses anyagbdl késziilt iranytl viselkedéséhez, ami
szintén az indukciovektorral parhuzamosan all be. Rdadasul az aramhurok és a kétpoélu-
st magnes (mégneses dip6lus) erétere is hasonlit egymdashoz. Ez adja az alapjat annak,
hogy az aramhurkot mdgneses dipélusnak nevezik.

4.4.1. A magneses dipolus jellemzése, a magneses dipolmomen-
tum

A mégneses dipolus bevezetése mellett sz0l még egy analdgia: elektromos erétérben
az elektromos dipolus szintén bedll az elektromos eroteret jellemzo vektor, az elektromos
térerdsség iranyaba. Ezt az analdgiat felhasznédlva vezették be azt a vektormennyiséget,
amellyel a magneses dipdlust jellemezni lehet, ami megadja a dip6lus beallasanak ira-
nyat és az aramhurkot jellemz6 adatokat (a hurokban folyé dramerésséget és a hurok
nagysagat). Ezt a mennyiséget mdgneses dipdlmomentumnak nevezik, és definicidja az
elektromos dipdlus-analégian alapul.

Mint azt korabban lattuk, az elektromos dipdlusra elektromos erétérben haté forga-
tonyomaték:

M, =d. x E. (4.21)
A maégneses dipdlusra magneses erotérben fellépd forgatonyomaték viszont
M,, = [Auy x B. (4.22)
A két kifejezés Osszehasonlitasa alapjan a magneses dipélmomentumot célszerii a
d,, = [ Auy (4.23)

osszefiiggéssel definidlni. Ez a mennyiség valéban csak a dipdlus (az dramhurok) adataitol
(dram, feliilet nagysiga, feliilet alldsa) fiigg.
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4.8. dbra. Az aramhurok magneses terének és a dipélmomentum vektor irdnyédnak meg-
hatarozasa

)

Aramhurok mégneses eréterét (B) és a dipélmomentum-vektor (d) iranyénak defini-
ci6jat (az I aram irdnyaval valé Osszefiiggését) mutatja a 4.8. dbra.
Az aramhurokra hato forgatonyomaték a magneses dipélmomentummal kifejezve

M,, = d,, x B. (4.24)

4.4.2. Magneses dipolus energiaja magneses erotérben

Egyenstilyi dllapotban a mégneses dipélus (pontosabban a dip6lmomentum vektor)
befordul a magneses indukciévektor iranyaba. Ha ebbdl a helyzetbol ki akarjuk forditani,
akkor erdt kell kifejteniink, és munkat kell végezniink. Ez a munkavégzés azt eredményezi,
hogy a dipolus helyzeti energidra tesz szert.

Az erctér altal a magneses dipdlus elfordulasakor végzett munka ugyanigy szamithato
ki, mint az elektromos dipdlus esetében:

thér = Mtér dSO = _Mtér d‘)o (425)

Mivel pedig a forgatonyomaték kifejezése is ugyanolyan a két esetben, a szamolas itt
is ugyanugy végezheto el, mint az elektromos esetben, és a végeredmény is ugyanaz, csak
elektromos dip6lmomentum (p.) helyett magneses dip6lmomentumot (p,,), elektromos
térerésség (E) helyett mégneses indukciévektort (B) kell irnunk. Az elektromos dipé-

lus helyzeti energiaja elektromos erotérben Ef = —d.E, ennek megfeleléen a magneses
dipolus helyzeti energidja magneses erétérben
E' = —-d,,B. (4.26)

A helyzeti energiat most is a dipolusnak arra a helyzetére vonatkoztatjuk, amikor
a dipélmomentum vektor meroleges az indukciévektorra. Ebben a helyzetben a dipdélus
helyzeti energiaja nulla, ennek kovetkeztében az egyensiilyi dllapotban a helyzeti energia
negativ.
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4.5. Elektromos aram magneses erotere

A maégneses erétérben fellépd eréhatasok szamitasanal mindig feltételeztiik, hogy a
tér minden pontjaban ismerjiik a B mégneses indukcidévektort. Felmeriil a kérdés, hogy
hogyan lehet kiszdmitani egy mégneses eréteret létrehozd konkrét targy koriil kialakult
er6térben a magneses indukciévektort. A targy elvileg lehet egy aramvezetd vagy egy
magnes, de az utébbi esettel — bonyolultsdga miatt — itt nem foglalkozunk. fgy a feladat
tulajdonképpen egy elektromos aram magneses eroterének kiszamitasa.

4.5.1. A Biot-Savart-torvény

A magneses erotér szamitasanak egy maddszerét sajat mérési eredményeikre tamasz-
kodva J.B. Biot és F. Savart” adtdk meg. A mérések alapjan arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy egy aram dl hosszisagu, elemi szakasza altal egy P pontban létrehozott
dB indukciévektor-jarulék nagysiga az alabbi kifejezéssel adhaté meg (4.9. dbra):

Idl .
dB ~ =) sin(a). (4.27)

Itt o az dram irdnya és a dl dramelemtdl a vizsgalt ponthoz (P) hizott egyenes dltal
bezart szog. Ha az aranyossagi tényezot K,,-mel jeloljiik, akkor azt kapjuk, hogy

Idl .
dB = Kmr_2 sin(a). (4.28)

dB
(befelé)

4.9. dbra. Arammal atjart infinitezimalis vezeto szakasz altal gerjesztett magneses tér

Ha bevezetjiik az dram iranyaba mutaté ur, és az aramelemtol a P ponthoz mutaté u,
egységvektorokat (4.9. dbra), akkor a dB jarulékot vektori alakban is felirhatjuk. Az in-
dukciévektorra vonatkozo mérésekbdl ugyanis kideriilt, hogy a magneses indukciévektor-

5Jean-Baptiste Biot (1774 -1862), Félix Savart (1791-1841) francia fizikusok
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jarulék (dB) mindkét egységvektorra merdleges, és az dbran lathaté esetben a rajz sikja-
ba befelé mutat. Ez azt jelenti, hogy dB || ur X u,, vagyis az dramelem jaruléka vektori
alakban igy irhato:

ur X u,
2

dB = K,,I dl. (4.29)

,
(Itt felhasznaltuk, hogy |ur x u,| = sin(a).) Ez az dramelem mégneses er6terére vo-
natkozé Biot-Savart-torvény (egyes — féleg angol nyelvii — kényvekben Ampére-Laplace-
torvényként szerepel).

Mivel a sztatikus mégneses eréteret egy adott helyen (P) mindig egy zart dramhu-
rok hozza létre, a magneses indukcidévektor szamitasandal a teljes L aramhurok mentén
korbejarva osszegezni (integralni) kell az egyes aramelemek jarulékait:

ur X u,

B(P) = K1 f

L

dl. (4.30)

r2

Ez a teljes aramkorre vonatkozo Biot-Savart-torvény. Kisérletileg ezt a torvényt lehet
ellenérizni, az dramelemre vonatkozé torvény csak kozvetve igazolhato (a beléle kapott
teljes dramkorre vonatkozé fenti torvény helyessége igazolja).

Formai okokbdl a K, aranyossagi tényezot egy masik allandoval szokas helyettesiteni,
amit (i -lal jelolnek, és amelynek definiciéjat a K, = £ Osszefiiggés adja. Ezzel a Biot-
Savart-torvény igy alakul:

o @ ur X u,
B(P) = 10 7§ R (4.31)
L

Ha az aramerosség egységét ismerjiik, akkor az egyenletben szereplé piy allando érté-
két a fenti Osszefiiggés elvileg egyértelmtien definidlja. Az Sl-egységrendszerben azonban
el6szor g értékét definidltak, és csak ezutan az aramerésségét (lasd 4.7.2 fejezet). A
definialt érték: po = 47 - 107" Vs/(Am).

A Biot-Savart-torvény segitségével elvileg tetszoleges aram altal 1étrehozott magneses
erOtér tetszoleges pontjaban meghatarozhaté a magneses indukciovektor, de szabalytalan
alaku aramvezeto esetén a szamitas komoly nehézségeket okozhat, tobbnyire csak kozelito
modszerekkel hajthaté végre.

4.5.2. A Biot-Savart-torvény alkalmazasai

Itt példaként két egyszerli esetet targyalunk: eloszor kiszamitjuk a magneses induk-
ciovektort egy kor alaki vezeto esetén a kor kozéppontjaban, majd ésszefoglaljuk, hogy
hogyan lehet meghatarozni egy hosszi egyenes vezetében folyé dram magneses ercterét.
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Magneses indukciévektor korvezetd korének kozéppontjaban

Itt a méagneses indukcidvektor nagysidgat a Biot-Savart-torvény alkalmazasaval, az
L vezetShurok (kor) mentén torténé osszegzéssel kapjuk meg (4.10. dbra). Felhasznalva,
hogy az ur és u, egységvektorok merélegesek egymésra (|ur x u,| = 1), tovdbbd a vezetd
minden pontja ugyanolyan tévolsdgra (R) van a P ponttdl, azt kapjuk, hogy

o lur x u,| o 1 o j{
B(P)=—1¢ ———dl="—-1 ¢ —dl = I ¢ dl. 4.32
(P) 4 f R? 47 ]{ R? 47 R? (4.32)

L L L

dB|u xu
L u,
di
] —

4.10. dbra. Mégneses indukcidévektor korvezeto kozéppontjaban

A dl szakaszok Gsszege a kor mentén viszont éppen a kor keriiletével egyenld, ezért a
keresett indukciovektor nagysaga

Po pol
B(P) = I2Rm = —. 4.33
P)= "= 3R (4.33)
Az indukciovektor irdnyat a ur x u, vektorszorzat irdnya adja meg, vagyis az abra
szerinti elrendezésben az indukciévektor a kor sikjara merdlegesen felfelé mutat.

Vonalszerti, egyenes vezeté magneses erGtere

Kicsit hosszabb szamoléassal, de kiilonésebb bonyodalmak nélkiil kiszamithaté az in-
dukciévektor egy nagyon vékony, nagyon hosszi (elvileg végtelen) egyenes vezetd koriil
kialakulé magneses erétérben. Az indukcidévektor — a Biot-Savart-torvénnyel, és a tapasz-
talattal 0sszhangban — merdleges az dram irdnyara, nagysaga pedig a szamolds szerint
az aramvezetotol mért R tavolsaggal csokken, a

I
B= 2’%{ (4.34)
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4.11. dbra. Végtelen egyenes vezetd mégneses terének szamitdsa a Biot-Savart-torvény
segitségével

Osszefiiggés szerint.
A szamolast a 4.11. abra segitségével végezhetjiik el, amelyen lathaté az aram egy ele-
mi dl szakasza, amelynek indukcié-jarulékat a Biot-Savart-torvény segitségével irhatjuk

fel:

_ fo ur XU,
47 72

dB(P) dl. (4.35)

Ebbol latszik, hogy az indukcidvektor merdleges az aram irdanyara és az R szakaszra, és
az abran berajzolt kor érintéje iranyaba mutat. Az indukcidévektor nagysaga a P pontban

fo L |ur X u,| o sin (m — 1) o sinv
BP)=—I———dl="—]——F—"Fdl=—1I . 4.
dB(P) 4w 72 d 4 72 d A r? dl (4:36)
Mivel
dlsinﬂ: dlcosazgz do, (4.37)
r r r
tovabba
R
r= , (4.38)
cos a
igy
o . sin ol
dB(P) = o dl = = cos(a) dav. (4.39)

Az egyenes vezet6 altal okozott indukciévektor teljes nagysdgat a dl szakaszok ja-
rulékainak Osszegzésével, azaz integralassal kapjuk meg (minden szakasz jaruléka azonos
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irdnya):
17 I I I
B(P) = Moz cos(a) dev HoZ [sin(a)] ™2 = HoZ o _ Hoo (4.40)

 47R - AR /2 Az R~ 27R’
—m/2

4.6. A sztatikus magneses erotér alaptorvényei

A sztatikus elektromos erotér esetén az erdteret jellemzo E térerdsségvektorra két
alapvetod integral-torvény, az elektrosztatika I. és II. alaptorvénye érvényes. Felmeriil
a kérdés, hogy a sztatikus méagneses erotér jellemzésénél felhasznalhatjuk-e ezeket az
eredményeket.

Nehézséget az okozhat, hogy a magneses erdteret jellemzo B magneses indukciévek-
tor a magneses erOhatasokkal csak attételes modon — egy vektorszorzat segitségével —
hozhaté kapcsolatba. Ez lényeges eltérés az elektromos erétértol, ahol a térerdsség ara-
nyos a toltésre hato erovel, igy az E dr skalarszorzatnak kozvetlen fizikai jelentése van
(szamértékét tekintve az erétér altal egységnyi toltésen végzett munka). Ezzel szemben
a B dr mennyiség fizikai szempontbdl semmit nem jelent. Megtarthatd azonban a két
alaptorvény matematikai-geometriai jelentése, ami az erotér erovonalainak szerkezetére
vonatkozo6 informécidkat ad.

4.6.1. A sztatikus magneses erStér II. alaptérvénye (a magnet-
osztatika Gauss-torvénye)

Az elektrosztatika II. alaptorvénye azt fogalmazza meg matematikai formaban, hogy
az elektrosztatikus erotér erovonalai toltéseken kezdodnek és toltéseken végzddnek, vagyis
ennek az erétérnek forrasai vannak.

Ez a kérdés a mégneses indukciévektorral kapcsolatban is felvetheto, és a valasz
matematikai megfogalmazasa ugyantugy adhaté meg, mint az elektrosztatikus erotérnél.

Az indukciévektor esetén — az elektrosztatikus tér fluxusanak mintdjara — bevezetheto
az A feliiletre vonatkozo

By — / BdA (4.41)
A

indukciofluxus, aminek ugyanolyan jelentése van, mint az elektromos térerosség fluxusa-
nak (szamértéke a feliiletet d&tmetsz6 indukciévonalak szdméanak el8jeles dsszegével egyen-
16).

Az hogy egy zart feliiletre vonatkozé indukcidfluxus milyen, informaciét ad az induk-
ci6vonalak jellegére, az er6tér forrdsos vagy forrdsmentes voltara (vagyis arra, hogy az
indukciévonalak kezdédnek és végzédnek valahol, vagy nem).
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Az aramok altal létrehozott magneses erétérrel kapcsolatos tapasztalataik azt mutat-
jak, hogy az indukciévonalak az aramot koriilvevo zart vonalak, amelyek nem kezdodnek
és nem végzddnek sehol. Ez viszont azt jelenti, hogy egy zart feliilet altal hatarolt térfo-
gatba belépo indukciovonalaknak zarédniuk kell, vagyis ismét ki kell 1épniiik a térfogat-
bol. Az indukcidévonalak tehat kétszer metszik a zart feliiletet, és a két metszés ellenkezo
eléjeli jarulékot ad a fluxusban. Emiatt egy zart feliiletre vett indukciofluxus csak nulla
lehet:

7{ BdA = 0. (4.42)

Ezt a torvényt gyakran a sztatikus magneses erotér 1. alaptorvényének vagy a mag-
netosztatika Gauss-torvényének nevezik. A torvény azt fejezi ki, hogy — szemben az elekt-
romos erotérrel — magneses erétérben nincsenek olyan helyek, amelyekben az indukcio-
vonalak kezdodnek vagy végzodnek, mas kifejezéssel a magneses erétér forrdsmentes.

Ezt a tapasztalatot ugy is meg lehet fogalmazni, hogy nincs ,mdgneses toltés”, ame-
lyen az indukciovonalak kezdédnének és végzodnének. Ezt erdsiti meg az a kisérleti ered-
ményiink is, hogy egy , kétpdlusinak” mutatkozo magnesrid kettévagasaval a két darab
tovabbra is kétpolusi marad: a magnes két pélusa nem valaszthato szét.

A magnetosztatika Gauss-torvényét az elektrosztatika Gauss-torvényéhez hasonléan
kifejezhetjiik differencialis alakban is:

divB =0, (4.43)

azaz a magneses indukcié vektor forrassiirtisége a tér minden pontjaban nulla.

4.6.2. A magnetosztatika I. alaptorvénye (gerjesztési torvény)

Az elektrosztatika I. alaptorvényének mintdjara formalisan megprobalhatjuk kisza-

mitani egy L zdrt gorbe mentén a § Bdr mennyiséget, amit drvényerdsségnek vagy
2
cirkulaciénak neveznek. Az 6rvényerdsség az indukciévonalak jellegére ad informéaciot.

Lattuk, hogy egy aram altal keltett magneses erotérben az indukciévonalak 6nmaguk-
ban zar6dé hurkok, amelyek az aramot veszik koriil. Ebbol el6szor is kovetkezik, hogy
ha zart L gorbének egy ilyen zart indukciévonalat valasztunk, és erre kiszamitjuk az
orvényerosséget, akkor biztosan nullatol kiilonbozo értéket kapunk. Ha ugyanis a gorbét
az indukciovektor iranydban jarjuk koriil, akkor az elmozdulasvektor és az indukcidvek-
tor mindeniitt parhuzamos lesz egymassal (az indukciévektor a vonal érintGje), tehat
minden elemi szakaszon Bdr > 0, igy a teljes integral értéke is pozitiv. Ha viszont a
koriiljaras iranya ellentétes, akkor minden szakaszon B dr < 0, tehéat az integral negativ.
Bebizonyithato, hogy zart indukcidovonalak esetén az orvényerosség akkor sem lehet nul-
la, ha a szamitast nem indukciévonal mentén végezziik el. A tapasztalatokra alapozva
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— onmagukban zarodé indukciévonalakat feltételezve — annyit tehat megallapithatunk,
hogy

]{ Bdr 0. (4.44)

L

A kérdés az, hogy az orvényerésség milyen mas fizikai mennyiséggel hozhaté Gssze-
fiiggésben, és mire utalhat a szamértékének nagysdga.

Az erotér tanulmanyozasa soran kideriilt, hogy az orvényerosség csak akkor kiilon-
bozik nullatél, ha a zart L gorbe, amelyre az orvényerosséget kiszamitjuk, aramot fog
koriil (4.12. (a) dbra). A kisérletek azt is megmutatjak®, hogy az drvényerdsség a zéart L
gorbe altal korbevett — vagyis a zart gorbe altal hatarolt A feliiletet atmetsz6 — aram [
erésségével aranyos:

]{ Bdr ~ I. (4.45)

L

Ha a feliiletet tobb dram metszi at, akkor a jobboldalon az aramok eldjeles Gsszege
all, vagyis

7{]3 dr ~ > I (4.46)

Az dram el6jelét a gorbén torténd koriiljards irdnya szabja meg a 4.12. (b) abrén
lathat6 jobbkéz-szabalynak megfeleléen. Eszerint a 4.12. (b) dbran I; és I, > 0, I3 < 0.

A torvény pontos alakjanak felirasdhoz ismerni kell az aranyossagi tényezo értékét.
Ezt mérés utjan meghatarozhatjuk, de megkaphatjuk tgy is, hogy a fenti torvényt alkal-
mazzuk egy ismert, specidlis magneses erétérre. Ilyen példaul az egyenes vezeto erétere.

Az egyenes vezetében folyé I aram magneses terének jellegét kisérletekbol jol is-
merjiik, és az indukciévektort a Biot-Savart-torvény segitségével ki is tudjuk szamitani.
Alkalmazzuk a fenti torvényt gy, hogy az integrélds utvonalaként (L) az er6tér erévo-
nalait koveto zart gorbét, azaz az aramra meroleges sikban, az dram koré rajzolt kort
vesziink fel (4.13. dbra). Az elrendezés hengerszimmetrikus, ezért a kor mentén a B vek-
tor nagysdga mindeniitt ugyanakkora, és mindeniitt B || dr, igy a zért L gorbére vett
integral:

I

]§Bdr = ]{Bdr = 37{ dr = B27mr = ’;LQW = 1ol (4.47)
rm

L L L

Az aranyossagi tényezd tehat a korabban bevezetett g allandé.

6 Az erre szolgdlé kisérleti eszkdz az in. Rogowski-tekercs. A kisérlet részletes lefrasa megtaldlhaté
pl. a Budo A.: Kisérleti fizika II. c. kobnyvben.
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dr

(a) (b)

4.12. dbra. A méagneses tér orvényerdssége az L zart gorbe mentén (az dram el8jelét a
gorbe koriiljarasi irdnya szabja meg (b) dbra)

4.13. dbra. Végtelen egyenes vezeto mégneses terének szamitasa

Az orvényerdsségre vonatkozo torvény pontos alakja tehat a kovetkezo:

f Bdr =Y L. (4.48)

L

Itt >, 1) az L zart gorbe altal koriilfogott aramok algebrai dsszege, amelyben az dramok-
nak a zart gorbe koriiljarasaval osszefiiggo, és a fenti abran lathaté eléjelet tulajdonitunk.

Az 6sszefiiggést, amely barmilyen zart gérbére torténo integraldasndl érvényes, a sztati-
kus magneses erdtér 1. alaptorvényének, vagy Ampere féle gerjesztési torvénynek nevezik.

153



Fontos hangsulyozni, hogy a torvényben szereplé aramosszeg az aramok eléjeles 0sszege,
igy akkor is lehet nulla, ha a zart gérbe aramokat vesz koriil, de azok ellenkez6 irdnytak
és azonos nagysaguak.

Ha a zart gorbe folytonosan eloszl6 aramokat vesz koriil, akkor a gerjesztési torvény-
ben az aramok Osszegét az aramstriséggel fejezhetjiik ki:

S L= / jdA. (4.49)
k A

Itt az integralas az L zart gorbe altal hatarolt A feliiletre torténik. Ezzel a gerjesztési
torvény a

der = ,uo/j dA (4.50)

L A

alakot 0lti.

A torvény fenti integrélis alakjat matematikailag tovabb egyszertisithetjiik a Stokes-
féle integraltétel segitségével (1d. Matematikai 6sszefoglald, ?7. fejezet), amely szerint egy
vektortér zart gorbére vett vonalmenti integralja megegyezik a vektortér rotaciojanak a
gorbe éltal korbezart feliiletre vett integraljaval:

%Bdr:/rothA:,uo/jdA. (4.51)

L A A

Ezen két feliileti integral értéke akkor és csak akkor lehet minden A feliiletre egyenlo,
ha maguk az integrandusok is megegyeznek, azaz:

rot B = j10j. (4.52)

Ez a magnetosztatika elso torvényének differencialis alakja, amely teljességgel ekviva-
lens az integralis alakkal. A differencialis torvény lokalis mennyiségekre mondja ki a tér
orvényességére vonatkozo torvényt: a magnetosztatikus tér orvénystiriisége a tér minden
pontjaban megegyezik az adott ponton mérheto aramstirtiséggel.

A gerjesztési torvény segitségével bizonyos esetekben a magneses indukciovektor igen
egyszeriien meghatarozhaté. Ehhez azonban az sziikséges, hogy az erotérnek valamilyen
szimmetridja legyen, ami lehet6vé teszi, hogy az integrélis torvénybol a magneses induk-
ciovektort kiemeljiik.

Most néhany egyszerii geometriaji aram magneses terét szamitjuk ki a gerjesztési
torvény segitségével.
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4.6.3. Hosszi, vonalszeri egyenes vezeto magneses erotere

A nagyon vékony, hosszi, egyenes vezeto esetét — forditott sorrendben — tulajdonkép-
pen egyszer mar végigszamoltuk, amikor a gerjesztési torvényben szereplo aranyossagi
tényezot kerestiik. Akkor ismertnek tételeztiik fel az indukciévektort, és a torvény ponto-
sabb alakjat kerestiik. Most a torvényt ismerjiik és a magneses indukciévektort akarjuk
meghatarozni. A végeredmény ugyan nyilvanval6, de a torvény alkalmazasanak mene-
te j6l bemutathaté ennek az egyszeri feladatnak a megolddsa kapcsan. A megoldasnal
ugyanazt az abrat hasznalhatjuk, amit korabban, és a szimmetriara vonatkozo érvelés is
ugyanaz.

Az egyenes vezetGben foly6 I dram magneses terének targyalasdhoz az integralas t-
vonalaként az erotér erévonalait kéveto zart gorbét, azaz az dramra meroleges sikban, az
aram koré rajzolt kort célszeri felvenni (4.13. abra). Az elrendezés hengerszimmetrikus,
ezért a kor mentén a B vektor nagysaga mindeniitt ugyanakkora, és a forrasmentesség
miatt mindeniitt B || dr, igy a zart gorbére vett integral:

7{Bdr = %Bdr = B]( dr = B2mr. (4.53)

L L L

Maésrészt viszont a gerjesztési torvény szerint

j[B dr = pol, (4.54)
L

ezért a magneses indukcidévektor nagysagara azt kapjuk, hogy

ol
B=—, 4.55

27r ( )
vagyis az eroteret jellemzo indukcidévektor nagysaga a vezetotdl tavolodva a tavolsaggal
forditott aranyban csokken. A térerdsség iranyat adott pontban a ponton at, az aram,
mint kézéppont koriil rajzolt kor érintdje adja meg.

4.6.4. Egyenes tekercs magneses erotere

Tapasztalatbol tudjuk, hogy egy tekercs belsejében j6 kozelitéssel homogén, a tekercs
tengelyével parhuzamos magneses erotér jon létre. Most példaként a gerjesztési torvény
alkalmazasaval kiszamitjuk mégneses indukciovektor nagysagat egy N meneti, [ hosszu-
sagu egyenes tekercs belsejében.

A szamitashoz a 4.14. dbran lathatd, téglalap alaku L zart gorbét célszert felvenni,
amelynek 1-2 szakasza a tekercs belsejében, a tekercs tengelyével parhuzamosan halad.
Ekkor az 1-2 szakaszon B || dr, mésrészt a 2-3 és 4-1 szakaszokon kozelitéleg igaz,
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4.14. abra. Hosszi egyenes tekercs magneses tere

hogy B L dr, ezért ez utébbi két szakasz elhanyagolhaté jarulékot ad az integralhoz.
Végiil a 3-4 szakaszt tetszOleges tavolsdgra elvihetjiik (ezt szimbolizalja az abran a zart
gorbe szaggatott része), ahol a magneses erétér mar igen kicsi, igy ennek a szakasznak a
jarulékat is elhanyagolhatjuk. Ezért a zart gorbére vett integral igy egyszertisodik:

2

7{Bdr R~ /Bdr ~ BI. (4.56)

L 1

A gerjesztési torvény szerint viszont

j([Bdr = pio »_ Ir = o N1, (4.57)
T, k

igy a magneses indukciévektor nagysaga a tekercsben

po NI
[

B =~ . (4.58)
(Az N szorzo6 azért jelenik meg, mert az dram ugyanabban az irdnyban N-szer metszi 4t
a zart L gorbe altal hatérolt A feliiletet.)

A valdsagban az erotér a tekercs végeinél biztosan nem homogén, ezért a fenti tssze-
fiiggés csak koriiltekintéen alkalmazhaté. Jo kozelitéssel érvényes hosszi, vékony tekercs-
ben, a tekercs végéhez nem tul kozeli pontokban. A tekercs széleinek hatésat elkeriilhet-
jiik, ha az indukciévektort csak a tekercs belsejében szamitjuk ki. Ha ott egy [” hosszisagu
szakaszon a menetek szama N’, akkor bevezetve a n = ]2[—,/ menetstlriséget, az indukcio-
vektor nagysagara a

B = ponl (4.59)

Osszefiiggést kapjuk.
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4.7. Aramvezet8k kélcsénhatésa, az aramerosség Sl-
egysége

Miutan megismertiink néhany maédszert arra, hogy hogyan lehet kiszamitani egy aram
altal 1étrehozott magneses erétérben az indukciévektort, és korabbrdl tudjuk, hogy egy
aramra milyen er6 hat adott indukciéji méagneses erétérben, lehetdségiink van az aramok
kozotti kolesonhatds szamitasara is. Az alapelv itt az, hogy kiszamitjuk az egyik aram
altal a masik helyén létrejott indukciovektort, és meghatarozzuk, hogy ebben az erétérben
milyen er6 1ép fel a masodik aramvezetore.

4.7.1. Arammal atjart, hosszu, egyenes vezetok kolcsonhatasa

Az daramvezetok kozott 1étrejove kolesonhatast kordbban mar kisérletileg is megvizs-
galtuk, és azt tapasztaltuk, hogy két parhuzamos, arammal atjart egyenes vezeto egymast
vonzza, ha a két dram egyiranyu, és egymast taszitja, ha a két aram ellenkezé irany.
Korabbi eredményeink segitségével ezt az erot most mar ki is tudjuk szamitani.

Két egyméstol d tavolsagra 1évo, nagyon hosszi, parhuzamos vezetoben azonos irany-
ban folyé dramok ([; és I) kolesonhatdsat vizsgaljuk (4.15. dbra). Az dramok a rajz
sikjara merdlegesen, abbdl kifelé folynak, és nagyon nagy [ hosszisdgu szakaszaik allnak
egymassal kolcsonhatdsban.

4.15. 4bra. Arammal atjart, hosszu, egyenes vezetok kolcsonhatasa

Az I, dramra hato6 er6t a korabban megismert
Fgl = IQZUTQ X B1 (460)

Osszefiiggés adja meg, ahol ury az [, aram irdnyaba — esetiinkben az abra sikjabdl kifelé
— mutaté egységvektor, By pedig az I, aram &ltal az Iy dram helyén létrehozott magneses
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indukciovektor. A vektorszorzat eredménye egy olyan erd, amely az [; dram felé mutat,
vagyis az [, aram vonzza az I, aramot. Mivel ury 1 B1, a vonzderd nagysaga:

Fy = LIB. (4.61)

Tudjuk, hogy egy nagyon hosszu vezetoben foly6 I; aram altal a tole d tavolsagban
(vagyis az I dram helyén) létrehozott magneses indukcidévektor nagysaga

ol
B = — 4.62
DY (4.62)
igy a vonzoerd nagysaga
pol1 1ol
Fy = : 4.63
21 2dm ( )

Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is ha az [, dram &ltal az [, dramra kifejtett
er6t szamitjuk ki.

A két nagyon hosszi vezet6 kozott fellépd kolesonhatédst legtobbszor a vezetok egy-
ségnyi hosszara hato

Fun = % _ tol11s
Fh 2dr

(4.64)

erovel jellemzik.

4.7.2. Az aramerosség Sl-egysége

Az aramvezetdk kolcsonhatasara kapott eredmény felhasznalhatd arra, hogy az elekt-
romos aram mérését eromérésre vezessiik vissza. Ha készitiink egy olyan eréméré beren-
dezést, amellyel két azonos I nagysagu, parhuzamos aram kozott fellépo fr, erét meg
tudjuk mérni, akkor az

_ pol?
27

1= |20 (4.66)
Ho

értéke meghatarozhatd. Ehhez — az elrendezésben adott d mellett — ismerni kell a pyg
allandot, amit a magneses eréhatasok mérése utjan elvileg meg lehet hatarozni.

Az SI-mértékrendszerben azonban nem ezt az eljarast kovették, hanem el6szor defi-
nialtak a po allando értékét, amit természetesen a korabban bevezetett dram-egységhez
(C/s) illesztettek. Igy a o lland6 definialt értéke: pg = 4 - 107745

Jrn (4.65)

Osszefiiggésbol az aram
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Ezzel az dramerOsséget erOmérésre visszavezetd definicios egyenlet az

2d
= T _ o (4.67)
dr 1077\ 2-107 %

alakot Olti. Ennek alapjan egységnyi, azaz 1 A aram folyik a két kolcsonhaté vezetében,
ha | = 1 m hossztisagi szakaszaik kozott d = 1 m tévolsdgban Fj, = 2-107" N erd 1ép fel
(vagyis frn =2-107"N/m).

Az aram mérésére és az aramerosség egységének meghatdrozasara a gyakorlatban
hasznalt eszkozok altaldban a karos mérleg elvén alapulnak, ezért ezeket drammérlegek-
nek nevezik. Az arammérlegekben praktikus okokbdl nem egyenes vezetékben, hanem
tekercsekben folyé aramok kolesonhatasat mérik.

Az Sl-rendszerben az aramerdsség egységének fenti definicigjabol szarmaztatjak a
elektromos toltés egységét a () = [t Osszefliggés segitségével. Az igy definidlt toltésegység
az 1 As, amelyet coulombnak (C) neveznek: 1C =1 As.
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5. fejezet

Az anyagok magneses tulajdonsagai

A magneses jelenségeket eddig levegoben vizsgaltuk. Kimutathat, hogy vakuumban
gyakorlatilag ugyanolyanok a térvények. Mi torténik, ha a magneses eréteret keltd ara-
mokat mas anyagok veszik koriil (pl. folyadék, szilard anyag)? Hogyan hat a magneses
er6tér a kiilonb6zo anyagokra?

Kisérlet: Szilard anyagok viselkedése magneses térben

Egy erés magnes két polusa kozé egy szalra fiiggesztett bizmut rudat helye-
zlink el, amely fiiggdleges tengely koriil konnyen elfordulhat. A rid a magne-
se polusokat 0sszekoto egyenesre merdlegesen igyekszik beallni. Ha a bizmut
rudat aluminiumra cseréljiik, az a pélusokat 6sszekoto egyenessel parhuzamo-
san all be. A kisérlet tanusdga szerint ezen anyagokra az erOhatéas viszonylag

gyenge.
http://fizipedia.bme.hu/index.php/Féjl:Paramagnesseg_1.ogv ¢

Kisérlet: Ferromagneses anyag viselkedése magneses térben

Az el6z6 kisérletet egy vas ruddal megismételve az aluminiumhoz hasonlé
viselkedést, de sokkal erdsebb kolcsonhatast tapasztalhatunk. Ugyanakkor
azt is észrevehetjiik, hogy a vas magnessel valo kélcsonhatasanak erdssége
igen erés homérsékletfiiggést mutat.

http://fizipedia.bme.hu/index.php/Fajl:Curie_pont_1.ogv ¢

Kisérlet: Folyadékok viselkedése magneses térben

Megfigyelhetjiik, hogy a folyékony nitrogén a méagnes pélusai kozti erés mag-
neses térbdl kilokodik, a cseppfolyds oxigén pedig ezzel ellentétben a polusok
kozti er6s magneses térben marad

http://fizipedia.bme.hu/index.php/Fajl:Paramagnesseg_2.0gv 4
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Ahhoz, hogy a fenti kérdésekre valaszolni tudjunk, ismerniink kell az atomok fel-
épitését és viselkedését. Az anyagot felépité atomok toltott részecskékbél (atommag és
elektronok) allnak, amelyek allandé mozgasban vannak. Az atommag toltéseinek moz-
gasat elsé kozelitésben elhanyagolhatjuk, az elektronok azonban atomi léptékkel mérve
jelentos mozgasokat végeznek, ami azt jelenti, hogy az atomban elektromos aramok jon-
nek létre. Ezek az atomi daramok mégneses dipolmomentumokat és magneses erdteret
hoznak létre. Az igy létrejott atomi méagneses erterek képesek megvaltoztatni az eredeti
kiils6 magneses eréteret.

Az anyagok atomjaiban az elektronok kétféle mozgast végeznek, amelyek mindegyike
elemi magneses dipélus megjelenését eredményezi.

Az egyik mozgas az elektronnak az atommag koriili mozgasa, amelyet a magneses
jelenségek egyszerti leirasandal azzal az igen egyszerii (de a valésidgnak nem teljesen meg-
felel) modellel kozelithetiink, hogy az elektronoknak az atommag koriili mozgasat elemi
koraramokként fogjuk fel, és ezek az elemi kérdaramok atomi magneses dipélusoknak fe-
lelnek meg. Ezek adjédk az elektronok un. palyamozgdsabol szarmazéd dipolmomentumot.

Az anyagok magneses viselkedése bizonyos anyagok esetén nem értelmezhetd egye-
diil az elektronok palyamozgésabdl szarmazo magneses dipolmomentumok segitségével.
Ennek az az oka, hogy az elektronoknak van egy sajat bels6é impulzusmomentuma és
magneses dipélmomentuma is. Ezt spin magneses dipolmomentumnak nevezik.

e Az anyagok tobbségében az atomok magneses dipélmomentumainak ereddje nem
nulla, tehat az atomoknak van egy ered6é magneses dipolmomentuma. Ezek a di-
polmomentumok azonban kiilsé magneses tér nélkiil rendezetleniil helyezkednek el,
és atlagos eredé magneses erOteriik nulla. A kiils6 méagneses er6tér ezeket a di-
polusokat rendezi, és ekkor nullatdl kiilonbozo ereddé magneses eréteriik lesz, ami
megvaltoztatja az eredeti kiilso6 méagneses erdteret.

e Az anyagok egy részében kiils6 magneses erétér nélkiil az atomokban az elektronok
magneses dipélmomentumai egymast kompenzaljak, igy az atomoknak nincs eredd
magneses dipélmomentuma. A kiils6 magneses erdtér azonban az ilyen anyagok
atomjaiban eredé mégneses dipélusokat (in. indukélt dipélmomentumot) hozhat
létre, és ezeknek a rendezett mégneses dipolusoknak az atlagos tere mar nem nulla,
ami szintén befolyasolja a kialakulé méagneses ercteret.

Azt a folyamatot, amelynek sordn az anyagban az atomi magneses dipolmomentumok
rendezodnek, az anyag mdgnesezésének, az ilyen allapotba keriilt anyagot pedig mdgne-
sezettnek nevezik.

Az atomokban végbemené toltésmozgasbdl szarmazo aramokat — szemben a vezeté-
kekben foly6 un. makroszkopikus daramokkal — gyakran mikroszkopikus dramoknak neve-
zik. Ezzel a terminologiaval élve azt mondhatjuk, hogy a makroszkopikus aramok altal
létrehozott magneses eréteret az anyag jelenléte az atomi szinten jelentkezd, mikroszko-
pikus aramok révén maédositja.
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5.1. Magneses erotér anyagokban

A magnesezett anyagokban varhatéan mas lesz a magneses erétér, mint a kiils6 tér,
hiszen a magneses dipdélusok tere mddositja azt. A kiilonbozé anyagok magneses eréte-
ret médosité hatasa kiilonboz6, mert az anyagok mégneses erotérbe helyezve kiilonbozo
modon viselkednek. Ebbol a szempontbdl 1ényeges kiilonbség van a homogén, izotrop
anyagok és a bonyolultabb (inhomogén, anizotrép) anyagok kozott.

5.1.1. Az atomi magneses dipolusok hatasa a magneses erotérre
homogén, izotrop anyagokban

A homogén, izotrép anyagok a magneses térrel kapcsolatos viselkedésiik alapjan két
nagy csoportba oszthatok:

1. Paramagneses anyagok

Azokban az anyagokban, amelyekben az atomoknak nullatoél kiillonb6z6 magneses di-
pélmomentuma van (ez az anyagok tobbsége) az atomi dipdlusok kiilsé magneses tér
nélkiil rendezetleniil helyezkednek el, és magneses erdtereik atlagosan semlegesitik egy-
mast. Ha azonban az anyagot magneses erétérbe tessziik, akkor a dipélmomentumok
igyekeznek bedllni az erétér iranyaba. A tokéletes rendezddést a hémozgas és a dipdlusok
kolesonhatasa megakadalyozza, de a dipolusok tobbsége az erdtérrel kézel parhuzamosan
all be (5.1. dbra).

s Bw *
%anyag& & %anyag @ Q
-l I I
@ atomi (b @' atomi G G

(a)

=

5.1. dbra. Paramégneses anyag kiilsé tér nélkiil (a) illetve kiils6 magneses tér jelenlétében

(b)
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A kiilsé erétér irdnyédba befordult atomi dip6lus dip6lmomentum vektora (d,,) parhu-
zamos a kiilsé er6tér By mégneses indukciovektoraval (5.2. dbra). Ilyenkor a dip6lust
alkoté dramhurok belsejében a dipélus altal keltett Bgipsi méagneses indukceié egyirdnyt
a dipélmomentum vektorral és igy a kiilsé erotérrel is. Mivel pedig a dipdélus erdtere
éppen itt a legerdsebb (itt a legstirtibbek az indukciévonalak), az erétérrel egy irdnyban
bedll6 dipdlus jelenléte erdsiti az atlagos mégneses erdteret. Ebben az esetben tehat a
mikroszkopikus mégneses dipdlusok ereddje a magneses erétér iranyaba mutat, ezért a
teljes mégneses indukcié nagyobb lesz, mint vdkuum esetében B > B,.

—
(B~

5.2. dbra. A kiils6 méagneses térre parhuzamosan beall6 magneses dipdlus néveli a mag-
neses teret

Az ilyen anyagokat paramdgneses anyagoknak nevezik. Neviiket onnan kaptak, hogy
a beléliik késziilt hosszi, vékony rid a magneses térrel parhuzamosan (parallel) igyekszik
beallni. A homogén, izotrép anyagok donté tobbsége paramégneses.

2. Diamagneses anyagok

Az anyagok egy masik csoportjanal az atomok eredé mégneses dipolmomentuma nul-
la. Ha azonban egy ilyen anyagot magneses erétérbe tesziink, akkor — itt nem részletezett
okok miatt — az atomokban létrejon egy un. indukdlt magneses diplmomentum. Az igy
keletkezett mégneses dipdlusok a kiilsé erdtérrel ellenkezd iranyban igyekeznek bedllni (a
hémozgds hatésa itt is jelentkezik).

Ez a fenti meggondolasok alapjan azt jelenti, hogy a rendezodott dipélusok magneses
erOtere ezekben az anyagokban a kiilsé erotérrel ellenkez6 iranyd, igy az anyagban az
atlagos mégneses indukci6 kisebb, mint a vakuumbeli érték ( B < B,).

Az ilyen anyagokat diamdgneses anyagoknak nevezik. Neviiket onnan kaptak, hogy
a beldliikk késziilt hosszi, vékony rid a mégneses er6térre merdlegesen (diametralisan)
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igyekszik bedllni. Diamagneses anyag pl. a bizmut, a higany, a réz, a viz, a gazok koziil
pedig a nitrogén és a hidrogén.

(Megjegyezziik, hogy az emlitett indukalt diplmomentum a paramagneses anyagok-
ban is létrejon, de az atom eredeti (paramégneses) dipélmomentuma sokkal nagyobb, igy
a diamdgneses hatds nem észlelhetd.)

Késobb ezzel a kérdéssel részletesebben is foglalkozunk, de méar itt megjegyezziik,
hogy homogén, izotrép anyagokban — nem til nagy magneses eroterek esetén — az anyag
jelenlétének a magneses erétérre gyakorolt hatasa egyszertien kiszamithaté. Erre az a ta-
pasztalat ad lehetdséget, hogy egy aram altal egy meghatarozott helyen okozott magneses
indukcié vdkuumbeli ( B,) és ilyen anyag jelenlétében mérheté értékei ( B) kozott egy-
szeri aranyossag all fenn, igy az anyag jelenléte altal okozott valtozas egyetlen, anyagtdl
fiiggd szammal vehet6 figyelembe:

B = 1, B,. (5.1)

Itt u, az anyagi minGségtdl fiiggd szam, az illeté anyag relativ permeabilitdsa. Azokat az
anyagokat, amelyekre ez az Osszefiiggés érvényes, magneses szempontbol linedris anya-
goknak is nevezik.

A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy a relativ permeabilitds paramédgneses anya-
gokban 1-nél nagyobb pozitiv szam: p, > 1 (értéke a mérések szerint 1-t6l alig kiilonbozik,
nagysdga 1+1073 és 1+ 107 kozott van), diamdgneses anyagokban viszont 1-nél kisebb
pozitiv szam: u, < 1 (értéke a mérések szerint alig kiilonbozik 1-t6l, nagysaga koriilbeliil
1—107°). Ezeknek az anyagoknak kozos jellemzdje tehat az, hogy relativ permeabilitdsuk
alig kiilonbozik 1-tol.

Vakuumban nincs magnesezés, ezért u, = 1. Mivel gazokban j6 kozelitéssel u, = 1,
a levegében végzett kisérletek eredményeit jé kozelitéssel vakuumbeli eredményeknek
fogadhatjuk el.

Ha az anyag a fenti egyszer(i anyagoknal bonyolultabb (inhomogén, anizotrép, nem
linedris), akkor viselkedését magneses er6térben jéval nehezebb leirni. Ezekben az ese-
tekben nincs egyszeri Osszefiiggés a vakuumbeli- és az anyag jelenlétében mért magneses
indukcié kozott, s6t vannak olyan anyagok, amelyekben a mégneses dipolusok kiilsé még-
neses erotér nélkiil is rendezodnek, az anyagnak tn. spontan magnesezettsége van. Emiatt
ezekben az anyagokban kiilsé erotér nélkiil is van magneses erotér.

A magnesezett anyagokban varhatéan mas lesz a méagneses erétér, mint a kiilso tér,
hiszen a méagneses dipélusok tere médositja azt. Ha viszont az anyag jelenléte modositja
a magneses erdteret, felmeriil a kérdés: hogyan médosulnak a magnetosztatika alaptor-
vényei?

5.1.2. A magnetosztatika Gauss-torvénye anyag jelenlétében

Az anyagokban az atomi toltésmozgasbdl szarmazé magneses eréteret ugyanolyan
toltéseknek (pl. elektronok) a mozgdsa okozza, mint amelyek a makroszkopikus dramokat
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keltik.

Ezek a mikroszkopikus aramok feltehetoleg ugyanolyan természetii mégneses eroteret
keltenek, mint a makroszkopikus aramok, ezért feltehetjiik, hogy az igy keletkezett mag-
neses indukciévektor erévonalai is zart hurkok. Ebbol kévetkezik, hogy a Gauss-térvény
valtozatlan forméban érvényes anyag jelenlétében is:

%B dA = 0. (5.2)

A

A tapasztalat ezt a feltevést igazolja.

5.1.3. Gerjesztési torvény anyag jelenlétében

A gerjesztési torvény az aramok és a magneses erétér kapcesolatat rogziti, ezért ebben
figyelembe kell venni a mikroszkopikus aramok eroterét is.
Ez formalisan a mikroszkopikus aramoknak a torvénybe torténo beirdsat jelenti:

fB dr = Mo (I + ]mikro) . (53)
L

(Itt 1 illetve Lo & zart hurok altal koriilvett felilleten atmend valédi illetve mikroszko-
pikus daramok el6jeles Gsszegét jelenti.)

Kérdés: adott kortilmények kozott mennyi a zart hurokra illesztett feliiletet atmetszo
mikroszkopikus aram?

A mikroszkopikus dramokat egy egyszeriisitett modellel szamitjuk ki. A modellben az
elemi magneses dipdélusokat kis koraramoknak tekintjiik, és minden dipélust azonosnak
tételeziink fel.

Mivel a mikroszkopikus aramokat makroszkopikus mennyiségekkel akarjuk megadni,
célszerti a magnesezést makroszkopikusan jellemezni.

Az anyagban jelenlév6 atomi aramokat elemi magneses dipélmomentumokkal adjuk
meg. Ha az egyes méagneses dipélmomentumokat d,,;-vel jeloljiik, akkor az egész test
magnesezettségét a dipélmomentumok 6sszegével jellemezhetjiik:

dicies =3 " d,p. (5.4)

Lokalis jellemz6ként itt is (ahogy az elektromos polarizéciéndl) bevezetjiik a magne-
ses dipélmomentumok térfogati stirtiségét (szamértékileg a térfogategység dipélmomen-
tuma):

Ad:sljes _ A (Zz dmi)

Po ==V~ "Ar

(5.5)
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Ez a mdgnesezettség vektora (néha M-mel jelolik).

Nézziik meg, hogy a gerjesztési torvényben az Osszegzéshez felvett zart hurok egy kis
szakasza mentén mennyi lesz a zart hurok altal koriilzart feliiletet egyszer atmetszo aram-
hurkok szama. A méagneses dipolusokat azonosaknak tételezziik fel d,; = I,,A,,uy dipdl-
momentummal. (Itt I,,, az elemi modell-dip6lust alkoté kéraram erdssége, A, a kordram
feliilete, uy a normalis egységvektor, amelynek irdnya az aramiranyhoz a jobbkéz-szabaly
szerint illeszkedik.)

5.3. abra. A mikroszképikus aramok figyelembevétele a gerjesztési torvényben

A dl szakasz mentén azok a koraramok adnak egyetlen metszést a zart hurok altal
hatarolt feliileten (5.3. dbra), amelyeknek centruma benne van az abran szaggatott vo-
nallal jelzett dV = dlA,,|cos(a)| térfogatban. Ha a dip6lusok térfogati darabsiiriisége
n = 4% (darab/térfogat), akkor az ilyen dipélusok szdma

dN =ndV =ndlA,,|cos(a)|, (5.6)

az ebbél szdrmazd — a gerjesztési torvényben jarulékot adé — dramok osszege pedig (ez
esetben pozitiv):
dN
dl o = 1,,—— dlA,, cos(a), 5.7
o = I3 (0) (57)
A kifejezés el6jelhelyesen adja az aramot.
Mivel a a dipélmomentum-vektor és az elmozdulas irdnyaba mutato ur egységvektor
kozotti szog, az aram vektorokkal is kifejezheto:

dN
Al mikro = de dlur = P,,dr. (5.8)
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Itt bevezettikk a dr = dlur elmozdulas-vektort.
A zart hurokra torténo Osszegzésbol az

Imikro = %Pm dr (59)
L

eredményt kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a magnesezettség vektora dltalaban nem orvény-
mentes vektorteret alkot.
A mikroszkopikus aramok fenti kifejezésével a gerjesztési torvény:

%Bdr = ol + Mo]{Pm dr, (5.10)
L L

ahol az integralds (Osszegzés) mindkét esetben ugyanazon L gérbe mentén torténik. Ezt
felhasznélva, az Osszefiiggés atrendezheto a

f (B — joP,y) dr = pio] (5.11)

L

alakba. Ez azt jelenti, hogy anyag jelenlétében a B — poP,, vektormennyiség a mak-
roszkopikus aramokkal ugyanolyan kapcsolatban van, mint vakuumban a B. Az egyenlet
tovabbi egyszeriisitése érdekében még egy atalakitast szokds végrehajtani:

%(Erdﬁadrzl (5.12)

Az egyenlet bal oldaldan a zaréjelben szereplé mennyiséget 1j fizikai jellemzoként szok-
tak bevezetni, és magneses térerdsségnek (H) nevezik:

B
H=-—-P,,. (5.13)
o

Hasznélata nem nélkiilézhetetlen, de a gyakorlatban megszokott, és néha hasznos is.
Ezzel a gerjesztési-torvény igy alakul:

fH@:L (5.14)
L

vagy differencialis alakban:

rotH = (5.15)
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A gerjesztési torvénynek ez az alakja azt mutatja, hogy a H 6rvényerosségét a valodi,
makroszkopikus aramok hatdrozzak meg.
A fenti Gsszefiiggés atrendezésével a térmennyiségek kapcsolata a

B = i (H + P,,) (5.16)

alakba is frhaté.
Vékuumban P, = 0, ezért B = uoH, és a torvény a kordbbi (vakuumban érvényes)
alakba megy at:

L

5.1.4. Magneses erotér homogén, izotrép, linearis anyagokban

Altaldnos Osszefiiggés:
B=u(H+P,). (5.18)

Kiilonboz6 anyagok esetén kiilonbozé a P, és a magneses erétér kapcsolata.

Homogén, izotrép anyagokban, kis tereknél legtobbszor érvényes, hogy P,, ~ H, ezek
az anyagok a linedris mdgneses anyagok. Az ardanyossidgot a P, = x,,H alakban szokés
felirni, ahol x,, az anyag mdgneses szuszceptibilitdsa, amely az anyagi min6ségtdl fiigg.
Megjegyezziik, hogy az anyagok méagneses tulajdonsagainak leirasandl torténelmi okokbol
szokas a magneses térerosségvektort fiiggetlen valtozoként tekinteni.

A tapasztalat szerint a homogén, izotrép, linedris anyagok a magneses térrel kapcso-
latos viselkedésiik alapjan két nagy csoportba oszthatok:

e Az anyagok tobbségénél a szuszceptibilitas kis pozitiv szam: y,, > 0, nagysdga
1073 — 107° kozotti érték. Ezek a paramdgneses anyagok, amelyekben tehat a mag-
neses dip6lusok ereddje (a mégnesezettség vektora) a tér iranyaba mutat. Neviiket
onnan kaptak, hogy a beldliik késziilt hosszi, vékony rud a magneses térrel parhu-
zamosan igyekszik beallni.

e Az anyagok egy masik csoportjandl a szuszceptibilitas kis negativ szam: y,, < 0,
nagysaga 1076 koriili érték. Ezek a diamdgneses anyagok, amelyekben a mégneses
dipdlusok eredéje (a mégnesezettség vektora) a tér irdnyaval ellentétes irdnyba mu-
tat. Neviiket onnan kaptak, hogy a beldliik késziilt hosszi, vékony riud a magneses
térre merélegesen (diametralisan) igyekszik bedllni.

A két csoport kozos jellemzbje, hogy méagneses szuszceptibilitasuk nagysaga alig kii-
16nbozik nullatol.
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A linedris viselkedés miatt a térmennyiségek kapcsolata egyszerisitheto:
B=pu MH+P,) =pH+ pox,mH = po(1+ xm)H = pop, H = pH. (5.19)

Itt . = 1 4+ x.n az anyag relativ permeabilitasa, a = o, mennyiség az anyag ab-
szolut permeabilitisa. Paramagneses anyagokndl p, > 1, diamagneses anyagokndl pedig
i < 1, de mindkét esetben a relativ permeabilitas jé kozelitéssel 1. Vakuumban nincs
magnesezés, ezért x,, = 0, és u, = 1.

Homogén, izotrép, és magneses szempontbdl linedris anyagokban a gerjesztési torvény
egyszeribb alakba irhato:

B
%Hdr:f dr = 1. (5.20)
Holbr
L L
Ebbdl
%Bdr = iy ftol. (5.21)
L

Emiatt azonos makroszkopikus dramok esetén minden vakuumban érvényes Osszefiig-
gésben, ahol szerepel a p, az anyagban érvényes alakot a pog = pop, cserével kapjuk
meg.

[gy frhaté 4t pl. az egyenes vezetd vagy a tekercs magneses tere

ol
B:MMO _

S = B, (5.22)
B= M = 1, B,. (5.23)
Ugyanezeknél az aramoknal a magneses térerosség
H— Mio _ 2_; —u, (5.24)
_IN_ g (5.25)

Lathato, hogy a H — azonos aramok esetén — valéban nem fiigg a kozegtol. Ebbol a
szempontbdl a H az elektromos tér jellemzésére bevezetett D-vel analog (az csak a valédi
toltésektdl fiigg).

Két homogén izotrép, linearis anyag hataran a térmennyiségek vektorai altaldban
torést szenvednek (5.4. abra).

A térer6sség-viszonyok szamitdsa az elektromos térhez hasonlé mdédon torténik: a
felilletre simulé zart gorbe (téglalap) mentén

fHdI‘I —Hgle—i-Hlel:I. (526)
L
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5.4. abra. A magneses térerdsség és az indukcid torése két homogén, izotrdp, linedris
anyag hataran

Ha a feliiletnél nincsenek makroszkopikus aramok, akkor Hyp = Hap, és ilyenkor
a magneses térerésség érintéleges komponense nem valtozik az dtmenetnél (a feliiletre
meroleges vonaldarabok hosszaval nullahoz tartunk, ezért nem szerepelnek a vonalinteg-
ralban).

A maégneses indukci6 vektor véaltozasardl a hatarfeliiletre simulé zart feliiletre szami-
tott fluxus ad felvildgositast:

fB dA = —ByydA + Boy dA =0, (5.27)

A

vagyis Boy = Biy, tehat az indukcio vektor normalis komponense valtozatlan az atme-
netnél.

Ha a hatarfeliileten nincsenek makroszkopikus aramok, akkor B, H és P, egymassal
parhuzamosak maradnak (a fenti dbra ezt az esetet mutatja).

A térerdsség-vektor torésének torvényét a fenti abra és a fenti egyenletek alapjén
kaphatjuk meg.

Bir Bor
co(er) — to(B) = 5.28
g(a) By g(8) Bon (5:28)
tg(a)  BirBoy _ Bir _Hir (5.29)

tg(ﬁ) B Bor By B Bor B poHor B ,u2.
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5.1.5. A magneses indukcioé vektor és a térerosség mérési utasi-
tasa az SI-rendszerben

Hatarfeliileten a térerosségvektor tangencidlis-, az indukciévektor normalis kompo-
nense megy at valtozatlanul, ezért egy anyagban a térerosséget elvileg egy a térerdsség
iranyaban elnyujtott cso alaku kivagasban, az indukciovektort pedig a térerGsségre me-
roleges lapos korong alaku kivagasban lehet megmérni.

Az Sl-rendszerben a mdgneses indukciovektor elvi mérési utasitasa egy kisméretii, A
feliiletti, 1, arammal atjart dréthurokra, vagyis egy magneses dipoélusra haté forgatonyo-
maték mérésén alapul.

A dréthurkot a kérdéses helyen ugy fiiggesztiink fel, hogy egy pont koriil foroghat.
Az aramhurok a magneses erotér hatasara bedll egy meghatarozott helyzetbe: a hurok
sikja ekkor merdleges a B magneses indukcidvektorra (5.5. dbra), vagyis a hurok sikjara
merdleges uy egységvektor (és a magneses dipélmomentum) parhuzamos az indukcié-
vektorral.

Az indukciévektor nagysagat ugy hatarozzuk meg, hogy a hurkot, illetve az uy vek-
torral parhuzamos dipélmomentum vektort a szoggel kitéritjiik az egyenstilyi helyzetébdl,
és megmérjiik az ehhez sziitkséges M = d,,, x B = Aluy x B forgatonyomatékot. Ebbdl

az indukciévektor nagysagat a B = ﬁin(a) Osszefiiggéssel szamitjuk ki.

>

5.5. abra. A méagneses indukciévektor elvi mérési utasitasa

A mdgneses térerdsség elvi mérési utasitasa kompenzaciés mdodszer alkalmazasan ala-
pul.

A kérdéses helyre elhelyeziink egy pont koriil forgathaté iranytiit. Ha ott magneses
er6tér van, akkor az irdnyti bedll egy meghatarozott iranyba (ld. 5.6. (a) abra).

Az irdnytit koriilvessziik egy N menetii, [ hosszusdgu tekerccsel, amelyben aram
folyik. Ekkor az iranyti 1j egyensulyi helyzetet vesz fel. Ezutan a tekercs I, aramat val-
toztatjuk, és a tekercset forgatjuk, egészen addig, amig az irdnytii barmilyen helyzetben

171



nincs
hatarozott tekeres
beallas

hatarozott
beallas

T

(a) !

5.6. dbra. A magneses térerGsség vektor elvi mérési utasitasa

megmarad (5.6. (b) dbra). Ez azt jelenti, hogy nincs magneses erétér, vagyis az eredeti
erGteret a tekercs magneses erétere kompenzalta.
Ekkor az eredeti mégneses térerésség (H) irdnya a tekercs térerésségével (Hiekeres) €l-

lentétes iranyu, nagysaga pedig a tekercs magneses térerdsségével azonos: H = Hiekeres =
InN
e

5.1.6. Anizotrép anyagok

A P, és H kozotti kapcsolat anyagban dltaldban bonyolult: P, = f(H) + PJ. A
magnesezettség altaldban nem parhuzamos a térerésséggel, sot — amint mar emlitettiik
— a magneses dipolusok kiilsé erotér nélkiil is rendezédhetnek, az anyagnak spontan
magnesezettsége van.

Kis terek esetén az anyagok tobbségében a H és P,,, kozott linearis kapcsolat van, de
ez anizotrop anyagok esetén nem egyszeri aranyossag:

Pm:]c = Xmm:Hz + szyHy + Xm:vsz
) Pmy = mexHI + meyHy =+ mesz (530)
9 sz = szzHac + szyHy + szsz'

A kapcsolat hasonlé az elektromos térben a polarizacié vektor és az elektromos térerésség
vektor kozotti osszefiiggéshez.
A Xz, Xmay - - - Xmeys Xmz- mennyiségek alkotjdk a szuszceptibilitds-tenzort.

172



5.1.7. Ferromagneses anyagok

Emlitettiik mar, hogy vannak olyan anyagok, amelyekben a magneses dipélusok ma-
guktdl (spontan) rendezédhetnek, és igy kiilsé magneses erétér nélkiil is magnesezetté
valhatnak. Ezek az anyagok a ferromdgneses anyagok, amelyek a gyakorlatban is jelen-
tOs szerepet jatszanak.

A spontan magnesezettség olyan kristalyos anyagokban alakul ki, amelyeknek atom-
jaiban a spin magneses dipélmomentumok ereddje nem nulla. Az ilyen anyagok egy részé-
ben (ez a kristalyszerkezettel is Osszefiigg) az atomok spin magneses dip6lmomentumai
kozott olyan kolesonhatéds jon létre, amely a dipélusok egy irdnyba térténo rendezddését
eredményezi: az anyag ferromagneses allapotba megy at. A jelenség leirasa elég bonyo-
lult, alapveto oka az, hogy a spin dipélmomentumok parhuzamos bedlldsa a rendszer
stabilitasat noveli. A ferromagneses anyagokban tehat a magneses dipélusok spontan
rendezddése miatt kiilso erdtér nélkiil is van magneses erotér.

A ferroméagneses allapot csak egy bizonyos — anyagtdl fiigeé — homérséklet, az in.
Curie-pont alatt alakul ki (magasabb hémérsékleten a hémozgds megsziinteti a rende-
zettséget). A Curie-pont felett ezek az anyagok paramégnesesek.

Mivel az egy irdnyd mégneses dipélusok magneses tere a rendszer energiajat jelen-
tosen megnovelné, az energia csokkentése érdekében egy makroszkopikus mintadban a
magnesezettség nem azonos iranyu a teljes anyagban, hanem ellenkezé mégnesezettségli
tartomanyok (in. domének) jonnek létre (5.7. (a) dbra). Az ilyen anyag kifelé nem mutat
magneses tulajdonsdgokat. Ha azonban az anyagot erds magneses térbe tessziik, akkor
az erotérrel ellentétes iranyt domének fokozatosan elfogynak, az erétérrel egy iranyu do-
mének pedig megnének, és az anyag mégnesezettsége egy irdnyuva tehet ((b) és (c)
abra). Az igy kialakult dllapot nem egyensiilyi allapot, de nem til magas homérsékleten
a tér megsziinte utan is fennmarad, mert a visszarendezédés csak a hémozgas (magasabb
hémérséklet) segitségével mehet végbe ((d) dbra). Az ilyen anyagban és a kornyezetében
a rendezodott magneses dipolusok magneses erdteret hoznak létre: az anyag magnesként
viselkedik.

Ferromagneses anyag pl. a vas, a nikkel tovabba szamos 6tvozetiik és vegyiiletiik.

A domének dtrendezédésével magyarazhaté az a jelenség, hogy ezekben az anyagok-
ban a magnesezettség (P,,) a magneses térerésség (H) valtoztatdsakor bonyolult médon
— Un. hiszterézis-gorbe mentén — valtozik (5.8. dbra). Az O-val jelolt kezdeti allapot az
anyag egyensulyi allapota, amikor az anyag ellenkez6 irdanyitasu doménekbdl all, és nem
magnesként viselkedik, ered6 magnesezettsége nincs. A magneses térerésség novelésekor a
méagnesezettség eldszor né, majd valtozasa egyre lassibbd valik (,telitésbe” megy), mert
mar minden domén befordult a térerdsség iranyaba. Ha a mégneses térerosséget csokkent-
jiik, akkor — ha a homérséklet nem tul magas — az anyag H = 0 esetén is mégnesezett
marad. Az ekkor mérheté mégnesezettség az un. remanens (maradd) mdgnesezettség
(Ps). Az anyag ebben az allapotdban magnesként viselkedik. Ha a térerdsséget ellenke-
z0 iranyura valtoztatjuk, akkor egy bizonyos térerosségnél a magnesezettség eltiinik, ezt
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B=0 A*B*AA*B*A B=0
8

(a) (b) () (d)

5.7. dbra. Ferromagneses anyag viselkedése kiils6 magneses térben

a térerbsséget (He) koercitiv térerdsségnek nevezik. Az eredetivel ellenkezd térerésséget
tovabb novelve a magnesezettség ellenkez6 iranyu lesz és most is telitésbe megy. Ezutan
a térerdsséget csokkentve a H = 0 értéknél elérjiik az ellenkezd irdnyd remanens magne-
sezettséget. A térerGsséget ismét az eredeti iranyban novelve a koercitiv térerésségnél a
magnesezettség ismét nulla lesz, majd az eredeti iranyban telitésbe megy, és innen kezdve
a gorbe ismétli onmagat (5.8. abra).

5.8. dbra. Ferromagneses anyag méagnesezettsége a kiils6 magneses tér fiiggvényében

A bonyolult P,, = P,,(H) osszefiiggés miatt a ferromégneses anyagok esetén az egy-
szerl P,, = xm H Osszefiiggéssel definidlt magneses szuszceptibilitas (ésigy a i, = 1+ xm
mégneses permeabilitds) nem értelmezhetd, hiszen a x,, = F,,/H mennyiség a gorbe
kiilonb6z6 pontjaiban (vagyis az anyag kiilonbozé allapotaiban) kiilonb6z6 értékeket
vesz fel. Jellemz6 értékként az anyag egyenstlyi dllapotdban (O pont) mérhetd o =
(dP,,/dH)y_,, Un. kezdeti relativ szuszceptibilitdst (permeabilitdst) szokds megadni.
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A ferroméagneses anyagok gyakorlati szempontbdl igen fontos tulajdonsaga, hogy kezdeti
relativ permeabilitdsuk igen nagy lehet, elérheti a 10* —10° értéket is. Ez azt jelenti, hogy
ha a mégneses erdteret létrehozéd dramok kozotti térrészt ilyen anyaggal toltjiik ki, akkor
ott a magneses indukcidovektor nagysaga a vakuumbeli értéknél nagysagrendekkel na-
gyobb lehet. Ezért tesznek a tekercsekbe vasmagot, ha a magneses indukcié megnovelése
a cél (pl. elektromégnesek, 6nindukcids tekercsek).

5.2. A magnesség klasszikus atomi értelmezése

A magnesség klasszikus értelmezése az atomrdl alkotott egyszerii modellen alapul.
Az atomban talalhaté toltott részecskék mozgédsat ez a modell kérmozgasnak tekinti,
és az atomi magnességet lényegében az ebbdl szarmazd koraramok magneses hatasanak

tekinti.
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5.9. abra. Az atomi koraram perdiiletének és magneses dipélmomentumanak klasszikus

[
’
-’

modellje

Egy ilyen atomi koéraram fontosabb jellemzoi lathatok a mellékelt 5.9. abran. Egy
korpalyan mozgo toltott részecskének perdiilete (IN) és mégneses dipélmomentuma (d,;,)
van, amelyek az abran lathato, r sugarta palyan v sebességgel mozgd, m témegti, g pozitiv

toltést részecske esetén

N = rmouy, (5.31)
illetve
d,, = I,Auy. (5.32)
Ha a keringési id6 T, a kormozgas frekvencidja f = 1/T', akkor a toltés altal képviselt
I, dram
Iy = % =qf = q% = %% (5.33)



az aramhurok (a dipélus) feliilete pedig
A= (5.34)

Ezekkel az 0sszefiiggésekkel a magneses dipélmomentum

qu o q q
d,, = [, Auy = — = — = —N. 5.35
Auy = o —rimuy = o —rmouy = o (5.35)
Ez azt jelenti, hogy a korpalyan mozgd toltés magneses dipolmomentuma és perdiilete
egymassal ardanyos. A
g=-L (5.36)

- 2m

aranyossagi tényezot giromdgneses egyiitthatonak nevezik.

5.2.1. Paramagnesség

A paramégnesség az atomi elektronoknak az atommag koriili mozgasabdl szarmazo
magneses hatasokkal magyarazhatd. A korpalyan mozgd elektron méagneses dipolusként
viselkedik, és a magneses erGtérben fellépd forgatényomaték igyekszik beallitani azt a B
vektor iranyaba. Az igy tobbé-kevésbé rendezodott dipdlmomentumok magneses erétere
hozzaadddik az eredeti erotérhez, és ez okozza a paramégneses viselkedést. Itt tehdt
Xm > 0, és p,. > 1. Mivel egy paramégneses rudban az elemi elektron-kéraramok az
erotér iranyaba fordulnak, és mivel ez a helyzet energetikailag kedvezo, a rud maga is
az er6térrel parhuzamos (paralell) helyzete foglal el. Innen szarmazik a paramagnesség
elnevezés is.

A dipdlusok rendezett bedllasat a h6mozgas akadalyozza, ezért a paramégneses szusz-
ceptibilitas a homérséklet emelkedésekor csokken.

A korpalya-modell alapjan az elektron viselkedését magneses erGtérben az alabbi
moédon frhatjuk le.

A fenti formula az atommag koriil korpalyan mozgdénak képzelt, pontszert elektron
esetén is érvényes, azzal az eltéréssel, hogy az elektron toltése negativ (¢ = —e), ezért a
korpalyan a dipélmomentum-vektor és a perdiiletvektor ellentétes iranyt:

d, = ——N. (5.37)

2m
Eszerint a giromégneses egyiitthato az atomi elektron palyamenti mozgasara vonatkozdan

e
ol = ——, 5.38
Gel om ( )

ahol e az elektron toltésének nagysaga, m az elektron tomege.
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Ha az atom magneses erotérben van, akkor a dipélmomentum vektorra M = d,, x B
forgatonyomaték hat. Mivel pedig a keringo elektronnak perdiilete is van, a forgatényo-
maték miatt lényegében silyos porgettytiként viselkedik, és precessziés mozgast végez
(5.10. (a) abra). A perdiilet valtozdsa a precesszi soran a forgatonyomaték-vektorral
parhuzamos:

dN = M dt. (5.39)

Ezt a jelenséget Larmor-precesszionak nevezik.

elektron
e .
precesszios
mozgasa
precesszio precesszio

5.10. dbra. Larmor-precesszié (a) és a Larmor-precesszié kovetkeztében kialakuld mag-
neses dipélmomentum (b)

A merev test mozgasanak targyalasakor kiszamitottuk egy porgettyi precesszidjanak
korfrekvenciajat is:
M
P" Nsin(a) (5.40)
Az elektron Larmor-precesszidéjanak wy szogsebessége, az un. Larmor-frekvencia a
forgatényomaték ismeretében az dbra alapjan
d, B sin(« e B eB
wy = ImBsin(e) _ e B cB (5.41)
N sin(a) 2m N 2m

5.2.2. Diamagnesség

Mikozben az elektron-porgettyti a magneses erotérben precesszal, a korpalya is korbe-
fordul. Az elektron precesszidés mozgasahoz is tartozik magneses dipélmomentum, amely
a magneses indukciévektorral ellentétes irdanyd (5.10. (b) abra).
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A Kklasszikus modell szerint ez a dipdlmomentum az oka a diamagnességnek: az erotér
altal rendezett, ellenkezé iranyu dipélmomentuk erdtere csokkenti az eredeti eréteret,
ezért itt x,, < 0, és p, < 1. Ez a jelenség minden elektron mozgésanadl fellép, ezért a dia-
magnesség mindig jelen van, de a legtobb esetben a paraméagnesség mellett elhanyagolha-
t6. Mivel egy diamégneses rudban az elemi precessziés elektron-koraramoknak megfeleld
dipélmomentumok az erétér iranyaval szemben allnak be, ez a helyzet energetikailag nem
kedvezo. Ez az oka annak, hogy a rad igyekszik diagondlis helyzetbe kifordulni az erdtér
iranyabol, és ezzel csokkenteni a helyzeti energiajat. Innen szarmazik a diamagnesség
elnevezés is.

5.2.3. Ferromagnesség

A maradandé mégnességgel rendelkez6 n. ferromdgneses anyagok (pl. vas, nikkel,
kobalt) mégnességének vizsgalata soran kideriilt, hogy azt nem az elektron palyamenti
mozgasabdl szarmazéd dipélmomentum okozza.

5.11. 4bra. Az Einstein-de Haas-kisérlet vazlata

Az erre vonatkozé elsé mérés az Einstein-de Haas-kisérlet volt. A mérésnél egy ferro-
mégneses (vas) rudat torziés szalon egy tekercs belsejében fiiggesztettek fel (5.11. dbra),
majd a tekercs aramdaval a vasrudat mégnesezték. Ezutan a tekercsben az dram iré-
nyat megforditottak, és a szalon elhelyezett tiikkor elfordulasat mérték. Az elgondolas az
volt, hogy a vasrid mégnesezettségének atforditasakor a magneses dipdlusok perdiile-
te is atfordul, ezért a perdiilet megmaradasa miatt a vasridnak el kell fordulnia, hogy
kompenzalja a dipdélusok perdiiletvaltozasat. Az elfordulasbél meg lehet hatarozni az
elektron-dipélusok giromagneses egyiitthatéjat.

A kisérlet valéban miikodik, és végeredménye az', hogy a ferromignességért felel6s

€

magneses dipolus giromdgneses egyiitthatdja gmers = — .

! Einstein és de Haas a kisérletben a giromdgneses egyiitthaté nagysigéra 5 értéket kapott, amibdl
azt a kovetkeztetést vontak le, hogy a ferromédgnességért az elektron palya-magneses momentuma felelGs.
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A kapott giromagneses egyiitthaté azt mutatja, hogy a ferromégnesség nem az elekt-
ron palyamenti mozgéasaval van kapcsolatban. Az eredmény értelmezésére fel kellett téte-
lezni, hogy az elektronnak van egy mas fajta mozgasa is, amelyet a klasszikus modellben
az elektronnak sajat tengelye koriili forgasaval probaltak értelmezni. Az elektron forga-
sa perdiilettel jar, amit spinnek neveznek (a palyamenti mozgasbdl szarmazé perdiilet
neve palyamenti impulzusmomentum). A toltott részecske (a modellben gomb) forgdsa
ugyanakkor toltésmozgassal is jar, vagyis a spinhez itt is tarsul egy magneses dipdlmo-
mentum. Mint késébb kideriilt, a spinnek ilyen egyszerii értelmezése nem lehetséges, ez
az elektronnak (és a tobbi un. elemi részecskének) mechanikai modellel nem értelmezhetd
sajatsaga.

A ferromagneses anyagokban az anyagtdl fiiggd hémérséklet, az tin. Curie-homérséklet
alatt az elektronspinek maguktol rendezddnek, és igy jelentés bels6 magneses erdteret
hoznak létre (a paramédgnességhez viszonyitva igen nagy belsé er6tér oka az, hogy a spin
dipélmomentumok valéban parhuzamosan allnak, szemben a paraméagnességnél szerepet
jatszd palya-dipdlmomentumokkal, amelyek a hémozgas miatt joval kevésbé rendezet-
tek). Az anyag egy makroszkopikus méretii darabjdban azonban nem az Osszes spin all
be ugyanabba az iranyba, mert ez a magneses energia jelentos novekedését eredményezné.
Az anyag ezért tartoméanyokra, un. doménekre bomlik, amelyeken beliil azonos a spinbe-
allas, a szomszédos tartomanyokban viszont a spinek ellenkezo irdanyuiak, ezért egy ilyen
ferromagneses anyag kifelé nem mutat magneses hatasokat.

Erés mégneses erétér hatasara azonban a domének tobbségében a spinbedllas az ero-
tér iranyaba fordithatd, és ekkor a spinekhez kapcsolodd magneses dipolusok erdtere
mar kifelé is érzékelhetd lesz: az anyag magnessé valik. A méagnesezés fenti folyamatdval
magyarazhat6 a P,,(H) fiiggvény sajatos hiszterézise.

A ferromégneses anyag magnes-allapota nem egyensulyi allapot, ezért hosszabb rovi-
debb id6 alatt a magnes elromlik (a hémozgas megsziinteti az azonos irdanyd dipélbedlla-
sokat, és tjra kialakulnak az ellenkezileg mégnesezett domének). A mégnesség elveszté-
sének ideje fiigg az anyagtol és a hémérséklettol, jo magnesek szobahdémérsékleten igen
hosszu ideig (évtizedekig) megtartjdk a mégnesezettségiiket.

Kisérlet: Magneses domének megfigyelése

Atlétsz6 ferromagneses anyagbol (grandtkristaly) késziilt mintat mikroszkop
ald teszlink tgy, hogy a domének magnesezettsége a fénnyel parhuzamos le-
gyen. A mikroszkopban az ellenkez6 iranyban magnesezett domének mas ar-
nyalatunak latszanak, ezért a doménszerkezet metszete a mikroszképban lat-
hatova valik. A mintdban egy tekercsben foly6 arammal a fénnyel parhuza-
mos magneses eréteret hozunk létre. Ha a magneses erotér nagysagat- illetve

Kideriilt azonban, hogy a j6 mérési alapelv ellenére mérési eredményiik hibas volt. Késébb a kisérletet
E. Back ismételte meg, és az 6 eredménye (%) bizonyult helyesnek, a mérést ennek ellenére Einstein-de
Haas-kisérletként tartjak szamon.
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iranyat valtoztatjuk, akkor nyomon kovethetjiik a doménszerkezet véltoza-
sait: az er6tér iranyaban magnesezett domének teriilete megnd, az ellenkezo
iranytaké lecsokken. A folyamat végén csak a tér iranyaba mutatd magnese-
zettség marad, az ellenkezd iranyd domének elfogynak, az anyaghdl méagnes
lett. ¢

Kisérlet: Barkhausen effektus

Vaspalcdra sokmenetii tekercset tesziink, aminek kivezetéseit egy erdsiton
keresztiil hangszéréhoz kapcsoljuk. Ezutan egy magnest a vaspalca mellett
mozgatva, a vaspalcat magnesezziik. Ekdzben a hangszorobdl sercegé hangot

hallunk. ¢

Az utolsé kisérletben hallhaté hang magyarazata az, hogy a doméneknek kiilsé erctér
hatasara bekovetkezd atfordulasa ugrasszerti folyamat, ami a helyi magneses erotér ira-
nyanak ugrasszeri atfordulasaval jar. Az atforduld dipélmomentumok a vaspalcara tett
tekercsben magneses indukcio-valtozasokat, és igy indukalt fesziiltséglokéseket hoznak
létre. Az ugrasszeri doménatfordulasok altal okozott elektromos jeleket alakitja hang-
gd a berendezésiink, és ezt a hangot halljuk a hangszéroban. Azt a jelenséget, hogy a
domének atforduldsa ugrasszerfien kovetkezik be, Barkhausen-effektusnak® nevezik. A
Barkhausen-effektus altal okozott elektromos jelek tanulmanyozasaval az anyag szerke-
zetére vonatkozo informacidkat kaphatunk.

2 Heinrich Georg Barkhausen (1881 - 1956)német fizikus
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6. fejezet

Az elektromagneses indukcid

Elektromdgneses indukcio néven azokat a jelenségeket szokés tsszefoglalni, amelyek-
ben egy zart hurokban mégneses erétér jelenlétében — a szokésos telepek nélkiil — elekt-
romotoros erd (vezetd kor esetén elektromos dram) jon létre. A 1étrejott elektromotoros
er6t indukalt elektromotoros erének (gyakran indukdlt fesziltségnek), a kialakult elektro-
mos eroteret indukdlt elektromos erdtérnek, a vezetokben ilyenkor megjelend elektromos
aramot pedig indukdlt dramnak nevezik.

A jelenségeket, létrejottitk koriilményeinek megfeleléen, két csoportra szoktak osz-
tani: ha az elektromotoros eré nyugvé vezetoben, valtozd méagneses erotér hatasara jon
létre, akkor nyugalmi indukciorol, ha pedig allandé méagneses erotérben mozgd vezetében
keletkezik, akkor mozgdsi indukciorol beszéliink.

6.1. Indukalt elektromotoros er6 magneses erotérben
mozgo vezetoben

Ha egy vezet6 hurok vagy annak egyes szakaszai magneses erétérben mozognak, akkor
a korben altalaban dram jon létre. Ez a jelenség a mozgasi indukcio, amelynek kézvetlen
oka az, hogy a vezetOben elektromotoros eré keletkezik. A mozgasi indukcié egyszeri
kisérletekkel bemutathato.

Kisérlet: Indukalt aram egyenletesen mozgd vezet6 szakaszt tartal-
mazo6 aramkorben

Téglalap alaka dramkort allitunk 6ssze, amelyben nincs telep csak egy érzé-
keny drammérd (galvanométer). Az dramkor-téglalap egyik oldala csusztat-
hat6 a két meréleges oldal altal képezett sinen (6.1. dbra). A vezeté hurkot
a sikjara merdleges méagneses erétérbe (pl. egy patkéméagnes ridjai kozé) he-
lyezziik, majd a mozgathatoé oldalt gyorsan elmozditjuk. Ekkor az dramkorben
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indukalt aram ([;,q) jon létre: az drammérd a vezeté mozgasanak ideje alatt
aramot mutat.

Ha a mozgés iranyat megforditjuk, akkor az indukalt aram ellenkez6 irdnyt
lesz (a galvanométer ellenkez6 iranyban tér ki). Az indukalt aram nagysiga
fiigg a vezeto elmozditasanak sebességétol: a sebesség novelésekor Ii,q novek-
szik.

http://fizipedia.bme.hu/index.php/Fajl:Magneses_indukcio_l.ogv ¢

ind

6.1. dbra. Indukci6 egyenletesen mozgd vezetd szakaszt tartalmazéd aramkorben

Kisérlet: Indukcioé gyorsan valtozo feliileti hurokban

Hajlékony vezetobol késziilt hurokba bekotiink egy érzékeny arammeérot, és az
aramhurkot a sikjara meroleges magneses erétérbe helyezziik. Ezutéan a hurok
két atellenes pontjat gyors mozdulattal széthizva, a hurok altal koriilzart
feliiletet kozel nullara csokkentjiik. Ekkor az aramkorben indukalt dram jon
létre: az aramméro a vezeté mozgdsanak ideje alatt aramot mutat. ¢

Kisérlet: Indukcié magneses térben forgé tekercsben

Sok menetet tartalmazé tekercshez érzékeny arammérot kapesolunk, majd a
tekercset egy patkémagnes polusai kozott forgatni kezdjiik. Ekkor az aram-
mérd a forgassal azonos periddusi véltakozd irdnyu aramot jelez. Ez tulaj-
donképpen a valtéaramu generator egyszerii modellje.

http://fizipedia.bme.hu/index.php /Fajl:Magneses_indukcio_Il.ogv ¢
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http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Magneses_indukcio_I.ogv
http://fizipedia.bme.hu/index.php/F%C3%A1jl:Magneses_indukcio_II.ogv

Ezek a kisérletek a mozgasi indukcio jelenségét mutatjdk be: magneses erotérben
mozgd vezetoben elektromotoros eré ébred, amely egy hozza kapcsolédd aramkorben
indukalt aramot hoz létre.

Az indukalt aram létrejotte ebben az esetben egyszeriien értelmezhetd, de mielott egy
vezetd hurokban keletkezd indukalt arammal foglalkoznank, vizsgaljuk meg, mi torténik,
ha egy vezeté darab méagneses er6térben mozog.

6.1.1. Mozgd vezet6 magneses er6térben

Ha elektromos toltés (¢) méagneses er6térben mozog, akkor arra er6 hat, amely meré-
leges a mozgdas sebességére (v) és a magneses indukcié-vektorra (B). Kordbban megélla-
pitottuk, hogy ezt az F,, er6t — amelyet Lorentz-erének! neveznek — az

F,=qvxB (6.1)
Osszefiiggés adja meg. Ennek az erének a hatasara a mozgo toltés eltériil eredeti mozgas-
iranyatol.
Mivel az er¢ iranya pozitiv- és negativ toltésekre ellentétes, a mégneses erétér a kétféle
toltést egymassal ellentétes iranyban tériti el (6.2. abra).
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6.2. dbra. A Lorentz-er$ hatdsa egy mégneses térben mozgo vezetd toltéseire (a.) és a
kialakulé toltésmegosztas (b.)

Ha egy vezetot magneses erotérben mozgatunk, akkor a benne 1évé mozgasképes tol-
tésekre is hat ez az er0, és az ellentétes elgjelii toltéseket szétvalasztja. A jobb oldali
abran ezt egy vezeto rid esetében mutatjuk be. A méagneses er6hatas kovetkeztében a

Hendrik Antoon Lorentz (1853 —1928) holland fizikus
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vezetO rud atellenes oldalain ellentétes toltések halmozddnak fel. A toltések megosztasa
miatt a vezetében elektrosztatikus erétér keletkezik, és a rud két vége kozott potencial-
kiilonbség jon létre. Az dbran — pusztan a szemléltetés céljabdl — berajzoltunk néhany
szaggatott elektromos térerésségvonalat.

A toltések felhalmozddésa egészen addig folytatodik, amig a létrejott elektromos erd-
tér visszatérit ereje (mds széval: a mar felhalmozott toltések taszité hatdsa) egyenld
nem lesz a magneses erotér altal kifejtett erovel. Ekkor bedll az egyensuly, és kialakul a
felhalmozddott egyensilyi toltésmennyiségnek megfelelé egyensulyi elektromos téreros-
ség. Ennek az a feltétele, hogy a vezeté adott pontjaban 1évo ¢ toltésre hatdo F, = ¢E
elektromos er6 és az F,,, = qv x B méagneses er6 ereddje nulla legyen:

F.+F,=¢qE+qvxB=0. (6.2)
fgy a vezetd adott helyén létrejott elektromos térerdsség
E=-v xB. (6.3)

Az abran lathato egyszerii esetben a sebesség, a mégneses erétér és a mozgatott vezeto
riad egymasra paronként merdlegesek, ezért az elektromos erdtér parhuzamos a ruddal.
Ekkor a vezeto adott helyén létrejott elektromos térerosség nagysaga:

E =B, (6.4)

irdnyat a magneses erére vagy a térerosségre vonatkozé vektori sszefiiggésbol allapit-
hatjuk meg.

Ha még azt is feltételezziik, hogy a vezetében a ruddal parhuzamos, homogén elekt-
romos térerosség jon létre, akkor kénnyen kiszamithatjuk a vezetd végei kozott 1étrejott
elektrosztatikus potencidlkiilonbség (fesziiltség) nagysagat is:

U = El = vBI, (6.5)

ahol [ a vezet6 rud hossza.

A rudban kialakult elektrosztatikus fesziiltséget a magneses erétér altal kifejtett, nem
elektrosztatikus jellegli ,idegen erd” tartja fenn. Ez a toltésszétvalaszté idegen hatés
elektromotoros er6t hoz létre, amelyet az elektromos dramkorok targyalasanal egy fiktiv
elektromos térerdsséggel jellemeztiink. Ezt a fiktiv elektromos térerdsséget ,idegen tér-
erOsségnek” neveztiik, és E*-gal jeloltiik. Esetiinkben ehelyett az E;,q jelolést hasznaljuk,
mert az idegen térerésség oka a mozgasi indukcié. Mivel az egyensily a két , térerosség”
egyiittes fellépésének kovetkezménye, az indukdlt térerdsség:

Ewa = -E=v xB. (6.6)
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A fenti dbra alapjan konnyen kiszamithatjuk az indukalt térerdsség altal 1étrehozott
Eing tndukdlt elektromotoros erdot. Ha a vezetd negativ végétol a pozitivig haladunk, akkor

+ +
gind:/Einddr: —/Edr:U+—U_. (67)

Ez azt jelenti, hogy egyensilyi helyzetben az idegen hatas altal keltett elektromotoros
er0 megegyezik a létrejott elektrosztatikus fesziiltséggel.

Ha nem tételezziik fel, hogy a vezeto sebessége, a magneses erotér és a vezetd rud
specialis helyzetii, akkor a targyaldsnél a sebességvektor és a magneses indukciovektor
mellett a vezetd rid helyzetét is meg kell adnunk. Ennek érdekében vezettiik be a 6.3.
abran lathato ur egységvektort, amely a vezetovel parhuzamos.

A A B I “71“
4l

2

6.3. abra. A mozgdsi indukcié szamitdsa tetszéleges iranyu magneses tér, sebesség és
vezetOszakasz esetén

Az egyensiily feltételét most is az
E=-vxB (6.8)

Osszefiiggés adja meg, de — amint az az abran is lathaté — az elektrosztatikus térerdsség
altalaban nem parhuzamos a vezeto ruddal.
A toltésszétvalasztéd idegen térerésség ebben az esetben is E; g = —E |, vagyis

Eind =V X B, (69)

igy az indukélt elektromotoros erot az

2
Sind—/ E,qdr = / (v x B)ugpdr (6.10)
1
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kifejezés adja meg. Itt felhasznaltuk, hogy ur || dr, ezért dr = druy.
Ha a magneses erétér homogén, a rud- és a rud sebességének iranya is allandé, akkor

2 2
Sind—/(va)qur— (v x B) uT/dr (v x B)url, (6.11)

1 1

ahol [ a vezeto rud hossza.

Ha a hérom irdny (vezetd, sebesség és magneses er6tér) egymasra meréleges, akkor
(v x B)ur = vB, és az dltalanos targyalds specialis eseteként megkapjuk kordbbi ered-
ményiinket:

Eina = vBL. (6.12)

6.1.2. Mozgasi indukcié zart vezet6 hurokban

A fentiek alapjan kézenfekvonek latszik, hogy ha egy mégneses erétérben elhelyezett
zart vezeté hurok egyes szakaszai mozognak, akkor a kérben elektromos aram johet létre.
Ezt a varakozast az elvégzett kisérletek igazoljak.

befelé
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6.4. abra. Az indukalt dram meghatarozéasa zart aramkor esetén

Az indukalt aram egyszertien meghatarozhaté a 6.4. abréan lathaté modell-elrendezés
segitségével. Parhuzamos vezetd sinpar egyik végét vezetovel Osszekotjiik, és a sinpa-
ron egy mozgathatd vezeto szakaszt fektetiink keresztbe. A sinpart a sikjara meroleges
mégneses erétérbe tessziik (az eréteret jellemz6é B méagneses indukciévektor az dbran a
rajz sikjara merdlegesen befelé mutat), és a keresztbefektetett vezetédarabot mozgas-
ba hozzuk. Ekkor a mozgd ridban a toltésekre fellép a korabban méar targyalt magneses
er6 (Lorentz-erd) és az ellenkez6 eldjelli toltések szétvalnak, vagyis egy ,telep” keletkezik.
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Ebben a ,telepben” az elektromotoros erot létrehozo ,,idegen” hatas a magneses eréhatas,
amely a fiktiv, indukalt

Eiq=v x B (6.13)

elektromos térerdsséggel jellemezheto. Ez a térerdsség a vizsgalt esetben az éramutato
jarasaval ellentétes iranyu aramot hoz létre.
Az aram iranyaban korbejarva, és Kirchhoff I1. torvényét alkalmazva azt kapjuk, hogy

+
(C:ind = %Eind dr = /Eind dr = Blv = IindR7 (614)
L —

igy a korben foly6 indukdlt dram [i,q = ‘giﬁd = %, ahol R a kor elektromos ellenéllasa.

Az indukalt elektromotoros er6 kifejezése egy kis atalakitassal mas alakba is atirhato,

ami a jelenség altalanosabb leirasara is lehetoséget ad. Az atalakitashoz hasznaljuk fel,
hogy v = %, ahol dx a rdd elemi elmozdulasa dt id6 alatt. Ezt beirva az indukélt

fesziiltség kifejezésébe, és egyelore az elGjelet nem vizsgalva, azt kapjuk, hogy

dz dA  d(BA) ddp
€ina = Blv = Bl-, at at at (6.15)

Itt felhasznaltuk, hogy dA = [ dx az dramhurok teriiletének elemi megvéltozasa (a fen-
ti dbrdn a besatirozott rész), és allandé B mellett BdA az dramhurok teriiletére vett
indukciéfluxus megvaltozésa.

Most megvizsgaljuk az el6jeleket. Mivel az indukélt aram iranyaval azonos irdnyu
koriiljardst valasztottunk, az indukélt elektromotoros erd pozitiv lesz (Ej,q || dr). Ha a
feliilet normalis vektorat — a szokasoknak megfelel6en — a koriiljaras iranyahoz a jobbkéz-
szaballyal rogzitjiik (az abra sikjabdl kifelé), akkor a fluxusvaltozas negativ lesz, hiszen a
feliiletvaltozas pozitiv, a feliiletvektor pedig az indukciévektorral ellentétes iranyu. Ezért
a fenti Osszefiiggés el6jelhelyesen:

dop

Eind = TR (6.16)

Az indukalt elektromotoros erd tehat az indukciofluxus valtozasaval hozhatd kapcso-
latba.

A keletkezett indukalt aram magneses erOtere az aramhurok belsejében az eredeti

erOtérrel ellentétes irdanyu, vagyis az indukalt dram a hurokban a magneses indukciot,

és ezzel a fluxust is csokkenti. Mas szoval az indukélt fesziiltség itt is olyan, hogy az 6t

létrehozé hatédst csokkenteni igyekszik: ez Lenz? torvénye.

2Heinrich Friedrich Emil Lenz (1804-1865) balti-német fizikus
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Végiil vizsgaljuk meg, hogy minek az aran jon létre az indukélt aram. Ahhoz ugyanis,
hogy a korben aramot hozzunk létre, munkat kell végezni. A munkavégzés kozvetlen oka
az, hogy a ridban folyé indukalt aramra a magneses erétér

Fm = indluT x B (617)

er6t fejt ki (6.5. 4bra), ahol ur az dram irdnyaba mutatd egységvektor. Ez az er6 a
riud mozgasiranyaval ellentétes, ezért ahhoz, hogy a rudat egyenletes mozgasban tartsuk
F = —F,, erot kell kifejteniink, vagyis munkét kell végezniink. Ez a jelenség szintén a
Lenz-torvény megnyilvanulasa: az indukalt fesziiltség oka az, hogy a vezetét mozgatjuk,
ezért az indukalt fesziiltség olyan aramot kelt, amire haté magneses erOhatas fékezi a
mozgast.

befelé
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6.5. abra. A mozgo vezetére hatd erck

Lattuk, hogy a mozgasi indukcid segitségével a fenti mdodszerrel elektromos fesziilt-
séget lehet létrehozni, vagyis elvileg ezt a jelenséget fesziiltségforrasként lehet hasznalni.
Ez a médszer azonban praktikusan nem nagyon hasznalhatd, hiszen a fesziiltség fenntar-
tasahoz igen hosszu sinre lenne sziikség. Ezt a nehézséget gy lehet kikiiszobolni, hogy
egy vezeto keretet forgatunk magneses erotérben. Ekkor a keretben valtakozé irdanyu fe-
sziiltség keletkezik, amely — megfelel¢ technikai megoldassal — valtoaramu generatorként
hasznalhat6. A valtakozo fesziiltség 1étrejottét, mas széval egy generdtor mikodési elvét,
két modon is értelmezhetjiik.

Az egyik értelmezés kozvetleniil a Lorentz-er6 toltésszétvalaszto hatasan alapul, amellyel
eddig is magyaraztuk a mozgasi indukci6 jelenségét. A 6.6. (a) abrén a generator egyszeri
modellje 1athaté: egy vezetd keret (az egyszeriiség kedvéért fiiggbleges és vizszintes olda-
lakbdl &l16 téglalap) fiiggbleges tengely koriil w szogsebességgel forog a vizszintes irdnyu,
B maégneses indukciéju, homogén magneses erétérben. A keletkezé indukalt elektromo-
toros erd kiszamitdasdhoz ugyanezt a keretet a 6.6. (b) abran feliilnézetben abrazoltuk
(feliilrél az I' hosszusagu, vizszintes, ab oldalt latjuk).
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6.6. dbra. Forgo vezeto keret magneses térben és annak kisérleti megvaldsitdsa

A vezetd keret egyes oldalaiban létrejott indukalt elektromos térerésséget az
Enga=vxB (6.18)

Osszefiiggéshol szamithatjuk ki.

Az I’ hosszisagu, vizszintes szakaszokon (ab és cd) ez az indukélt térerésség merdleges
a vezetore, ezért az a és b pontok kozott, illetve a ¢ és d pontok kozott nem keletkezik
elektromotoros erd. A mégneses indukciéra merdleges [ hosszusdgu szakaszokon (ad és
be) az indukélt elektromos térerésség parhuzamos lesz a vezetd szakaszokkal, ezért az
a és d illetve a b és ¢ pontok kozott lesz elektromotoros erd. A fenti képletbol kidertiil,
hogy az ad szakaszon az indukalt térerdsség lefelé mutat, a bc szakaszon pedig felfelé.
Emiatt a vezetét korbejarva a két szakaszon fellép6 elektromotoros eré osszeadodik.
Ha a korbejarasndl az indukdlt drammal (és az indukdlt térerdsséggel) egy irdnyban
(L = adcba) haladunk, akkor az egyes szakaszokon az indukélt elektromotoros erd

Eaa = Eve = v Bl = (vsina)Bl = vBlsin a. (6.19)
A teljes indukélt elektromotoros eré
gind = Sad -+ Sbc = 2uBlsin «, (620)

ahol a a sebességvektor és az indukciovektor kézotti szog.

A gyakorlatban a szogelfordulast legtobbszor a keret sikjahoz az dbra szerint hozza-
rendelt uy merdleges egységvektor (normélvektor) és az indukcidévektor kozotti szoggel
adjak meg (a normélvektor iranyat a koriiljarashoz igazitjdk a jobbkéz-szabaly segit-
ségével), ami az esetiinkben szintén «, tehat ezzel a szoggel kifejezve is ugyanazt az
Osszefiiggést kapjuk.
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Mivel a fiiggoleges vezeték-szakaszok w szogsebességii kormozgast végeznek, a keriileti
sebesség és a szogsebesség tovabba a szogelforduléds és szogsebesség
l/

V=Tw = Jw, a=uwt (6.21)

Osszefiiggését felhasznalva, az indukélt elektromotoros erdre azt kapjuk, hogy
Eind = Bll'wsin wt = BAw sin wt, (6.22)

ahol A = [I' a keret feliilete.
Ha a keretet megszakitjuk, és két kivezetését a keret tengelyére szerelt cstszd érint-
kez6kre vissziik (6.6. (c) dbra), akkor ott id6ben szinuszosan valtozoé

U="U,sinwt (6.23)

fesziiltséget mériink. Itt a fesziiltség maximalis értékére az U,, = BAw jelolést vezettiik
be.

Lathatd, hogy a mégneses erétérben forgatott keret véaltozo fesziiltséget allit eld, ami
egy kiils6 aramkorben szinuszosan valtozo aramot hoz létre, vagyis ez az elrendezés a
valtéaramu generator modellje.

Az indukélt elektromotoros erd szamitasanak masik médja az, hogy felhasznaljuk az
indukalt elektromotoros er¢ és a fluxusvaltozas kozott fennallo

ddp

Cind = ——— 6.24
= (6:24)

Osszefiiggést.

A 6.7. abran lathato helyzetben a keret feliiletére vonatkozé fluxus
Oy = /BuN dAy = Bcosa/ dA, (6.25)
A A
vagyis

$p = BAcosa. (6.26)

A viéltozd « szog idofiiggését az a = wt Osszefiiggés adja meg, igy a fluxus idobeli
véaltozasa ®p(t) = BAcoswt. Ezzel az indukalt elektromotoros er
do
Eind = =B _ BAw sin wt, (6.27)
dt
ami megegyezik a Lorentz-er¢ felhasznéalasaval kapott eredménnyel. Ez megerdsiti azt a
kordbbi kovetkeztetésiinket, hogy a mozgasi indukcional az indukalt elektromotoros erd
kapcsolatba hozhaté az indukciéfluxus valtozasaval.
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6.7. dbra. Forgd vezeto keret indukalt elektromotoros erejének szamitdsa az indukciéflu-
xus alapjan

6.2. Nyugalmi indukcid, a Faraday-torvény

Szamos tapasztalat mutatja, hogy egy rogzitett vezeté hurokban vagy tekercsben
aram jon létre, ha a vezeté hurok kérnyezetében valtozik a magneses erétér. Ez egyszert
kisérletekkel demonstralhato.

Kisérlet: Nyugalmi indukcié tekercsbe helyezett elektromagnes be-
kapcsolasaval

Sok menetet tartalmazé tekercshez érzékeny arammérot kapesolunk, majd a
tekercs kozepén 1évo hengeres iiregbe egy masik tekercset tolunk be, ame-
lyet egy kapcsolén keresztiil dramforrashoz kapcsolunk. Ezzel a tekercesel
magneses eroteret tudunk létrehozni a kiilsé tekercs belsejében. Ha a belso
tekercsben bekapcsoljuk az dramot, akkor a kiilso tekercshez kapcsolt aram-
méro rovid ideig aramot mutat, vagyis a magneses erctér bekapcsolasaval a
kiilso tekercsben indukélt aramot hoztunk létre.

Ha a belso tekercsben az aram allandésul, akkor az indukélt &ram megsziinik.
Ha most a belso tekercsben az aramot kikapcsoljuk, akkor a kiilso tekercsben
ismét indukdlt aramlokés jon létre, amely ellentétes iranyd, mint a bekapcso-
laskor észlelt indukélt aram.

Megfigyelhetjiik, hogy az indukélt aram annal nagyobb, minél nagyobb a
kapcsolaskor 1étrejott dramvéltozas (és a méagneses erétér vele egyiitt jard
véltozasa).
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Ha a belso tekercs dramat folyamatosan valtoztatjuk, akkor azt tapasztaljuk,
hogy az indukalt dram anndl nagyobb, minél gyorsabb az aram (illetve a
maégneses ertér) valtozasa. ¢

Kisérlet: Nyugalmi indukcié tekercsbe helyezett magnes mozgata-
saval

Sok menetet tartalmazé tekercshez érzékeny arammérdt kapcesolunk, majd a
tekercs kozepén 1évo hengeres iiregbe betoljuk egy erds méagnes egyik pélusat.
Az drammér6 a mozgas ideje alatt aramot mutat, vagyis a magnes mozgata-
saval indukalt aramot hoztunk létre.

Ha a mégnesnek ugyanezt a poélusat kihizzuk a tekercsbél, akkor ellenkezo
iranyu aram indukalodik. Megfigyelheto, hogy az indukalt aram nagysiaga a
magnes mozgatasanak sebességével no.

http://fizipedia.bme.hu/index.php/Fajl:Magneses_indukcio_VI.ogv 4

Ezek a kisérletek azt mutatjak, hogy ha egy vezeté hurokban megvaltozik a magneses
er6tér, akkor abban indukalt aram jon létre fiiggetleniil attol, hogy a mégneses tér val-
tozasat allandé magnes mozgatasaval vagy egy elektromagnes aramanak valtoztatasaval
értiik el.

A kisérletekbdl az is latszik, hogy indukalt aramot csak a méagneses erétér valtozasa
idején tapasztalunk, és az indukalt aram annal nagyobb, minél gyorsabban valtozik a
magneses erotér.

Az elvégzett kisérletek alapjan sejthetd, hogy egy nyugvo vezetd hurokban létrejott
indukélt aram a magneses indukciovektor nagysaganak valtozasaval és a valtozas sebessé-
gével van osszefiiggésben. Ezt tovabbi nagyszamu tapasztalat is megerdsiti, és pontositja:
az indukélt aram ([,q) nagysaga aranyos az indukcidévektor valtozéasi sebességével, azaz

dB
Ling| ~ |—| - 6.28
foal ~ | % (6.29

6.2.1. A Faraday-féle indukciétorvény

Ahhoz, hogy egy aramkorben tartésan aram folyjon, ott elektromotoros erének kell
jelen lenni. Ebbdl az kovetkezik, hogy az dramkorben elsodlegesen egy indukalt elekt-
romotoros erd jon létre, és ez hozza létre az indukalt dramot, ami fiigg a vezeté hurok
ellenallasatol is. Emiatt célszertibb az indukalt elektromotoros erdre vonatkozd Ossze-
fiiggést keresni. Mivel az aram és a fesziiltség adott aramkorben egymadssal aranyos, a
tapasztalatok alapjan irhatjuk, hogy

dB
Eind| ~ |—|. 6.29
E ~ | 55 (6.29)
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A tapasztalat szerint az indukélt elektromotoros er6 ardanyos a rogzitett vezeto hurok
A feliiletének nagysagaval is

|Eina| ~ A , (6.30)

dB
dt

AdB| |d®p
de || dt

vagyis aranyos a hurok feliiletére vonatkozd ®p indukciéfluxus valtozasi sebességével.

Részletesebb kisérleti vizsgalatokbdl az is kideriilt, hogy az ST rendszerben a fenti &ssze-

fiiggésben az aranyossagi tényezo éppen 1, tehat azt irhatjuk, hogy

ddp
dt |

|Einal = ’ (6.31)

Ahhoz, hogy az abszolutérték-jeleket elhagyhassuk, meg kell vizsgalnunk a bal- és
jobb oldalon all6 mennyiségek el6jeleit. Az egyszeriiség kedvéért itt feltételezziik, hogy a
vezetd hurok sikbeli gorbe, és az indukciévektor véltozasa (dB) a hurok egész feliiletén
ugyanolyan.

6.8. abra. Az indukalt aram iranyanak meghatarozasa nyugalmi indukecié esetén

A kisérletek tanisdga szerint a 6.8. (a) dbran lathaté dramhurokban az indukciévektor
berajzolt dB wdltozdsa esetén az éramutaté jarasaval egyirdanyd indukalt aram () jon
létre. Ez azt jelenti, hogy a hurokban ugyanilyen iranyd indukalt elektromos erétérnek
(Eina) kell kialakulni, hiszen a tapasztalt irdnyban ez mozgatja a pozitiv toltéseket.

Az elektromotoros eré eléjelének meghatarozasahoz be kell vezetni egy koriiljarasi
irdanyt (a 6.8. (a) dbrdan az dramirannyal ellenkezé irdnyt vélasztottunk), majd az L
vezetéhurok mentén ki kell szamitani az E;,q dr mennyiségek Ssszegét. A jobb oldalon
all6 fluxusvaltozas kiszamitdshoz rogziteni kell az uy feliilet-egységvektor irdnyét (az (a)
abran felfelé mutat), és ki kell szamitani a dBAuy mennyiséget.

Ha a koriiljarast és a feliilet-egységvektort az (a) abran lathaté médon valasztjuk,
akkor Ejqdr < 0, és dBAuy > 0, ezért az indukalt elektromotoros erét megadd Ossze-
fiiggés bal oldalan negativ-, a jobb oldaldn pedig pozitiv szam &all. Ezért az egyenlet
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45 alakban frjuk fel. Ha a koriiljarasi irany és a feliiletvek-

akkor helyes, ha az g = —37
tor koziil az egyiket ellenkez6 iranyban vessziik fel, akkor a helyes Osszefiiggés &g = %
lesz. Ez azt jelenti, hogy az Osszefiiggés csak akkor lesz egyértelmii, ha az egyébként tet-
szolegesen valaszthatd koriiljaras- és feliillet-norméalvektor irdnyat meghatarozott médon
rendeljiik egymdashoz. Az elfogadott eljards az, hogy a két iranyt a 6.8. (b) abrén lathaté
jobbkéz-szabaly szerint valasztjuk meg.

Az (a) dbran a két iranyt éppen igy jeloltiik ki, vagyis a megallapodast kovetve az
indukdlt elektromotoros erdt megadd Osszefiiggés eldjelhelyesen az alabbi modon irhaté
fel:

ddp d

a=——2 - [BdA|. 32

ina =~ dt/ (6.32)
A

Ha az elektromotoros erdt is részletesen felirjuk, akkor az Osszefiiggés az alabbi alakot
olti:

dd d
Edr — — __ 2 [/Baa 6.33
74 ' at dt/ (6.33)
L A

Ez a Faraday-féle indukciotorvény?®.

A indukciétorvénybol megéllapithatd, hogy a vezeté hurokban létrejott elektromos
er6tér nem konzervativ, erovonalai 6nmagukban zarédnak. FEz az elektromos erotér moz-
gatja korbe a toltéseket a vezeté hurokban.

Felmeriil a kérdés, hogy mi torténik, ha a véaltozé magneses erétérben nincs vezeto
hurok, amelyben az indukalt aram létrejonne. A tapasztalat azt mutatja, hogy elektromos
erotér ekkor is létrejon, és ez a magneses tér valtozasa altal 1étrehozott indukalt elektro-
mos tér a sztatikus tértdl eltérd tulajdonsagokkal rendelkezik. Erovonalai zart hurkokat
alkotnak, amelyek a magneses indukciovektor megudltozdsdt, a dB vektort veszik koriil.
A keletkez6 tér irdnyat a 6.9. dbra mutatja (balkéz-szabdly).

Az indukalt elektromos er6tér jellegébdl kovetkezik, hogy nem lehet konzervativ, te-
hat az elektrosztatikdban felirt ¢ E dr = 0 torvény valtozé eréterek esetén nem érvényes,

L
helyette a Faraday-torvényt kell hasznédlni. Ez a torvény azonban hataresetként tartal-
mazza az elektrosztatika I. alaptorvényét is, hiszen allandé terek esetén a fluxusvaltozas
— és ezzel az egyenlet jobb oldala — nulla. Ebbol koévetkezik, hogy a mindig érvényes

3A torvényt Michael Faraday (1791 — 1867) angol fizikus ismerte fel és publikdlta elészor. Vele egy
idében és téle fiiggetleniil tanulmdnyozta az indukcid jelenségét Joseph Henry (1797 —1878) amerikai és
Heinrich Lenz német szarmazasu észt fizikus is. Ezért az indukciétorvényre szokas Faraday-Henry ill.
Faraday-Lenz torvényként is hivatkozni.
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6.9. abra. Az indukalt térerdsség vezetd anyag jelenléte nélkiil is megjelenik, irdnya a
,balkéz-szabaly” segitségével hatarozhatd meg

alaptorvény a

d
Edr = —— BdA .34
]{ r dt/ (6.34)
L

A

Faraday-torvény, amely az elektrosztatika I. alaptorvényének valtozd terek esetén is ér-
vényes altalanositasa.

A Faraday torvény fenti integralis alakjat matematikailag tovabb egyszertisithetjiik a
Stokes integraltétel segitségével (1d. Matematikai dsszefoglald, ??. fejezet), amely szerint
egy vektortér zart gorbére vett vonalmenti integralja megegyezik a vektortér rotaciéjanak
a gorbe altal korbezart feliiletre vett integraljaval:

]{Edr = /rotEdA. (6.35)

L A

fgy a Faraday torvényt a kovetkezo alakban irhatjuk fel:

/rotEdA: —% /BdA : (6.36)

A A

Ahhoz, hogy az egyenlet mindkét oldalat egy kozos feliileti integrél ald vonhassuk, az
egyenlet jobb oldalan a feliileti integrélt fel kell cserélniink az idébeli differencialdssal. A
felcserélhetOség feltétele, hogy az integréldsi tartomdany (az A feliilet) id6ben ne véaltoz-
zon. Mivel a mozgasi indukcionak éppen az a lényege, hogy az indukciéfluxus véaltozasa
allandé méagneses indukcié vektor mellett a feliilet valtozasabdl adodik, ez a feltétel moz-
gasi indukciora nem teljesiil. Ebben az esetben az egyenlet jobb oldaldanak atalakitasa

195



matematikailag kissé bonyolultabb, mivel ott a feliilet valtozasat is figyelembe kell venni*

dB
A

Ezen integral értéke akkor és csak akkor lehet minden A feliiletre nulla, ha maga az

integrandus is nulla, azaz:
dB
rotE = ———. 6.38

Ez a Faraday torvény differencialis alakja, amely lokalis mennyiségekre mondja ki az
indukalt elektromos tér 6rvényességére vonatkozd torvényt: a tér érvénystirisége rot E a
tér minden pontjaban megegyezik a méagneses indukcié ido szerinti differencialhanyado-
sanak minusz egyszeresével.

6.2.2. Orvényiramok

A 6.8. (a) dbra alapjan konnyen megéllapithat6, hogy az indukalt dram a vezetéhu-
rok belsejében olyan magneses teret hoz létre, amely ellentétes a dB valtozéssal, vagyis
az indukalt aramot okozd valtozéast csokkenteni igyekszik. Ezt a szabdlyt el6szor Lenz
ismerte fel, ezért Lenz-torvénynek nevezik. A Lenz-torvényt szamos tapasztalat igazol-
ja. Ezzel a torvénnyel magyarazhaté pl. valtozo méagneses erétérbe helyezett, kiterjedt
vezetOkben az un. drvénydramok kialakulasa miatt fellép6 szamos jelenség.

Kisérlet: Orvényaramok

e Lengethetden felfiiggesztett aluminium karikdhoz, a feliiletére merélege-
sen er0s magnest kozelitve, a karika a magnes mozgasiranyaban kilendiil
(csokkenti a magnes hozzé viszonyitott sebességét), és a magnes ide-oda
mozgatasaval jelentos amplitudoju lengésbe hozhaté. Ha ugyanezt a ki-
sérletet olyan aluminium karikaval végezziik el, amely nem folytonos,
hanem egy helyen meg van szakitva, a jelenség nem lép fel.

http://fizipedia.bme.hu/index.php/Fajl:Magneses_indukcio_VIII.ogv
e Aluminiumlemezbdl késziilt ingat erés magneses térben kilenditve, a len-
gés igen gyorsan lecsillapodik. Ha a kisérletet olyan lemez-ingaval végez-

ziik el, amelyet féstiszeriien bevagdostunk, akkor a csillapodés latvanyo-
san csokken.

http://fizipedia.bme.hu/index.php /Féjl:Magneses_indukcio_X.ogv

41d. Gnidig Péter: A Maxwell-egyenletek integralis alakja idében valtozé felilletek esetén, Fizikai
Szemle 2013
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e Fiiggdleges rézcsOben kénnyen mozgd, nem magneses fémhengert ejtiink
le, és megfigyeljiikk az esési idot. Ha ugyanebben a csében egy henger
alakd magnest ejtiink le, akkor az esési id6 latvanyosan megnd.

Kisérlet: Thomson-agya

Egy tekercs meghosszabbitott, fiiggdleges helyzetli vasmagjara a vasmagon
csuszni képes aluminium karikat tesziink, és a tekercset egy kapcsolén ke-
resztiil valtakozo fesziiltségii aramforrashoz kapcsoljuk. Ha az aramot bekap-
csoljuk, akkor a karika lerepiil a vasmagrol. Ha ugyanezt a kisérletet meg-
szakitott aluminium karikaval végezziik el, a jelenség nem lép fel. A tekercs
aramerosségének szabalyozasaval elérheto, hogy a folytonos karika egy bizo-
nyos magassagban lebegjen. Egy id6 mulva a karika felmelegszik.

http://fizipedia.bme.hu/index.php/Fajl:Indukcios_agyu.ogv 4

Ezek a jelenségek az orvényaramok kialakuldsaval magyarazhatok. Az orvényéra-
mok a vezetOben zart hurkok mentén kialakulé aramok, amelyek azért lépnek fel, mert
az indukalt elektromos erétér erovonalai zart hurkok, és a vezetoben 1évo mozgasképes
toltések ezek mentén mozognak. A lengd aluminium karika azért mozdul el a kozeledd
magnes iranyaban, mert a kozeledé magnes inhomogén erdtere miatt véaltozik a karika-
ra vonatkozo indukcidfluxus. A létrejott indukalt fesziiltség a karikaban orvényaramot
hoz létre, amely annal nagyobb, minél gyorsabban kozeledik a magnes a karikahoz. A
Lenz-térvény értelmében az indukalt dram olyan hatést kelt, ami csokkenteni igyekszik
az indukalt aramot. Ez ugy kovetkezik be, hogy a karika elmozdul a mozgé méagnes eldl,
igy csokkentve a karika és a magnes relativ sebességét. A megszakitott karikdban nem
tud kialakulni 6rvényaram, ezért a jelenség nem jon létre.

Az aluminiumlemezbdl késziilt ingaban a lemez mozgasa miatt jon létre indukalt
fesziiltség, ami a lemezben 6rvényaramokat okoz. Az orvényaramok olyanok, hogy az
oket 1étrehozé hatéast, vagyis a lemez mozgasat akadalyozzak, ezért csillapodik az inga
lengése. A bevagdosott ingaban az orvényaramok nem tudnak kialakulni, ezért ekkor
gyakorlatilag nincs csillapodas.

A Thomson-agyu miikodésének magyarazata szintén az, hogy a valtakozé aram altal
létrehozott valtakozé magneses erotérben az aluminiumgytriiben oérvényaram lép fel, és a
Lenz-torvénynek megfeleléen a gytirt le akar menni az indukélt a&ramot okozé vasmagrol.

A magnesnek rézcsében torténo ejtésénél a magnes mozgasa miatt a csben érvény-
aramok jonnek létre, amelyek akadalyozzdk az Oket létrehozo hatést, vagyis a magnes
mozgasat. A nem mégneses anyag ejtésekor nincs indukalt érvényaram, igy fékezés sem
1ép fel.
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Az 6rvényaramok altal okozott veszteségek kikiiszobolése érdekében készitik a transz-
formatorok vasmagjat egymastol elszigetelt, Osszeragasztott lemezekbol és nem tomor
anyagbol.

6.2.3. Ko6lcsonos indukceid és onindukcid

Ha egy arammal atjart vezeté hurok (1) mellett egy masik vezeté hurkot (2) helye-
ziink el, akkor az I hurok I; arama altal keltett magneses erétér a 2 hurok helyén is
megjelenik. FEzért, ha az 1 hurokban valtozik az aram, akkor a 2 hurok koérnyezetében
is valtozik a mégneses er6tér, és a 2 hurokban elektromotoros eré (és aram) indukalé-
dik. A gondolatmenet forditva is érvényes: a 2 hurokban folyé I, aram véltozasa az I
hurokban hoz létre indukalt elektromotoros erét (és dramot). Ezt a jelenséget kdlcso-
nos indukcionak nevezik, és ez teszi lehetové, hogy idoben valtozo elektromos jeleket
egyik aramkorbol a masikba gy vigytink at, hogy a két aramkor kozott nincs vezetdvel
létrehozott kapcsolat. Az ilyen aramkoroket csatolt dramkordknek is nevezik.

A 2 hurokban létrejott indukalt elektromotoros erét az

d®py

gz’:
2 dt

(6.39)

Osszefiiggés adja meg, ahol ®ps a 2 hurokra vonatkozd indukciofluxus. Ha ezt az 1 hu-
rokban folyé aram hozza létre, akkor

Qpy = Mo 11, (6.40)

hiszen az I, aram &ltal keltett magneses indukcio és igy a létrehozott indukcidéfluxus is
aranyos az arammal. Az My, ardanyossagi tényez6 az aramhurkok geometriai jellemz6itol
(pl. alak, egymastdl mért tavolsag) fiigg. Ennek alapjan a 2 hurokban létrejott indukalt
elektromotoros ero

d®p, dly

= — My —— 6.41
i 21 (6.41)

Si: .
2 dt

Hasonlé gondolatmenettel kaphatjuk az I, aram valtozasa miatt az 1 hurokban 1ét-
rejott indukalt elektromotoros erot:

Qp1 = Mgy, (6.42)
_ dbm . dl
En=— a _MIQE' (6.43)

Kimutathaté, hogy a két egyiitthatd egyenld egymassal, ezért, ha bevezetjiik az My, =
My, = M jelolést, akkor a kolcsonos indukcié miatt a két hurokban fellépé indukalt
elektromotoros erék az
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dog dl

&= = -M— 6.44
! dt dt (6.44)
dd 5, dl,
o= = _M— 4
€ dt dt (6.45)

alakba frhatok. Az M allandét a rendszer kélesonds indukcios egyiitthatojanak nevezik.
Szamitsuk ki a kolesonos indukeids egyiitthatot abban az egyszer esetben, amikor a
két aramkor két egymasba tekercselt, azonos [ hosszisagu és azonos A keresztmetszetil,
N; és N, menetszamu tekercs.
A 2 tekercsben az 1 tekercs I; arama altal keltett B; = % magneses indukcio
fluxusa

NzAMONlll _ poN1 N2 A

CDBQ = NQABl = I ]

I. (6.46)

Ebbdl kovetkezik, hogy a kolesonos indukcids egyiitthato:

NiN> A

(6.47)

Indukélt fesziiltség nem csak két kolesonhatéd aramhurokban 1ép fel, hanem egyetlen
hurokban is, ha benne valtozik az dramerdsség. Itt arrél van szd, hogy a hurok benne
van a sajat magneses eroterében, ezért, ha az valtozik, akkor benne elektromotoros er6
indukalodik. A jelenséget, amely igen fontos szerepet jatszik a valtéaramu aramkorokben,
onindukcionak nevezik.

Mivel az aramhurokban a magneses indukciot itt a hurok sajat I arama hozza létre,
a fluxust a

®p = LI (6.48)

Osszefiiggés adja meg, ahol L a geometriai viszonyoktol fiiggd dllando, amit onindukcios
egyiitthatonak (néha egyszeriien ,6nindukciénak”) neveznek.
Az aramkorben indukalt elektromotoros er6 eszerint
ddp dr

o = I —. 4
& dt dt (649)

Mivel a tekercs a valtakozd aramu aramkorokben igen fontos aramkori elem, szamit-
suk ki egy N menetii, [ hosszisagu, A keresztmetszet tekercs 6nindukcids egyiitthatéjat.
A tekercs sajat arama altal létrehozott magneses indukcié nagysaga:

NI
=" - (6.50)
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Az egy menetre vonatkozé fluxus

NA
Bp = BA = “Ol I, (6.51)
a teljes fluxus pedig
N2A
Oy = Nby =20 —_ (6.52)

Ebbdl kovetkezik, hogy az énindukcids egyiitthatd

N?A
L=" . (6.53)

Az 6nindukcids egyiitthatd legegyszeriibben és leghatékonyabban a menetszam nove-
lésével — és mint kés6bb latni fogjuk — a tekercsben elhelyezett vasmaggal (a p értékének
novelésével) novelheto.

6.2.4. A transzformator alapelve

A csatolt aramkorok alkalmazasanak egyik kozismert példaja a transzforméator, amely-
ben két tekercs kolesonos indukcidja segitségével — a tekercsek mentszamanak megfeleld
megvalasztasaval adott amplituddjia valtakozd fesziiltségbol kisebb vagy nagyobb amp-
litudoju fesziiltséget kaphatunk.

Egyszertsitett transzformator-modellként hasznéljuk azt az elrendezést, amelyben a
kolesonos indukceids egyiitthatét kiszamitottuk: a vizsgalt két aramkorben (az dbran 1
és 2) két egymasba tekercselt, azonos [ hosszisagi és azonos A keresztmetszetii, Ny és
Ny menetszamu (és ennek megfelelden kiilonb6z6 Ly és Lo onindukcidji) tekercs van.
A 6.10. abran lathato szimbdlumon a két hullamos vonal jelképezi a tekercseket, a két
parhuzamos vonal pedig azt jelzi, hogy a két tekercs vasmagra van tekercselve.

Tegyiik fel, hogy az 1 dramkorben egy valtozo Uy (t) fesziiltségli aramforrés, a 2 dram-
korben egy Ry, ellenallasu fogyasztd van. A vezetékek és a tekercsek (ohmikus) ellenéllasa
elhanyagolhato, ugyancsak elhanyagolhatok az aramkordkben fellépd kapacitasok és a te-
kercseken kiviili induktivitasok is.

A fenti egyszerusitett transzformator-modell esetén viszonylag egyszertien kiszamit-
hatdé a két kolesonhato tekercsben 1étrejott fesziiltségek hanyadosa.

Mivel a két tekercs egymasra van tekercselve, az indukcidévektor, és igy az egy menetre
vonatkozé ®p indukciéfluxus mindkét tekercsben azonos: ®p; = Ppy = Pp. Ezzel a
jeloléssel az egyes tekercsekben az indukciofluxus

(I)Bl = qu)B és (bBZ = NQCDB. (654)
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6.10. abra. Veszteségmentes ,idealis” transzformator vazlata

A két aramkorre felirva Kirchhoff I1. torvényét, az alabbi egyenleteket kapjuk:

ddp, dop
U, — =0 U — N =0 6.55
! dt - Ty (6.55)
dq)BQ dq)B
R I — =0 = RplL,— N, =0. 6.56
s LUEL2 dt kL2 2 dt ( )

A fluxust a tekercsekben folyé aramok hozzak létre, vagyis

NI NsI.
:,u 11A—i—'u 249

dp ; i A. (6.57)
Ezzel az egyenleteink az aldbbi alakot 6ltik:
,LLNlA dIl ILLNQA d[Q dIl d[g
_ et N A et L/ =2 = ,
Uy — M T R 0 = U -—-L T T 0 (6.58)
/LNlA dIl /LNQA d[Q dIl d[Q
I, — N — — N — =0 Ryls — M—— — Ly——=10. (6.59
file = Moy — ey B TR (6.59)

A 2 aramkorben a kolesonos indukciobdl és az onindukciobdl szarmazod fesziiltség
nagysaga:

- A Al NeNM AL NoNyodly o Ny dl Ny dl
2 dt dt N, N, dt N, N, *dt N, VAt N, dt
(6.60)

Figyelembe véve az 1 aramkorre felirt egyenletet, azt kapjuk, hogy

N, dI dI N
U2:__2 ( 1 2) 2
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A -7 jel azt mutatja, hogy a két fesziiltség ellenkezd fazisban van.
Azaz egy veszteségmentes, idedlis transzformator esetén az 1 aramkorbe betaplalt
U;- és a 2 aramkorben létrejott Us fesziiltség-amplitudok hanyadosara fennéll, hogy
U, M

—_ = —. 6.62
0, N, (6.62)

6.3. Tranziens jelenségek induktivitast tartalmazé aram-
korben

Ha egy induktivitast tartalmazé aramkorben az aram valamilyen okbdél megvélto-
zik, akkor az induktivitds ezt a véltozast akadélyozni igyekszik (Lenz-torvény). Ennek a
kovetkezménye az, hogy egy ilyen aramkorben az aram bekapcsolasa vagy kikapcsolasa
utan az egyensilyi dram nem azonnal all be, hanem csak egy hosszabb-révidebb atmene-
ti id6szak utan. Most ilyen atmeneti — idegen széval tranziens — jelenségeket vizsgalunk
meg.

6.3.1. Az aram kikapcsolasa

Elsé példankban egy induktivitdst tartalmazé aramkorben a telep lekapcsolasdnak

hatdsét vizsgaljuk. A 6.11. dbran lathaté aramkorben eredetileg (kapcsold 1 élldsa) a
telep altal létrehozott Iy = U—RT aram folyt (az induktivitds ellendlldsa elhanyagolhatd).

Ezutan a telepet a kapcsolo segitségével levalasztjuk az aramkorrdl, és egyidejiileg zarjuk
is a telep nélkiili aramkort (kapesold 2 éllasa). Az id6t az dtkapcesolds pillanatatdl (¢ = 0)
mérjiik.

6.11. abra. Induktivitast tartalmazé aramkor kikapcsolasa
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Az dramkor vizsgdlatdnak kezdetén még az eredeti dram folyik, tehdt 1(0) = I,
viszont fesziiltségforrds mér nincs az dramkorben, tehat Ur = 0 (ezek a probléma meg-
oldésédhoz sziikséges Un. kezdeti feltételek).

Azt varjuk, hogy az aram megsziinik, hiszen az aramkorben nincs mar telep, de az in-
duktivitas jelenléte miatt az dram csak fokozatosan csokken nulldra. Mivel a tapasztalat
szerint a Kirchhoff-térvények nem til gyorsan valtozé aramok esetén, barmely idopilla-
natban, valtozatlan formaban érvényesek, az aram idébeli valtozasat ezek segitségével
fogjuk meghatarozni.

Az 1. Kirchhoff (csoméponti) torvény szerint egy ¢ idépillanatban az dramkoér minden
pontjan ugyanakkora és ugyanolyan irdnya [(t) dram folyik. A II. Kirchhoff (hurok-)
torvény felirdsdhoz valasztani kell az dramhurokban egy koriiljarési irdnyt (az dbran az
Sdramutato jardsdaval ellentétes), fel kell tételezni egy pillanatnyi dramirdnyt, és azt, hogy
az adott ¢ id6pillanatban az dram n6 vagy csokken (mindezek tetszolegesen vélaszthatok,
a vélasztds a végeredményt nem befolydsolja). Az altalunk vélasztott koriiljaras és pilla-
natnyi aramirany az abran lathato, az aram valtozasarol azt tételezziik fel, hogy ebben
a pillanatban éppen csokken.

A II. torvény szerint a hurokban korbejarva a fesziiltségek elGjeles Gsszegére fennall,

hogy
Urp+ U =0. (6.63)

Az ellenéllason eso fesziiltséget az U = IR Ohm-torvénybol, az induktivitason eso
fesziiltséget az Uy = L% onindukciés torvénybol kaphatjuk meg, de meg kell vizsgalni
a fesziiltségek elgjelét. Az ellendllason az aram iranyaban haladunk at, vagyis az athala-

dasnal a potencial csokken, Ur < 0, ezért
Ugr=—IR (6.64)

(itt I az dram nagysédga, tehat pozitiv szam).

Az 6nindukcids fesziiltség az aram csokkenése ellen hat, vagyis a csokkené arammal
azonos iranyu aramot indit (az dbran I,q). Az induktivitds tehat olyan ,telepként” mii-
kodik, amelynek polaritasat az dbran zardjelben feltiintettiik. Ha ezen a ,telepen” a ko-
rilljaras iranydaban athaladunk, akkor potencidlnovekedést tapasztalunk, vagyis Uy, > 0.
Mivel feltételezésiink szerint az aram csokken, dI < 0, ezért Uy, csak akkor lesz pozitiv,
ha az

dl
U,=—-L— 6.65
=LY (6.65)
alakban irjuk be.
A fenti kifejezéseket a huroktorvénybe beirva, a
dl

Up+UL=—IR~ L =0 (6.66)
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osszefiiggést kapjuk. Az egyenletet egyszertisitve, és figyelembe véve, hogy az aramerdsség
id6ben véltozik, tehdt I = I(t), a probléma megolddsdhoz felhasznalhaté egyenlet az
alabbi alakot o6lti:

dI(t)

RI(t) + L——=
(t) + L—

=0. (6.67)
Ebbél az egyenletbdl kell , kitaldlnunk” az I(t) fiiggvény konkrét alakjét.

A probléma az, hogy az egyenletben a meghatérozandé I(t) fiiggvény mellett annak
differencidlhédnyadosa is szerepel (ez egy tn. differencidlegyenlet). A differencidlegyenle-
tek megolddsanak modszereit a matematika targyban részletesen targyaljédk, ennek az
egyenletnek a megoldasa azonban nem igényel specialis ismereteket. Els6 1épésként ren-
dezziik at az egyenletet az alabbi mdédon:

dl R
=T dt. (6.68)
Ezzel elértiik, hogy a két valtozé mennyiség (I és t) koziil az egyenlet egyik oldaldn
csak az I, a masik oldaldn pedig csak a ¢ szerepel. (Ezt gy szoktdk megfogalmazni,
hogy sikeriilt a valtozokat szétvalasztani, ezért az ilyen tipusu differencidlegyenleteket
szétvdlaszthatd differencidlegyenleteknek nevezik.) Fzek utdn a két oldalt a megfeleld
valtozo6 szerint integraljuk az adott mennyiség hatarai kozott (az id6 szerint 0 és ¢, az
dramer6sség szerint az ennek megfelel6 1(0) = Iy és I(t) = I kozott):

I t
I R
—=- / - dt. (6.69)
Iy 0

Az integraléas elvégzése utan azt kapjuk, hogy

I R
In— = ——t. 6.70
NS (6.70)

Az I(t) fiiggvényt innen a logaritmus elimindldsa és rendezés utan kapjuk:
I(t) = Ipe ©°, (6.71)

Eszerint az aram valéban nem azonnal tiinik el a telep lekapcsolasa utan, hanem expo-
nencidlisan csokken a nulla érték felé (6.12. abra).
Az aram csokkenésének kezdeti meredekségét a

dr R
et — 7 6.72
(dt)t_o L (6.72)
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6.12. dbra. Az aramkorben folyd aram idofiiggése a telep lekapcesolasa utan kiilonbozo
R/L értékek esetén (Ro/Ls > Ry/Ly)

kifejezés adja meg. Lathato, hogy az aram csokkenése annal meredekebb, minél kisebb
az L induktivitas, ami érthetd, hiszen az aram megsziinésének lelassulasat éppen az
induktivitas okozza.

Kevéshé nyilvanvald, hogy adott induktivitas esetén az aram csokkenése anndl gyor-
sabb, minél nagyobb a korben az R ellenallds. Ezért, ha az aramkort a telep lekapcsolasa
utan nem zarjuk, hanem megszakitjuk, akkor a korben igen nagy ellenallas jelenik meg,
és az aram csokkenésének meredeksége nagyon nagy lesz. Tudjuk, hogy az 6nindukcio
jelensége miatt megjeleno indukalt elektromotoros eré nagysaga éppen az aramvaltozas
sebességével ardanyos: |Eing| ~ |%\. Ez az oka annak, hogy egy dramkor megszakitdsakor
igen nagy — gyakran az aramkorben jelenlévo eredeti fesziiltségnél sokkal nagyobb — indu-
kalt fesziiltség keletkezik, ami a kapcsold egymastdl eltavolodd fém részei kozott szikrat
hozhat létre (szaraz levegében 1 mm-es szikra létrehozdsdhoz durvan 1000 V fesziiltség
sziikséges).

6.3.2. Az aram bekapcsolasa

Miésodik példaként az aram bekapcsolasat vizsgaljuk, ugyancsak egy induktivitést
tartalmazé dramkorben. A 6.13. dbrdn a megszakitott dramkorbe (kapcsold 1 alldsa)
bekapcsoljuk a telepet (kapcsolé 2 allasa). Az id6t a bekapcsolds pillanatatél mérjiik,
ekkor a koérben dram még nem folyik, tehat 7(0) = 0, a telep viszont mér az dramkorben
van.

Most Kirchhoff II. térvénye az

Ur+UL+Ur=0 (6.73)
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6.13. abra. Induktivitast tartalmazé aramkor bekapcsolasa

alakban irhat6 fel. A kikapcsolasnél kovetett gondolatmenetet megismételve, a megol-
dandé egyenlet

dr
—IR—L—+Up=0. (6.74)
dt
Az egyenletet L-lel elosztjuk, majd atrendezziik annak érdekében, hogy a valtozokat

szétvalaszthassuk:

dl 1
— = —dt. 6.75
Ur—RI L (6.75)

Ezutan az egyenlet két oldalat integraljuk:
) dl / 1

—— = [ —dt. 6.76
/ Ur — RI / L (6.76)

0 0

Az integralds utan azt kapjuk, hogy
——In——m = —t. (6.77)

A logaritmust eliminalva, majd az egyenletet rendezve, megkapjuk az aramerdsség ido-
fliggését:

_Ur 0

1) = = (1 - e_ft> . (6.78)
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A bekapcsoldsnal tehat az induktivitas akadalyozza az aram novekedését, ami miatt
az aram nem tudja azonnal felvenni az ellenallasnak és a telepnek megfelel6 U—Pf értéket
(dbra), azt csak fokozatosan éri el. Az emelkedés anndl lassibb, minél kisebb az % ha-
nyados, vagyis adott ellendllas mellett minél nagyobb az induktivitas. Ez értheto, hiszen

a lasstu emelkedés oka éppen az induktivitas jelenléte.

>

6.14. abra. Az aramkorben foly6 aram idofiiggése a telep bekapcsolasa utan kiilonb6zo

R/ L értékek esetén (Ry/Ls > Ry/Ly)

Az induktivitds hatdsa néhany egyszerii kisérlettel is szemléltetheto.

Kisérlet: Parhuzamosan kapcsolt tekercs és ellenallas kapcsolasa
Két parhuzamosan kapcsolt, azonos izzolampat egy telepre kapcsolunk, majd
az egyik izzéval egy nagy induktivitdsu (L) tekercset-, a masikkal egy kis
induktivitasa ellendlldst (R) kapcsolunk sorba (6.15. dbra). A fesziiltséget és
az ellenallast ugy allitjuk be, hogy mindkét izzo6 vilagitson. Ezutén a telephez
vezeto vezetéket megszakitjuk, ekkor az izzok kialszanak. Ha most a telepet
ismét bekapcsoljuk, akkor azt észleljiik, hogy a tekercset tartalmazé agban
az 1zz06 jol megfigyelhetéen késobb gyullad fel, mint a masik agban.

http://fizipedia.bme.hu/index.php /F&jl:Onindukcio_I.ogv
¢

Kisérlet: Parhuzamosan kapcsolt tekercs és ellenallas valtéarammal
taplalva
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6.15. dbra. Parhuzamosan kapcsolt tekercs és ellenéllas kapcsoldsa

Ha az eloz6 kisérletnél hasznalt aramkorbe a telep helyett egy valtakozo fe-
sziiltségli generatort kapcsolunk, akkor az izzék periodikusan felgyulladnak
és kialszanak. Jol megfigyelheté azonban, hogy a két dgban a periodikus val-
tozas nem ugyanabban az iitemben torténik: a két periodikus véltozas kozott
faziseltolddés van. ¢

Ez a kisérlet is az induktivitasnak a valtozast késleltet6 hatasat mutatja: az induktivi-
tast tartalmazo6 dgban az dram véltozasa késik a masik ag aramanak valtozasahoz képest,

/////

zajlanak. Ennek a ténynek nagy jelentésége van a valtéoaramui aramkorokben.

6.4. A magneses erotér energiaja

Az elektromos erotér targyalasanal lattuk, hogy a létrehozasakor végzett munka aran
az erOtérhez rendelheto energia jelenik meg. Tudjuk, hogy a magneses erétér 1étrehoza-
sahoz is munkavégzés (pl. elektromos dram keltése) sziikséges. Kérdés, hogy ez a munka
is megjelenik-e valamilyen magneses energia formajaban. Az induktivitast tartalmazé
aramkorokre vonatkozo tapasztalatok azt sugalljak, hogy ilyen energia létrejon, hiszen
pl. a fesziiltségforras kikapcsolasakor a tekercs magneses erétere fokozatosan sziinik meg,
és az aramkorben a kikapcsolds utén is fenntartja az aramot.

A tekercsben felhalmozott energia meghatarozasahoz hasznéljuk fel a bekapcsolési
jelenségnél targyalt dramkort (6.13. dbra), amelyre Kirchhoff I1. torvénye szerint fennéll
az

I
~IR— L + Uy =0 (6.79)
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Osszefiiggés. Ebbol a dt ido alatt végzett munkat I dt-vel vald szorzassal kaphatjuk meg:

dI
—I’Rdt — LJE dt + Upl dt = 0, (6.80)

amibol atrendezéssel akévetkezo egyenletet kapjuk.

Uldt = I°Rdt + LI%dt
i 0 n
aramforras Joule-h6 777 (6.81)
munkdja

Ebben az egyenletben az egyes tagokat megvizsgalva megallapithatjuk, hogy a bal
oldalon az aramforras altal dt¢ id6 alatt végzett munka all, a jobb oldal elsé tagja pedig
az ellendlldson hové alakulé munkat (Joule-hé) adja meg. Lathat6, hogy a telep mun-
kajanak csak egy része alakul &t termikus energidava, a maradékot a jobb oldal masodik
tagja képviseli. Kézenfekvonek latszik, hogy ez a tag adja meg a tekercsben a magneses
erOtérnek a dt id6 alatt bekovetkezd véltozasaval Osszefliggd dFEmsen energiavéltozast,
amit a mdgneses erdtér energidjinak tulajdonitunk:

I
AEuign = LI— dt = LI L. (6.82)

A dt id6 alatt bekdvetkezd energiavaltozdsbol kiszamithatjuk, hogy mekkora az Eiysan
magneses energia akkor, ha a tekercsben I aram folyik. Ehhez az aramerdsség valtozasat
0-t6l I-ig elemi 1épésekben kell végrehajtani, és Gsszegezni (integralni) kell az ekozben
bekovetkezo elemi energiavaltozasokat:

I
1
Brggn = / LI'dl' = 5LP. (6.83)
0

Ekkora energia van jelen az I drammal atjart, L énindukcioju tekercsben.

Ahhoz, hogy az energia kifejezésére altalanosabb alakot kapjunk, probaljuk meg ki-
kiiszobolni az 6sszefiiggésbél konkrétan a tekercsre vonatkozé adatokat (L, I), és helyet-
tesitsiik azokat a tekercsben kialakult magneses erotér jellemzoivel.

Hasznaljuk fel az 6nindukciéra kapott

B uNZ2A
o

kifejezést (NN a tekercs menetszama, A a keresztmetszete, [ a hossza) és a tekercs magneses
eréterére vonatkozé

L

(6.84)

Bl
B=— = I=

-2 6.85
; N (6.85)
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Osszefiiggést. Ezeket a mégneses energia kifejezésébe behelyettesitve, egyszertsitések utan
azt kapjuk, hogy
1 B2 1B2
Ernégn - §7Al - 57‘/, (686)
ahol V' = Al a tekercs térfogata.

Ebbdl a kifejezésbdl latszik, hogy a tekercsben tarolt energia aranyos azzal a térfogat-
tal, ahol magneses erétértér van jelen (az itt feltételezett idedlis esetben csak a tekercs
belsejében van magneses erdtér), egyébként pedig — a tekercset kitolté adott anyag ese-
tén — csak az erdteret jellemzé magneses indukciovektor nagysdgatol fiigg. Mar ebbdl a
meggondolasbodl is sejthetd, hogy ez az energia a tekercsben 1étrejott magneses erctérrel
hozhaté kapcsolatba, de ez még vilagosabba valik, ha kiszamitjuk az energia térfogati
stiriségét:

Engen 1 B?
Wmsgn = = 5 -
5 v 2 u

(6.87)

Ez azt jelenti, hogy a tekercs belsejében jelenlévo energiastiriiség csak az erdteret jel-
lemzo mdgneses indukciovektortol és a tekercset kitolto anyag mdgneses permeabilitasatol
figg.

Egyelore a tapasztalatokra hivatkozva csak feltételezziik (kés6bb az elektrodinami-
kédban ezt be is bizonyitjak), hogy ez az Osszefiiggés mindenféle magneses er6tér esetén
igaz: ahol magneses erotér van, ott ilyen energiastirtiség van jelen fiiggetleniil attdl, hogy
az erSteret mi (magnes, elektromos dram) hozta létre.

A fenti Gsszefiiggés homogén, izotrép, linearis anyag esetén — a B = uH Osszefiiggés
segitségével atirhato a

1 1
Wmgen = ~HB = -~HB (6.88)
2 2
alakba is. A vektori frasmdd itt azért lehetséges, mert ilyen anyagokban B || H, ezért
HB = HB.

Kimutathaté hogy ez a vektori formaban felirt Osszefiiggés az anyagok tobbségére

érvényes, vagyis a magneses erétér energiastiriisége altalaban a

1
Wnign = ;HB (6.89)

Osszefiiggéssel adhato meg.
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7. fejezet

Elektromagneses rezgések

7.1. Harmonikus rezgés idealis elektromos rezgokor-
ben

Ha egy C kapacitasu, feltoltott kondenzatorra rakapcsolunk egy L 6nindukcidju te-
kercset (7.1. dbra), akkor a korben dram indul meg. A véltozé dram fesziiltséget indukal
a tekercsben, ami fékezi az aram valtozasiat. Ahogy a kondenzator toltése csokken, az
aramerosség is csokkenne, de a tekercs 6nindukcidja ezt a csokkenést lassitja, és akkor is
tovabb folyik az aram, amikor a kondenzatoron mar nincs toltés. Mire az aram megszii-
nik, a kondenzator mar ellenkez6 eldjelii toltésre tett szert, ami ellenkez6 irdnyu aramot
indit, stb. Ugy latszik tehat, hogy itt rezgés jon létre, amelynek soran az dramerdsség a
korben periodikusan valtozik, ezért ezt az aramkort rezgokornek nevezik.

() ()
L
y ()
& csokken
C 1y Q)
A
Uc

7.1. abra. Idealis rezgokor

Ennek a rezgékornek van egy kiilonlegessége, hiszen — amint az abran is lathatd —

211



feltételeztiik, hogy az aramkorben nincs ellenallas. Ez a valésagban biztosan nincs igy
(legfeljebb annyit allithatunk, hogy az ellenallas elhanyagolhatd), ezért az ilyen rezgékort
1dedlis rezgokornek nevezik.

A rezgokorben folyd aram kisérleti vizsgalata azt mutatja, hogy az aram valtozasa
jo kozelitéssel harmonikus rezgés. Most megprobaljuk az aramerdsség idofiiggését fizikai
megfontoldsok segitségével szamitas utjan meghatarozni. Ehhez az aramkorokre vonatko-
z6 torvényeket hasznalhatjuk fel. A tapasztalat szerint ugyanis nem tul gyorsan valtozd
(in. kvézistacionarius) dramokndl az dramok és fesziiltségek pillanatnyi értékeire érvé-
nyesek a Kirchhoff-torvények. Ez azt jelenti, hogy egy adott iddpillanatban a rezgdkor
minden pontjan ugyanaz az dram folyik (I. torvény), és adott iddpillanatban a hurokban
a fesziiltségek dsszege nulla (I1. térvény). Irjuk fel Kirchhoff II. térvényét a rezg8korre a
t idopillanatban:

UL(t) + Uc(t) = 0. (7.1)

Tudjuk, hogy az induktivitason fellépd indukalt fesziiltség és a kapacitason fellépo
fesziiltség abszolut értékét az |Up(t)| = L|%(tt)| illetve az |Uc(t)| = |QCT(t)| Osszefiiggés
adja meg. A Kirchhoff-torvény alkalmazasanal ezeket a fesziiltségeket eléjelhelyesen és
lehetdleg abszolutérték-jel nélkiil kell beirnunk, ami nem tul bonyolult elemzéssel meg-
valosithato.

A Kirchhoff-térvénynek a konkrét aramkor adatait tartalmazé alakjat akkor tudjuk
felirni, ha sikeriil meghataroznunk a fesziiltségek el6jelét. Ehhez egy konkrét helyzetet
kell megvizsgalnunk, amit pl. a fenti abran lathatunk.

Feltételezziik, hogy a vizsgalt pillanatban a kondenzator az abranak megfelelé Q¢
toltéssel rendelkezik, az I dram az dbréan bejeldlt irdnyban folyik (a kondenzatort tolti),
és éppen csokken. Emiatt az induktivitdson — a Lenz-torvénynek megfeleléen — olyan
fesziiltségnek kell keletkeznie, amely az aram csokkenését akadalyozza, vagyis az eredeti
arammal egyiranyu [,q aramot kelt. Ha az induktivitast fesziiltségforrasként képzeljiik el,
akkor az emlitett feltételnek az a polaritds felel meg, amit az dbran zardjelben megadtunk
(baloldalt a negativ-, jobboldalt a pozitiv sarok). Ezutan az &ramhurkot az dram irdnyé-
ban korbejarva, megallapithatjuk a fesziiltségek eléjelét. Az induktivitason athaladva a
potencial né, tehat a fesziiltség (potencialkiilonbség) pozitiv, a kapacitdson athaladva
a potencidl csokken, vagyis a fesziiltség (potencialkiilonbség) negativ. Az induktivita-
son es6 fesziiltségre akkor kapunk pozitiv értéket, ha az UL(t) = —L%Sf) Osszefiiggést
hasznéljuk (a minusz jel azért kell, mert az dram csokken, tehat d/ < 0). Ha Q¢ a kapa-
citason 1éveo toltés nagysagat jeloli, akkor a rajta esé negativ fesziiltséget elGjelhelyesen
az Uc(t) = —QCT(t) Osszefiiggés adja meg.

Igy a rezg8korben végbemend folyamatok lefrasara a

di(t) Qc(t)
—Le - SR =0 (7.2)
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egyenletet kapjuk.

Az egyenletben két ismeretlen fiiggvény, az aramerésség és a kondenzator toltése
szerepel, ezért valamelyiket az egyenletbdl elimindlni kell. Erre az ad lehetdséget, hogy
a vezetékben foly6 aram a kondenzator toltésének valtozasaval egyértelmii kapcsolatban
van, hiszen a vezeto egy keresztmetszetén adott id6 alatt az a toltés folyik at, ami a
kondenzator lemezére érkezik. Ezért érvényes az I(t) = dQC( ) sszefiiggés.

Az egyenletbdl legegyszeriibben az aram kiiszobolhetd kl ha kifejezziik a toltésvalto-

zas sebességével: (t) = de‘;(t) = dégt) = d2§§(t). Ezt behelyettesitve, a toltésre az
d2
TColl) | Lo =0, (73
illetve a
d?Qc(t) 1
_ t) = 4
w2 T LCQC’( )=0 (7.4)

differencialegyenletet kapjuk. Ez lathatélag harmonikus rezgés differencidlegyenlete, vagy-
is a kondenzator toltése idOben szinusz vagy koszinusz fliiggvény szerint valtozik. A meg-
oldast felirhatjuk példaul a

Qc(t) = Qmsin(wot + ) (7.5)

alakban, ahol @, a toltés maximadlis értéke (ez esetiinkben attdl fiigg, hogy a konden-
zatort mennyire toltottiik fel). A rezgés korfrekvencidja (a Qo (t) fiiggvény szorzdjanak

négyzetgyoke): wy = @/%, amit az idedlis rezgokor sajdat-korfrekvencidjinak neveznek.

1
LC

Egy aramkor eseteben altalaban nem a kondenzator toltése, hanem a korben folyo
aram érdekel benniinket. Az aram idébeli valtozasat legegyszertibben az dramerdsség és
a toltésvaltozas kozotti Osszefliggés segitségével kaphatjuk meg:

dQc(t)
dt

Az ennek megfelel6 fy = mennyiség a rezgokor sajatfrekvencidja.

I(t) = = Qmwo cos(wot + ) = \;2;_0 cos(wot + ). (7.6)

Ha az aram maximalis értékére bevezetjiik az

Ly = Quo = \?Tm_c (7.7)

jelolést, akkor az aramerdsség valtozasa az egyszeriibb
I(t) = I, cos(wot + ¢) (7.8)

alakba irhaté.
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Az aram idobeli valtozasa ugy is megkaphatd, hogy az eredeti egyenletbdl a toltést
kiiszoboljiik ki. Ehhez differencialjuk az egyenletet id6 szerint, és hasznaljuk ki, hogy
% = I. Ekkor — rendezés utan — az aldbbi egyenletet kapjuk:

d?I(t) 1
+ R
dt? LC

I(t) = 0. (7.9)

Ebbdl az egyenletbdl is azt kapjuk, hogy az dram wg = 4/ % korfrekvenciaji harmo-
nikus rezgésnek megfeleloen valtozik, és idofiiggése az

I(t) = I, cos(wot + ¢) (7.10)

fiiggvénnyel irhato le.

A szamitasunk tehat igazolja azt a varakozast, hogy a kondenzator feltoltése utan
magara hagyott idedlis rezgékoérben az dramer6sség harmonikus fliggvény szerint vélto-
zik, az idealis rezgokorben harmonikus rezgés jon létre. Ez azt jelenti, hogy az egyszer
elinditott rezgés allandé amplitidoval elméletileg 6rokké fennmarad.

A tapasztalat ezzel a kovetkeztetéssel nem egyezik, hiszen kisérletileg csak az valé-
sithaté meg, hogy egy elhanyagolhaté ellenallast tartalmazé rezgokorben a kozel harmo-
nikus rezgés hosszu ideig fennmarad, de csillapodik, és el6bb-utébb megsziinik. Ez az
ellentmondas azzal az egyszertsitéssel fligg Ossze, hogy szamitasainknal hasznélt idedlis
rezgokorben elhanyagoltuk az energidt fogyasztéd ohmikus ellenallast.

Erdemes a toltés, az aramerosség és a kondenzatoron illetve az induktivitason kiala-
kulo fesziiltség idobeli valtozasat osszehasonlitani.

A kondenzétoron illetve az induktivitdson eso fesziiltség valtozasa szintén harmonikus
rezgés. A fesziiltségeket leird fiiggvények:

Uelt) = 5Qelt) = L2 sin (wot + ) (7.11)
V() = — Us(t) = —%’“ sin (wot + ) (7.12)

A kondenzatoron eso fesziiltség tehat a toltéssel azonos fazisban, az induktivitason
esO fesziiltség azzal ellentétes fazisban valtozik.

Az dram véltozasat — a fent alkalmazott koszinusz fiiggvény helyett — leirhatjuk szi-
nusz fiiggvénnyel is:

, 7r
I(t) = I, cos(wot + ) = L, sin(wot + ¢ + 5) (7.13)
Az dramer6sség valtozdsa tehat F-vel ,siet” a kondenzatoron esd fesziiltség (és a
toltés) véltozasdhoz képest.
A toltés-, a kondenzatoron és induktivitdson esé fesziiltség- és az aramerdsség valto-
zasat leird fiiggvényeket a 7.2. dbra mutatja (a ¢ = 0 feltételezéssel).
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7.2. abra. A toltés, a fesziiltség és az aramerdsség valtozasa idedlis rezgékorben

7.2. Energiaviszonyok elektromos rezgékorben

Az elektromos rezgokorben energiadtalakulasok mennek végbe, hiszen a kondenzator
periodikusan elveszti, majd visszakapja az elektromos toltését, és ezzel az elektrosztatikus
energiajat is. Kérdés, hogy hol van az energia akkor, amikor a kondenzatorban éppen
nincs t6ltés (és igy energia sincs). Az egyetlen lehet6ségnek az latszik, hogy ilyenkor az
energia a tekercsben felépiilé magneses er6térben van (az dram akkor maximélis, amikor
a kondenzétor toltése nulla).

A maégneses erotér energidjanak pontos kifejezését a rezgokor energiamérlegének vizs-
galata alapjan kaphatjuk meg. Az energia-mérlegegyenletet formalisan ugy kaphatjuk
meg, hogy a rezgdkorre felirt Kirchoff-torvényt beszorozzuk I dt-vel:

ULl dt+ Ucl dt = 0. (7.14)

A baloldal masodik tagja a kondenzator elektrosztatikus energiajanak valtozasat adja
meg dt id6 alatt (Ul dt = U d@Q), az elsé tagot pedig a tekercsben kialakult magneses
erétér energidjanak (Epagn) megvaltozasaként foghatjuk fel.

A tekercsben kialakult magneses erGtér energiajanak dt ido alatt bekdvetkezo vélto-
zasa eszerint:

I
dFmagn = Ul dt = L%I dt = LIdI. (7.15)
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Ha a tekercsben az aramot 0-r6l I-re noveljiik, akkor a teljes energiavaltozas, vagyis
az I arammal atjart tekercs magneses eroterének energidja

1
1
Eragn = L / rdr = ELIQ. (7.16)

0

Figyelembe véve a tekercs magneses eroterére és onindukcios tényezojére korabban
kapott kifejezéseket, a magneses erotér energidja az erétér jellemzéivel is kifejezhetd. Az

l hosszusagi, N menetszamu, A keresztmetszetl, p abszolit permeabilitdasi anyaggal
— uNI

kitoltott, hosszi, egyenes tekercsben a magneses indukcié B = 5=, egy ilyen tekercs

onindukcids egyiitthatéja pedig L = N%m. Ezekkel I-t és L-et kikiiszobolve, azt kapjuk,
hogy
1 1

Eragn = ﬂBQV = 5 HBY, (7.17)

ahol V' = Al a tekercs térfogata. Ebbol az energia térfogati stirtisége magneses erétérben

Emagn 1 5 1
magn — = —B*“=—-HB. 7]_8
Wmag Vo 2 2 (7.18)

Ezek a kifejezések nem csak a levezetés alapjaul szolgdld specidlis esetben, hanem
homogén, izotrép, linearisan magnesezheté anyagban barmilyen mégneses erdtérre ér-
vényesek. Vagyis ahol B indukciévektorral jellemzett magneses er6tér van jelen, ott
Winagn = iBz energiasiirtiség is van.

A rezgdkor energiaja minden pillanatban a tekercs magneses- és a kondenzator elekt-
rosztatikus energidjanak osszege:

1

1 1 1
E(t) = Enagn(t) + Eal(t) = §L[2 + %QQ = 5L[31 sin2(wot + o)+ %an cosz(wot + ).
(7.19)

Felhaszndlva a toltés- és az dramerdsség maximdlis értéke kozott fenndlly 12, =
2
Q> wi = %—g Osszefiiggést, az Osszenergidra azt kapjuk, hogy
E= 19, (sin*(wot + @) + cos®(wot + ¢)) = 19 _ Lir2 = dllands (7.20)
2 C ‘ ’ 20 2m ' ‘
Itt tehat az energidnak a magneses- és az elektromos energiaformék kozotti atalakulasa
megy végbe, mikozben az Osszenergia allandé marad.
Itt is érvényes az a megallapitds, hogy a rezgés energidja aranyos az aram illetve a
toltés amplituddjanak négyzetével.
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7.2.1. Csillapodé rezgés elektromos rezgokérben

A valéségos elektromos rezgékor mindig tartalmaz elektromos ellendlldst (7.3. ab-
ra), amelyben az elektromos erétér energidja hové alakul. Az ellenéllds tehét a rezgést
csillapitja.

Ennek a csillapitasnak nyilvanvald jele az, hogy egy magara hagyott rezgokorben a
rezgés megszinik. A jelenség azonban megfelel6 kisérletekkel pontosabban is megvizsgal-
hato.

L I
() b (+)

L

e CD ot

7.3. abra. Veszteséges rezgokor, vagy RLC kor

Kisérlet: Csillapodé rezgékor tulajdonsagainak vizsgalata

Ha egy ellenalldst is tartalmazo rezg6kor ellendllasan esé Uy fesziiltséget (ami
a korben folyé dramerésséggel ardnyos) katédsugéar oszcilloszképra vissziik,
akkor az aram amplitudéjanak csokkenése pontosan felrajzolhato, és a csil-
lapodas az ellenallas nagysaganak fiiggvényében is vizsgalhato. Azt talaljuk,
hogy az ellenallas novelésével a csillapodés is no. ¢

A rezgokor viselkedésének leirasdhoz most is Kirchhoff I1. torvénye segitségével jut-
hatunk el, ami ellenallast is tartalmazoé rezgékorre igy irhaté fel:

U,+U:z+Ug=0. (7.21)

Az idedlis rezgokornél kovetett gondolatmenetet megismételve, ebbdl az alabbi egyen-
letet kapjuk:
dIt)  Qc(t)

—L — — IR = 22
g C R=0 (7.22)
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(itt egyetlen 1j tag jelenik meg, az ellendlldson esd fesziiltség, ami az adott esetben
negativ). Az egyenletet (—L)-lel végigosztva, az aldbbi alakot kapjuk:

dI(t)  Qc(t) R_
i 7O +ZI_0' (7.23)

Itt ismét felhasznalhatjuk a % = [ Osszefiiggést, hogy a toltést vagy az arameros-

séget eliminaljuk az egyenletbdl. Mivel altaldaban fontosabb az dramerdsség valtozasanak
ismerete, most a toltést kiiszoboljiik ki. Ehhez az egyenletet differencidljuk ¢ szerint, és
hasznaljuk fel az emlitett Osszefiiggést. Ekkor az dramerosségre az alabbi differencial-
egyenletet kapjuk:

d?I1(t) RdAI(t) 1 B
= T a +ﬁl<t)_0' (7.24)

Felhasznélva az wy = ,/% Osszefiiggést, majd bevezetve a 28 = % jelolést, azt
kapjuk, hogy
d?1(t) drt)
2 I(t) =0. 7.25
LI T (0 (7.25)

Ez pontosan ugyanolyan alaku egyenlet, mint amit a csillapodé mechanikai rezgés
kitérésére kaptunk, tehat a megoldasa is ugyanolyan

I(t) = I,e P sin(wt + ), (7.26)

vagy
I(t) = L,e ™ cos(wt + ¢'). (7.27)

A csillapodasért felelos tag (6 egyiitthatdja most az ellenallassal aranyos, hiszen ez
okozza az energiaveszteséget. A csillapodé rezgés korfrekvencidjat ugyanaz az w = /w3 — 32
Osszefiiggés adja meg, mint a mechanikai rezgések esetén, csak most az Gsszefiiggésben
szereplé mennyiségek jelentése més: wy = \/% , B = %.

A rezgOkor josagat a mechanikai rezgéseknél bevezetett josagi tényezovel jellemezhet-
jiik:

~ E wo T
=~ — = . 7.28
O BBl T25 A (7.28)
Ha a f csillapitast a rezgokor adataival fejezziik ki, akkor a
~ LWO
~N— 7.29
o~ (7.29)

Osszefiiggést kapjuk.
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7.4. abra. Soros rezgokor harmonikus gerjesztéssel

7.3. Kényszerrezgés elektromos rezgokoérben

Egy rezgokorben ugy lehet kényszerrezgést 1étrehozni, hogy a kérbe beiktatunk egy
Uk(t) valtakozé fesziiltséget ad6 generdtort (7.4. dbra). Gyakorlati szempontbdl a leg-
fontosabb az az eset, amikor a kényszert jelenté generatorfesziiltség harmonikus rezgés,
ezért itt is ezzel az esettel foglalkozunk. Ennek megfeleléen a kényszert az

U, = Uy sin wyt (7.30)

fiiggvénnyel adjuk meg.

A rendszert leiré egyenlet abban kiilonbozik a csillapodé rezgést leird egyenlettol,
hogy megjelenik benne az Ug(t) generdtorfesziiltség, amivel a kondenzator toltésének
valtozasara felirt egyenlet igy alakul

*Qc(t) | RdQc(t) | 1 Uo
— 4 — —Qc(t) = — sinwyt. 7.31
@ L @ pelelt) = s (7.31)
Bevezetve a 23 = % és az wy = % jeloléseket, a mechanikai esethez teljesen hasonld
egyenletet kapunk:
d*Qc(t) dQc (1) Uo .
1 + 20 iy +wiQo(t) = < sin wit. (7.32)

Természetesen a megoldas is ugyanolyan, mint a mechanikai esetben: a toltés valto-
zéasa a gerjeszto fesziiltség frekvencidjaval egyezo frekvencidju

Qc(t) = Qmsin(wit — @) (7.33)
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harmonikus rezgésnek felel meg. A mechanikai esettel azonos alaku fiiggvények adjak meg
a toltésvaltozas @, amplituddjara és a toltésvaltozasnak a kényszert képvisel6 generator
fesziiltségétol valé elmaradasat jellemzo ¢ fazisszoget is

Uo
Qm(wg) = , 7.34
) s 1 e
2ﬁwk
t =, 7.35
L s (7.35)
4107t -
Qm(“)k)
T oot e
) slo 1:30 1150 200 250 300
0K
0 T T T T
¢log-2f .

0 50 100 150 200 250 300
Ok

7.5. dbra. A kondenzator toltésének amplitudéja és fazisa a gerjeszto frekvencia fiiggvé-
nyében soros rezgokor esetén

A kondenzator toltésének amplitudéjat és fazisat a 7.5. abra szemlélteti. A rezgés
amplitudéjanak maximuma az wges = \/wi — 20?2 rezonanciafrekvencidndl van, amely
erOs csillapitas esetén lényegesen kiilonbozhet a csillapitatlan rezgés sajatfrekvenciajatol.
A rezgés fazisa alacsony frekvencian megegyezik a gerjesztés fazisaval, a rezonanciafrek-
vencian attol 90°-kal elmarad, magas frekvencidkon pedig ellenfazisi a gerjesztéssel. Ezt
a jelenséget toltés-rezonancianak vagy fesziiltség-rezonancianak nevezziik, és analég a
mechanikai rezgéseknél megfigyelt amplitido-rezonanciaval.

Gyakorlati szempontbdl nem csak a toltés, hanem az aramerdsség idobeli valtozasa
is fontos, ezért most az aramerdsségre vonatkozd Osszefiiggéseket is megvizsgaljuk.

A toltésvéltozds és az dramerdsség kozotti 49¢ = J kapesolatot felhasznélva, az

dt
aramerosségre az

I(t) = Quuwy cos(wit — ) = Iy, cos(wit — @) (7.36)
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osszefiiggést kapjuk, ahol I, = Q,,w, az aramerosség-amplitido. Ennek frekvenciafiig-
gését az
Uowk

N e (737

In(wi) = Qm(wr)wr =

Osszefiiggés adja meg.
Ha wq-t és 8-t az aramkor adataival fejezziik ki, akkor rovid szamolas utan az aramerosség-
amplitudo frekvenciafiiggésére az

Uo
2 1 2
kifejezést kapjuk.

Az amplitudéfiiggvény formailag a mechanikai kényszerrezgés sebességamplitidoéja-
nak frekvenciafiiggésével azonos, a fiiggvényt sematikusan a 7.6. abra mutatja. Lathato,
hogy itt is van rezonancia, ami — a mechanikai sebességrezonancidhoz hasonléan — az
wi, = wp frekvencian kovetkezik be.

I (wi) = (7.38)

7.6. abra. Az aramer6sség amplitiddja a gerjeszto frekvencia fiiggvényében soros rezgékor
esetén

Fontos adat még az dramerdsség és a kényszer szerepét jatszo Uk(t) = Y2 sin(wyt)
generatorfesziiltség kozotti faziskiilonbség. Meghatarozasahoz az aramerosség idofiiggését
megado koszinusz fiiggvényt is alakitsuk at szinusz fiiggvénnyé:

I(t) = I, cos(wit — @) = L, sin(wgt — o + g) = I, sin(wit — ¢'). (7.39)
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fgy rogton megallapithato, hogy, az aram faziskésése a generator valtakozé fesziiltsé-
géhez képest ¢ = ¢ — T (¢ a toltés és a generdtorfesziiltség kozotti faziskiilonbség, amire
kordbban a tgp = =22

2 2
Wp —Wg

osszefiiggést kaptuk).

A ¢ faziskésést megadd Osszefiiggés nem til bonyolult szamitdssal megkaphatd, a
végeredmény a rezgokor adataival kifejezve a kévetkezo:

S —— (7.40)

A mechanikai rezonancidhoz hasonléan itt is bevezethetjiik a félértékszélességet, ami a
rezonancia élességét jellemzi. Mivel a rezgési energia az aramerdsség-amplitidd négyzeté-
vel ardnyos, a félértékszélességet meghatérozo két korfrekvenciat itt az 17 (wy) = 512 (wo)
egyenletbol kaphatjuk meg. Ez ugyanaz az egyenlet, mint amit a mechanikai rezgésnél
mar felirtunk, vagyis kis csillapitasnal a félértékszélesség is ugyanaz:

Awp = wy —wy =~ 20. (7.41)
Ha (-t kifejezziik a rezgékor adataival, akkor azt kapjuk, hogy
R
Aws ~ —. 7.42
wy I ( )

A rezonancianak az elektromégneses rezgéseknél is komoly gyakorlati jelentésége van.
Alkalmazasanak egyik legismertebb példaja a radi6 vevékésziilék miikodése: ahhoz, hogy
egy radidadast fogni tudjunk, a késziilékiinket ,,ré kell hangolnunk” az adoé frekvenciajara,
vagyis (pl. a kapacitas valtoztatdsdval) a rezgékor sajatfrekvencidjat gy kell beallita-
nunk, hogy azonos legyen az adé frekvenciajaval.

Anélkiil, hogy részletekbe mennénk, megemlitjiik, hogy az itt targyalt aramkor tu-
lajdonképpen a valtakozo aramu aramkorck egyik alaptipusa. Lattuk, hogy az dram és
a fesziiltség maximalis értékei kozott az

U,
I = 0 (7.43)

2
lz l 1
GSSZefﬁggéS éI‘ V én S/ €S.

A szinuszosan valtakozé dram (vagy roviden valtéaram) targyaldsandl ezt az Ossze-

2
fiiggést 1, = % alakban irjék fel, ahol Z = \/ R? + (ka — W%C) . Ezt a frekvenciafiigg6d

Z mennyiséget az itt targyalt aramkor impedancidjanak nevezik.

Valtéaramu aramkorokben praktikus a komplex jelolésmdod hasznalata, ahol a rezgés
amplituddja és fazisa egy komplex mennyiségben, az in. komplex amplitidéban jelenik
meg:

U =U, - €% (7.44)
I=I,-e¥ (7.45)

222



Ezekkel kifejezve az Ohm torvény felirhaté a kovetkezoképpen:

A PN A 7
U=1-Z=1|R+iwlL — — 7.46
{ + iw wC}’ ( )

ahol a szogletes zardjelben szerepld kifejezés az in. komplex impedancia, melynek tagjai
rendre az ellendllds, a tekercs impedancidja és a kondenzator impedanciaja. A komp-
lex impedancia értékei soros és parhuzamos kapcsolas esetén az ellendllasnal megismert
modon kombinalhatok, és igy a valtéaramu aramkorok egyszertien leirhatok.

7.3.1. Csatolt rezgések

Csatolt rezgés elektromagneses rezgések esetén is létrejohet, ha két rezgékor olyan
kapcsolatba keriil egymassal, hogy energiadataddssal egymaés rezgését befolyasoljak.

1(t) 1(t)

7.7. abra. Két rezgokor induktiv csatolasa

[lyen rezgokoroket mutat a 7.7. dbra, ahol a csatoldst az induktivitasok kolcsénos
indukcidja biztositja. Az ilyen csatolast induktiv csatolasnak nevezik. A csatolds erdssége

Ha az 1 rezgdkorben harmonikus rezgést keltiink, akkor az aramerosség amplitudéja
itt csokken, mikdzben a 2 rezgdkorben névekedni kezd, majd az amplitudé a 2 rezgo-
korben csokken és az I-ben no. Az aram idObeli véltozasa a két rezgokorben teljesen
hasonl6, mint a mechanikaban targyalt csatolt ingak kitéréseinek idofiiggése. A csatolt
ingdhoz hasonldan, itt is lebegésrol van szd. A lebegést el6idézd két rezgés frekvenciai a
rendszer adataitol (L1, Lo, Mis) fiiggd Gn. csatoldsi frekvencidk.

Gyakorlatilag nagyon fontos az az eset, amikor az egyik rezgékoérben egy harmoni-
kus rezgést kelto fesziiltségforrds van. Ilyenkor kényszerrezgés jon létre, de a csatolds
miatt ebben a masik rezgokor is részt vesz. Ezért ezt a rezgést kényszeritett csatolt rez-
gésnek nevezik. Kimutathato, hogy ilyenkor — ha a csillapitas nem tul kicsi — a csatolt
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7.8. abra. Csatolt rezgés aramerosségének amplitudoja a gerjeszto frekvencia fliggvényé-
ben

rendszernek két rezonanciafrekvenciaja van, amelyek megegyeznek az emlitett csatolasi
frekvenciakkal. Ilyenkor mindkét rezgokor aramerdsség-amplitidoja a 7.8. abran lathatd
modon fiigg az wy, gerjeszto frekvenciatol.
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8. fejezet

Maxwell-egyenletek vakuumban és
anyagban

8.1. Id6ben valtozo elektromos erotér, az eltolasi aram

O O
u(t

8.1. dbra. Maxwell probléméja: van-e méagneses tér a t6ltddd kondenzator fegyverzetei
kozt?

Ha a 8.1. dbran lathaté, kondenzatort tartalmazo aramkorbe idében valtozoé fesziilt-
ségli aramforrast kapcsolunk, akkor az arammér6é aramot mutat, annak ellenére, hogy az
aramkor nem zart (a kondenzator lemezei kozott nincs vezetd). Ennek az az oka, hogy
a kondenzatorra kapcsolt fesziiltség valtozasa a rajta 1évo toltés megvaltozasaval jar,
vagyis a kondenzatorba befoly¢ illetve onnan kifoly6 toltések aramlasat észleljiik. Mivel
a vezeto szakaszokon dram folyik, természetesnek tiinik, hogy a vezet6 koriil mindentitt
kialakul egy magneses erotér, amely idoben valtozik, de az indukciévonalak a szoka-
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sos képet mutatjak (8.1. dbra). Felmeriil a kérdés, hogy van-e ilyen méagneses erétér a
kondenzator lemezei kozott.

A tapasztalat azt mutatja, hogy a lemezek kozotti térrészben ugyanolyan jellegli
magneses er6tér jon létre, mint a vezetd koriil, annak ellenére, hogy itt nyilvanvaléan
nem folyhat szokdsos értelemben vett elektromos dram (nincsenek toltéshordozdk). Ha
viszont nincs elektromos aram, akkor vajon mi kelti a magneses eroteret?

Ha a létrejott magneses ercteret vizsgaljuk, akkor tgy latszik, mintha az aramkor
mégis zart lenne, hiszen a magneses er6tér mindeniitt megjelenik. A lemezek kozotti
térrészben tehat kell lenni valamilyen mechanizmusnak, amely ugyanolyan hatast kelt,
mint a valédi aram. Ezzel kapcsolatban két fontos megallapitast tehetiink:

e Az egyetlen dolog, ami a lemezek kozott torténik, az az elektromos ertér valtozasa,
vagyis a jelenségnek ezzel kell kapcsolatban allnia.

e Az elektromos erétér valtozasanak oka az, hogy a kondenzator lemezein valtozik az
elektromos toltés. Mivel a lemezeken 1év6 toltés valtozasa szoros kapcesolatban all
a vezetében létrejott drammal, lehet6ség nyilik arra, hogy ,kitaldljuk” a lemezek
kozotti térben létrejott ,,aramot” formalisan megadd Gsszefiiggést.

Szamitsuk ki az elektromos erétér valtozasa és a vezetoben folyd aram kozotti Ossze-
fiiggést egy egyszeri modell-aramkor segitségével, amelybe egy sikkondenzatort kapcsol-
tunk be.

A vezetoben folyé aram és a kondenzator toltésének valtozasa kozott fennall az

o dQvez dQC

Lyey = - 8.1
dt dt (8.1)

Osszefiiggés, hiszen a vezetd egy keresztmetszetén dt id6 alatt az a dQy., = dQ¢ toltés
folyik at, ami a kondenzéator lemezére aramlott (vagy onnan eltavozott).

A vezetoben folyé aram a fenti Osszefiiggés segitségével kifejezheté a kondenzator
lemezein 1év6 o = QTC toltéssiirtiséggel (A a lemezek feliilete):
d do
AQc _ do , (8.2)

dt dt

Maésrészt tudjuk, hogy homogén, izotrép, linearis dielektrikummal kitéltott sikkon-

denzatorban az elektromos térerdsség

]vez =

p=2 -2 (8.3)
E0Er €
Ezzel a vezetében folyd dram az
do dE
Ly = —A=ec—A 8.4
T (8.4)



alakba irhato.

Ha a kondenzator magneses eréterére vonatkozd tapasztalatunk alapjan feltételez-
ziik, hogy a kondenzatort tartalmazo aramkor is zart, akkor a lemezek kozotti térrészben
ugyanekkora ,aramot” kell feltételezniink. A fenti kifejezés ennek az ,dramnak” a meg-
adasara alkalmasnak latszik, mert — azon kiviil, hogy a kivant nagysagu aramot adja — a
lemezek kozotti térrészben bekovetkezo térerdsség-valtozassal van kapcesolatban. Az igy
bevezetetett — nem toltésmozgassal kapcsolatos — daramot torténeti okok miatt eltolds:
aramnak nevezik, amit az

Iy = Lve, = 6%/1 (8.5)
Osszefiiggéssel adhatunk meg.

A tapasztalat azt mutatja, hogy az itt targyalt jelenség és a kapott Osszefiiggés nem
csak sikkondenzatort tartalmazo aramkorben igaz, hanem altaldnosabban is: a valtozo
elektromos erétér olyan hatast fejt ki, mint az elektromos aram, vagyis ha valahol vdltozik
az elektromos térerdsség, akkor ott mdgneses erdtér jon létre, amelynek indukciovonalai a
térerosség valtozasat megado vektort gy veszik koriil, mint a valodi elektromos aramot
az altala keltett indukciévonalak. Az elektromos térerdsség véltozasa és az indukciovo-
nalak irdnya kozotti 0sszefiiggés sematikusan a 8.2. abran lathato.

dE

— T

B

8.2. dbra. Valtozd elektromos tér altal keltett mégneses tér sematikusan

Az eltolasi aram létezése azt jelenti, hogy az elektromos- és méagneses erétér egyfajta
szimmetridt mutat: a mdgneses erdtér vdltozdsa elektromos erdteret, az elektromos erétér
valtozdasa mdagneses eroteret kelt. Ez a szimmetria teszi lehetévé, hogy egy elektromos
vagy magneses zavar (erétér-valtozas) a térben tovaterjedjen, és elektromdagneses hulldm
jOjjon létre.

Az eltolasi aramra kapott kifejezés dltalanosabb alakba is irhatd, ha figyelembe vessziik,
hogy abban az elektromos térerdsség fluxusanak d®p = A dFE megvaltozasa szerepel:

A kifejezés tovabb egyszeriisithetd, ha bevezetjiik az elektromos eltolas vektorat a
homogén, izotrdp, linedris dielektrikumokra érvényes D = cE Gsszefiiggéssel. Ekkor az
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eltolasi aramra azt kapjuk, hogy

d d®p
Iy =— DdA | = —=. 8.6
Qe / dt (86)
A

Vagyis az eltolasi aram az eltolasi vektor fluxusanak valtozasi sebességével adhatd
meg. (Az eltoldsi dram elnevezés egyébként éppen innen szarmazik.) A tapasztalat szerint
ez az Osszefiiggés nem csak az itt feltételezett egyszertisito feltevések esetén hasznalhato,
hanem altalaban is érvényes.

Az eltolasi daram bevezetésével a hagyomanyos értelmezés szerint megszakitottnak
szamito aramkorok is zartaknak tekinthetok, és a gerjesztési torvény egy aramkor tet-
szOleges helyén (a megszakitasndl is) eredeti alakjdban érvényes, ha ott a térvényben
aramként az eltolasi aramot irjuk be (8.3. dbra).

d®p
Bdr =
j{ = lo a1

L

% Bdr = ,uOIvez

L

vez

8.3. dbra. Magneses tér szamitasa megszakitott aramkor esetén

A fenti kifejezés egyébként irdny szerint is helyesen adja meg az aramot. Ha a ger-
jesztési torvényben a zart gorbék koriiljarasat az abran lathatéo moédon vélasztjuk meg,
akkor az I, aramok pozitivnak szamitanak. Ha az eltoldsi vektor fluxusanak szamitasa-
kor a feliiletvektort most is a Faraday—Lenz-torvénynél alkalmazott megéllapodéas szerint
iranyitjuk, akkor az elemi dA feliiletvektorok az A feliileten jobbra mutatnak. Mivel a
kondenzator bal oldali lemezére pozitiv toltések érkeznek, az eltolasi vektor dD megval-
tozasa is jobbra mutat, vagyis dAdD > 0. Ebbdl kovetkezik, hogy az eltolasi vektor
fluxusdnak véltozasa: d®p > 0, ezért az [, eltolasi aram is pozitiv.
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Mivel a kétféle aram egyiitt is felléphet, a gerjesztési torvény altalanos alakja

dt
L L

d®
fB dr = Ho (Ivez + [elt + [mégn) = M()Ivez + Ho D + Ho f Pm dr. (87)

Itt I, az L zart hurok altal koriilolelt makroszkopikus aramok el6jeles Gsszege, oy
az elektromos erdtér véltozasa miatt fellépé eltoldsi dramot, Insen pedig az anyag mag-
nesezésébdl ered6 mikroszkdépikus aramot jelenti.

Ha bevezetjiik a H mégneses térerosséget, akkor a térvény a

d®p

Hdr =[,, + —— 8.8
j{ v e (8.8)
L

alakot Olti. A gerjesztési torvénynek ez az alakja nem csak az itt feltételezett egysze-
risitések esetén, hanem altalaban is érvényes. A torvényt annak kidolgozéirél Ampére—
Mazwell-torvénynek nevezziik.

Ha az arameroOsséget az aramstiriiséggel fejezziik ki, akkor a gerjesztési torvény ijabb
alakjat kapjuk:

d
ijdr_/jVesz+E /DdA . (8.9)
L A

A

Ha az L hurok idében alland6 alaki, akkor az integralas és a differencidlas sorrendje
felcserélheto, és az integralok 6sszevonhatok. Ekkor a torvényt a

D
frtoe= [ (12 a B0
L A
alakba irhatjuk.

Lathatd, hogy az eltolasi aram stirtisége a

dD

o (8.11)

jelt =
Osszefiiggéssel adhaté meg, amivel a gerjesztési torvény a

]{Hdr = / (ver + jerr) dA (8.12)
L

A

alakba is irhaté.
Az Ampere-Maxwell-torvény fenti integrélis alakjat matematikailag tovabb egysze-
riisithetjiik a Stokes-integraltétel segitségével (1d. Matematikai osszefoglald, 77. fejezet),
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amely szerint egy vektortér zart gérbére vett vonalmenti integralja megegyezik a vektor-
tér rotaciéjanak a gorbe altal korbezart feliiletre vett integraljaval:

7{Hdr = /rotHdA. (8.13)
L

A

fgy az Ampere—Maxwell-torvényt a kovetkezo alakban irhatjuk fel:

d
/rotHdA:/jchdA+E /DdA (8.14)
A A A

Ahhoz, hogy az egyenlet mindkét oldalat egy kozos feliileti integral ald vonhassuk, az
egyenlet jobb oldalan eltolasi aramot leiré tagban a feliileti integralt fel kell cserélniink
az id6beli differencidldssal. A felcserélhetéség feltétele, hogy az integrélési tartomény (az
A feliilet) id6ben ne valtozzon.

dD
/ (I"OtH _jvez — E) dA =0 (815)

Ezen integral értéke akkor és csak akkor lehet minden A feliiletre nulla, ha maga az
integrandus is nulla, azaz:

dD
tH = jie, + — 8.16
To Jvez + a ( )

Ha figyelembe vessziik az elektromos eltolas definicijat:

D =¢E+P,, (8.17)
akkor az eltoldsi aramstriiség a
dE dP,
jelt = €0—— = 8.18
Jelt = €0~ 4 + 1 (8.18)

alakba irhaté. Az 6sszeg elso tagja jelzi, hogy vakuumban is van eltolasi aram, a masodik
tag pedig azt jelenti, hogy az eltolasi aram létrejottében szerepet jatszik a jelenlévo anyag
is, hiszen a polarizécié valtozasa is eltolasi aramot okoz és magneses erdteret kelt. Ezt
az aramot polarizdcios dramnak nevezik.

8.2. Az elektrodinamika alapegyenletei integralis for-
maban (Maxwell-egyenletek)

Az elektromos és mégneses erétér vizsgalata soran kideriilt, hogy a két erétér egy-
méssal igen szoros kapcsolatban all (mindkettét elektromos toltések hozzdk létre, egyik
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ertér véltozdsa létrehozza a mésikat), ezért a két eréteret elektromdgneses erdtérnek, a
veliik kapcsolatos jelenségeket elektromagneses jelenségeknek-, az ezeket vizsgald tudo-
manyteriiletet pedig elektromdgnességtannak vagy elektrodinamikdinak nevezik.

Az elektromégneses erétér jellemzésére kiilonbozé térmennyiségeket (E, P., D, B,
P, H) vezettiink be, és az elektromégneses er6tér kiilonboz6é megnyilvanuldsait dltala-
nos torvények alakjaban foglaltuk 6ssze. Ezek az altalanos torvények, amelyek egységes
megfogalmazdja és részben kidolgozdja, J. C. Maxwell® tiszteletére Mazwell-eqyenleteknek
neveznek, az 0sszes elektromagneses jelenséget leirjak, az elektromagneses térre vonatko-
z6 Osszes specidlis torvény (pl. Coulomb-torvény, Biot—Savart-torvény) ezekbél levezet-
hetd. Megjegyzendd, hogy a Maxwell-egyenleteket kiilonboz6 irodalmi forrdsok mas-mas
sorrendben irjak fel, ezért a rdjuk valé hivatkozdsnal a sorszam helyett elénytsebb az
adott torvényt felismeré fizikus neve vagy a torvény tartalma alapjan emliteni

Most — egyelore integralis alakjukban — Osszefoglaljuk a Maxwell-egyenleteket és a
hozzajuk csatlakozé kiegészité Osszefiiggéseket.

Az egyenletek felirdsandl el6szor csak az E, B, és a P., P, mennyiségeket alkalmaz-
zuk, és nem vezetjiik be a elektromos eltolast és a magneses térerésséget.

I. Faraday-féle indukciétorvény

ddp
Edr=— 8.19
fEar— -2 (319

vagy részletezve

d
fEdr_—E /BdA | (8.20)
L A

Itt A az L zart hurok &altal bezart feliiletet jelenti.

Ez az egyenlet egyrészt azt fejezi ki, hogy a mégneses indukciévektor fluxusdnak
idébeli véaltozasa — az elektromagneses indukcié — olyan indukélt elektromos eréteret hoz
létre, amely nem konzervativ.

A ¢ Edr mennyiséget az E er6tér drvényerésségének nevezik? Ha ez nulla, akkor az
L
erOteret orvénymentesnek-, ha nem nulla, akkor 6rvényesnek nevezik. Az elnevezés azzal

fiigg 6ssze, hogy orvényes erétérben az erévonalak lehetnek zart hurkok, az 6rvénymentes
erOtérben viszont ez nem lehetséges.

! James Clerk Maxwell (1831-1879, skét fizikus-
2Ahogy az elnevezés mutatja, az 6rvényerdsség kifejezés a folyadékok dramlésédnak tanulmanyozdsara
sziiletett.
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Maésrészt abban a specialis esetben, amikor a térmennyiségek idében allandéak, az
egyenlet jobb oldaldn nulla 4ll: § Edr = 0, vagyis visszakapjuk az elektrosztatika I.
L

alaptorvényét. Ilyenkor az erdteret elektromos toltések hozzdk létre, és ez a sztatikus
elektromos erotér konzervativ és érvénymentes, vagyis erévonalai — a tapasztalattal 0ssz-
hangban — nem lehetnek énmagukba zarédé vonalak. A Faraday torvény akkor is igaz,
ha egyidejiileg mindkét fajta elektromos erétér jelen van.

II. Gauss-torvény, az elektromos tér forrasardl

1
fEdA:Q——fPedA, (8.21)
€0 o
A A
vagy részletezve
1 1
j{EdA:—/pdV——fPedA (8.22)
o o
A v A

Itt V az A zart feliilet altal bezart térfogatot jelenti.

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a toltések altal keltett elektromos erétér térerosség-
vonalai toltéseken kezdodnek és toltéseken végzodnek. Ezek a toltések lehetnek szabad
toltések (Q), vagy polarizaciés toltések, amelyeknek jarulékat az egyenlet jobb oldalan
allé — a P, elektromos polarizacié vektor altal meghatarozott — masodik tag adja meg.

A § EdA mennyiséget az elektromos erétér forrdser8sségének nevezik. Ha ez nulla,

akkor ILE‘LZ erGteret forrdasmentesnek-, ha nem nulla, akkor forrasosnak nevezik. Kimutat-
hatd, hogy forrasos erétérben az erdtér vonalai valahol kezdédnek vagy végzodnek, for-
rasmentes erétérben viszont nincs kezdo- és végpontjuk, lehetnek pl. 6Gnmagukba zarddo-
ak. Megjegyzendd, hogy térben elosztott folytonos toltéseloszlas esetén (pl. homogénen
toltott gomb) a toltést tartalmazo térrészen beliil nem lehet a teret erévonalakkal szem-
1éltetni, hiszen ott minden pontbdl kellene induljon erévonal. Természetesen a Gauss-
torvény fenti alakja ebben az esetben is érvényes, csak az erévonalak megrajzolasa nem
egyértelmii.

A forraserdsség fogalmat hasznalva a toltések altal keltett elektromos erotér forrasos.

Ebben az egyenletben nem jelenik meg az elektromagneses indukcié altal keltett,
indukélt elektromos er8tér, hiszen toltések hidnydban § EdA = 0. Ez azt jelenti, hogy az

A

indukalt erétér er6vonalai nem kezdddnek és nem végzddnek sehol. A Faraday-torvényt
is figyelembe véve, levonhaté az a kovetkeztetés, hogy az indukalt elektromos erétér
erovonalai 6nmagukba zarédnak.

A szokésos elnevezést hasznalva, az elektromégneses indukcié altal keltett, indukalt
elektromos erétér orvényes és forrasmentes.
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ITI. Ampeére—Maxwell-t6rvény, a magneses mez6 orvényességérol

d
%Bdr = ol + ,UO%Pm dr + ,uo@ / (eeE+P,.) dA, (8.23)
L L A

vagy részletezve

d
L%Bdr:uﬂ/jm&+u{%Pmdr+maz/QnE+PJdA (8.24)
L A L A

Itt A az L zart gorbe altal hatarolt feliiletet jelenti.

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a magneses indukciévektor a valédi aramokkal, a
magneses dipélusokkal, az elektromos térerésség- és az elektromos polarizacié fluxusa-
nak valtozasaval hozhatd Gsszefiiggésbe, az indukcidvonalak lehetnek zart hurkok (ta-
pasztalatbdl tudjuk, hogy tényleg azok). Fontos része a torvénynek, hogy tiikkrozi azt
a tapasztalatot is, hogy az elektromos erétér valtozdsa magneses eréteret hoz létre. Az
orvényerosség fogalmat hasznédlva azt mondhatjuk, hogy a magneses mezo orvényes.

IV. Gauss-torvény, a magneses tér forrasarol

%BdA:O. (8.25)

Ez a torvény azt mutatja, hogy az indukciévonalak sehol nem kezdédhetnek vagy vég-
z6dhetnek. A III. torvénnyel egyiitt ez azt jelenti, hogy csak énmagukba zarédhatnak,
ami egybevag a tapasztalatokkal. Az orvényerOsség és forraserosség fogalmat hasznalva
azt mondhatjuk, hogy a magneses erétér drvényes és forrasmentes.

Ha bevezetiink két ijabb térmennyiséget, akkor a Maxwell-egyenletek egyszertibb —
és sok esetben praktikusabb — formaba irhatok at. Fontos azonban tudnunk, hogy az
egyenletek enélkiil is teljes értékiiek, az j mennyiségek bevezetése nem koételezo, csak
sokszor elonyos.

A két 1j térmennyiség az elektromos eltolas- (D) és a mégneses térerésség (H) vek-
tora, amelyeknek definiciés egyenletei az alabbiak:

D =¢E+P,, (8.26)
B=,,H+P,). (8.27)
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Ezekkel a Maxwell-egyenletek a kovetkezo alakot oltik:

I. fEdr:—% /BdA , (8.28)

L A
1. ]4 D dA =Q, (8.29)
A
TII. J(I{Hdr =1+ % /D dA |, (8.30)
L A
IV. 7{ B dA =0. (8.31)
A

Ezekbol az egyenletekbdl kideriilnek a két j térmennyiség sajatsagai:

o Az eltolasi vektor forrasai a ) valodi toltések, az anyag jelenlétében megjeleno
elektromos dipolusok viszont nem hoznak 1étre elektromos eltolast.

e A magneses térerdsség az I valodi aramoktol vagy az elektromos eltolds fluxusanak
valtozasabdl szarmazhat, de az anyag jelenlétében megjelené magneses dipolusok
nem hoznak 1étre magneses térerosséget.

A D és H bevezetésének éppen az az elénye, hogy kizvetleniil egyiket sem befolyasolja
az anyag jelenléte’.
Homogén, izotrép, linedris anyag esetén az anyagi egyenletek egyszertisodnek:

D =¢c, E =€E, (8.32)
B = uou,H = pH. (8.33)
Ezzel a Maxwell-egyenletek is egyszerlibbé valnak, mert az anyag jelenlétének hatdsat

a P, és P, vektorok helyett az ¢, és p, anyagallanddkkal vessziik figyelembe. Ha az
egyenleteknek csak az E és B vektorokat tartalmazé alakjat hasznaljuk, akkor ebben az

3A vizsgalt térrésznek anyaggal valé kitoltése kdozvetlendil valéban nem valtoztatja meg a D és H
vektorokat, de azok mégis megvaltozhatnak, ha az elrendezés olyan, hogy az anyag megjelenése a valodi
toltéseket illetve a valédi aramokat megvaltoztatja. A D illetve H vektorok csak bizonyos, specidlis
elrendezésekben maradnak valtozatlanok az anyaggal valé kit6ltés soran. Ez a helyzet pl. akkor, ha egy
idedlis sikkondenzatort illetve idedlis tekercset homogén, izotrép anyaggal toltiink ki (mint tudjuk, E és
B ezekben az esetekben is fiigg a teret kitolté anyagtol).
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esetben azt kapjuk, hogy

S /BdA , (8.34)

A

e
1. 7{ =- / pdV, (8.35)
e

III. = /JdA+,LL€—/EdA (8.36)

Iv. f BdA =0 . (8.37)
A

Az egyenletek tovabb egyszertlisithetok, ha csak vezetési aramok vannak. Ilyenkor az
aramstiriség is kifejezhet6 az elektromos térerdsséggel, ha felhasznaljuk a

j=~E (8.38)

anyagi egyenletet.

8.3. A Maxwell-egyenletek differencialis alakja

A Maxwell egyenletek differencialis alakja az integralis egyenletekbol legegyszeriibben
a vektoranalizis Osszefiiggéseinek segitségével kaphaté meg, mint azt az egyes torvények
részletes vizsgdlatanal bemutattuk. Itt tablazatos formaban a végeredményt irjuk fel:

Megnevezés Integrélis alak Differenciélis alak
Gauss-térvény $§DdA = [pdV divD = p
A 1%
Maégneses Gauss-torvény $§BdA =0 divB =0
A
Ampere-Maxwell-térvény f Hdr = f JdA + % ( f D dA> rotH=j+ %—?
L A A
Faraday-torvény $Edr=—2 ( /B dA) rotE = —28
L A

A differencialis irasmod nem nyujt olyan szemléletes képet az elektromagneses tér
tulajdonsagair6l mint az integralis alak, ugyanakkor matematikailag sokkal témorebb és
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hatékonyabb leirdst tesz lehetové, ami elsdsorban az elektromagneses hullamok leirasanél
igen hasznos lesz szamunkra is.
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9. fejezet

Elektromagneses hullamok

Az elektromégneses jelenségek targyaldsanal lattuk, hogy valtozé magneses erdtér
elektromos eréteret (elektromdgneses indukcid), valtozé elektromos erétér pedig mégne-
ses erdteret (eltoldsi aram) hoz létre. Ebbdl sejthetd, hogy egy elektromos vagy magneses
zavar hullam alakjaban tovaterjedhet: elektromdgneses hullaimok keletkezhetnek, vagy
a hullamok energiaszallitasara utalo névvel elektromdgneses sugdrzas johet létre. Latni
fogjuk, hogy az elektromégneses hullamok szamos kisérletben megfigyelhetok, masrészt
létezésiik az elektroméagnességtan alaptorvényeibdl, a Maxwell-egyenletekbdl elméletileg
kovetkezik. Az elektromagneses hullamok létezését Maxwell megjosolta, és az elektro-
magneses hullam terjedési sebességének a fénysebességgel vald hasonlosdagara is felhivta
a figyelmet.

Mi a torténeti uttdl eltérden elészor néhany kisérleti tapasztalatot targyalunk, az
elektromégneses hullamok elméleti leirasanak alapjaival csak késébb foglalkozunk.

9.1. Szabad elektromagneses hullamok

Ha valahol véltozik a magneses er6tér, akkor ott (altaldban véltozd) elektromos eré-
tér keletkezik, a véltozé elektromos erétér pedig (éltaldban véltozd) magneses eréteret
hoz létre. Bizonyos feltételek kozott ezek az egymést kolesonosen kelté elektromégneses
zavarok a térben szabadon terjedhetnek, és a zavar forrasatél tavol is megjelennek. Ilyen,
szabadon terjedo elektromagneses hullamokat tobbféleképpen eléallithatunk.

9.1.1. A dipdlsugarzas

A szabad elektromagneses hullam eléallitasara az egyik legegyszertibb maédszer egy
egyenes vezetd rid hossztengelye mentén oszcillalo aram létrehozasa. Ez a linearis rezgés
tulajdonképpen egy rezgd elektromos dipolus, amit szokas Hertz-dipolusnak is nevez-
ni. (Magét az eszkozt az elektrotechnikdban linedris oszcillatornak, linedris antenndnak
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vagy dipdlantennanak hivjdk.) A fémridban gy lehet rezgéseket létrehozni, hogy ko-
zépen megszakitjuk (9.1. dbra), és az igy keletkezett két egyenes vezet6hoz egy nagy-
frekvencids generatort (G) kapcsolunk. A generator valtakozé fesziiltségének hatédséra a
toltések a rud mentén ide-oda mozognak. Az abran a rezgo6 dipdl rezgésének két ellentétes
fazisa lathato. A rezgd dipdl elnevezés egyébként éppen onnan ered, hogy a rezgések so-
ran a rad végei valtakozva ellentétes toltéstiek, vagyis a sugarzast egy vdltozo elektromos
dipolmomentum hozza létre.

E
wE 0)
1} i@
—B (kifel¢)

9.1. dbra. Rezg6 elektromos dip6lus elektromagneses tere az antenna kozelében.(Az egy-
szertiség kedvéért a teret csak az antenna jobb oldalan abrazoljuk, valojaban azonban az
hengerszimmetrikusan korbeveszi az antennat.)

B (befelé)

A szabadon terjed6 elektromagneses hullaimok a dipdlantenna segitségével érzékelhe-
tok is. Ha a dipdlus két kivezetéséhez generator helyett megfeleld érzékel6t csatlakozta-
tunk (ez egyszerii esetben lehet egy izzélampa), akkor egy vevokésziiléket kapunk, amely
a ra eso elektromagneses sugarzast érzékeli. Egy ilyen detektor miikédése azon alapul,
hogy az antennara eso elektromagneses hullam valtozé elektromos erdtere rezgésbe hoz-
za az antenna elektronjait, igy a hozza csatlakozé aramkorben valtakozdé aram jon létre,
amit detektalni lehet.

Kisérlet: Dipdlantenna sugarzasa

Egy generatorhoz kapcsolt dipdlantennaval elektromagneses hullamokat kel-
tiink, és a hulldmot egy méasik dipélantenndhoz csatlakoztatott izzélampaval
detektaljuk.

Megfigyelhetjiik, hogy az izzélampa akkor vilagit legerosebben, ha az adé
és a vevO antennija egymassal parhuzamos. Egymaéasra merdleges antenndk
esetén az izzélampa nem vilagit. Ha az egymassal parhuzamos ado és vevo
tavolsdgat noveljiik, akkor az izzélampa egyre kisebb fényerovel vilagit. ¢
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A kisérlet azt mutatja, hogy az elektromagneses zavar valoban megfigyelhet6 a for-
rastol tavoli pontokban is, és a forrastol mért tavolsaggal erdssége csokken.

Az a megfigyelés, hogy az antennak parhuzamos allasanal maximaélis-, egyméasra me-
roleges allasnal pedig minimalis jelet észleliink, arra utal, hogy a dipdl sugarzasa polaros,
vagyis transzverzalis hulldamokrél van sz6. Mivel a vevOantennaban rezgéseket csak olyan
elektromos erotér tud létrehozni, amelyben az elektromos térerdsségvektornak van az
antennaval parhuzamos osszetevéje, a kisérlet alapjan azt varjuk, hogy a dipdlsugarzas-
ban az elektromos térerosségvektorok mindeniitt a sugarzo dipolt tartalmazo sikokban
helyezkednek el.

A fenti kisérletben hasznalt eszkozokhoz hasonlé elrendezést haszndlt Hertz' is (innen
a Hertz-dipdlus elnevezés), aki el8szor vizsgalta az elektromagneses hullimok sajatsagait.
Hertz annak idején szamos kisérletet végzett el, amelyek azt igazoltak, hogy a dipdlan-
tenna sugarzasara ugyanazok a torési és visszaverodési torvények érvényesek, mint a
fényre. Kideriilt, hogy a sugarzas egy jé elektromos vezetd feliiletrol visszaverodik, és
allohullamok is létrehozhatok. A 9.2. abran az alléhullam jellegzetességei lathatok.

9.2. abra. Elektromégneses allohullam kialakulasa egy sik vezetén vald visszaverodés
soran

A fémlapon az elektromos térerdsség ellenkezo fazisban, a magneses indukcié fazis-

'Heinrich Rudolf HERTZ (1857-1894) német fizikus.
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eltolédéas nélkiil verédik vissza. A detektor az F = 0 helyeken nem ad jelet, a B = 0
helyeken viszont maximalis jelet ad, vagyis ott az elektromos térerésség maximalis. A B
és E alléhullamok tehat egyméshoz képest \/4-gyel eltolt helyzetben vannak. Hertz az
alléhullamok hullamhosszabdl a frekvencia ismeretében meghatarozta a sugarzas terjedé-
si sebességét, amit azonosnak talalt a fény terjedési sebességével. Ezekkel a kisérletekkel
nem csak az elektromdagneses hullamok 1étét igazolta, hanem azt is valdszintisitette, hogy
a fény is elektromagneses hulldam.

Hertz mérései és szamitasai alapjan a sugarzé dipdl kozelében kialakuld térerosségvi-
szonyokat a 9.3. dbran lathaté modon képzelhetjiik el. Az dbra az elektromos térerésség-
vonalak véltozasanak egy sikmetszetét mutatja a dipdl rezgési periédusanak (7') néhany
id6pontjdban (a mégneses indukciévektor vonalai az dbra sikjara merdleges hurkok for-
mé&jdban koriilolelik az elektromos térerésségvonalakat). Az abrén j6l kovethetd, hogyan
valik fliggetlenné az elektromos erctér a dipdl toltéseitol.

clealyil(>

e i
4

-

8 2

9.3. abra. Az elektromagneses tér ,leszakadasa” a rezg6 dipdlusrol

Ha a dipdl sugarzasat a forrastol tavol vizsgaljuk meg, akkor adott idépillanatban
a 9.4. dbran lathaté er6vonalképet kapjuk. A 9.4. (a) dbran az elektromos térerdsségvo-
nalaknak egy sikbeli , pillanatfelvételét” latjuk, a térbeli viszonyokat az abranak a dipol
tengelye koriili korbeforgatasaval kapjuk meg. Az indukcidvonalak a dipdlra merdleges
sikokban a 9.4. (b) dbran mutatott mintdhoz hasonlé médon helyezkednek el. A két vo-
nalrendszer a valésaghan egymasba agyazodik: az E és B vonalak egymast kolesonosen
athurkoljak.

A szamitasok és a kapott erévonalképek azt mutatjik, hogy az elektromagneses hul-
lamban az E és B vektorok egymasra és a hulldm terjedési irdnyara merolegesek. A ha-
rom irdnyt — pontszeriinek tekintheté D dipdl sugarzasa esetén — a 9.4. (¢) dbra mutatja.
Eszerint az E x B vektor egyirdnyu a terjedés irdnyat megadé k hulldamszam-vektorral.

Végiil megjegyezziik, hogy nem csak véaltozo elektromos dipélmomentum, hanem wvdl-
tozo magneses dipolmomentum is 1étrehoz elektromagneses sugarzast. [lyen valtozd mag-
neses dipolmomentum jon létre példaul akkor, ha egy aramhurokban valtoztatjuk az
aramerosséget.
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9.4. abra. Az elektromos (a) és a magneses tér (b) a rezgé dip6lustdl tévol, valamint a

terjedési

irdny

térerésségvektorok és a hulldimszamvektor megfigyelt irdanya (c)

9.2. Hullamegyenlet elektromagneses hullamokra

A rugalmas hullamok esetében egy elemi térfogatra felirt mozgasegyenletbol sike-
riilt a rugalmas hullamokra érvényes hullamegyenletet levezetni, amelybol a hullamfiigg-
vény meghatdrozhaté. Az elektromagneses hullamokra vonatkozd, hasonlé egyenletet a
Maxwell-egyenletek segitségével kaphatunk. Mivel azonban a hullamegyenlet differenci-
alegyenlet, ehhez a Maxwell-egyenletek differencialis alakjat kell hasznalnunk, amelyeket

a korabbi tanulméanyaink és a 8. fejezet alapjan mellékelt tablazatban lathatunk.

§BdA =0
A

Megnevezés Integralis alak Differenciélis alak
Gauss-torvény $§DdA = [pdV divD = p

A 1%
Maégneses Gauss-torvény divB =0

Ampere-Maxwell-térvény

fHdr:fjdA+§(fDdA>
L A A

_ 3, 0D
l”OtH—‘]‘i‘W

Faraday-torvény

fEdr=—4 (I{BdA)

_ _9B
rot E = oy
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A vektoranalizis Osszefiiggéseinek ismeretében az elektromégneses hullamokra vonat-
kozo6 altaldanos hullamegyenlet egyszertien megkaphatd. Itt azonban az egyenletet egy
specialis eset vizsgdlata kapcsan vezetjiik le, anélkiil, hogy a vektoranalizis ismeretét
feltételeznénk.

Vizsgaljunk egy hulldmot egy pontszerii rezgé dipdlustdl olyan nagy tavolsdgban, ahol
a hulldim mar sikhulldimnak tekinthet6. Az z-tengelyt vegyiik fel a hulldm terjedésének
iranyaban, az y-tengelyt pedig a dipdlussal és a vele parhuzamos elektromos térerésséggel
parhuzamos iranyban.

Feltételezziik, hogy a hulldim homogén, izotrép, linearis szigetel6 kozegben terjed,
¢és nincsenek valédi toltések, tehdt D = cE = ¢pe, E, B = pH = pop.H, j = 0 és
p = 0. Mivel z-irdnyban terjed¢ sikhullémrol van szd, a hullamterjedésben szerepet
jatszo térmennyiségek az y- és z-koordinataktol nem fiiggnek. Emiatt a tablazat elso és
masodik soraban szereplo differencidlegyenletek igy egyszertisédnek:

oD, 8Ex_0 0B,
oxr _5837_7 or

A tablazat harmadik és negyedik soraban szereplé egyenletcsoportok elsé egyenleteibél
azt kapjuk, hogy

0. 9.1)

oD, 0F, 0B,
= =0 =0 9.2
o~ ot ot 6.2
vagyis F, és B, sem a helytdl, sem az id6tol nem fiigg.

Ezek utan a tablazat harmadik és negyedik soraban szereplo tovabbi egyenletek igy
alakulnak:

_9B. 0B, 9B,  OF.
or "o or  Mar
0E. 0B, 0E, OB,

, =— . 9.3

Ox ot Ox ot (93)

Kiindul6 feltevésiink szerint az elektromos térerdsségnek nincs z-komponense, ezért az
.. OBy, _ ~ . 0B, . . . iy

egyenletek alapjan =5 = 0 és —* = 0, vagyis a mdgneses indukciovektor y-komponense

allandé (ha nulla volt, akkor az is marad). Ez azt jelenti, hogy ez a komponens a hulldm
terjedésében nem jatszik szerepet.
A fentiek figyelembevételével a térmennyiségek kapcsolatat megadd osszefiiggések igy
alakulnak:
0B, oF oF 0B,
pe—>=, Y= —— = (9.4)
ox ot ox ot
Az egyenletekbol lathatd, hogy az elektromos térerdsség y-komponensének idobeli val-
tozasa csak a magneses indukcié z-komponensét, a magneses indukcié z-komponensének
idobeli valtozasa pedig csak az elektromos térerosség y-komponensét véaltoztatja meg.
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A fentiekbdl az kovetkezik, hogy ha a hullamban az elektromos térerdsségnek csak y-
komponense van, akkor a magneses indukciévektornak csak z-komponense van: az elekt-
roméagneses sikhullamban E és B egymasra merdleges, az E x B vektor pedig a hullam
terjedési iranyaba mutat.

Hullamegyenletet gy kaphatunk, hogy az utolsé két egyenletbdl kikiiszéboljiikk a
magneses térerésséget. Ehhez az elso egyenletet differencidljuk ¢ szerint

0*B. 0’E,

S 9.5

ozot — oz (9:5)
majd a masodik egyenletet differencialjuk x szerint:
0’B, 0*E,

dxdt 9z (9.6)

A két egyenletbol azt kapjuk, hogy

O*E, 0*E,

= : 9.7

ox2 ~ Mop (5.7)

Ha osztunk ep-vel, akkor a rugalmas hulldimoknal megismert hullamegyenlettel azonos
alaku
i@QEy _ 0*E,
ep Ox? ot?

(9.8)

egyenletet kapjuk. Ez az egyenlet az elektromos térerosség valtozasat leiréd hullamegyen-
let, amelyben a hullam terjedési sebességének a

1 1
V=] — =/ ——— (9.9)
el €& Lo My

mennyiség felel meg. Ez az elektromégneses hullam terjedési sebessége homogén, izotrop
szigetel6ben.

Vékuumban ¢, = u, = 1, ekkor az elektromagneses hullam terjedési sebessége, amit
rendszerint c-vel jelolnek:

Uygkuum = € = (910)

= 2,99792458 - 10° ? ~3-10°

m
Eofo S

Ez megegyezik a fény terjedési sebességével vakuumban.

Ha a fenti egyenletekbdl — hasonlé moddszert kévetve — nem a magneses indukcié-
vektort, hanem az elektromos térerdsséget kiiszoboljiik ki, akkor a magneses erotérre
vonatkozo hullamegyenletet kapunk:

1 9’°B.  9’°B,
e 02 o2

(9.11)
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A terjedési sebesség most is ugyanaz a v = \/g .

Ez akar azt is jelenthetné, hogy az elektromagneses hullam két hullambdl tevodik
Ossze, egy elektromos- és egy magneses hullambol, amelyek egyiitt terjednek. Valéjaban
az elektromos és a magneses tér a hullam terjedésekor nem szétvalaszthato, azok szoros
kapcsolatat a Maxwell-egyenletek irjak le. Nézziik meg példaképpen, hogy milyen Gssze-
fiiggés van az elektromos és magneses tér kozott, ha a feltételezett sikhullam harmonikus.

Ekkor az

E,(x,t) = Epsin (wt — kz + ), (9.12)
és a
o0E, 0B,
— = — 9.13
Ox ot (9.13)

egyenletbol azt kapjuk, hogy

0B, (x,t)

T kEycos (wt — kx + «) . (9.14)

Integralas utan megkapjuk a méagneses indukciovektor hullamfiiggvényét:
k . 1 .
B.(x,t) = —Eysin (wt — kx 4+ o) + f(z) = —Epsin (wt — kx + ) + f(z). (9.15)
w v

Itt f(x) tetszOleges, csak z-tél fiiggd fiiggvény lehet.
Bevezetve a By = % jelolést, a magneses indukcidra végiil a

B.(x,t) = Bysin (wt — kx + «) + f(x) (9.16)

hullamfiiggvényt kapjuk.
Mésrészt a

0B, 0E,
— = epy—2 d
or ot (9:17)
egyenletbol a
OB, 0B, 10K,
- _ =__ Y 9.18
or o T TR (9-18)
illetve a
B.(x,t k
% = —%EO cos (wt — kx + ) = ——Ejy cos (wt — kx + o) = —k By cos (wt — kx + «)
T v v

(9.19)
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Osszefiiggést kapjuk.
Ebbdl integralassal azt kapjuk, hogy

B.(z,t) = Bysin (wt — kx + «) + g(t). (9.20)

Itt g(t) tetszOleges, csak t-t6l fiiggd fiiggvény lehet.
A B.-re kapott két kifejezésbdl latszik, hogy csak

B.(z,t) = Bysin (wt — kz + «) (9.21)

alaku megoldas lehetséges.
Ez azt jelenti, hogy az elektromos térerdsség és a magneses indukciévektor azonos
fazisban valtoznak:

E,(z,t) = Epsin (wt — kz + )
, B.(z,t) = Bysin (wt — kz + ). (9.22)

Ha tehat az z-iranyban haladé harmonikus sikhullamrél ,pillanatfelvételt” készitiink, ak-
kor a térer6sségek v = 0 esetén a 9.5. dbrén lathaté helyfiiggést mutatjak (ez a ,felvétel”
a t = T'/4 id6pillanatban késziilt).

Ay
E

Y

9.5. dbra. Az elektromos térerésség és a magneses indukciévektor az EM sikhullam ter-
jedése soran azonos fazisban valtoznak

A fentiekbol kovetkezik, hogy nem csak az elektromos térerésség és a magneses induk-
ciovektor amplitiddira érvényes, hogy By = %, hanem magukra a hullamfiiggvényekre
is fennall, hogy

1
B,(z,t) = ;Ey(x,t) = euby(z,t) = \/eoe popir Ey(x, 1), (9.23)
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vagyis a két hullamfiiggvény aranyos egymaéssal.

A hullamegyenlet, a hullamfiiggvények és a sikhullamra vonatkoz6 eredmények for-
malisan sokkal egyszertibben megkaphaték a Maxwell-egyenletek vektoranalizis szimboé-
lumaival megadott alakjaval.

Az egyenletek a j = 0, p = 0 feltételek felhasznalasaval:

divD =0 (9.24)
divB = 0 (9.25)
0B
tE=—— 2
1o 5 (9.26)
oD oE

Az utolsé két egyenletre alkalmazva a rotrot V = graddivV — A (V) Osszefiiggést,
és felhasznélva, hogy div E = 0, az alabbi egyenleteket kapjuk:

O*E

rotrot E = graddivE — A (E) = _9 (rot B) = —Eh

5 (9.28)

Vagyis homogén, izotrép szabad dramoktol és toltésektél mentes linedris anyagban (és
vakuumban):

0’E

ami nem mas, mint az elektromos térerdsségre vonatkozé hullamegyenlet, ahol a terjedési

sebesség
/1
v=4/—. (9.30)
EH

Hasonlé moédon kapjuk a magneses indukciovektorra vonatkozo egyenletet:

2
Lam =28

= 9.31
el ot2’ (9:31)

ugyanazzal a terjedési sebességgel.

Behelyettesitéssel ellenorizhetjiik, hogy az elektromos térerdsségre vonatkozo egyen-
letnek megolddsa az E = Egsin (wt — kr 4+ «) sikhulldm, a mégneses indukciéra vonat-
kozé egyenletnek pedig a B = By sin (wt — kr + «) sikhullim. A behelyettesitést itt nem
végezziik el, de a tovabbiakban ezeket a megoldasokat hasznaljuk.

A két térmennyiség kozotti osszefiiggést igy kaphatjuk meg, hogy a fenti sikhullam-

OB

megolddsokat behelyettesitjiikk a rot E = —2 egyenletbe. Ekkor az alabbi osszefiiggést

246



kapjuk:

i j k

0
2 % 2 lsin (wt —kr +a) = — 5 sin (wt — kr 4+ a) | By. (9.32)
EOJ: EOy EOZ

A miiveletek elvégzése sordn a koordindtdk szerinti differencialds rendre —k,, —k,, —k.
szorzokat eredményez a bal oldalon, az id6 szerinti differencidlas w szorzét a jobb oldalon,
tovabba mindkét oldalon a sin helyett cos jelenik meg. Igy végiil a

k x E[) = (,UBO (933)

osszefiiggést kapjuk. Ebbdl latszik, hogy k, Eg és By jobbsodrasu rendszert alkot, és
w = ck miatt |Eq| = ¢|By].

Az E(0, E,,0) vélasztassal a magneses indukciét a B(0, 0, B,) vektor adja meg, vagyis
a harmonikus elektromagneses sikhullam hullamfiiggvényei az

E,(z,t) = Epsin (wt — kz + o), (9.34)
B.(z,t) = Bysin (wt — kx + «) (9.35)

alakba irhatdk.

9.3. Az elektromagneses hullam energiaja és impul-
zusa

Az elektromagneses hullam révén a forrastél tavoli helyen elektromos- és magneses
erotér jelenik meg, ami csak gy lehetséges, hogy a hullam energiat szallit. Emellett elmé-
leti megfontolasok és tapasztalatok mutatjak, hogy egy feliiletre érkezé elektromagneses
hullam er6t fejt ki, vagyis impulzust is szallit.

A rugalmas hullamok targyaldsandl lattuk, hogy a hullam &ltal szallitott energiat
jellemzo intenzitds ugy kaphato meg, hogy az energia w térfogati stirtiségét megszorozzuk
a hulldm terjedési sebességével:

j=wv =wouy, (9.36)

ahol u; a terjedés irdnyaba mutato egységvektor.
Tudjuk, hogy az elektromagneses erotér energiastiriisége homogén, izotrép szigetelo-
ben
1

1
w=-eE*+ —

B2, .
5 0 (9.37)
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Mivel az elektromdgneses hullimban E = vB, és v? = i, az elektromos- és magneses

energiastriiségek kozott fennall az alabbi 6sszefiiggés:

1 1 1
—¢F? = —ev*B*= — B 9.38
5¢ 5EV 2 (9.38)

Emiatt az energiastiriiség a

1
w=¢eE?=~-B*=c¢EvB (9.39)
o]

alakba irhato.

Mivel a terjedési irany parhuzamos az E x B vektorral, a terjedés iranyaba muta-

t6 egységvektor az u; = EEXBB alakba irhaté. Ezzel a hullam energiadram-stiriiségére (az

egységnyi id6 alatt egységnyi feliileten dtdramlé energidra) azt kapjuk, hogy

ExB
j = wou, = eEBv? EXB — =v’E x B. (9.40)
Felhasznalva a v? = i Osszefiiggést, végiil a
.1
j=-ExB=ExH (9.41)
1

kifejezést kapjuk. Ezt a mennyiséget Poynting-vektornak nevezik 2, és jelolésére az S
szimbolumot hasznaljak:

1
j=S=-ExB=ExH. (9.42)
p

Ha egy véges A feliileten athalado % teljesitmény érdekel benniinket, akkor azt az S
aramstriiségbol a feliiletre torténd osszegzéssel kaphatjuk meg:

dE
E:/SdA:/(EXH) dA. (9.43)
A A

Az elektromagnességtan torvényeibol kovetkezik, és kisérletekkel is igazolhatd, hogy
egy feliiletre érkezo elektromagneses hullam a feliiletre erét fejt ki, vagyis a hullamnak
impulzusa is van. Ez kénnyen érzékeltetheté az alabbi egyszeri megfontolassal.

Vizsgaljunk egy vezeté anyag feliiletére merdlegesen érkezo elektromégneses sikhul-
lamot. Egy ilyen hulldmban az elektromos térerdsség és a magneses indukcié vektora a
feliilettel parhuzamos (9.6. 4bra). A hullam elektromos erdtere az anyag elektronjaira (e)

2 John Henry Poynting (1852-1914), brit fizikus
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9.6. abra. Az elekromagneses hullam impulzusa: a vezeto sikra beesé hullam erdt fejt ki
a toltéshordozdkra

er6t fejt ki, és azokat mozgasba hozza (v.). A mozgé toltésekre — és egyuttal a toltéseket
tartalmazé anyagra — a magneses erétér a hullaim haladasi iranyaba mutato

F,=¢qv.xB (9.44)

er6t fejt ki. A hullamban az elektromos és magneses erotér valtozik, ezért az er6 nagy-
saga id6ében valtozik, irdnya azonban mindig ugyanolyan marad, hiszen az elektromos
térerdsség és a magneses indukcié a sikhullamban egyszerre valt iranyt. Ez azt jelenti,
hogy a beérkez6 hullam a terjedési iranyaba mutaté impulzust ad 4t az anyagnak.

A hullam altal széllitott impulzust ki lehet szamitani a kovetkezoképpen. Tételezziik
fel, hogy a vezetd anyag szabad elektronjai az elektromos tér hatasat késlekedés nélkiil
kovetik (ez az ultraibolya sugarzasnal kisebb frekvencidkra dltaldban igaz), azaz minden
pillanatban felirhaté az Ohm torvény:

j=+E (9.45)

Az aram molekuldris modellje alapjan a 3. fejezetben kifejeztiik az aramstirtiség és a
vezetoképesség értékét a toltéshordozok mikroszkopikus tulajdonsagai alapjan:

j=qnv é vy =qnu (9.46)

Ezeket az Ohm-torvénybe behelyettesitve kifejezhetjiik a szabad elektronok pillanatnyi
sebességét

v = pE = uE - sin(wt) (9.47)
Ezzel az elektronra haté Lorentz-ero:

F, = qv x B = q(uE - sin(wt)) x By - sin(wt) = qu - sin?(wt) - By x By (9.48)
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Ismerve az elektromos tér és a magneses indukciévektor kozti kapcsolatot egy elektro-
magneses sikhullamra, kifejezhetjiik a Lorentz-eré nagysagat az elektromos tér illetve az
elektron sebessége segitségével:

k xE E
|B0|_‘ < Bo| _ [Edl (9.49)
w C
_ E/>° Fgp-v
Fo| = gpe-sin?(wt) - (ff' =—, (9.50)

ahol a szamldlé nem més, mint az elektromos erotér altal egységnyi id6 alatt végzett
munka (avagy leadott teljesitmény) a szabad elektron mozgatasa soran. Ez a teljesit-
mény éppen egyenlo lesz az elektromagneses hullam altal egységnyi id6 alatt elvesztett
energiaval. Ha azt feltételezziik, hogy az elektromégneses hullam teljes energiaja disszipa-
16dik a megyvildgitott testen (ez az un. fekete test definicidja), akkor az egységnyi feliiletet
ér6 erd (a fénynyomads) éppen a kovetkezo lesz:

22 FLl I8
T (9.51)
ahol S az energiaaramstiriiség vektor és az Osszegzés az adott pedig az anyag A kereszt-
metszetében taldlhaté szabad elektronokra vonatkozik. (Megjegyzendd, hogy ezen modell
alapjan mind a fénynyomas mind a Poynting-vektor 2w korfrekvenciaval oszcillal. Fizi-
kailag mérhet$ mennyiséget a fenti egyenlet idébeli dtlagoldsival kaphatunk.) Masrészrol
Newton II. torvénye alapjan kifejezhetjiik a p impulzus id6 szerinti differencialhanyado-

sat:

ahol Fg\ az elektromagneses tér energiaja. A fenti kifejezést integralva és az integralasi
konstanst 0-nak véve az elektromégneses tér impulzusara a kovetkezot kapjuk:

dFem
dt

1
- — 9.52
: : (952

1
[Pl = Eew - - (9.53)

A fenti szamolasnal egyszeriibben jutunk célhoz, ha felhasznéljuk a relativitaselméletnek
az I energia és a p impulzus kapcsolatara vonatkozé

E = c\/mic? + p? (9.54)

osszefiiggését (itt p = |p|, mo a nyugalmi témeg, ¢ a elektromdgneses hullam terjedé-
si sebessége. Ld. 11.6 fejezet). Az egyszeriiség kedvéért feltételezziik, hogy a sugdrzas
vakuumban terjed.
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A fenti Osszefiiggésekbdl a nulla nyugalmi tomegl elektromagneses sugarzasra azt
kapjuk, hogy

: (9.55)

E
p:_
c

és ugyanilyen kapcsolat 4ll fenn az impulzus térfogati stiriisége (P) az energiastiriiség (w)
kozott:

W ecEB

pP=—
C C

€

=cEB = -F* (9.56)
c

Mivel az impulzusvektor a hullam haladasi irdnyaba mutat, az impulzusstirtiség-vektorra

azt kapjuk, hogy

P =¢E x B. (9.57)

Mint a fenti gondolatment is mutatja, az impulzusatadas kovetkezménye, hogy egy felii-
letre es6 elektromagneses hullam a feliiletre nyoméast gyakorol, amit sugdrzdsi nyomdsnak
vagy hullimnyomdsnak, fény esetén pedig fénynyomdsnak neveznek.

Egy A nagysagu feliiletre merdlegesen beesé hullam At id6 alatt annyi impulzust
szallit a feliiletre, amennyi a AV = AcAt térfogatban van, vagyis a feliiletet merdlegesen
ér6 impulzus

Ap = PAV At = PAcAt. (9.58)

Ha a feliilet a hullamot teljesen elnyeli, akkor a feliiletre hato erd

Ap
F=—=PA )
AL c, (9.59)

amibdl a nyomas:

Po = & = Pe =SB —cE? — w. (9.60)
A c
A sugarzasi nyomas tehat a sugarzast teljesen elnyel? feliilet esetén az energia térfogati
stirtiségével egyenlo.
Ha a sugarzas a feliiletrol teljesen visszaverodik, akkor az atadott impulzus Ap =
2P AcAt, igy a sugarzasi nyomas

Doug = 2Pc = 2e E* = 2uw. (9.61)

Ha a sugérzas a feliiletre nem merélegesen esik be (9.7. abra), akkor két dolgot kell
figyelembe venni:
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9.7. dbra. Az impulzus atadasa nem merdleges beesés esetén

e a hullam impulzusanak csak a feliiletre meroleges komponense fejt ki nyoméerot a
feliiletre, és

e At id6 alatt a 9.7. abran lathaté hasabban 1év6 impulzus érkezik a feliiletre.
Ennek megfeleloen a feliiletre merdlegesen érkez6 impulzus nagysaga
Apy = PvAhAL. (9.62)
Mivel
Py = Pcost? és h = cAtcosv, (9.63)
a merdleges impulzusra azt kapjuk, hogy
Apy = PAcAt cos® . (9.64)

Ha a sugérzas elnyel6dik (abszorbealddik) a feliileten, akkor a feliiletre haté nyoméerd

A
Fabs — % = PAccos? ¥, (9.65)
a nyomas pedig
abs F 2 2
Pug = 5 = Pccos™ ) = wcos™ V. (9.66)
Ha pedig a sugérzas a feliiletrdl teljesen visszaverddik (reflektalédik), akkor az erd
2A
Freft = T]ZN = 2P Accos® ¥, (9.67)
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a nyomas pedig

pgﬁg = % = 2Pccos® ¥ = 2w cos® V. (9.68)

Fényhullamnak tiikorrol torténd visszaverddésénél a fényhullam &ltal a tiikorre ki-
fejtett fénynyomdst kisérletileg elséként Lebegyev® mutatta ki. A kisérletben torzids
mérlegre szerelt tiikrot hasznalt, amelyre a torzidés mérleg sajatfrekvenciajaval megegye-
z6 frekvencidval fényimpulzusokat bocsatott. Az igy létrehozott rezonancia segitségével
tudta az igen kis nyomast kimutatni.

A nagysagrendek jol érzékelhetdk, ha a Napbol a Foldre érkezd sugdrzas ps,e ~ 107° Pa
nyoméasat dsszehasonlitjuk a légnyomds p ~ 10° Pa értékével.

9.4. Mozg6 elektromos toltés elektromagneses tere

Az elektromagneses sugarzas kibocsatasanal a mozgo toltések alapvetd szerepet jat-
szanak, ezért most — az energia- és impulzusstiriiségre kapott Osszefiiggések alkalmazésa-
ként is — megvizsgaljuk, hogy milyen elektroméagneses erotér alakul ki egy mozgo to6ltés
koriil.

Ehhez sziikségiink lesz az elektron (altaldnosabban egy toltott részecske) klasszikus
modelljére, ezért eldszor ezzel foglalkozunk, majd az egyenletesen mozgd toltés erdterét
hatarozzuk meg, végiil roviden kitériink a sugarzas szempontjabdél meghatarozo gyorsuld
toltésekre is. Az erdteret vakuumban vizsgaljuk.

9.4.1. Egyenletesen mozgo toltés erdtere

Egyenletes v sebességgel mozgd, q toltés koriil elektromos és magneses erétér alakul
ki. Pozitiv toltés elektromos eréterét a v << c esetben a toltéstél r tévolsdgban (az
r = ru, helyvektori pontban) a Coulomb-térvény adja meg:

1 q
E=——=u 9.69
4rer? " (9:69)
ahol u, a toltéstdl a vizsgalt ponthoz mutatd egységvektor.

A magneses er6teret a Biot—Savart-torvénybol kaphatjuk meg. Eszerint egy I aram dl
hosszusagu szakasza altal az r = ru, helyvektori pontban létrehozott magneses indukciot
a
Mo_ur X U,
—I—="

dB =

C4n r

di (9.70)

Osszefiiggés adja meg, ahol ur az dram iranyaba mutaté egységvektor.

3 Pjotr Nyikolajevics LEBEGYEV (1866-1912) orosz fizikus.
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Tudjuk, hogy Idl = jSdl = nquSdl = nqudV = dNgqu, ahol dN az S kereszt-
metszetli vezetd dl hosszisagu szakaszan elhelyezkedd toltések szama. Ezzel a magneses
indukcié kifejezése a

dB = N L dr X
4 r2

alakot olti. Ez a dN szamu toltés erdtere, igy az egyetlen v = vur sebességli ¢ t6ltés
altal 1étrehozott magneseses indukcio:

(9.71)

~dB  p o vxau,

- = 9.72
AN ~ 1t (9.72)
Felhaszndlva a pe = C% ésaz E = 4—71%7%1% Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
1
B=—-vxE. (9.73)

2
Az Osszefiiggésekbol lathato, hogy E x B L u,, ezért, ha a toltést koriilvessziik egy
koncentrikus gombfeliilettel, akkor az azon at egységnyi id6 alatt kijuté energia

dE
pri ec? 7{ (E x B)u,dA = 0. (9.74)
A

Ez azt jelenti, hogy az egyenletesen mozgé t6ltés nem sugaroz.

9.4.2. Gyorsulo elektromos toltés erotere, a fékezési sugarzas

A rezgd dipdl miikodése tulajdonképpen visszavezethetd arra a tapasztalatbol ismert
tényre, hogy egy gyorsulo elektromos toltés elektromagneses sugarzast bocsat ki.

A toltés altal kibocsatott energiadram szamitasanal az egyenletesen mozg6 toltéshez
képest itt az a kiilonbség, hogy a gyorsuld toltés elektromos erGtere nem sugarirany,
és nem gombszimmetrikus, hanem -— mint kimutathaté -— az erévonalak a 9.8. dbran
lathaté modon alakulnak. Ennek az a kévetkezménye, hogy

dE

— = 7{ (E x B)u, dA #0, (9.75)
A

tehét a toltés energiat sugaroz ki.

A sugérzas intenzitasa az elektromégnességtan torvényei segitségével kiszamithato,
de ezzel itt nem foglalkozunk. A szamitasbdl az deriil ki, hogy az intenzitds aranyos a
toltés a gyorsuldsanak négyzetével, és a sugarzas dontoen a gyorsulas iranyahoz képest
yoldalra” 1ép ki. A kilépés szogét v-val jelolve az intenzitasra fennall, hogy

I ~ a”sin? 9. (9.76)
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9.8. dbra. Gyorsuld toltés elektromos erétere

rontgensugarak
fémtomb

\l
2 I . k Wit
KI A utoviz

-+
-0 ® O

UG\
9.9. dbra. Rontgencso vazlata

A gyorsuld toltés sugarzasara vonatkozd kozvetlen tapasztalat a rontgenkészilék mii-
kodése, amelyben nagy sebességii elektronok egy fémlapnak iitkozve lelassulnak, és ekoz-
ben elektromégneses hullimokat (rontgensugérzast) bocsatanak ki.

A 9.9. dbran egy rontgensugarzas keltésére hasznalt rontgencso vazlata lathato. A 1ég-
ritkitott csében az Uy flitéfesziiltséggel egy fémszédlat (K) izzitanak, amelybél elektronok
lépnek ki. Az elektronokat ezutan az U,y gyorsitéfesziiltséggel felgyorsitjak. A felgyorsi-
tott elektronok egy fémlapba (A) iitkoznek, lefékezddnek, és ekozben jon létre a fékezési
rontgensugdrzds, amely egy vékony anyagbol késziilt ablakon &t jut ki a cs6bol.

A gyorsulo toltés sugarzasa okozza a részecskegyorsiték miikodése kozben tapasztalt
elektroméagneses sugarzast is. fgy példaul az elektronok gyorsitasara hasznalt berendezé-
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sekben, a szinkrotronokban, az elektronok fénysebességhez kozeli sebességgel korpalyan
mozognak, ami azt jelenti, hogy a kormozgashbdl szarmazo centripetdlis gyorsulasuk nagy
értékeket vesz fel. Ebbol a gyorsulasbol szarmazik az az elektromégneses sugarzas, ame-
lyet az elektronok a palydjuk érintGje iranyaban bocsatanak ki, és amelyet szinkrotron-
sugdrzdsnak neveznek.

A gyorsuld toltés sugarzasanak részletes targyaldsara az elektrodinamikaban keriil
sor.

9.5. Drothullamok és hullamvezetok

A szabad elektromégneses hullamokon kiviil olyan elektromagneses hullamok is el6-
allithatok, amelyek valamilyen vezeté rendszer mentén terjednek. Ezek koziil most a
drothullamokat és egy egyszeri hullamvezetot vizsgalunk meg.

9.5.1. Drothullamok

A lassan valtozd, kvézistacionarius dramok (rezgokorok) targyalasandl feltételeztiik,
hogy a Kirchhoff-térvények az dram és fesziiltség pillanatnyi értékeire érvényesek. Igy
kaptuk meg egy rezgokorben 1étrejott aramot, amely idoben valtozik, de adott idopilla-
natban az aramkor minden egyes pontjan ugyanakkora nagysagu és ugyanolyan irdanyu.
Ha azonban a rezgés frekvenciajat és az aramkor méreteit noveljiik, akkor ettdl eltéro
jelenségeket észleliink.

Kisérlet: Lecher-féle drétpar

Egy nagy frekvencidju (f ~ 10® Hz) rezgést elédllité generdtorral (a 9.10.
abréan G) induktiv csatolds segitségével véltakozd dramot hozunk létre a 9.10.
abrén lathaté dramkorben, amely egy hosszi parhuzamos drétparbél (Lecher—féle-
drétpér), benne egy izzélampabdl (L) és a rajta csusztathato osszekotd ve-

zet6b6L All (C's).

Ha a csuszkat mozgatjuk, akkor az izzélampa kiilonb6zo erdsséggel vilagit.
Allitsuk be a cstszkat ugy, hogy az izzélampa maximalis fényt adjon.

Ezutan egy csuszkara szerelt — a drothoz parhuzamosan kapcsolt — masik izz6-
lampaval (Ls) nézziik meg, hogy a drét kiilonbozé helyein ugyanaz az aram
folyik-e. Azt tapasztaljuk, hogy az izz6 egymastdl azonos tavolsagban 1évo
helyeken (a, b, ¢, d) maximélis fényerdvel izzik, a kozbiilsé helyeken pedig
nem vilagit. Ha a drotparon a drotpart athidald csiszkaba beépitett gazki-
stilési csovet (mds széval glimlampat) mozgatunk végig, akkor azt taldljuk,
hogy a cs6 éppen a kozbiils6 helyeken («a, 3, v) ad maximaélis fényerét. Ez azt
mutatja, hogy ezeken a helyeken a legnagyobb a fesziiltség a két drét kozott.
¢
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9.10. abra. Lecher-féle drotpar

A kisérletbél vilagosan latszik, hogy az aramkor kiillonbozo helyein mas és mas az
aramerosség amplitudéja, de ennél is érdekesebb, hogy a dréotpar mentén haladva az
aram és a fesziiltség amplituddja periodikusan valtozik. Ez tipikusan allohullam jellegii
viselkedés: az a, b, ¢, d helyeken dram-maximum (duzzadéhely) és fesziiltség-minimum
(csomépont); az «, (3, v helyeken fesziiltség-maximum és dram-minimum alakul ki.

Erdekes megvizsgalni a kialakult elektromos és magneses eréteret is. A drétpar sik-
jaban az elektromos térerdsség a drétokra merdleges (az y tengellyel parhuzamos), és ott
véltozik a legnagyobb amplitiddval, ahol legnagyobb a fesziiltség (az dbran az «, 3, v he-
lyek). A mégneses indukciévektor meréleges a drétok sikjéra (a z tengellyel parhuzamos),
és ott valtozik a legnagyobb amplitiddval, ahol a legnagyobb aramot mérjik (a, b, ¢, d
helyek). Az elektromos térerdsség és a magneses indukcié amplitiddjanak helyfiiggését
mutatja a 9.11. abra.

Ugy latszik tehat, hogy ha egy ilyen drétparban nagyfrekvencias elektromagneses rez-
gést hozunk létre, akkor ez a zavar a drotpar mentén elektromagneses hullamként terjed,
és — hasonléan a fémlaprdl visszaverodd szabad hullamok esetéhez — elektromégneses
alléhullam jon létre.

A mérésbol megallapithaté a A hullimhossz (két azonos jellegli pont tévolsiga a
félhullamhosszal egyenld), igy a forrds f frekvencidjanak ismeretében kiszdmithat6 a
hullam ¢ = A\ f fazissebessége, amire a jol ismert fénysebességet kapjuk.

9.5.2. HullAmvezetok

A hullamok kiterjedt kézegben minden iranyban terjednek, de megfelel6 elrendezéssel
olyan eszkoz is készithetd, amely a hullamot koncentréltan, az altalunk kivant irdnyban
vezeti. Az ilyen eszkozoket hulldmuvezetdknek nevezik.

A hullamvezetok legegyszeriibb tipusa két parhuzamos, egyméshoz kozel elhelyezett,
a hullamot visszaverd sik lemezb6l all (9.12. (a) abra). A hullamot bevezetik a lemezek
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9.11. abra. Az elektromos és magneses tér véaltozasa a Lecher—féle-drotparon

kozé, és a hullam a lemezek kozott ide-oda verddve, a lemezekkel parhuzamosan halad.

hullam

(a) (b)

9.12. abra. Sik hulldmvezet6 vazlata (a) és a benne terjedd sikhulldmok szemléltetése (b)

Vizsgéaljuk azt az elrendezést, amikor a hullamvezetét két parhuzamos sik alkotja,
amelyek kozott egy sikhulldm terjed. Egy ilyen lemezpar metszetét mutatja az dbra,
amelyen a fal felé halad6 és onnan visszaverdodé hullam hulldmszam-vektorait is feltiin-
tettiik.

A sikhullam leirasara altalanos esetben a

W(r,t) = Agsin (wt — kr + «) (9.77)

hullamfiiggvényt hasznalhatjuk.

Esetiinkben a hulldmvezetd sikok kozott a k(kq, ke) hulldmszam-vektori bees6 hul-
lam és a K'(k1, —ko) hulldmszam-vektord visszavert hulldm terjed (mindkét hullamszam-
vektor az zy-sikban van). Mivel kr = kjx+koy és K'r = kjx—kay, az o = 0 feltételezéssel

258



a két hullam hullamfiiggvényére azt kapjuk, hogy

Uy, y,t) = Agsin [wt — (kyz + kay)] (9.78)
Uo(z,y,t) = Aysin [wt — (kyx — kay)] . (9.79)

A hullamvezetében haladé hullam ennek a két hullamnak az ereddje:

¢(l’> Y, t) = wb(xa Y, t) + ¢v(5€> Y, t) =
= Agsin [wt — (kyx + koy)] + Ay sin [wt — (k1z — kay)] . (9.80)

Feltételezziik, hogy a visszavero feliileteknél csomopont van, vagyis a hatarfeltételek a
kovetkezok:

P(x,0,t) =0 (9.81)
Y(x,a,t) =0 (9.82)

Az els6 hatarfeltételbdl az kovetkezik, hogy
(z,0,t) = (Ag + Ap) sin(wt — kyz) = 0, (9.83)

vagyis Ayg = —A[. Ezzel a hullamfiiggvény a
W(x,y,t) = Ag {sin [wt — (k1z + koy)| — sin [wt — (kiz — kay)]} (9.84)

alakba irhato.
a—f a4+

Felhasznélva a sin o — sin f = 2sin
fiiggvényre azt kapjuk, hogy

5~ Cos =~ trigonometriai dsszefiiggést, a hulldm-

W(x,y,t) = 2A0 sin(—kay) cos(wt — k). (9.85)

Mivel a ¥(z,a,t) = 0 hatérfeltételnek minden idépillanatban teljesiilnie kell, csak azok
a megolddsok johetnek széba, amelyeknél kea = nm, ahol n pozitiv egész szam (ko és
a pozitiv szamok, igy a matematikailag lehetséges negativ n értékek fizikailag nem ér-
telmesek). A hatarfeltétel tehat megadja az y-irdnyd hullimszam-komponens lehetséges
értékeit

kyp = —. (9.86)
a
Ezzel a lehetséges hullamfiiggvényekre a
Y (x,y,t) = 240 8in (—Ty> cos(wt — k) (9.87)
a

kifejezést kapjuk.
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A kapott hullamfiiggvény formailag egy y irdnyu alléhullam és egy x iranyu halado
hullam , keveréke”. Mivel kiilonboz6é allohullamok alakulhatnak ki, a hulldimvezetében
terjed6 hulldmnak a kiilonboz6 n értékeknek megfelelé6 modusai lehetségesek.

Vizsgaljuk meg most a hullamterjedés sajatossagait. Az x iranyu terjedés fazissebes-
sége

w k

Uf = kj_l = k—lc, (988)

ahol ¢ a szabad hullamok fazissebessége, amelyre érvényes, hogy w = kc.
A=k +k=kK+ (%”)2 Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy k > kq, ezért a hullam-
vezetében a fazissebesség nagyobb, mint a szabad hullamok fazissebessége: vy > c.
Szamitsuk ki a hullam v, = 51—]‘:1 csoportsebességét is, amihez az w(ky) fiiggvényre van
szitkségiink. Egyszeriibben megkaphatjuk a k;(w) fliggvényt, amib6l a csoportsebesség a

_1 . .. ’ z. ’ ’ z z. z .
Ves = j—,: = (%) Osszefiiggés segitségével szamithatd ki.

A keresett fliggvény:
2 2 2
ey = \/k2 _ (T) _ \/W_2 _ (T) 7 (9.89)
a c a

amibol azt kapjuk, hogy

dk 1 1 2 1
Lo i (9.90)

dw 2 [z (M)2 c? ki 2

c? a
fgy a csoportsebesség
k1u2 k’l

= —— = —¢. 9.91
v = C (9.91)

Ebbdl 1atszik, hogy a csoportsebesség kisebb, mint a szabad hullam fazissebessége: v <
c.

A fenti 6sszefiiggésekbdl az is lathatd, hogy a csoport- és fazissebességre fenndll a
VsV = ¢ Osszefiiggés.

A hullamvezet6ben a hatarfeltételek a lehetséges hullaimszamokat korlatozzak, emiatt
a hullamvezetének van még egy fontos sajatossaga.

Mivel a kq hullamszam-komponens csak valds szam lehet, a

PO (”-”)2 (9.92)

c? a

Osszefiiggés miatt teljesiilni kell az

Y o> ("—”)2 (9.93)



feltételnek, amibol az kovetkezik, hogy a korfrekvenciara illetve a frekvenciara fennall az
w > e illetve az f > g-c korlatozas. Egy adott frekvencidra és hullimvezetdre megha-
tarozhaté azon n természetes szamok halmaza, amelyekre a fenti feltételek kielégithetok.
Ezen n szamokhoz tartozé hullamfiiggvények a hullamvezetd in. modusai. Abban az eset-
ben, ha a fenti egyenlotlenség csak n = 1 esetén elégitheto ki, egymddust hullamvezetordl
beszéliink.

Ez azt jelenti, hogy a hullamvezetoben csak az

1
fin = 3¢ (9.94)
levagasi frekvencianal nagyobb frekvenciajia hullamok terjedhetnek. A hullamvezetobe ér-
kez6 hulldmbdl a hullamvezetd kisziiri (levagja) az ennél kisebb frekvenciaji osszetevéket,
vagyis ,feliil-dtereszt6” frekvenciasziroként mitkodik. A levagési frekvencia a hulldmve-
zet6 geometridjanak valtoztatdsaval valtoztathaté (az itt tdrgyalt elrendezésben az a
lemeztévolsdg a meghatarozé paraméter).

A hullamvezetés pontosabb leirashoz figyelembe kell venni az elektromagneses hulla-
mok visszaverédésére vonatkozé speciélis torvényeket is (pl. az elektromos- és magneses
erotérre vonatkozé hatarfeltételeket vagy a hullam transzverzélis voltabdl adodé sajat-
sagokat). Fzekkel a kérdésekkel itt nem foglalkozunk.

A hullamok még jobb hatasfokkal vezethetok, ha két siklap helyett oldalrodl is zart
csovet alkalmazunk (9.13. dbra). Téglalap keresztmetszetii csében a téglalap mindkét
oldala mentén allohullamok jonnek létre, ami tjabb megszoritast jelent a frekvencidra.

Ha egy cs6 alaki hullamvezeto egyik végét a hullamot visszavero lappal lezarjuk,

akkor a visszaver6dé hulldmok miatt az x irdnyban is dlléhulldmok alakulnak ki‘.

A

L

/

hulldm

9.13. abra. Téglalap keresztmetszetli csatorna hulldimvezeto vazlata

4 Véges hossziisagi hulldmvezetSben egyébként akkor is keletkeznek alléhulldmok, ha nincs lezérva,
mert ilyenkor is van visszaver6dd hullam.
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Ha a hullamvezeto mindkét végét lezarjuk, vagyis egy zart dobozt hozunk létre, akkor
a dobozban mindharom iranyban alléhullamok jonnek létre, és csak a hatarfeltételeknek
megfeleld hullimhosszak (frekvencidk) alakulnak ki. Az ilyen zart dobozt rezondtornak
nevezik, mert csak meghatarozott frekvencidkon alakul ki benne nagyobb intenzitasu
hulldm (ezekre a frekvencidkra rezondl). A rezonatorok fontos szerepet jatszanak a léze-
rekben valamint a mikrohullamok keltésében és detektaldsaban.

A gyakorlatban gyakran hasznalnak hullamvezetOket nagyfrekvencias elektromagne-
ses hullamok (pl. mikrohulldmok) vezetésére energiadtvitel vagy adatatvitel céljara (1d.
9.14. dbra). Ez esetben a hullamvezet6 anyaga altalaban egy jé vezet$ anyag (fém). Fény
vezetésére a fémes visszaverd feliileteknél alacsonyabb veszteségli hullamvezeték készit-
heték dielektrikum anyagokbdl a teljes visszaverddés (Id. 10. fejezet) hasznalataval (pl.
tivegszdlak).

9.14. abra. Csatorna hullimvezeté mikrohullami tartoméanyra (a), illetve iivegszal (b)
lathato vagy infravoros fényre

9.6. Elektromagneses hullAimok Doppler-effektusa

Korabban lattuk, hogy rugalmas hulldimoknél a Doppler-effektust a hullamforras-
nak és a megfigyelonek a hullamot hordozé kozeghez viszonyitott sebessége hatarozza
meg. Elektromdagneses hullamok esetén szintén megfigyelheté a Doppler-effektus, de az
elektromagneses hullam terjedéséhez nincs sziikség kozegre, ezért ebben az esetben az
effektusban csak a forras és megfigyel6 relativ sebessége jatszik szerepet. A jelenség to-
vabbi sajatossaga, hogy — a relativitaselmélettel 6sszhangban — a hullam fazissebessége
mindkét rendszerben ugyanaz.
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forras

9.15. dbra. Egymashoz képest mozgd forras és megfigyeld koordindta rendszerei a
Doppler-effektus leirasahoz

Vizsgédljuk meg azt az egyszeri esetet (9.15. dbra), amikor a forrdshoz rogzitett K-
és a megfigyel6hoz rogzitett K’ koordindtarendszer x tengelyei egy egyenesen vannak, y
és z tengelyeik parhuzamosak, és a megfigyel6 (K') az x tengely mentén v sebességgel
tavolodik a forrastdl (K).

Vizsgaljunk egy x, 2’ tengely mentén vakuumban terjed6 sikhulldmot, amit a K rend-
szerben a

(x,t) = Asin(wt — k) (9.95)

hullamfiiggvény ir le.

A relativitaselméletbél tanulni fogjuk (Id. 11. fejezet), hogy a (¢,r) mennyiségpar
mellett az (w, k) mennyiségpar is négyesvektor, tovabbd, hogy a négyesvektorok skalar-
szorzata invarians a koordindta-transzformaciéval szemben. Ebbol kovetkezik, hogy az
wt — kr mennyiség invarians, tehdt a K és K’ rendszerbeli értékiik azonos:

wt = kpx — kyy — k2 = 't — ka2’ =k — k.2 (9.96)

Mivel az dltalunk vizsgalt specidlis esetben y =z =y =2 =0, k, = k. =k, = k_ =0,
ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy

wt — kpr = W't — kL2, (9.97)
Fejezziik ki az x, t mennyiségeket x’, t’-vel a Lorentz-transzformécio segitségével:

'+ ot

r=——, (9.98)
V2
)
t/ + 1:6/

t=—— (9.99)
v2
)
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Ezt helyettesitsiik be a fenti egyenletbe:

t'+ 52 ’ '+ ot

w =Wt — ko (9.100)
A bal oldal rendezése utéan ez az aldbbi alakot olti:
—k k— wl
Wy TR Y — K (9.101)
v2 v2
2 2

Az egyenlet két oldalanak 6sszehasonlitasabdl azt kapjuk, hogy

—k ky — w5
W = \7:” illetve K, = —— = (9.102)
Ha felhasznaljuk, hogy a forrashoz rogzitett rendszerben w = ck,, akkor az
, 1—r , 1-2
W=w——=_—=, illetve k| =k, —= (9.103)

_ w2 _ v
c? c?

osszefiiggéseket kapjuk. Ezekbél mellékesen az is kijon, hogy a K’ rendszerben is fennéll,
hogy

w
A korfrekvencidhoz hasonlé osszefiiggés érvényes a megfigyeld altal észlelt f’ frekvencidra
is:

o (9.105)

_ w2
62

Ha v << ¢, akkor az Osszefiiggés egyszeriibb alakba irhato:
f’ztf(l—-g). (9.106)
c

Lathatd, hogy a forrastdl tavolodé megfigyels (v > 0) kisebb frekvencidt és nagyobb
hulldmhosszt, a kozeled6 (v < 0) nagyobb frekvenciat és kisebb hullimhosszt észlel, mint
a forrassal egyiitt mozgo. A frekvencia-eltolodasra vonatkozé Osszefiiggés jelentds szerepet
kapott a modern kozmoldgidban. Az altalunk megfigyelheté galaxisok fényét vizsgdlva
kideriilt, hogy a galaxisban és a Foldon is 1étez6 elemek szinképei szisztematikusan el-
térnek egymadstdl: a galaxisrdl jovo fény szinképvonalai a hosszabb hullimhosszak (tehat
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a voros) felé eltolédnak a foldi szinkép vonalaihoz képest. A jelenséget virdseltoloddsnak
nevezik. Ennek egyik magyarazata az lehet, hogy a galaxisok tavolodnak toliink, és a
voroseltolédas a Doppler-effektus kovetkezménye.

A Doppler-effektus masik fontos megnyilvanulasa az, hogy gyorsan, és rendezetleniil
mozgd atomokat vagy molekuldkat tartalmazé gazkisiilés (pl. plazma) fényében a spekt-
rumvonalak kiszélesednek. A rendszertelen mozgas miatt a sugarzé atomok a megfigye-
16h6z képest minden iranyban mozognak, igy az atomok altal kibocsatott f frekvencia
helyett a megfigyel$ az ' = f (1 — %) és f" = f (1 + %) értékek kozé es6 frekvenciakat
észlel (itt v a molekulasebesség legvalészintibb értéke). Ezért a spektrumvonal helyett egy
frekvenciatartomanyt atfogo, kiszélesedett vonalat észleliink. A frekvenciatartomany szé-
lessége Af = f" — f' = 2f%. A jelenséget Doppler-kiszélesedésnek nevezik, és mérésével
meghatarozhaté a molekulak atlagos sebessége, abbdl pedig a gaz homérséklete.

A Doppler-effektust eddig abban az esetben vizsgaltuk, amikor a relativ sebesség
vektora a forrast és a megfigyelt 0sszekotd egyenessel parhuzamos volt. Ezt az esetet
gyakran longitudindlis Doppler-effektusnak hivjak. A megkiilonbozteto elnevezés oka az,
hogy — a rugalmas hullamoktdl eltéréen — az elektromagneses hullamoknal a forrast és
megfigyel6t 6sszekoté egyenesre merdleges relativ sebesséqg is okoz frekvenciaeltolodast.
Ezt a jelenséget transzverzalis Doppler-effektusnak nevezik. Ezzel itt részletesebben nem
foglalkozunk, csak megjegyezziik, hogy a transzverzalis effektus lényegesen kisebb, mint
a longitudindlis.

9.7. Az elektromagneses spektrum

Az elektromdagneses hullamoknak a kozismert radiohullamok és a fény mellett még sza-
mos egyéb fajtaja ismeretes. A kiilonboz6 névvel jelolt elektromagneses hullamok mind-
egyikében az elektromagneses erotér zavarai terjednek, de keletkezési mechanizmusuk és
frekvenciajuk illetve hullamhosszuk mas és més. Az eltéro frekvencia miatt eltéré modon
lépnek kolesonhatasba az anyaggal, vagyis viselkedésiik is eltéro lehet.

A 9.16. dbran bemutatjuk a kiilonboz6 frekvencidji (hulldimhosszi) elektromagne-
ses hulldmok ismert tartomanyait, vagyis az elektromdgneses spektrumot. A frekvencia
mellett megadjuk a vakuumbeli terjedésre érvényes A\ = % hullamhosszt és a hullam-
hossztartoméanyok elnevezését.

A legnagyobb hulldmhosszi hullamok kozé tartoznak a radiézasban hasznalt hosszu
hullamok, k6zép-, rovid és ultrarovid-hullamok. Ezeket az elektronikus informaciétovab-
bités klasszikus eszkozeiben (radio, televizid) hasznéljak. Eléallitasuk elektronikus aram-
korokkel torténik. A héztartasban illetve a mobil kommunikaciéoban is hasznalt mikro-
hullamokat specialis rezonatorokkal, illetve antennakkal keltik.

Az infravoros (IR) sugarzas molekuldkban vagy sok atombdl allé anyagokban vég-
bemend valtozasok (pl. hémérsékleti sugarzas) kovetkezménye. A lathaté- és ultraibolya
(UV) fény az atomhéjban lejatszodé folyamatok eredménye.
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Az orvosi rontgenkésziilékekben, a kristalyszerkezeti vizsgalatoknal hasznalt réntgen-
sugarzas az atomhéjban vagy az atommagban végbemeno atalakulasok soran jon létre,
emiatt az ultraibolya és a gammasugarzassal kissé atfedésben van.

A gammasugarzas atommag-atalakulasok kisér6 sugéarzasa.

< frekvencia (Hz)

1 GHz 1 MHz 1kHz 1 Hz

10* 10% 10" 10 10" 10° 10° 10° 1
1T 7 1°r > 7 °vr 1t 17T 1° 17 17 1T T 17T 1T 1 I 7T 17 T 17 1T 1
gamma Uuv IR
I | 'i‘ |
rontgen lathato mikro FM AM hosszi
| :Qﬁ m |
TV
| 7 1° 7 1¥ 1717711 1 1 1T 1 1 17 171 11
107" 1072 107 10° 10° 1 10° 10° 10°
1 fm 1 pm 1 nm 1l pym 1 mm 1m 1 km

hulldmhossz (m) >

9.16. abra. Az elektromagneses spektrum
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10. fejezet

A hullamoptika alapjai

A fény hullamszeri viselkedésének szamos kisérleti bizonyitéka van. Ezek koziil a
legfontosabbak a fény interferencidjaval és elhajlasi jelenségeivel kapcsolatos megfigyelé-
sek, amelyeket a jelen fejezet masodik felében targyalunk részletesen. Azt, hogy a fény
elektromdgneses hullam, megbizhatéan Hertznek az elektromégneses hullamokkal végzett
kisérletei 6ta tudjuk. Most néhany, a fény hullaimtermészetével kapcsolatos jelenséggel
foglalkozunk.

Mivel a fény hullam, mindazok a torvények, amelyek a hullamokra altalanosan érvé-
nyesek, a fény esetén is alkalmazhatok. Mivel pedig a fény specidlisan elektroméagneses
hullam, az elektromégneses hullamokra vonatkozé specidlis torvények a fényre is érvé-
nyesek.

Ezek szerint a fényterjedés az elektromégneses hullaimokra vonatkozé hullamegyen-
lettel irhato le, és a hullamban az elektromos térerdsség és a magneses indukciovektor
valtozasa terjed. Ez azt jelenti, hogy — harmonikus sikhullamot feltételezve — a hullam-
fiiggvények az

E(z,t) = Egsin(wt — kr + «) (10.1)
B(z,t) = By sin(wt — kr + «) (10.2)

alakba irhaték. Tudjuk, hogy vakuumban és homogén izotrép kézegben a két térmennyi-
ség vektora egymasra és a terjedési iranyt megadd k hulldimszam-vektorra merdlegesek,
és E, B, k jobbrendszert alkotnak.

A fény transzverzalis hullam, tehat polarizalhaté. Linedrisan poldros a fény, ha az
E, és By amplitudé-vektorok idoben allandodak, és igy a rezgési sik terjedés kozben nem
valtozik. Ilyen hullam id6ében véltozo elektromos és magneses terének pillanatfelvételét
(a térerdsségek helyfiiggését) mutatja a 10.1. (a) dbra.

A hagyomanyos fényforrasok altal kibocsatott fény &ltaldban nem poldros, benne
kiilonb6z6 rezgési irdnyn (polarizécids siki) hullimok keveréke terjed. Linedrisan poléros
fény eloallithato polarizacios szlirokkel, de — legalabb részlegesen — polarossa valik a fény
hatarfeliiletekrol torténd visszaverddésnél, fénytorésnél és szorodasnal is.
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10.1. dbra. Linedris (a) cirkuléris (b) és elliptikus (c¢) polarizaci6ji elektroméagneses hul-
lam elektromos és mégneses terének pillanatfelvétele

Cirkuldrisan poldros a fény akkor, ha az Ej és By amplitudo-vektorok Ey és By nagy-
saga idoben allando, de a vektorok — mindig egymasra merdleges helyzetben — allando
szogsebességgel korbeforognak, igy (a hulldm terjedése miatt) végpontjaik egy-egy csa-
varvonal (helix) mentén mozognak (10.1. (b) dbra). A kisebb dbrdn kiilon bemutatjuk,
hogy egy adott helyen hogyan valtozik az idoben a két térjellemz6 vektor iranya.

Ha a teret jellemz6 vektorok végpontjai adott helyen egy-egy ellipszis mentén mozog-
nak (10.1. (c) abra) akkor elliptikusan poldros fényrél beszéliink.

Esetiinkben a hullam haladéasi irdnyaba (tehat k irdnydba) nézve a vektorok az déra-
mutaté jarasaval megegyezo iranyban forognak. Az ilyen fényt jobb irdnyi-, ellenkezd
iranyu forgas esetén pedig bal irdnyu cirkularisan- vagy elliptikusan polaros fénynek ne-
vezik.

Mint korabban mér megtargyaltuk, az elliptikusan és cirkularisan polaros hullam
két, egymasra meroleges, linedrisan polaros hullam szuperpozicidjaként eldallithatd. A
cirkularisan polaros fényhullam az elliptikusan poldros fényhullam specialis eseteként
foghat6 fel. (Ha az 6sszetevék amplituddja kiilonbozé, akkor elliptikusan poléros-, azonos
amplitiddk esetén pedig cirkuldrisan polaros fényt kapunk.)

10.1. Fény visszaverodése és torése két kbzeg hataran
Ha a fény két kozeg hatarahoz érkezik, akkor a hatarfeliiletrol részben visszaverddik,
részben pedig atmegy a szomszédos kozegbe. Ekozben szdamos valtozas kévetkezhet be:

iranyvaltozas, a hullam fazisanak és polarizaciés allapotanak megvaltozasa. Ezek koziil
a leglatvanyosabb, és legegyszeriibben targyalhaté az iranyvaltozés, ezért itt elsdsorban
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ezzel foglalkozunk.

A visszaver6dés és torés torvényét egyszer mar levezettiik a Huygens-elv segitségével.
Ez a torvény a fény esetén is érvényes, de a fényhullam vektori lefrasanak bemutatasa
céljabdl most egy maésik levezetési modot is megmutatunk.

Ay

1 9|

b v

LY

kll

10.2. dbra. Fény visszaverddése és torése két kozeg hataran

Ha egy harmonikus sikhullam megérkezik a két kozeget elvalasztéd sik hatarfeliiletre,
akkor a beesé hullam mellett keletkezik egy visszavert- és egy ateresztett hullam is.
Ha ezeknek a hulldimszam-vektorat rendre k, k' és k"-vel jeloljiik (10.2. dbra), akkor a
hullamokat leiré hullamfiiggvények id6- és helyfiiggését a

Eq cos(wt — kr), bees6 hulldm (10.3)
E, cos(wt — K'r), visszavert hullam (10.4)
E, cos(wt — k") dteresztett hulldm (10.5)

kifejezésekkel adhatjuk meg. Ezen sikhullamok a hullamegyenlet megoldasai a félig vég-
telen kozegekben, a kozegeket elvalaszto sik hatarfeliileten a teljes térre teljesiilnie kell a
Maxwell egyenletekbol levezetett peremfeltételeknek, nevezetesen a kiilonb6zo6 térkompo-
nensek (Ey, D, H, B, ) folytonossdganak (Id. 2.2.1 és 5.1.2 fejezetek). E peremfeltételek
minden idépillanatban csak akkor teljesithetok, ha mindharom hulldm frekvencidja meg-
egyezik. Egy adott idopillanatban a hatarfeliilet minden pontjaban peremfeltételek csak
akkor teljesithetok, ha a harom hullam fazisa a hatarfeliileten megegyezik, azaz:

wt —kr = wt — k't = wt — kK'r, (10.6)
vagyis:

kr = k'r =k'r (10.7)
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A hatarfeliilet pontjaiban ez csak akkor allhat fenn, ha a harom hulldmszam-vektor
ugyanabban a sikban van. Vegyiik fel a koordinatarendszeriinket gy, hogy a beesé hul-
lam hulldmszam-vektora az xy-sikba-, a hatarfeliilet pedig az xz-sikba essen (10.2. dbra).
Az zy-sikot beesési siknak nevezik. A fenti fazisillesztés miatt a visszavert és ateresztett
hullam hullamvektora is a beesési sikban van.

Mivel az r vektor a hatarfeliilet pontjaiban parhuzamos a feliilettel, a fenti feltétel
azt jelenti, hogy a harom hullamszam-vektor vetiilete a feliileten ugyanakkora. Az abra
jeloléseivel:

ksindy, = k' sind, = k" sin¥,, (10.8)

ahol & = |k|, ¥ = |K/| és k" = |k”|. A bees6 és a visszavert hulldm ugyanabban a
kozegben terjed, tehat hullamszdm-vektoraik nagysdga azonos: k = k’, amibdl kovetkezik
a visszaver6dés ismert torvénye:

Fy = . (10.9)
A torésre a fenti Gsszefiiggéshdl azt kapjuk, hogy

sindy, k"
- 1 10.10
sin 9, k Vg ( )

Itt v1 és vy a hulldm terjedési sebessége az 1 és 2 kozegben (kozben felhasznaltuk a
k = w/v osszefiiggést és azt, hogy a hullam korfrekvencidja torés- és visszaverddés utan
is ugyanaz marad). Bevezetve a 2 kozegnek az 1 kozegre vonatkozd ney = vy /ve relativ
torésmutatojdt, a torési toérvény a szokasos

= N21, (1011)

alakba frhato.

Ha az 1 kozeg vakuum, akkor a fenti 0sszefiiggés a 2 kozegnek a vakuumra vonatkozo
torésmutatéjat adja meg, amit az 2 kozeg abszolit torésmutatojanak vagy egyszeriien
torésmutatojainak neveznek, és rendszerint no-vel jelolnek. Ezt a fentiek szerint az

C
= — 10.12
U s ( )

Osszefiiggés adja meg, ahol ¢ a fény terjedési sebessége vakuumban.
Hasonlbéan az 1 kozeg abszolut térésmutatoéja:

C
= —, 10.13
n o ( )
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Ha felirjuk a két utolsé egyenlet hanyadosat, akkor lathatd, hogy a két kozeg relativ
torésmutatdja az abszolit torésmutatdkkal az aldbbi Gsszefiiggésben van:

"2 0y (10.14)
nq (%)
illetve
1
m__ = (10.15)
U U1 n21

Egy kozeghatarra érkezo fény altalaban csak részben 1épi at a kozeghatart, és csak rész-
ben verodik vissza. Itt nem foglalkoztunk azzal a fontos kérdéssel, hogy a beesé fény
milyen hanyada verodik vissza, és milyen hanyada halad at a hataron. Ezt az adott
hatarfeliileten az elektromos- és magneses erotérre érvényes hatarfeltételek, tovabba a
beérkezés koriilményei (pl. az E illetve B vektornak a feliilethez viszonyitott helyzete)
szabjak meg. Ezzel a kérdéssel az optikaban foglalkoznak.

A visszaverddés és torés torvényein alapszik a geometriai optika, ezek teszik lehetévé
szamos optikai eszkozok (pl. lencsék-, tiikrok képalkotdsa, Osszetett optikai rendszerek)
miikodésének megértését, illetve tervezését.

10.1.1. Teljes visszaverodés

A fény esetén fontos szerepet jatszik az az eset, amikor a 2 kozegben a fény terjedési
sebessége nagyobb, mint az 1 kézegben (10.3. (a) dbra). Ilyenkor ng; = vy /vy < 1 (az
abszolit torésmutatokkal megfogalmazva: ny < ny), tehat v, > ¥, (a-a’ sugarak). Ha egy
ilyen hatarfeliiletnél a beesési szoget noveljiik, akkor egy bizonyos, ¥ kritikus értéknél
elérhetd a Uy 43 = 90° helyzet (b-b' sugarak). A tapasztalat szerint a beesési szog tovabbi
novelésekor gyakorlatilag nincs ateresztett fény, a beesé fény a visszaverédés torvénye
szerint teljesen visszaverddik a feliiletrdl (1d 10.3. (a) dbra). Ezért a Oy, kritikus szoget
a teljes visszaverddés hatdrszogének nevezik.

Mivel a hatarszoggel beeso fény esetén a torési szog 90°, ilyenkor a torési torvény a

Sin ﬁkrit
sin 90°

alakot olti. Ha megmérjiik a hatérszoget, akkor kiszamithatjuk a relativ torésmutatot:
No1 = sin ﬁkrit- (1017)

A teljes visszaverddésen alapul a napjainkban nagyon fontos szerepet jatszo, specidlis hul-
lamvezeték, az optikai szdlak mitkodése. Ha egy fényétereszté vékony szal (rendszerint
iiveg) abszolut torésmutatéja nagyobb, mint a kornyez6 anyag torésmutatéja, és a szél
elég vékony, akkor a bevezetett fény a szél falain mindeniitt teljes visszaverddést szenved,
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fénysugar

(a) (b)

10.3. abra. A teljes visszaver6dés jelensége (a) és alkalmazdsa hulldmvezetésre (b)

és nagyon kevés veszteséggel halad végig a szalon (10.3. (b) dbra). A kis veszteség mellett
az optikai szal tovabbi elénye, hogy a fény haladasi iranya viszonylag szabadon valtoz-
tathatd (tul nagy gorbiilet esetén eléfordulhat, hogy a teljes visszaverddés feltétele nem
teljesiil). Szélak segitségével optikai kép is tovabbithat6. Ezen alapulnak pl. az orvosi
gyakorlatban hasznalt széloptikai vizsgald eszkozok.

10.1.2. Diszperzio hatasa a fénytorésre, a prizmas spektrométer

Anyagban valo terjedés kdzben a fény fazissebessége fiigg a frekvenciatdl, vagyis disz-
perzio 1ép fel. Ez egyben azt is jelenti, hogy a torésmutato is frekvenciafiiggd, tehat egy
hatérfeliiletre ugyanolyan beesési szoggel érkezé kiilonboz6 frekvencidgji (hulldmhosszi)
fényhullamok mas és mas torési szoggel haladnak tovabb. Ha tehat a feliiletre tobbféle
hullamhosszt tartalmazé fény esik, akkor térés utan a fény dsszetevoire bomlik. A hatést
novelni lehet, ha kétszeres torést hozunk létre, ami egy prizma alkalmazasaval érheto el
(10.4. (a) 4bra). Ha a prizménak (2 kozeg) a kornyez6 kozegre (1) vonatkozd torésmuta-
toja nagyobb mint 1, akkor az dbran lathato torés kovetkezik be. A torésmutato a legtobb
iiveg esetén tapasztalat szerint a frekvenciaval nd, tehat a hullamhosszal csokken, igy a
nagyobb hulldamhosszi fény eltéritése kisebb.

Ha a prizmdra lathaté, fehér fényt! bocsatunk, akkor az dthaladt fényt egy ernyén
felfogva, abban megfigyelhetjiik a fehér fényt alkoto szineket. Legkevésbé a voros, legna-

L A fehér fény kiilonboz6é hullimhosszi (kiilonbozé szint) fényhulldmok keveréke.
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gyobb mértékben az ibolya szinti fény tériil el.

A L és A ,
keveréke

10.4. dbra. A prizma diszperzidjanak hatdsa a fénytorésre (a) és alkalmazasa spektromé-
terben (b)

Ennek a jelenségnek a felhasznalasaval olyan eszkoz készitheto, amely alkalmas is-
meretlen fény hullaimhosszénak vagy Osszetett fény spektralis Osszetételének meghata-
rozasara. Egy ilyen eszkoz vézlata lathaté a 10.4. (b) dbran. A vizsgdlandé6 fény az F
fényforrasbol egy kollimatorba jut, amely parhuzamos sugarnyaldbot allit el6. Ez a fény
esik a P prizmara, ami a hullamhossztol fiiggoen eltériti azt. Az eltéritett fényt egy kor-
beforgathaté T tavesében figyelik meg. Az eltérités mértékét példaul az abran lathato
¥ szoggel lehet megadni. Ahhoz, hogy az eszk6z hullamhosszmérésre legyen alkalmas,
el6szor hitelesiteni kell, vagyis ismert hullaimhosszi fény alkalmazasaval meg kell hata-
rozni, hogy adott hullamhosszhoz milyen eltérités tartozik. Ezutan az ismeretlen fény
eltéritésébol hullaimhossza meghatarozhato.

Osszetett fényt alkoté hulldmok hulldimhosszainak (frekvencidinak) dsszességét (illet-
ve az annak megfelels, pl. ernyén megfigyelhet6 képet) az Osszetett fény spektrumdnak
nevezik, a spektrum meghatérozasara szolgdld fenti eszkdz pedig a prizmds® spektromé-
ter.

2 Kés6bb latni fogjuk, hogy spektrum felvétele més eszkozzel (pl. optikai rdcs) is lehetséges.
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10.1.3. Fénypolarizacio visszaverodésnél és torésnél, a Brewster-
torvény

A tapasztalat azt mutatja, hogy egy szigeteld hatérfeliiletre (pl. leveg6bél iivegbe)
érkez6 nem polaros fényhullam a visszaverddés és torés utan részben polarossa valik.
A visszavert hullamban nagyobb intenzitdsu a beesési sikra meréleges (vagyis a hatar-
felillettel parhuzamos) rezgési stk Osszetevd, az ateresztett, megtort hullimban pedig
nagyobb intenzitdsu a beesési sikba es6 rezgési siki Osszetevs. A 10.5. (a) abra a pola-
rizaci6 tényét szemlélteti (az egyes Osszetevék intenzitdsai itt nem ldthatdk), a nyilak a
beesési sikkal parhuzamos térerésségvektort (rezgési sikot) jelzik, a pontok az erre me-
roleges térerésségvektorokat szemléltetik. A tapasztalat szerint a polarizacié foka fiigg a
beesési szogtol.

(a) (b)

10.5. dbra. A visszavert és ateresztett fény polarizacidja (a) és a Brewster-effektus (b)

Brewster® megéllapitdsa szerint a beesési szog valtoztatdsiaval mindig lehet taldlni egy
olyan speciélis beesési szoget (ap;), amelynél a visszavert fényben csak a hatarfeliilettel
parhuzamos térerosségkomponens marad meg. Ez az a beesési szog, amelynél a visszavert
és megtort sugdr egymadsra meréleges (10.5. (b) dbra), vagyis a torési torvény szerint

sin apy sin apy sin o, sin oy

N - = = 10.18
sinay  sin(180° — ap, —90°)  sin(90° — ap,)  cosap, s ( )

3 Sir David BREWSTER (1781-1868) skét fizikus.
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észlelt jel észlelt jel észlelt jel
- -

90°

10.6. abra. A Brewster effektus kvalitativ magyarazata

vagyis
tg apr = Noag. (1019)

Ez a Brewster-torvény, amely a Maxwell-egyenletek segitségével elméletileg is értelmez-
heto, és az egyes Osszetevok intenzitdasa is meghatarozhatd. Ez a torvény lehetoséget ad
linedrisan poléros fény eldallitasara, bar a polaros, visszavert sugarzas intenzitasa nem
tul nagy (levegé-iiveg hatérfeliiletnél mintegy 15%).

A megtort sugarban tulsilyban van a beesési sikba eso rezgési irany, de a meroleges
rezgésirany is jelen van. A beesési sikba esO rezgési irany hanyada tobb rétegen vald
toréssel jelentésen megnovelheto.

A jelenségre durva, kvalitativ magyarazatot adhatunk a fény és anyag kolcsonhata-
sanak klasszikus atomi felfogasa segitségével. Eszerint a hatarfeliiletre érkezo fény tugy
halad tovabb, hogy a fényhullam elektromos erétere megrezgeti a hatarfeliilet atomjai-
nak elektronjait, vagyis rezg6 dipolokat hoz létre. A visszavert fényt elképzelhetjiik, mint
ezen rezgo dipolusok altal kisugarzott fényt. A dipdl sugarzasanak zomét a tengelyére
meroleges iranyban sugdarozza ki, és gyakorlatilag nem sugaroz a tengelye iranyaban.

Ha az elektromos térerdsség merdleges a beesési sikra, akkor a feliileti atomok elekt-
ronjai is ilyen iranyban rezegnek, igy a megtort és a visszavert sugarban ugyanilyen elekt-
romos erdteret sugaroznak tovabb. A visszavert sugar iranyaban elhelyezked6 megfigyeld
tehat a megfigyelés irdanyédra merélegesen all6 (tehat maximalisan sugdrzé) dipdlokat ész-
lel, amelyek a beesési sikra merdleges elektromos eréteret hoznak létre.

Ha a beesé sugarzasban a térerdsség parhuzamos a beesési sikkal, akkor a feliileti
atomok elektronjai is ebben a sikban rezegnek, de a létrejott dipolok a tovabbhalado,
megtort hullam haladési irdnyara merdlegesek (10.6. dbra). Ahogy a torési szog né, a

275



dipolok a visszavert sugar irdnyabol egyre kisebb szog alatt latszanak, és az észlelt jel
egyre kisebb. Amikor a megtort és visszavert sugar egymasra merdleges, akkor a dipé-
lok tengelye éppen a visszavert sugarral parhuzamos, tehat a visszavert sugar iranyabdl
gyakorlatilag nem érkezik jel. Ekkor a visszavert sugarban — a Brewster-torvénynek meg-
felel6en — csak a beesési stkra meréleges rezgés jelenik meg (10.6. abra).

10.2. Interferencia

A hullam egyik legjellegzetesebb tulajdonsiga az interferencia. Az interferencia azon-
ban csak akkor figyelheté meg, ha az interferalé hullamok koherensek.

Ez a feltétel a fény esetében nem konnyen teljesithetd, mert — mint azzal késobb
részletesebben is foglalkozunk — a fénykibocsatéas olyan atomi folyamat, amelynek soran
az egyes atomok véletlenszertien bocsatanak ki véges hulldimvonulatokat?. Két hagyo-
manyos fényforras altal kibocsatott fényhullamok fazisa emiatt véletlenszeriien valtozik,
vagyis nem koherensek. Ennek a kovetkezménye pl. az, hogy két hagyomanyos pontszerii
fényforras (pl. izzéldmpa) egyiittes fényét a falon megfigyelve, egyenletes megvilagitést
észleliink, és nem tapasztaljuk a fényintenzitasnak az interferenciara jellemzo térbeli val-
tozasat.

Fényinterferenciat hagyomanyos fényforrasok esetén lényegében csak gy lehet megfi-
gyelni, ha egy fényforras altal kibocsatott fényt valamilyen médon kettévalasztunk, majd
ujra egyesitiink, vagyis ha a fényhullam énmagaval interferal. A fényhullam kettévalasz-
tasara alapvetoen két modszert hasznalnak:

e a terjedo hullam hullamfrontjat osztjak ketté megfeleld akadalyok illetve rések al-
kalmazasaval, vagy

e a fénynyaldb intenzitasat, vagyis a hulldm amplitidojdt osztjak ketté, rendszerint
féligatereszto tiikrok alkalmazasaval.

10.2.1. A Young-kisérlet

A fényinterferencia bemutatdsara szolgalé klasszikus kisérletében Young® a hulldm-
front kettévalasztasanak médszerét alkalmazta. Egy résen (az 10.7. (a) dbran S) dthaladé
fényhullamot két nagyon kis méretii résre (S; és S) ejtett. fgy a két kis résre ugyanazon
hullamfront két koherens része esett, és ezekbdl a vonalszertinek tekintheté hullamfron-
tokbdl koherens fényhullamok jottek létre. Ezeknek a hullamoknak az interferencigjat egy
erny6n figyelte meg, és valéban az interferenciara jellemzd, periodikus intenzitdseloszlast
(vildgos és sotét csikokat) észlelt (10.7. (a) abra).

4 Ez a megéllapitas nem érvényes a lézerekre.
® Thomas YOUNG (1733-1829) angol fizikus.
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ernyo

10.7. dbra. A Young féle kétréses interferencia kisérlet (a) és értelmezése (b)

Az interferencidnak ezt az esetét a rugalmas hullimoknél (vizhullimok) mar megvizs-
galtuk, és azt talaltuk, hogy harmonikus hullamok esetén az ered6 hullam is harmonikus,
amelynek amplitiddja fiigg a helytol, és a helyfiiggést az

A= \J A3+ 43+ 24 Ay cos(kry — kra + ) (10.20)

fiiggvény adja meg. Itt Ay és Ay az Gsszetevo hullamok-, A az ered6 hullam amplituddéja,
k a két hullam kozos hullaimszama, ¢ pedig a két hullam faziskiilonbsége.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a hullimok amplitudéja megegyezik, A; =
Ay = Ay, és a hullamok faziskiilonbsége ¢ = 0. Ekkor az

A= Ag\/2 (1 + cos(kry — kry)) (10.21)
osszefiiggést kapjuk. Ebbdl az eredd intenzitast az I ~ A% kapcsolat alapjan irhatjuk fel:
I =2Iy(1+ cos(kry — krg)) = 21y + 21y cos k(r; — r3). (10.22)

Ebbdl az sszefiiggésbol lathato, hogy a maximalis és minimalis amplitiddji helyeket a
két hullam As = r; —ry ttkiilonbsége szabja meg. Maximalis intenzitas azokon a helyeken
jon létre, amelyekre teljesiil a k(r; — ry) = £n27 feltétel, vagyis ahol az utkiilonbség

ASpax =11 — 79 = N, (10.23)

Hasonlé modon kapjuk, hogy a minimélis intenzitds a

A
ASpin =11 — 19 = +(2n + 1)5 (10.24)
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feltételnek megfelel6 helyeken jelenik meg.

A maximumok és minimumok helye egy sik ernyén egyszertien meghatarozhatd, ha
az ernyot a résektdl nagy tavolsagban helyezziik el, és az interferenciat csak kis x-
tartoméanyban vizsgaljuk (a v szog kicsi). Ekkor a 10.7 (b) sematikus dbra jeloléseivel
azt kapjuk, hogy

X
ing ~tgd = — 10.25
illetve
sing v L2 (10.26)
a
Ebbl az
e~ 2p (10.27)
a

kozelité osszefiiggést kapjuk.
A maximumbhelyek = koordinatai eszerint

A
™~ +n—D, (10.28)
a
a minimumhelyeké pedig
; A
' +(2n + 1)2—D. (10.29)
a

Ezek az 0sszefiiggések akkor hasznalhatok, ha x és a sokkal kisebb, mint D, vagyis a for-
rasok egymastol mért tavolsdga kicsi, az erny6 a forrasoktol tavol van, és az interferenciat
csak az O centrum kozelében vizsgaljuk.

Az ry — ry & asind Osszefiiggést felhasznédlva az intenzitas szogfiiggése az

2mwasin g
I =21y (1 + cos(kry — kra)) = 21y (1 4 cos(kasind)) = 21y (1 - cos (%))
(10.30)

alakba frhato.
Ez tovabb egyszertisithetd, ha felhasznéljuk az 1 + cosa = 2(:052% trigonometriai
Osszefiiggést:

(10.31)

I = 41, cos? (Wasiru?) .

A
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10.8. abra. Az interferenciakép intenzitdsa a hely fliggvényében

Az .~ =22 D =~ Dsind Osszefiiggés segitségével az intenzitds helyfiiggésére is kapha-
tunk egy egyszertibb kifejezést:

Ta
I = 41, cos® (—x) . 10.32
pcos® (T (10.32)
Az intenzitds tehat az ernyon periodikusan valtozik, maximalis értéke az Osszetevo hul-
ldmok intenzitdsanak 4-szerese (10.8. dbra).

Ha egyszint fényt alkalmazunk, akkor az interferenciaképen lathato vilagos csikok
Ax tavolsagat megmérve, meghatdarozhaté a fény hullamhossza. Erre a

AD
Az = ) — o)™ = — (10.33)
a

Osszefiiggés ad lehetoséget, amibol a hullamhosszra azt kapjuk, hogy

alAx

o
Ismerve a forrasok egymastél mért a tavolsagat és az ernydnek a forrasoktél mért D
tavolsagat, a Ax csiktavolsdg mérésével a hullimhossz meghatarozhato.

A= (10.34)

10.2.2. A Fresnel-féle kettos prizma és kettos tiikor

A hullamfront kettéosztasa a Young-féle kisérlettdl eltéré modszerekkel is megvald-
sithaté. Erre a célra Fresnel® kettds tiikrot illetve kettds prizmét alkalmazott.

A 10.9. (a) abrdn az F forrdsbdl jové fény hulldmfronjanak két része kissé eltérd
helyzetli titkrokrol (Fresnel-féle kettds tikor) visszaverédve jut az ernyére, és ott olyan

interferenciat hoz létre, mint az F; és F, virtualis fényforrasokbdl kiindulé koherens
hullamok.

6 Augustin-Jean Fresnel (1788-1827) francia fizikus
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Ugyanezt a hatdst lehet elérni a Fresnel-féle kettds prizmdval (10.9. (b) dbra), ahol a
hullamfront két része két ellenkezo iranyt torést okozo prizman halad at. Az interferencia
itt is az I} és Fy virtudlis fényforrasokbdl kiindulé koherens hulldmok interferencidjaként
foghato fel.

F "
erny6 F erny6
F L
®o--......\}/ L T
tiukrok F <
o o
kettos
F ! F2
prizma

(a) (b)

10.9. abra. A Fresnel féle kettds tiikor (a) és kettés prizma (b)

10.2.3. A Lloyd’-féle egytiikros elrendezés

A hullamfront kettéosztésa egyetlen tiikorrel is megvaldsithaté. Ilyen egytiikros in-
terferenciakisérlet vazlatdat mutatja a 10.10. dbra, ahol az Fj fényforrasbdl jovo fény
hullamfrontjanak egyik része kozvetleniil az ernyére jut, a masik rasze viszont egy tiikor-
ol visszaverddve éri el az erny6t. A létrejott interferencia a valédi Fi- és az abran Fy-vel
jelolt virtualis fényforrasbol jovo koherens fényhullamok interferencidjaként foghaté fel.

10.2.4. Interferencia az amplitidé kettéosztasaval, a Michelson-
interferométer

A fényhulldm amplitiddjanak (intenzitdséanak) kettéosztasat felhasznalé interferencia-
berendezések koziil talan a leggyakrabban hasznalt — és a relativitdselmélet kapcsan
legnagyobb ismertségre szert tett — eszkdz a Michelson®-féle interferométer, amelynek
vazlatos elrendezése a 10.11. abran lathato.

Az F fényforrasbdl kiindulé fény az A pontban eléri a fénysugar iranyaval 45° szoget
bezaré ft téligatereszto tiikrot.

"Humphrey Lloyd (1800-1881) fr fizikus
8 Albert Abraham MICHELSON (1852-1931) Nobel-dfjas (1907) amerikai fizikus.
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10.10. abra. A Lloyd féle egytiikros elrendezés

-~

ft
D

10.11. 4bra. A Michelson interferométer

A tiikor a fényintenzitas egy részét atengedi, és ez a rész a T3 tiikkorrdl visszaverddve
visszaér az A pontba, majd egy része az ft tiikkron visszaverddve a detektald eszkozbe
(D) jut.

A fényintenzitas masik részét az ft tiikor az eredeti fénysugarra merdleges iranyban
visszaveri, igy az a T, tiikkorre keriil. Onnan visszaverddik, és egy része az ft tiikron
athaladva a detektald eszkdzbe jut.

Vagyis az A pontig kozos fényintenzitas egy része az ABAD utat befutva-, a masik
része az AC' AD utat befutva jut a detektorba, ahol interferencia jon létre. A talalkozd
hullamok koherensek, hiszen ugyanannak a hullamnak két részérol van szo.

Az interferencia eredménye — a korabban megallapitott szabalynak megfeleléen — az
ABAD és ACAD utak kiilonbségétdl fiigg. A detektalasra valamilyen optikai leképezo
eszkozt (pl. tdvesovet) hasznédlnak, amelynek latéterében az interferencia kovetkeztében
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sotét és vildgos csikok jelennek meg”’. Ha az egyik tiikrot énmagéval parhuzamosan el-
mozditjuk, akkor a csikrendszer eltolédik: a titkérnek minden A/4-nyi eltolédéasakor a
hulldmok tutkiilonbsége A/2-vel valtozik meg, tehat a vildgos és sotét csikok helyet cse-
rélnek. Ez gy is megfogalmazhato, hogy a csikrendszer \/2-vel eltolddik.

A Michelson-interferométer gyakran alkalmazott mérdeszkoz: az egyik tiikor ismert
elmozditasaval az alkalmazott fény hullamhossza, ismert hullaimhossz esetén pedig a csik-
rendszer valtozasabdl a tiikor (illetve a tiikrot tarté test felilletének) elmozduldsa hatéa-
rozhaté meg, igen nagy pontossaggal.

10.2.5. Tobbsugaras interferencia egyenes mentén elhelyezett pont-
forrasok esetén

Ha pontszerti hullamforrasok interferencidjanak eredményét keressiik, akkor az egyes
forrasokbdl érkezd hullamok hullamfiiggvényeit kell 6sszegezniink. Lattuk, hogy az 6sszeg-
zés viszonylag konnyen végrehajthaté a forgévektoros modszerrel, ahol a hullamfiiggvény
idofiiggését az egyenletesen korbeforgatott amplitido-vektornak egy koordinatatengelyre
vett vetiilete adja meg.

Tobb pontforrds esetén az egyes amplitudévektorokat a faziseltolodasuk figyelembe
vételével kell 6sszeadni.

. _As=a sin? /

.“/

(a)

10.12. abra. A sokréses interferencia vézlata (a) és az elemi amplitidévektorok fazishelyes
osszeadasa (b)

9 Annak oka, hogy az ernyén nem homogén megvildgitast latunk az, hogy a fény-nyaldbok véges
atmérojuek, és a Ty, Ty tiikkrok a rajz sikjara nem pontosan merolegesek.
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Vizsgaljuk meg részletesebben azt az esetet, amikor sok pontforras egy egyenesen
helyezkedik el, egymdstdl azonos a tévolsigra (10.12. (a) dbra), és az interferencidt a
pontsorral parhuzamos, attol nagyon tavol elhelyezett erny6n észleljiik. Emiatt az ernyd
egy adott helye felé haladé hullamok terjedési iranyat megadd sugarak gyakorlatilag
parhuzamosak.

A 1 szoggel meghatarozott irdanyban az egyes hullamok kozott azonos As = asin
utkiilonbség van, amibél 6 = kAs = kasind = 2{@ sin ¥ faziskiilonbség adodik.

Az azonos faziskiilonbség figyelembe vételével rajzoltuk fel az eredé hullam A ampli-
tudéjat a 10.12 (b) dbréan. Mivel azonos forrasokrol van szd, az egyes hullimok Ay amp-
litiudoja azonos, tehat az abran azonos hosszisagu vektorok § szogeltéréssel kivetkeznek
egymas utan.

Ha az Gsszes forrasok szama N, akkor az dbra jeltléseivel

A=0P =2QP = 2rsin (Ng) : (10.35)

Masrészt a COR egyenloszari haromszoghdl azt kapjuk, hogy

Ag . (0
- =rsin (5) : (10.36)

Ha a két egyenletbdl kikiiszoboljiik r-t, akkor azt kapjuk, hogy

A=A M _ 4 sin (N”—/\asinﬁ) (10.37)
0 sing 0 sin (%’Sinﬁ) ' '

Az intenzités pedig

I=1, <w> oy (Sm (N5 sin 19)) . (10.38)

sin (5) sin (@ sin 19)

A
Itt Iy az egyes forrasok intenzitasa.

Az intenzitds iranyfiiggését a fenti kifejezés elemzésével lehet megkapni.

A pontsorra meréleges iranyban, ahol ¥ = 0, az amplitidévektorokat egy egyenes
mentén kell felmérniink, igy A = N Ay. Ez azt jelenti, hogy ebben az iranyban az ampli-
tiddk dsszeadddnak, vagyis maximalis intenzitds jon létre, amelynek értéke I = N21,.

Mas iranyokban kialakulé maximumok és minimumok els6é kozelitésben a % fiigg-
vény vizsgalatdval hatdrozhaték meg. Ennek sordn (derivalds, L’Hospital-szabély) ki-
deriil, hogy a fliggvénynek maximuma van az x = nm értékeknél (n egész szam), és a
maximum értéke N. Ez az intenzitas kifejezésére nézve azt jelenti, hogy a maximumbhe-
lyeket az

0. masind,,

_ Tasmvn (10.39)

mrz; b\
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Osszefiiggés hatarozza meg. Ebbol rendezéssel az
asind, = n\ (10.40)

feltételt kapjuk.
A maximalis intenzitasértékekre ebbdl ugyanazt kapjuk, mint a 9 = 0 esetben:

I = NI, (10.41)

Az intenzitas tehat minden ilyen maximumbhelyen a lehetséges legnagyobb értéket veszi
fel. Ezeket a maximumokat fémazimumoknak nevezik, mert kideriilt (1d. alabb), hogy az
intenzitaseloszlasnak tovabbi, kisebb maximumai is vannak.

A fémaximumokat megadd eredmény konnyen megérthetd, ha meggondoljuk, hogy
a 0, = n2w esetben az Osszetevo hullamok amplitidovektorai parhuzamosak egymassal,
tehat A = NAO és I = NQIO.

Az intenzitasfiiggvényt tovabb vizsgalva, kideriil, hogy a fent megallapitott fémaximum-
helyeken kiviil tovabbiak is vannak. Biztosan lehet tudni, hogy az intenzitas nulla, ha
NT‘S = n'm (n' egész szam, kivéve a 0, N, 2N ... értékeket, amelyek fémaximumoknak
felelnek meg). Ebbél kovetkezik, hogy kioltds van minden olyan 19;1 iranyban, amelyre
fennall, hogy

. an
asind,, = N)\. (10.42)

Ezek kozott a minimumhelyek kozott maximumoknak kell lenni. Kénnyen belathato,
hogy adott N forrasszam esetén két fomaximum kozott N — 1 szami minimum, és N — 2
szamu mellékmaximum talalhat6. (Pl. N = 4 esetén az n = 0 és n = 1 fdmaximumok
kozott a lehetséges minimumhelyek az n’ = 1, 2 és 3 értékeknél vannak, a harom minimum
kozott N — 2 = 2 mellékmaximum talalhat6. Az n’ = 4 eset mar az n = ”N/ = % =1
fémaximummal azonos.)

Kimutathaté, hogy a mellékmaximumok lényegesen kisebbek, mint a fomaximumok,
és nagysaguk a forrasok N szamanak novekedésével csokken. igen nagy N esetén a mel-
lékmaximumok gyakorlatilag eltiinnek, a fémaximumok pedig nagyon keskennyé (vonal-
szer(ivé) valnak. Az intenzitdst az irdnyt jellemz6 n = % mennyiség fliggvényében a
10.13 abra mutatja, kiilonb6z6 N forrasszamok esetén.

Az intenzitasra kapott dltaldnos 6sszefiiggésbol megkaphat6 a korabban targyalt spe-
cidlis eset is, ahol két forrast vizsgaltunk. Ha az altaldnos targyalds N = 2 esetét vizs-
galjuk, akkor azt kapjuk, hogy

2 2
ing 25sin g cos ¢ )
1:[0<S_m5> — I (%) — 41y cos® 2. (10.43)
sin 2

B Sin 5
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-2 -1 0 1 2 n

N=4
I I I I [

-2 -1 0 1 2 n
N=8

-2 -1 0 1 2 n

N nagyon

nhagy

-2 -1 0 1 2 n

10.13. dbra. A sokréses interferencia intenzitdseloszldsa tavoli erny6n (N = rések szdma)

Behelyettesitve az ott hasznélt kozelité 6 = kAs = k%” értéket, végiil a korabbi ered-
ményt kapjuk:

I = 41, cos? (%x) . (10.44)
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10.3. Fényelhajlas (diffrakcio)

Mint minden hullamnal, a fény esetében is megfigyelhet6 az a jelenség, hogy a hullam-
hosszal 6sszemérhetd akadalyok és rések vagy élek mentén haladva a hullamterjedés nem
egyenes vonalu, a hullam behatol az egyenes vonalu terjedésnek megfelel arnyéktérbe.
A fény esetén az elhajlas nagyon fontos szerepet jatszik, meghatarozza vagy alapvetéen
befolyéasolja szamos optikai eszkdz miikodését, és emellett latvanyos optikai jelensége-
ket produkal. Itt csupan néhany alapveto jelenséggel foglalkozunk, és megismerkediink
néhany modszerrel, amely alkalmas a fényelhajlas targyalasara.

A kurzus keretein beliil a fényelhajlas legegyszeriibben targyalhato esetét, a Fraun-
hofer diffrakciét vizsgaljuk meg részletesebben, de megjegyzendo6 hogy az elhajlas pontos
szamitasa a geometriatol és a hullamhossztol fiiggéen ennél sokkal bonyolultabb is lehet:

e A legegyszeriibb esetben az akadalyhoz vagy réshez érkezo- és az onnan tavozo, el-
hajlast szenvedett hullam gyakorlatilag sikhulldm (10.14. (a) dbra). A fényelhajlas-
nak ezt az esetét Fraunhofer-elhajldsnak'’ vagy Fraunhofer-diffrakcionak nevezik.
Kozelitoleg ilyennek tekinthetd a fényelhajlas, ha a hullam nagyon tavoli forrasbol
(F) érkezik a réshez vagy akadélyhoz, és a megfigyelési pont (P) is nagyon tévol
van tole.

e Ha fényforrds (F') vagy a megfigyelési hely (P) olyan kozel van a réshez vagy
akadéalyhoz, hogy a beérkezo- vagy a megfigyel6 irdnyaba tavozé fényhullam nem
tekinthetd sikhullamnak (10.14. (b) abra), de a rés a forrasokbdl és a megfigyelési
pontokbdl szemlélve kis szog alatt latszik (< 30°) hasznalhatjuk a skaldr-diffrakcio
elméleteket. Ekkor a hulldmfrontot lényegében a Huygens'!-Fresnel elv alapjan ele-
mi gombhulldmok térerésségének fazis- és amplitidé-helyes Osszegzésével (interfe-
rencigjaval) allithatjuk elé. A skalar-diffrakcié szamitasanél az elemi gmbhulldmok
hulldmfrontjat mésodrendig sorbafejtve (parabolikus kozelitéssel) kapjuk a Fresnel-
féle leirast. Az ilyen fényelhajlast Fresnel-elhajlasnak vagy Fresnel-diffrakcionak
nevezik.

e Nagy latdészogekre (> 30°), illetve rés kozvetlen kozelében a diffrakcié csak a Max-
well egyenletek és az aperturan érvényes peremfeltételek részletes vizsgalataval tar-
gyalhaté, ahol az EM hullam transzverzalis tulajdonsagait is figyelembe vehetjiik.
Ez az un. vektor-diffrakcio elmélet, amelynek egzakt szamitasa bonyolultabb geo-
metridkra ma is komoly kutatasok targya.

A valdsdgban az elhajlasjelenségek nem mindig sorolhatok egyszeriien valamelyik cso-
portba, és a pontosséagi igények dontik el, hogy hasznalhaték-e az egyszeriibb Fraunhofer-
diffrakciéra vonatkozd Osszefiiggések, vagy a jelenséget Fresnel-diffrakcioként kell targyal-
ni.

10" Joseph FRAUNHOFER (1787-1826) német fizikus
1 Christiaan Huygens(1629 — 1695) holland fizikus
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rés

tavol) P

(a) (b)

10.14. dbra. A Fraunhofer- (a) illetve Fresnel-diffrakcié (b)

Itt részletesebben csak a Fraunhofer-diffrakcié néhany fontosabb esetét targyaljuk.

A gyakorlatban az elhajlasnak ez az esete gy valdsithaté meg, hogy egy pontszeri
fényforrasbdl (F') érkezo fényt gytijtélencsével parhuzamos nyalabba (sikhullimma) ala-
kitunk, majd az elhajlds utan a parhuzamos nyalabokat egy masik lencsével 6sszegytijtjiik
(10.15. &bra). Igy biztosithat6, hogy az elhajlésban sfkhullimok vegyenck részt.

10.15. dbra. Fraunhofer-diffrakci6 tipikus kisérleti elrendezése

10.3.1. Fraunhofer-diffrakcié hosszui, keskeny résen

Els6 példaként egy keskeny résen athalado hullam elhajlasat vizsgaljuk meg a Huygens—Fresnel-
elv alkalmazaséval. A réshez érkezo hullamfront minden pontjat elemi gémbhullamok
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forrasaként fogjuk fel, és az elhajlasi képet ezeknek a hullamoknak az interferenciajabdl
szamitjuk ki. Feltételezziik, hogy a résre sikhullam esik, és az interferencia eredményét a
réstél nagyon tavoli pontokban szemléljiik (vagy a diffraktalt sugarakat lencsével Gssze-
gytijtjiik). Mivel a rés hosszu, a résre mer6legesen minden sikban ugyanaz torténik, tehét
elég a hullamfrontnak egy, a résre merdleges metszetét (ami egy egyenes) vizsgalni.

A szamitast az neheziti, hogy a réshez érkezé hullamfront minden pontja hullamfor-
ras, igy az elhajlas szamitasahoz végtelen sok koherens pontforras interferenciajat kell
figyelembe venni. Ezt a problémat gy oldhatjuk meg, hogy a résen athaladé fénynyala-
bot nagyon keskeny savokra osztjuk, az egyes savokat tekintjitk pontforrasnak, és ezek
hatasat osszegezziik. fgy a problémat visszavezethetjiik a pontforras-sorbdl jové hullamok
interferenciajara.

A 10.16. abran a résre merdleges sikmetszetet latunk, ahol feltiintettiink egy ilyen
elemi, dx szélességi savot is.

10.16. abra. Fraunhofer-diffrakcié hosszi keskeny résen

Egymastol a tavolsagra 1évo pontforrasok esetén az eredé amplitudora azt kaptuk,
hogy

sin (N

)

NS,

A= A, , (10.45)

Sin

N[

ahol § = ((2ma)/(N)) sin 9.
Ha csak kis szogeltéritéseket vizsgalunk, akkor hasznalhatjuk a sin (§/2) ~ §/2 koze-

litést, amivel az amplitudo igy alakul
4 2Aosin (Ng) 94 sin (N% sinﬁ) '

0 :
) %smﬁ

(10.46)
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A kis szogeltérités gyakorlatilag teljesiil, mert a megfigyelési pont tavol van, és kozonséges
fényforrasoknal a diffrakcids kép egyébként is csak keskeny szogtartomanyban figyelheto
meg.

A résre alkalmazott modellben a pontforrasokat helyettesité elemi savok kozéppont-
jal egymastol dx tavolsagra vannak, vagyis az a = dz helyettesitéssel élhetiink. Az
elemi forrasok szdamat a b/ dx hdnyados adja meg tehat N helyettesitésére irhatjuk, hogy
N = b/ dz. Az elemi forrdsok amplitiddjat ardnyosnak tekinthetjiik a szélességiikkel,
tehdt a b szélességii résnél létrejott teljes A; amplitidobdl a forrasok amplitudojat az
(A;/b) dx sszefiiggéssel szamithatjuk ki. [gy alkalmazhatjuk az Ay = (A;/b) dx helyet-
tesitést.

A fenti helyettesitésekkel az amplitudoéra azt kapjuk, hogy

s é dein (dig% sin 19) A, sinb(bf‘sin 19) ' (10.47)
b % sin ¥ 7” sin ¢

Az intenzitas ebbdl négyzetre emeléssel kaphato:

. 2
= A2 (ﬁ> , (10.48)

u

sin (bf sin 19) ?
(bf sin 19)

I=A?

ahol u = (b /\) sin 9.

Tudjuk, hogy a ¥ = 0 szognél a hullamok erésitik egymést (nincs ttkiilonbség), ezért
ott maximalis intenzitds (Ipnax) jon létre. Mivel a 9 — 0 esetben u — 0, az intenzités
kifejezésébdl latszik, hogy

. 2
lim I(d) = lim A2 (Sm“) = A2 =1, (10.49)

9—0 u—0 u
Ezzel a jeloléssel az intenzitas:

sin? (”—7r sin 19)

I = Lyax 2 (10.50)
(bT” sin 19) 2
Az elhajlasi kép jellegzetességeit az
sin? u sinu >
] - ]max—2 = -[max ( > (1051)
u u

fiiggvény vizsgalatdbdl kaphatjuk meg (itt u = bf sin ).
Eszerint az intenzitds nulla az u = n’m helyeken (n’ egész szdm), kivéve az n’ = 0

esetet, hiszen ekkor lim, g Sizu = 1 miatt maximélis az intenzitds. Ez azt jelenti, hogy
az intenzitas azokban az iranyokban nulla, amelyekre fennall, hogy
br
U=+ sind,, = n'm, (10.52)
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azaz
bsind,, =n'A (' =1,2,3,...). (10.53)

A maximumhelyek a minimumok ko6zott helyezkednek el, pontos helyiiket a

dI(u)
= 10.54
T 0 (10.54)
egyenletbol hatarozhatjuk meg, ami a
tgu=u (10.55)

transzcendens egyenlethez vezet. Ennek megoldasaval nem foglalkozunk, annyi azonban
igy is latszik, hogy a névekvd u (novekvé o) értékekhez tartozé maximumok magassiga
egyre kisebb és kisebb, mert az intenzitasra fenndll, hogy I ~ 1/u. Ezeket a csokkend ma-
gassdgu maximumokat szemlélteti a 10.17. (b) dbra az n’ = bsind,,//\ fiiggvényében. A
tapasztalat igazolja ezt az eredményt: ha egy keskeny, hosszu résen athaladt fény diffrak-
ciés képét ernyore kivetitjiik, akkor kozépen erds vildgos csikot, ennek két oldalan pedig
egymastdl sotét csikkal elvalasztott, egyre halvanyabb vildgos csikokat latunk (10.17. (a)
abra).

Erdemes megvizsgalni azt az esetet, amikor A << b. Ekkor a fomaximum két oldalan
lathaté els§ minimumok irdnyéra jo kozelitéssel érvényes, hogy sind; ~ 7 = £A/b.
Ennek felhasznéalasdval a résnek egy fontos optikai jellemzojét lehet meghatarozni.

1

10.17. abra. Hosszu keskeny rés elhajlasi képe (a) és az elhajlasi kép intenzitdsa a hely
fiiggvényében (b)

] A

(a) (b)

Ha egy résen két tavoli F és Fy forrasbdl (pl. egy tavoli targy két pontjabdl) érkezé
fény halad 4t, akkor mindkettd elhajldsi képet hoz létre (10.18. abra). A két elhajlasi
kép altalaban egymaésra rakodik, és a kérdés az, hogy milyen feltételek mellett tudjuk
megkiilonboztetni egymastél a két képet. A megkiilonboztetés annal konnyebb, minél
tavolabb vannak egymastél az elhajlasi képek maximumai.
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ernyo
F diffrakcios

F 9=\/b .
A P
F Iﬂ >
F . diffrakcids

2

képe

10.18. abra. Két kozeli fényforras elhajlasi képe, Rayleigh-kritérium

A megfigyelhetdséghez sziikséges minimalis tavolsagot adja meg a Rayleigh-kritérium'?:
a két kép akkor kiilonboztethetd meg egymastol, ha a két maximum tavolsaga legalabb
annyi, hogy az egyik elhajlasi kép maximuma a masiknak az elsé minimumaval esik egy-
be (10.18. dbra). Mivel egy b szélességii résnél az elsé minimum irdnya a fentiek szerint
U1 ~ A/b, két tavoli pont képe akkor kiilonboztetheté meg egymastdl, ha a résre érkezé
sugarak szoge nagyobb, mint

S (10.56)

S| >

Ezt a mennyiséget a rés felbontoképességének nevezik.

A felbontéképességnek komoly szerepe van az — altalaban nyilasokat tartalmazo —
optikai eszkozoknél. fgy pl. egy mikroszképban a vizsgdlt targynak csak olyan pontjai
kiilonboztethetck meg, amelyekre teljesiil a Rayleigh-kritérium. Vagyis az lencserendszer
geometriai nagyitasat egy bizonyos hataron til hidba noveljiik, az eszkoz legkisebb nyi-
lasan (vagy apertirajan) torténd diffrakcié hatéart szab felbontoképességnek, azaz annak,
hogy milyen részleteket tudunk megfigyelni (a nagyitds ezen a hatdron tul "iires nagyitas”
lesz).

Ha hosszi, keskeny rés helyett egymassal 6sszemérheté a és b oldalhosszisagu, tég-
lalap alakd nyilas elhajlasi képét vizsgaljuk, akkor a szamitasok és a tapasztalat is azt
mutatja, hogy két egymasra meroleges elhajlasi kép keletkezik, amelyek mindegyike ha-
sonlit a rés elhajlasi képéhez. A 10.19. dbran egy ernycére vetitett elhajlasi kép és az
intenzitaseloszlas jellege lathato.

A legtobb klasszikus optikai miszer (pl. tavesd, mikroszkép, stb.) kor alaku nyi-
last tartalmaz. A kor apertira elhajlasi képe megtartja a korszimmetriat, egy kozponti
csiesbdl (Airy korong) és kifelé gyengiilé koncentrikus gytirtikbsl &ll (10.20. abra). Az
intenzitaseloszlast a sugar fiiggvényében az elséfaju elsérendii Bessel-fiiggvény irja le,

12 Lord John William Strutt RAYLEIGH (1842-1919) Nobel-dfjas (1904) angol fizikus.

291



(a) (b)

10.19. abra. Téglalap alaku rés elhajlasi képe (a) és a kép intenzitdsa a hely fiiggvényében

(b)

10.20. abra. Kor alaku nyilds elhajldsi képe (Airy abra) és a kép intenzitdsa a sugér
fiiggvényében
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melynek els6é nullhelyére (azaz az elsd fekete gytirii sugardra) a kovetkezd osszefiiggés all
fenn:
A
Vo &~ 1,225 (10.57)
ahol D a korapertura atmérdje. Kor alaku nyilast tartalmazé optikai eszkozok esetén a
Rayleigh-féle felbontéasi kritérium ennek megfeleléen modosul.

10.3.2. Fraunhofer-diffrakcié tobb résen, a diffrakciés racs

Elvi és gyakorlati szempontbdl is érdekes, hogy mi torténik, ha a hullam egy sikba
esO, egymastol azonos tavolsdgban 1év, parhuzamos rések sorozatan halad at. Az ilyen
rés-sorozatot altalaban racsnak nevezik, fényhullamok esetén optikai rdcs elnevezés hasz-
nalatos.

Ha a rések hosszuak, akkor a résekkel parhuzamosan haladva mindeniitt ugyanazt az
intenzitast talaljuk, ezért elég az elrendezésnek a résekre merdleges sikmetszetét vizsgalni.
A rések szélessége b, a rések azonos helyzetil pontjainak egymastél mért tavolsaga a, amit
racsallandonak neveznek.

Ha a rések vonalszertiek lennének, akkor ez a stkmetszet pontforrasoknak felelne meg,
igy a 10.2.5 fejezetben targyalt interferenciakép jonne létre. Mivel azonban a valédi rések
mindig véges szélességiiek, sikmetszetitk nem tekintheto egyetlen pontforrdsnak, hiszen
a véges méreti rések minden pontja elemi hullamok forrasaként mikodik. Az eredé in-
tenzitaseloszlast a résekbdl kiinduld elemi hullamok interferencidja adja meg.

Szerencsére az eddig targyalt esetek segitségével az intenzitaseloszlas egyszeriien meg-
hatarozhat6. Kimutathaté ugyanis (a bizonyitassal itt nem foglalkozunk), hogy tobb
résen bekovetkezd fényelhajlds a résekkel azonos szamu (a 10.12 dbran N) pontszeri
forrdsbdl jové fény interferencidjdbdl szarmazo intenzitdsnak (Inpont) €S egyetlen résen
keletkezé elhajlasi kép intenzitdsanak ([) ismeretében egyszertien megkaphaté. A rész-
letes szamitasok szerint a két résen athaladt fény I intenzitasara a fenti két intenzitasbol

egy

I ~ Inpont - Loes (10.58)

alaku kifejezést kapunk.
N darab egymastdl a tavolsagban 1évé pontforrasbdl jovo fény interferencidjat mar
vizsgaltuk, és megallapitottuk, hogy az intenzitaseloszlast az

sin? (% sin 19)

sin? (% sin 19)

(10.59)

INpont - [Op

Osszefiiggés adja meg.
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Az egyetlen rés diffrakcids képének intenzitdseloszldasara azt kaptuk, hogy

sin? (b{ sin 19)

(5 sinq&l)2

(10.60)

Irés = Imax

Ennek megfeleloen a racs mogott kialakuld intenzitaseloszlast az
sin? (bf sin 19) sin? (% sin 19)

(1’7“ sin 19)2 sin? (% sin 19)

I=1 (10.61)

Osszefiiggéssel adhatjuk meg.

Ez az Osszefliggés gy foghatd fel, hogy az N pontforras interferenciajabél adédo
azonos magassagli maximumok sorozatét (a kifejezés masodik tényezdje) moduldlja a rés
diffrakciéjabol szarmazo — a szélek felé csokkend magassdgi maximumokat tartalmazo —
eloszlés (az els6 tényezd).

A fomaximumok iranyat most is az N pontforrdsra érvényes

asint, =n\ (n=0,£1,£2,43,...) (10.62)
egyenletbol kaphatjuk meg, a modulalo rés-intenzitaseloszlasanak nullhelyei pedig a
bsind,y =n'A (0 =+1,42,43,...) (10.63)

Osszefiiggésnek megfelelo iranyokban helyezkednek el.
A 10.21. abra a racs diffrakciés képét és az annak megfelel6 intenzitaseloszlast mu-
tatja.

interferencia
N,

// ﬂ/( diffrakeio
/ \/

/ )
/

=2

\
\\ n'=1 n'
N
\ —~
\\ N
\ / %
\ /
\\ / \
i L Rl
1 2 J 4

(b)

10.21. abra. Diffrakcids récs elhajlasi képe (a) és a kép intenzitdsa a hely fiiggvényében

(b)

A pontforrdasok interferencidjanak megfelel6 maximumok a vizszintes tengelyen feltiin-
tetett n = asind, /A szdmoknadl lathatok, a rés diffrakcidjabdl szarmazé nulla intenzitasi
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helyeket pedig az n’ = bsin ¥,/ szamok jelolik. Lathatd, hogy a pontforrasoknal kapott
azonos magassagu, egyenletesen elhelyezkedo fémaximumok helyett — a rés-diffrakcio
modulédlé hatdsa miatt — csokkené magassagi fomaximumok jelennek meg. A kisérletrol
késziilt video megtekintheto a Fizipédia weboldalan:
(http://fizipedia.bme.hu/index.php /F&jl:11_optika.ogv).

Eddig olyan racsrol beszéltiink, amelynek résein a fényhullam athalad. Az ilyen racsot
transzmisszios (dteresztd) racsnak nevezik. Lehet azonban olyan racsot is késziteni, amely
keskeny, parhuzamos tiikrézo savokbodl és a kozottiik elhelyezkedé nem tiikrozo részekbdl
all. Ilyenkor reflexios (tikrozd) racsot kapunk, amelynél a tiikroz6 savokrdl visszaver6dé
hulldmok hozzék létre a diffrakcids képet (a diffrakcids kép ilyenkor nem a récs mogott,
hanem el6tte keletkezik).

Az asind, = n\ Osszefiiggésbol lathato, hogy egy récs diffrakcidos maximumainak
irdanya fiige a hullamhossztol, vagyis ismert a racsallandéju racs diffrakcids képébdl meg-
hatarozva valamelyik fémaximum iranyat ,-t, a hullimhossz meghatarozhat6. Ha a
racsra kiilonb6zé hullimhosszakat (kiilonboz6 szineket) tartalmazé fényt bocsétunk, ak-
kor a kiilonb6z6 hulldimhosszakhoz tartozo fomaximumok kiilonbozé iranyokban — vagyis
az ernyon kiilonboz6 helyeken — jelennek meg, igy meghatarozhatok az osszetevo hulla-
mok frekvenciai, vagyis az adott fény spektruma. A racsnak ezen a tulajdonsagan alapul
az optikdban fontos szerepet jatszd rdcs-spektrométerek miikodése. Egy transzmisszios
racs-spektrométer elrendezésének vazlatat mutatja a 10.22 abra. A vizsgalandé fény az F
fényforrasbol egy kollimatorba jut, amely parhuzamos sugarnyalabot allit el6. Ez a fény
esik az R récsra, ahol 1étrejon a diffrakcid. A rendszerre bocsatott fény rendszerint az abra
sikjara merdleges résen megy at, ezért a maximumok az abra sikjara merdleges vonalak,
amelyeket egy korbeforgathaté T' tavesében figyelnek meg. Az egyes n értékekhez tartozd
maximumokat a diffrakcié n-edik rendjének nevezik, a teljes hullamhossztartomanyban
megfigyelhetd vonalak Gsszessége a spektrum.

A spektrométerekben hasznalt optikai rdacsok racsallanddjanak nagyon kicsinek kell
lennie, mert értékelhet6 diffrakciés képet csak akkor kapunk, ha a racsallandé a hul-
lamhosszal 6sszemérheto. Lathato fény esetén ez pm nagysagrendii réacsallandét jelent.
Transzmissziés racs egy iiveglemezen parhuzamos karcoldsokkal hozhatoé létre, ebben az
esetben a karcoldsok kozott épen maradt, atereszté savok a rések. Reflexids racs ha-
sonlé médon készithetd titkrozo fémfeliilet karcolasaval, a diffrakciot adéd részek itt is a
karcolasok kozotti titkrozo savok.

A maximumbhelyek irdnyat megadé sind,, = n\/a Osszefliggésbél latszik, hogy racs
esetén az eltérités szoge anndl nagyobb, minél nagyobb a hullimhossz. A racs tehat a
lathato fény voros Osszetevijét tériti el legjobban. A prizmés spektrométereknél, ame-
lyek a torésmutaté frekvenciafiiggésén alapulnak, az eltérités forditott, itt a voros fény
eltéritése a legkisebb.

Az optikai racs fontos jellemzdje, hogy mennyire képes szétvalasztani a kiilonb6z6
hulldmhosszi hullamok diffrakcids képének fémaximumait. Ezt a D = dv/ d\ mennyi-
séggel jellemzik, amit a rdcs diszperzidjdnak neveznek. Ezt a sind = n)/a Gsszefiiggés
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10.22. dbra. Réacsos spektrométer vazlata

differencialdsaval kaphatjuk meg:

——~ =cost = ——. (10.64)

Eszerint a racs hullaimhossz szétvalaszto képességét jellemzd diszperzid

dv n

D=2 __ "
d\  acos?d’

(10.65)

ami a diffrakcié n rendjével novekszik.

10.3.3. Rontgensugarak elhajlasa kristalyracson

A racson bekovetkezo hullamelhajlas specialis, az anyagok szerkezetének vizsgalata-
ban alapveto szerepet jatszo esete a rontgensugarak elhajlasa kristalyracson.

A kristalyos anyagokban az atomok szabalyos rendben helyezkednek el, kristalyra-
csot alkotnak. Ha egy kristalyra elektroméagneses hullamot bocsatunk, akkor a hullam
szamara ez a struktura térbeli racsot jelent, amelyen diffrakcié kovetkezik be. Ahhoz,
hogy a diffrakciés kép értékelhetd legyen, az sziikséges, hogy a hullamhossz 6sszemérheto
legyen a racsot alkoté atomok tavolsagaval. Mivel a kristalyokban az atomtavolsagok
jellemzdéen 0,1 nanométer nagysagrendiiek, ez a feltétel a rontgensugarzas tartoményaba
esO elektroméagneses hullamok esetén teljesiil.

Tudjuk, hogy egy vonalszerii récs esetén a diffrakcios kép jellege (maximumok helyze-
te és intenzitdsa) fiigg a rdcsallanddtdl, ezért varhatd, hogy a térbeli racson bekovetkezd
elhajlasi kép fiigg a kristalybeli atomok elhelyezkedésétdl. Ennek alapjan a kristalyon
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athalado rontgensugarzas diffrakcios képének elemzésével lehetoség nyilik az atomok el-
helyezkedésének, a kristaly szerkezetének meghatarozasara.

A rontgensugarak elhajlasa eléggé bonyolult folyamat, amely részleteiben a réontgen-
sugarak és az atomok kolcsonhatasanak vizsgédlata alapjan értheto meg. Az elhajlas azon-
ban értelmezheto egy egyszerii modell segitségével is.

10.23. dbra. Rontgensugarzas elhajlasa kristalyracson: egy egyszerti modell

A modell szerint, ha egy kristalyra rontgensugarzast bocsatunk, akkor az a visszave-
rodés szabdlyai szerint visszaverddik az atomok altal alkotott racssikokrél. A szomszédos,
parhuzamos racssikokrdl visszavert hullamok kozott tkiilonbség jon 1étre (10.23. dbra),
ezért az interferencia kovetkeztében bizonyos irdnyokban intenzitasmaximumokat észle-
lilnk. A hullamok akkor erdsitik egymast, ha As tutkiilonbségiikre fennall, hogy As = nA
(n egész szam). Ha a hulldmterjedés irdnya és a récssik kozotti szoget 0-val jeloljiik,
akkor az dbra alapjan az utkiilonbség

A
73 — dsin?. (10.66)

Er6sités tehdat olyan iranyokban jon létre, amelyekre
2dsin v, = n, (10.67)

ahol d a parhuzamos racssikok tavolsaga, n egész szam. Ez a rontgendiffrakcios vizsga-
latok egyik alapegyenlete, amit Bragg-egyenletnek'® neveznek.

Ha a kristalyra ismert A hullamhosszi monokromatikus réntgensugarzast bocsatunk,
és a maximalis intenzitas ¢ iranyait meghatarozzuk, akkor a Bragg-egyenletbdl a racssi-
kok d tavolsidga kiszamithato.

A szerkezetvizsgalat gyakorlati megvaldsitasara tobbféle eljarast dolgoztak Kki.

13 William Henry BRAGG (1862-1942) és fia William Lawrence BRAGG (1890-1971) angol fizikusok,
mindketten Nobel-dijasok (1915).
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Az elsé ilyen vizsgalatokat Laue'* megfontoldsait kovetve végezték el. A Laue-médszernél

egykristalyos mintara széles spektrumi rontgensugarzast bocsatottak, és a kristalyon
athaladt sugarzas intenzitaseloszldsat vizsgaltak. A Bragg-féle feltétel igy a kiilonb6zo
hullamhosszak és racssik-tavolsagok bizonyos kombindciéi esetén biztosan teljesiil, és az
ateresztett sugarzasban lesznek maximalis intenzitdsu iranyok. A fényképezolemezen a
maximalis intenzitasu iranyokat szabalyosan elhelyezkedd pottyok jelzik. A kapott kép
elemzésébol a kristaly szerkezetére lehet kovetkeztetni. Az eljards vézlata a 10.24. (a)
abran lathato.

A Bragg-modszernél egykristdlyos mintara monokromatikus rontgensugarzast bocsa-
tanak, és a visszaver6dott sugarzast vizsgdljak (10.24. (b) dbra). A maximadlis inten-
zitasnak megfelel6 sz6g megmérésével a Bragg-egyenletbdl a megfelel6 racssik-tavolsag
meghatarozhaté. Mivel a kristalyban az atomokra sokféle sik fektetheto, a kristaly for-
gatasaval kiilonbozo racssik-seregek diffrakcios képeit és siktavolsagait kaphatjuk meg.
Kiilonboz6 racssik tavolsagok ismeretében a kristaly szerkezete meghatarozhato.

Kidolgoztak olyan eljarast is, amelynél mintaként polikristdlyos anyag is hasznalhato.
Ez a Debye'"~Scherrer'®-médszer. Ennél az eljarasnal a polikristdlyos mintdn dthaladt
monokromatikus rontgensugarzas intenzitaseloszlasat vizsgaljak. Mivel a mintdban min-
denféle orientacioju krisztallitok megtalalhatok, adott siksereghez tartozé Bragg-feltételt
kiilonboz6 helyzett krisztallitok teljesitik (pl. 10.25. (a) dbran lathaté kettd).

Emiatt ugyanazon siksereghez tartozé maximalis intenzitasi sugarak egy kupfeliileten
helyezkednek el, és egy nagyobb méretii fotélemezen koroket alkotnak. Az egyszeriiség
kedvéért a nagyobb méretii fotélemez helyett gyakran csak egy koralakban meghajlitott
filmszalagot hasznalnak (10.25. (b) dbra), amelyen a koroknek csak egy darabja latszik,
vagyis korok helyett csikokat latunk.

A Bragg- és a Debye—Scherrer-mddszerhez elvileg monokromatikus (gyakorlatilag egy
sziik hulldmhossz-tartomanyba es6) rontgensugéarzasra van sziikség. Ennek eléallitdsa
szintén kristalyon bekovetkezo diffrakcid segitségével torténhet. Ha ismert racsallandoju
kristalyra sokféle hullamhosszt tartalmazo rontgensugarzast bocsatunk, akkor a diffrak-
ci6 kovetkeztében az egyes hullamhosszakhoz tartozé maximaélis intenzitasok kiilonb6zo
irdnyban jelennek meg. Igy az irdny megvélasztdsdval a szamunkra szitkséges hulldimhossz
kivalaszthato. Az ilyen, kozel monokromatikus sugarzas eldallitasara szolgald eszkozoket
monokromdtoroknak nevezik.

Ugyanezzel az eljarassal oldhaté meg az a feladat is, amikor ismeretlen réntgensu-
garzas hullamhosszat kell meghatarozni. Ilyenkor a sugarzast ismert racssik-tavolsagu
kristalyra kell bocsatani, és meghatarozni az intenzitdasmaximumok iranyat. Ismerve a
siktavolsagot és lemérve a maximalis intenzitasokhoz tartozé szogeket, a sugarzas hul-
lamhossza meghatarozhato. fgy modunk van ismeretlen, nem monokromatikus réontgen-

14 Max von LAUE (1879-1960) Nobel-dfjas (1914) német fizikus.

15 Peter Joseph Willem DEBYE (1884-1966) Nobel-dfjas (1936), holland szdrmazasi, amerikai fiziko-
kémikus.

16 Paul SCHERRER (1890-1979) svéjci fizikus.
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10.24. abra. Kristélyok szerkezetvizsgalatanak Laue-féle (a) és Bragg-féle megvaldsitéasa

(b)

erosités

helyei

nyalab

(a) (b)

10.25. 4bra. Polikristalyos anyagok diffrakcidja (a) és szerkezetvizsgalatanak
Debye—Scherrer—féle megolddsa (b)
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sugarzas spektrumanak felvételére is. Ez a rintgenspektrométerek miikodésének alapelve.

300



11. fejezet

A specialis relativitaselmélet alapjai

A szazadforduld tdjan, amikor a mechanika és az elektromégnességtan alapveto tor-
vényeit mar ismerték, és a fizikat sokan ,lényegében befejezett” tudomanynak gondoltak,
olyan 1j tapasztalatok halmozodtak fel, amelyek fokozatosan megingattak ezt a képet.
Ezek a tények a fizika tobb teriiletén alapvetd valtozasokhoz vezettek. Az egyik ilyen
gyoOkeres, a fizika alapjait érinté szemléleti valtozas volt a relativitdselmélet megsziileté-
se.

A relativitaselmélet lényegében abbdl a problémabdl nétt ki, hogy milyen Gsszefiig-
gés van a fizikai jelenségek leirdsara hasznalt torvények kozott egymashoz képest mozgd
rendszerekben. Attdl fiiggéen, hogy a targyalds csak inerciarendszerekre korlatézodik
vagy egymashoz képest gyorsuld rendszerekre is kiterjed, specidlis relativitiselméletrol
vagy dltaldnos relativitdselméletrol beszéliink. Most csak az inerciarendszerekre vonat-
kozo specialis elmélettel foglalkozunk.

11.1. A relativitas elve a klasszikus mechanikaban

Egy test mozgdsanak leirdsa gy torténik, hogy annak mindenkori helyzetét egy
tobbé-kevésbé dnkényesen valasztott testhez, egy vonatkoztatdsi rendszerhez viszonyitva
adjuk meg. A helyzet meghatdrozasahoz altalaban a vonatkoztatasi rendszer egy pont-
jahoz rogzitett koordindta-rendszert vesziink fel, és a test mozgasat jellemz6 adatokat
megadjuk ebben a koordindta-rendszerben.

Konnyen belathato, hogy ha ugyanazt a testet két kiillonboz6, egyméshoz képest moz-
g6 vonatkoztatasi rendszerbdl figyeljiik meg, akkor a mozgasat jellemzo6 adatok egy részét
(pl. helyvektor, sebesség, impulzus, energia) eltérének taldljuk. Felmeriil a kérdés, hogy
az adatok kozotti osszefiiggéseket megadd fizikar torvények is kiillonbozdek-e a kiilonbozo
vonatkoztatdsi rendszerekben. Leegyszertisitve: a kérdés az, hogy hasznalhatja-e a robogd
vonaton utazd megfigyel6 ugyanazokat a fizikai torvényeket, amelyeket a Foldhoz képest
nyugvo laboratériumban érvényesnek talalt.
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Foglalkozzunk egyelore a vonatkoztatasi rendszerek egy specidlis fajtajaval, amelyek-
ben érvényes a , tehetetlenség torvénye” (Newton I. axiéméja), vagyis teljesiil az az &llit4s,
hogy a magukra hagyott, mas testekkel kolecsénhatasban nem &ll6 testek mozgasallapota
nem valtozik meg. Az ilyen rendszereket inerciarendszereknek nevezziik. A tapasztalat
szerint egy inerciarendszerhez képest allandé sebességgel mozgd barmely masik rend-
szer is inerciarendszer, vagyis az inerciarendszerek egymashoz képest allandé sebességgel
mozoghatnak.

Szamos tapasztalat sugallja azt, hogy a kiilonb6z6 inerciarendszerekbdl nézve a me-
chanikai jelenségek ugyanigy zajlanak le, és a kiilonb6z6 rendszerekben a mechanika
torvényei azonos matematikai alakban érvényesek (természetesen csak akkor, ha adott
rendszerben alkalmazva a torvényeket a benniik szerepld Osszes fizikai mennyiség he-
lyébe ugyanabban a rendszerben mért adatokat helyettesitiink be). Ez a tapasztalatok
alapjdn elfogadott alaptétel a klasszikus mechanika relativitdsi elve vagy Galilei'—féle re-
lativitasi elv. A relativitas elvének fontos kovetkezménye, hogy az inerciarendszerek a
mechanikai folyamatok leirasa szempontjabdl egyenértékiiek, vagyis mechanikai kisérle-
tek segitségével nem lehet koztiik kiillonbséget tenni, igy valamiféle ,abszolut”, kitiintetett
inerciarendszert sem lehet talalni.

Ha egy test mozgasat két egymashoz képest mozgd K, és Ky inerciarendszerbdl
vizsgaljuk, akkor a test mozgasat jellemz6 adatokra dltalaban eltérd értékeket kapunk,
de a két rendszerben mért adatok kozott Osszefiiggések allnak fenn. Ezek az Ossze-
fiiggések a rendszerek egyméashoz viszonyitott mozgasa altal meghatarozott koordindta-
transzformdciok, amelyeknek ismeretében egy fizikai torvényt attranszformalhatunk egyik
rendszerbol a masikba. Ez tgy torténik, hogy pl. a K, rendszerben felirt fizikai torvény-
ben szereplo fizikai mennyiségeket a transzforméacios dsszefiiggések segitségével kifejezziik
a K5 rendszer megfelel6 mennyiségeivel, és igy megkapjuk a kérdéses fizikai mennyiségek
kozotti Osszefiiggést (a fizikai torvényt) a Ko rendszerben. Ha ez az Osszefliggés matema-
tikai alakjat tekintve azonos a K; rendszerben felirt tsszefiiggéssel, akkor azt mondjuk,
hogy a torvény invarians az adott transzformdcioval szemben. Ha a transzformacidval
szemben az Osszes fizikai torvény invarians, akkor a transzformdcio osszhangban van a
relativitds elvével.

Ha a relativitas elvét, mint tapasztalati tényt elfogadjuk, akkor csak vele 6sszhangban
allo transzformaciot haszndlhatunk. Elvileg elképzelhetd, hogy olyan — fizikailag indokol-
hat6 — transzforméciét fogadunk el, amely nincs osszhangban a relativitds elvével (a
torvények alakja a transzformacional megvéltozik), ekkor azonban nem tarthatjuk fenn
a relativitas elvét.

A relativitaselmélet egyik kozponti kérdése a relativitas elve és a koordinata-transzformécio
kozotti Osszefiiggés.

1 Galileo Galilei (1564-1642.) olasz természettudés
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11.1.1. A Galilei-transzformacio

A relativitas elve el0szor a mechanikaban vetédott fel, ahol a hétkoznapi szemléleten
alapulé Galilei-transzformdciot hasznaltak. A transzformacié Osszefiiggéseit a mechani-
kaban méar targyaltuk, itt emlékeztetGiil a 11.1. dbra alapjan ismét bemutatjuk azokat.

11.1. abra. Egyazon P pont helyvektora két kiilonb6z6 koordinata-rendszerben

Az abran lathaté P tomegpont mindenkori helyzetét a K7 koordinata-rendszerbol
a mindenkori ry(¢)-, a Ks rendszerbél pedig a mindenkori ry(¢) helyvektorral adhatjuk
meg (¢ az id6). Ha a két rendszer relativ helyzetét megadd vektor ro(t), akkor a két
rendszerben érvényes helyvektorok kapcsolata

I :I'2+I‘21, (111)
illetve
o =11 —TI91. (112)

A tovéabbiakban altalaban ezt a méasodik alakot hasznaljuk.
Ha a K rendszer a Kj-hez képest dllandé v sebességgel mozog (inerciarendszerekrél
van sz0), akkor

o :Vt—l—ro, (113)

ahol ry a két rendszer origdjanak relativ helyzetét megadd vektor a t = 0 idépillanatban.
Ezzel a helyzetvektorok kapcsolatat megado Osszefiiggés igy alakul

ro(t) =ri(t) — vt — 1o, (11.4)
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ami a koordinatakkal kifejezve
To = X1 — Uyt — T,
Y2 = Y1 — vyt — Yo,
2y = 21 — Uzt — 2o,
to = t1.

Ez a klasszikus mechanika Galilei-féle transzformacidja.
A fenti gondolatmenet fontos mozzanata, hogy az idot nem transzformaltuk, azaz
természetesnek vettiik, hogy a két rendszerben az idd azonos:

ty = t1. (11.9)

A sebességek kozotti Osszefiiggés a helyvektorok kapcsolatat megadd egyenlet id6
szerinti differencidlasaval kaphato

va(t) = vi(t) — v, (11.10)

ahol v; a vizsgalt tomegpont K rendszerbeli sebessége, vo annak K, rendszerbeli se-
bessége. Vagyis a hétkoznapi tapasztalattal egyezésben azt kapjuk, hogy ugyanazon test
sebességét egymashoz képest mozgd megfigyelok kiillonbozonek talaljék.

A gyorsulasok Osszefiiggését a sebességre vonatkozo egyenlet id6 szerinti differencia-
lasaval kapjuk:

as(t) = a (t). (11.11)

A kiilonb6z6 inerciarendszerekbol mért gyorsulasok tehat azonosnak adédnak. Ez azt
jelenti, hogy — a tapasztalattal 6sszhangban — egy inerciarendszerhez képest egyenletesen
mozgo rendszer szintén inerciarendszer.

Bebizonyithatod, hogy a klasszikus mechanikédban ez a transzformacié 6sszhangban van
a relativitas elvével, vagyis egy mechanikai torvényt attranszformalva egyik rendszerbol
a masikba, az 1j rendszer adataival ugyanolyan alaku torvényt kapunk. A klasszikus
mechanika torvényei tehat invaridnsak a Galilei-transzformécioval szemben.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért az egymashoz képest mozgo inerciarendsze-
reknek egy specidlis esetét vizsgaljuk (11.2. dbra). Feltételezziik, hogy a két rendszerhez
rogzitett koordinata-rendszerek x; és xo tengelye kozos, a Ky rendszer a Ki-hez képest v
sebességgel mozog a kozos x tengely mentén annak pozitiv iranyaban, és az idét mindkét
rendszerben attol a pillanattél mérjiik, amikor a két origd (O és Os) azonos helyen volt
(ekkor t =t = 0).

Ennél a specialis koordinata-rendszer-véalasztdsnal a Galilei-transzformécio az

To = 11 — VL, (11.12)
Y2 = Y1, (11.13)
29 = 21, (11.14)
ty =t (11.15)
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11.2. dbra. A két koordinata-rendszer egy specialis esete

alakot Olti. A sebességtranszforméacio Gsszefiiggései ekkor:

Vog = U1y — U, (11.16)
Voy = U1y, (1117)
V2, = U14. (1118)

Végiil a gyorsulasokra azt kapjuk, hogy

A9y = A1y, (].1]_9)
gy = Q1y, (11.20)
(g = Q1. (11.21)

A Galilei-transzformacié egyszerii alkalmazasaként nézziik meg, hogy hogyan vélto-
zik meg a hang terjedési sebessége, ha azt a kozeghez képest allandd sebességgel mozgd
koordinata-rendszerben mérjiik. Ismét a specialis koordinata-rendszer-vélasztast hasz-
naljuk (11.3. dbra), feltételezziik, hogy a K rendszer a kozeghez képest nyugalomban
van, és a hangforras is nyugszik a kézeghez képest, igy Ki-hez képest is. A K5 rendszer a
benne iil6 megfigyelGvel egyiitt v sebességgel mozog a Ki-hez képest a pozitiv x tengelyek
irdnyaban.

A forrasbdl egy hangimpulzus indul el, amelynek terjedési sebessége a K rendszerben
vy. Jeloljiik a hang terjedési sebességét a Ky rendszerben wvo-vel, akkor a

Voy = V1p — U (11.22)
Galilei-transzformacio szerint a Ky rendszerben a hang sebessége:

Vg = V] — V. (11.23)
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11.3. abra. A hang terjedési sebessége a kozeghez képest allandé sebességgel mozgd
koordinata-rendszerben

Vagyis — a tapasztalattal egyezéen — a forrastdl tavolodé megfigyelé (v > 0) kisebb, a
forras felé kozeled6 megfigyel6 (v < 0) nagyobb hangsebességet észlel, mint a forrdshoz
(és a kozeghez) képest nyugvéd megfigyeld.

KOZEG (terjedési sebesség: v,)

[ T |
O/ \0

11.4. dbra. A hang terjedési sebességének mérésével a jarmu kozeghez viszonyitott sebes-
sége meghatarozhato

Mivel a hang terjedési sebessége fiige a megfigyel6 mozgasallapotatél, a megfigyelonek
a hangot hordozo kozeghez viszonyitott sebessége hangsebesség-mérésekkel meghataroz-
haté (11.4. dbra). Ha egy mozgé jarmiivon megmérjiik a hang terjedési sebességét a
kozeghez (pl. levegd) képest, a jarmii haladdsédnak irdnydban (v') és vele ellentétes irdny-
ban (v"), akkor a jarmtinek a kozeghez viszonyitott sebességét (v) a

"

V' = =20 (11.24)
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Osszefiiggéshol kapjuk:

o —

2

(11.25)

v =

11.2. A fény terjedési sebessége és a relativitas elve
az elektromagnességtanban

Az elektromagnességtan alapegyenletei, a Maxwell-egyenletek, a klasszikus fizikanak
ugyanolyan alapveto torvényei, mint a Newton-torvények. E torvények kidolgozasa idején
a fizikdban a mechanikai szemlélet uralkodott, igy az elektromos és magneses jelenségeket
is a mechanikai torvények mintajara prébaltak értelmezni. Ugy gondoltak, hogy létezik
egy sajatos kozeg, az éter, amely mindent kitolt, és az elektromagneses jelenségek ennek
a kozegnek a mechanikai jellegti dllapotvaltozasaival fiiggnek Gssze.

Természetesnek tint, hogy a Maxwell-egyenletek az éterhez rogzitett koordindta-
rendszerben érvényesek, és hogy a fény, mint elektromagneses hullam nem mas, mint
egy olyan zavar, amely ebben a kézegben a rugalmas hulldimokhoz hasonlbéan terjed. En-
nek megfeleléen a vakuumban terjedd fény ismert ¢ = 299792 km/s terjedési sebességét
is az éterhez viszonyitott sebességnek tekintették (az éter az akkori felfogds szerint a
vakuumban is jelen van).

Ezzel a felfogassal kapcsolatban két, egymassal Gsszefiiggé probléma meriilt fel: az
egyik a fény terjedési sebességével, a mésik az elektromagnességtan egyenleteinek mozgd
rendszerben érvényes alakjaval fiigg Gssze.

11.2.1. A fény terjedési sebessége egymashoz képest mozgo6 rend-
szerekben

A rugalmas hullamok terjedési mechanizmusa viszonylag kénnyen értelmezheto: a
zavar ebben az esetben a kozeg részei kozotti rugalmas kapcsolatok miatt terjed. Mas
a helyzet az elektromagneses hullamok, és igy a fény terjedésével kapcsolatban. Mint
mar emlitettiik, kezdetben a fény terjedését ugyanigy értelmezték, mint a mechanikai
hullamokét. Feltételezték, hogy a fény az éterben a rugalmas hullamokhoz hasonléan
terjed, és a fény sebessége a nyugvd éterhez viszonyitott sebességet jelent. A probléma
az volt, hogy az éter jelenlétét nem sikeriilt kimutatni.

Maxwelltol szarmazik az Otlet, hogy az éter 1étezését gy lehetne kimutatni, hogy az
éterhez képest mozgd Foldon kiilonbozo iranyban megmérik a fény terjedési sebességét.
A Galilei-transzformacié szerint ugyanis az éterben mozgd Foldon kiilonbozd iranyban
terjedo fény sebességét megmérve, az iranytol fiiggden ¢ — v és ¢ + v kozotti értékeket
kapunk, ahol ¢ a fénysebesség az éterben nyugvo rendszerben, v a Fold mozgasi sebessége
az éterhez képest. Ilyen mérésekkel — a hangterjedésre vonatkozo fenti mérés analégiajara
— meg lehetne hatarozni a Fold mozgasi sebességét az éterhez képest.
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A mérést — amelyet a tudomanytorténetben Michelson—Morley-kisérlet néven tarta-
nak szamon — el6szér Michelson majd késébb Michelson és Morley? végezték el. A mérés
ugy tortént, hogy egy kettévalasztott fénynyalab két részét kiilonbozo utakon, kiilonbo-
z6 iranyban vezették, majd interferenciat hoztak létre veliik. Ezt az optikdban azéta is
hasznalt Michelson-féle interferométerrel valésitottak meg. A mérés azon alapul, hogy a
létrejott interferenciakép fiigg a két interferald fénynyalab terjedési sebességétol. A nya-
labok sebességkiilonbségét az eszkoz egyetlen helyzetében nem lehet észlelni, ha azonban
az eszkozt elforditjak, akkor megvaltoznak a terjedési sebességek, és az eredeti hely-
zetben létrejott interferenciakép megvaltozik. Az akkori felfogds szerint ezt a valtozast
megfigyelve, a Fold mozgasi sebessége az éterben meghatarozhato.

A mérést tobb alkalommal, kiilonb6z6 koriilmények kozott és kiillonb6zo évszakokban
(a Fold kiilonboz6 haladési irdnyaindl) elvégezték, az eszkoz elforditdsakor azonban az
interferenciaképben semmilyen vdltozdst nem észleltek, annak ellenére, hogy a modszer
elég pontos volt a varhaté csikeltolodas észleléséhez.

A kisérlet értelmezése koriil hosszu ideig vitdk voltak. Mai felfogasunk szerint a kisér-
let eredménye azt jelenti, hogy a fény terjedésére nem alkalmazhaté a Galilei-transzfor-
macié, a fény terjedési sebessége kiilonbozo inerciarendszerekben ugyanaz az érték, nem
fiige a rendszer mozgasallapotatol.

11.2.2. Az elektromagnességtan és a relativitas elve

A fényterjedésre vonatkoz6é Michelson-féle eredmény felveti a kovetkezd problémaét.
Ha a fényre — ami elektromdagneses jelenség — nem alkalmazhaté a Galilei-transzfor-
macié, akkor feltehetoleg az elektromagnességtan alaptorvényei, a Maxwell-egyenletek
egymashoz képest mozgo rendszerek kozotti transzformaciondl nem invariansak a Galilei-
transzformacioval szemben. A helyzet valéban ez, igy felmeriilt az a kérdés, hogy mi az
a transzformacid, amellyel szemben a Maxwell-egyenletek invaridnsak.

A problémét el8szor Lorentz® oldotta meg, aki megkereste ezt az — azdéta réla elneve-
zett — transzformaciét. A Lorentz-transzformdcio osszefiiggései a korabban alkalmazott
specidlis koordinédta-rendszer-valasztds esetén (kozos x tengelyek, parhuzamos y- és z
tengelyek, a K rendszer z-irdnyu, allandé v sebességgel mozog a Kj-hez képest) az

2 Edward Williams MORLEY (1838-1923) amerikai kémikus, fizikus.
3 Hendrik Antoon LORENTZ (1853-1928) Nobel-dfjas (1902) holland fizikus.
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alabbiak:

— ot

y =L 0L (11.26)
-4

Y2 =Y, (11.27)

29 =2Z21, (1128)
ti — 2z

ty = 7L (11.29)
v2
-z

(c a vdkuumbeli fénysebesség). Ezzel a transzformécidval késébb részletesen foglalkozunk,
itt csak két dolgot érdemes megjegyezni. Az egyik az, hogy a Lorentz-transzformacié
lényegesen kiilonbozik a Galilei-transzformaciétol, és konnyen belathatd, hogy a Lorentz-
transzformaciéval szemben a mechanika torvényei nem invaridansak. A transzformécié
masik, talan legmeglepobb sajatsaga az, hogy az idd sem azonos a két rendszerben, azt
is transzformalni kell.

A Lorentz-transzformacié felismerésével a fizikdban keletkezett egy komoly elvi prob-
léma. A fizika két nagy teriiletén, a mechanikdban és az elektromédgnességtanban a re-
lativitas elvével nem ugyanaz a transzformacié van osszhangban, hanem a mechanika
torvényei a Galilei-transzformacioval az elektromagnességtan torvényei pedig a Lorentz-
transzformaciéval szemben invariansak.

11.3. A relativitaselmélet posztulatumai és a Lorentz-
transzformacio

A XX. szazad elso éveire a kovetkez6 helyzet alakult ki:

o Kisérletek erdsitették meg azt a feltételezést, hogy a relativitas elve nem csak a
mechanikaban, hanem az elektromagnességtanban is érvényes, vagyis elektromos és
magneses kisérletekkel sem lehet két inerciarendszert egymastél megkiilonboztetni.

o Sziikségessé valt egy a fizika emlitett két teriiletén egyarant érvényes transzfor-
macié, amely osszhangban van a relativitas elvével, ehelyett a két teriiletre két
kiilonb6z6 transzformacié volt, amelyekkel szemben a maguk teriiletén a fizikai
torvények invariansak.

Ha egységes transzforméaciot akarunk, akkor gyakorlatilag két lehetoségiink van:

e Elfogadjuk a ,, jozan észnek” megfelel¢ Galilei-transzforméciot, de ekkor hibasnak
kell minéGsiteniink a Maxwell-egyenleteket. Az elektromagnességtan torvényeit te-
hat ugy kell atalakitanunk, hogy azok a Galilei-transzformacioval szemben invari-
ansak legyenek.
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e Elfogadjuk a Lorentz-transzformaciot, de ekkor a mechanika torvényeit kell elvet-
niink, és ugy atalakitanunk, hogy azok a Lorentz-transzformaciéval szemben inva-
ridnsak legyenek.

Mivel direkt tapasztalat mutatja, hogy a fényterjedésre nem érvényes a Galilei-transz-
formacio, célszertinek latszott a mésodik megoldast valasztani.

11.3.1. Az Einstein-féle posztulatumok és a relativitaselmélet

A XX. szdzad els6 éveiben tobben (Lorentz, Poincaré®, Einstein) is eljutottak ahhoz
a kovetkeztetéshez, hogy a Lorentz-transzformaciot kell altalanos, a mechanikaban is
érvényes transzformacioként elfogadni, és a mechanika torvényeit atdolgozni, de Einstein
volt az, aki ezt a megoldést altaldnos fizikai elmélet forméjdba ontotte. O vette észre,
hogy a tapasztalati tényekkel egyez elmélet két alapvetd fizikai elvbél (posztuldtumbdl)
levezetheto:

I. A fizikai folyamatokat leir6 torvények minden inerciarendszerben azonos matemati-
kai alakban érvényesek. Mas szoval: minden fizikai folyamatra érvényes a relativitds
elve.

IT. A vakuumban terjed6 fény sebessége minden inerciarendszerben azonos, univerzalis
fizikai dllando.

Ebbdl a két alapelvbdl levezethetd a Lorentz-transzformacio, és segitségiikkel elvégezhe-
t0 a mechanika torvényeinek sziikséges atalakitdsa. Az igy létrejott, a fenti két elvvel
Osszhangban allo fizikai elmélet a specidlis relativitaselmélet. Nevében a ,specidlis” jelzo
arra utal, hogy csak specidlisan valasztott koordinata-rendszerekben, nevezetesen iner-
ciarendszerekben érvényes.

A fenti két alapelv elfogaddsa egyben azt is jelenti, hogy az ,étert” nem tekinthet-
jiikk fényhordozo kozegnek, hiszen a fénysebesség a mozgasallapottol fiiggetlen, és nem
tekinthetjiik valamiféle kitiintetett vonatkoztatasi rendszernek sem, mivel a relativitas
elve érvényes. Ezzel viszont elveszitette értelmét az éter létének feltételezése is.

11.3.2. A Lorentz-transzformacid

A Lorentz-transzformacié az Einstein-féle két alapelvbol minden tovabbi feltevés nél-
kiil levezetheto. Itt a levezetést a korabban hasznélt specidlis, ,egydimenzios” esetre
végezziik el.

Vizsgaljuk a 11.5. abran lathaté két rendszert, amelyeknek x tengelyei kozosek, y és
z- tengelyeik parhuzamosak egymaéssal, és a Ky rendszer v, = v sebességgel mozog a K,
rendszerhez képest.

4 Jules Henri POINCARE (1854-1912) francia matematikus, elméleti fizikus.
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11.5. abra. A két vizsgélt koordindta-rendszer

Egy esemény koordinatai (hely- és id6adatai) a két rendszerben x1, y1, 21, t1 és xa, Yo,
29, t9, a feladat a két koordindta-négyes kozotti transzformacids osszefiiggés megkeresése.
Az Osszefiiggést linearisnak tételezziik fel

Tro = axy + ﬁtl (1130)
tg = YT + (5t1, (1131)

amit elsésorban a transzformacio egyértelmiiségének kovetelménye indokol, és az alta-
lanossag kedvéért transzformaljuk az idot is. Ezekben az Gsszefiiggésekben a, 3, v és o
meghatarozandé konstansok, amelyek fiigghetnek a két rendszer v relativ sebességétol.
Az altalunk vizsgalt specidlis esetben a masik két koordinatara az

Y2 =W (11.32)
29 — 21 (1133)

Osszefiiggések érvényesek, ezekkel a tovabbiakban nem foglalkozunk.
Egy tomegpont sebessége a K5 rendszerben

dzy  adzy +fdt, oS +8
dty  ydo+odt 44 45

(11.34)

1. Alkalmazzuk a (11.34) Osszefiiggést a K; rendszer origéjdnak mozgasira. A K,
rendszer origéja Ki-hez képest all, tehat dzy/dt; = 0, a Ky rendszerhez képest pe-
dig —v sebességgel mozog, tehat dzy/dty = —v. Ezzel a —v = /6, azaz a f = —dv
Osszefiiggést kapjuk.

2. Most vizsgaljuk K, origéjanak mozgasat, ami Ki-hez képest v sebességgel mozog,
tehat dzy/dt; = v, a Ky-hoz képest pedig all, azaz dxy/ dts = 0. Ebbdl a (11.34)
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egyenletbe val6 behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy 0 = (av + ) / (yv + 4), vagy-
is av+ 8 =0. Az 1. pontban kapott § = —dv Osszefiiggést felhaszndlva az o = §
eredményt kapjuk.

3. Hasznéljuk ki a II. posztulatumot, vagyis azt, hogy a fény sebessége a két iner-
ciarendszerben azonos. Az x tengely mentén terjedé fényre ez azt jelenti, hogy
dzy/dt; = dxo/ dty = ¢, amibél a (11.34) 6sszefiiggés alapjan ¢ = (ac+ B) / (ye + 0).
Ebbél a f = —dv és az a = § Osszefiiggések felhaszndldsa és rendezés utdn ay = —av/c?
Osszefiiggést kapjuk.

4. Ezek utan az eredetileg bevezetett 4 konstans helyett mar csak az egyetlen v ma-
radt. Irjuk fel ezzel a transzformacios egyenleteket:

T1 = Ty + vty (11.35)
t = a—ws + at. (11.36)
c

Ezek az 6sszefiiggések a mennyiségeket a K rendszerbol a Ks-be transzformaljak.

Az 1. posztulatum, a relativitas elve miatt a forditott transzformécié esetén ugyanilyen
alaku transzformécios Osszefiiggéseknek kell fennallni, azzal az eltéréssel, hogy a relativ
sebesség ellenkez6 iranyu. A forditott transzformacios Osszefiiggéseket tehat egyszertien
ugy kaphatjuk meg, hogy felcseréljiikk az I és 2 indexeket, és v helyébe —uv-t irunk:

T1 = Q9 + vty (11.37)
v
tl = a§$2 + OétQ. (1138)
Ha most ezekben az osszefiiggésekben a Ks-beli mennyiségeket visszatranszforméljuk a

K rendszerbe, akkor nem valtozik meg semmi, tehat vissza kell kapnunk x,-et és t;-et.
A behelyettesités utan azt kapjuk, hogy

v
1 = a(ar) — avty) + av (—oz—2x1 + at1> , (11.39)
c
v? v? v?
T = o’z — vty — a2—2m1 + vty = a’ry — 042—2x1 =a? (1 — —2) 7. (11.40)
c c c

Ebbdl kévetkezik, hogy

o’ (1 — 0—2) =1. (11.41)

Hasonléan kapjuk az idore, hogy

v v
t, = ag (zy — avty) + « (—a;ml + at1> , (11.42)
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t1 = 042?1'1 — Q2C_2t1 — a26_21}1 + a2t1 = —052?751 + Ol2t1 = 0[2 (1 — 0—2) t1. (1143)

Ebbdl szintén az kovetkezik, hogy

o (1 - 1’—2) =1, (11.44)

igy

. — (11.45)

Ezzel a transzformacids képletek az

pp= B (11.46)
2
-%
Y2 =1 (11.47)
2o = 21 (11.48)
t— =
py = L2t (11.49)
V2
T2

alakot oltik.

Mint lathato, az Einstein-féle fizikai alapelvek megkovetelésével kapott fenti egyenle-
tek azonosak az elektromagnességtan egyenleteit valtozatlanul hagyé eredeti Lorentz-féle
transzformacié egyenleteivel.

A Lorentz-transzformacié nagyon fontos tulajdonsaga, hogy nincs ellentmondésban a
hosszi idén at hasznalt és helyesnek talalt Galilei-transzformacioval. Az 6sszefiiggésekbol
lathaté ugyanis, hogy ,,hétkoznapi” sebességeknél (v << ¢) visszakapjuk a Galilei-transz-
formdaciot. Masként fogalmazva, a Galilei-transzformacié a Lorentz-transzformacié kis
sebességekre érvényes kozelitése. A mechanika klasszikus térvényeitol tehat csak akkor
vérhaté eltérés, ha a két vonatkoztatasi rendszer (pl. a megfigyel6 és a megfigyelt objek-
tum) relativ sebessége dsszemérhetd a fénysebességgel.

Ugyancsak fontos tény, hogy a Lorentz-transzformécié fizikailag értelmetlenné va-
lik a v > ¢ esetben, vagyis a vakuumbeli ¢ fénysebesség hatdrsebesség szerepét jatssza.
Kimutathaté, hogy ennél nagyobb sebességgel semmilyen anyagi rendszer és semmilyen
informaciohordozo jel nem mozoghat.
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11.4. A relativisztikus mechanika

Az Finstein altal elfogadott két alapelv — ami egyenértékii a Lorentz-transzformécio
elfogadédsaval és a Galilei-transzformacio elvetésével — maga utan vonja, hogy a klasszikus
mechanika alapfogalmait és torvényeit feliil kell vizsgalni.

A klasszikus mechanika hétkoznapi szemléleten alapuld olyan fogalmai, mint az ido,
idotartam, tavolsag a relativitaselméletben bizonyosan koncepcionalis valtozason mennek
keresztiil, amit egyértelmiien sejtet az a tény, hogy az idoadatokat transzformélni kell.

Ami a feliilvizsgalat masik részét illeti: a mechanika torvényeit tugy kell atalakita-
ni, hogy azokat egyik inerciarendszerbdl a masikba térténd atmenet soran a Lorentz-
transzformacio valtozatlanul hagyja, vagyis invaridansak legyenek a Lorentz-transzformécioval
szemben.

Az aldbbiakban réviden osszefoglaljuk ennek a feliilvizsgalatnak az alapelveit és f6
eredményeit.

11.4.1. A hely- és id6 meghatarozasa

A fizikdban a jelenségek lefrasahoz sziikség van a jelenség helyének és idépontja-
nak megadasara. Ehhez minden vonatkoztatasi rendszerben ki kell alakitani egy sdri
koordindta- €s iddhdlozatot. A koordinatahédlézat azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni a
rendszer nagyon sok pontjanak helyzetét, az idéhéalézat pedig azt, hogy a rendszerben
stirtin el kell helyezni azonosan miikodo, egymashoz igazitott, szinkronizalt érékat.

Ha nagyon precizen akarunk eljarni, akkor nem alkalmazhatunk olyan moddszert,
amely azzal jarna, hogy méterrudakat és orakat szallitunk a rendszer kiilonbézé pont-
jai kozott, mert a szallitas kozben ezek az eszkozok megvaltozhatnak. A koordinata- és
idohalozat kialakitasanak legcélszertibb moédja az, ha a feladatot fényjelek segitségével
oldjuk meg. Ez azért is célszerli, mert a fénysebesség minden inerciarendszerben ugyanaz,
igy az eljaras kiilonboz6 rendszerekben is hasznalhato.

A
K
tikor
c \ﬂ
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11.6. dbra. Tavolsag mérése fényjelekkel

Ahhoz, hogy egy rendszer pontjainak helyzetét megadjuk, tdavolsdgokat (koordinété-
kat) kell meghatérozni. Fényjellel ez tigy valésithaté meg, hogy az origébdl elinditunk egy
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fényjelet, a vizsgalt pontban (a 11.6. 4brdn P) pedig elhelyeziink egy tiikrot, amelyrél a
fényjel visszaverddik az origéba. Ha a fényjel az origdéba a kibocsatastol szamitott ¢ ido
milva érkezik vissza, akkor a vizsgélt hely tavolsdga az origdtdl (az dbran a P pont x;
koordindtdja) z; = 3ct.

Az 6rék szinkronizédlasa szintén elvégezheto fényjelekkel. FEz tgy torténhet, hogy a
t = 0 idopillanatban az origéban egy fényfelvillanast hozunk létre, és ezt a fényfelvilla-
nast megfigyeljiik a rendszer egy adott pontjaban, amelynek az origdtol mért [ tavolsdgat
ismerjiik (11.7. dbra). Mivel a fényjel ¢ sebességgel terjed, a jel megérkezésének idépontja-
ig t = 1/cido telt el, vagyis az adott helyen (P) 16v6 6rat erre az idépontra kell beallitani.
Ilyen médon a rendszer kiillonb6zo helyein elhelyezett orakat szinkronizalni tudjuk.

y A

11.7. 4bra. Orék szinkronizaldsa fényjelekkel

Mivel egymashoz lépest mozgd inerciarendszerekben a fény terjedési sebessége azonos,
egy adott esemény helyének koordinatai viszont lehetnek kiilonb6zoek, a fenti szinkroni-
zalasi mddszer segitségével rogton lathato, hogy a két rendszerben az 6rak nem ugyanazt
az idot mutatjak.

Ennek belatasahoz vizsgaljunk ismét két specialis elhelyezkedésii, egymashoz képest
v sebességgel mozgd koordindta-rendszert (11.8. dbra), amelyeknek origdi a ¢ = 0 id6pil-
lanatban azonos helyen voltak, és ekkor a kozos origébdl elinditottak egy fényfelvillanést.
Ha a P pontban 1év6 orat mindkét rendszerben ugyanezzel a jellel allitjuk be, akkor a
jel megérkezésekor a K rendszerbeli 6rét t1 = x1/c-, a Ky-beli 6rét pedig az ettol eltérd
ty = xo/c értékre allitjak be.

Az tehat, hogy a fénysebesség minden inerciarendszerben azonos értékii, azzal a ko-
vetkezménnyel jar, hogy az idoadatok az egyes rendszerekben eltéroek lesznek.

A koordinata- és idohalézat segitségével egy rendszerben tudunk helyet- és idopontot,
tovabba tavolsagot- és idotartamot meghatarozni.

Az események leirdsa szempontjabdl van még egy fontos kérdés: hogyan lehet meg-
hatarozni egy rendszerhez képest mozgé targynak a mozgasiranyba eso méretét? Erre az
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11.8. abra. A két rendszerben az érék nem ugyanazt az id6t mutatjak

a megoldas kinalkozik, hogy a mozgdsirdanyban strtin felsorakoz6 éras megfigyelok fel-
jegyzik a targy egyik- és masik végének elhaladési idépontjat. Ezek koziil kivalasztjuk
azt a kettot, akiknek egyike a targy egyik végének elhaladdsat ugyanabban a pillanat-
ban észlelte, mint a masikuk a targy mésik végének elhaladasit. A mozgé targynak a
mozgasiranyba es6 hossza a két megfigyelo kozti tavolsaggal egyenlo.

Ezekkel a mérési modszerekkel egy esemény egy inerciarendszerben az x,y, z,t szdm-
négyessel jellemezheto, amely megadja az esemény helyét és idépontjat. Ezt a szamné-
gyest gyakran az esemény koordinatainak nevezik.

11.4.2. Idotartam és tavolsag a relativitaselméletben

Bar a Lorentz-transzformacio csak a hétkoznapi sebességekhez képest nagy sebessé-
geknél kiilonbozik 1ényegesen a Galilei-transzforméciotol, a kettd kozott mégis elvi kii-
16nbség van, ami sziikségessé teszi az ido és tavolsagméréssel kapcsolatos fogalmaink
feliilvizsgélatat.

Eloszor vizsgaljuk meg, hogy milyen eredményre jutunk, ha két esemény kozott eltelt
id6t kiilonb6zo inerciarendszerekbol vizsgaljuk.

Tegyiik fel, hogy a K5 rendszer a K; rendszerhez képest a kordbbi specidlis elrende-
zésben v sebességgel mozog, és a Ky rendszerben azonos helyen, a rendszerhez képest
nyugalomban 1év6 pontban lejatszédik két esemény (pl. egy lampa kigyullad és kialszik).
Az elsé eseményt jellemz6 adatok ebben a rendszerben t, 2, a mésodikat jellemz8k pe-
dig til, 25 (mivel a két esemény azonos helyen jatszédik le, alkalmaztuk az z} = 2} = 29
jelolést). A két esemény kozott eltelt id6 a Ky rendszerben

Aty =t — 1, (11.50)
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A K, rendszerben az események kozott
Aty =t —# (11.51)

1do telik el.
Mivel a Lorentz-transzformécio szerint

th+ L
= 2= (11.52)
[1_ v
4+ 2o
=22 (11.53)
1)2
-z
azt kapjuk, hogy
i — 1] At
A 2_2 _ 2 (11.54)

tlz 2— 2.
Ji-g -

Ez azt jelenti, hogy a két rendszerben nem csak az idopontok kiilonboznek, hanem
a két rendszerben iilé megfigyelok az események kozott eltelt idotartamot is kiilonbo-
zonek taldljdk. Mivel /1 —v2/c? < 1, At; > Aty, tehdt az események helyéhez képest
mozgd (K;-beli) megfigyel6 az események kozott eltelt id6t hosszabbnak taldlja, mint az
eseményekhez képest nyugvéd (Ks-beli) megfigyels. Megkiilonboztetésiil a Aty idétarta-
mot nyugalmi mérdészamnak vagy nyugalmi idétartamnak-, a Aty idotartamot mozgasi
méroszamnak vagy mozgdsi idotartamnak nevezik.

Természetesen, ha az események kozos helye a K; rendszerben nyugszik, akkor az
idétartamok kozotti osszefiiggés megfordul:

Aty > Aty, (11.55)

vagyis mindig az eseményekhez képest mozgd rendszerben kapott idétartam, a mozgasi
idétartam a hosszabb.

Ezt a tapasztalatunkat megfogalmazhatjuk a koordinata-rendszerek jel6lésétol fiigget-
len formaban is. Ha az eseményekhez képest nyugvo megfigyel6 dltal mért idétartamot
Ty -lal, a mozgd megfigyel6 altal mért idétartamot pedig T-vel jeloljiik, akkor a fenti
Osszefiiggések a

(11.56)

alakba irhatdk.
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A mozgd megfigyeld altal mért mozgdsi idétartam a megfigyel6 és az események he-
lye kozti relativ sebességtol fiigg. Ezt a jelenséget gyakran idddilatdcionak nevezik. Az
idodilatacio gyakorlatilag jelentéssé akkor valik, ha a mozgasi sebesség a fénysebességgel
osszemérhetd, a v << ¢ esetben ugyanis /1 —v?/c? = 1, azaz T =~ Tj.

A fentiekhez hasonléan egyszerti megfontolasokkal kimutathatd, hogy ha két kiilonbo-
70 helyen végbemend esemény az egyik rendszerbdl egyidejiinek latszik, akkor egy hozza
képest mozgod rendszerbol nézve kiilonboz6 idépontban zajlanak le, vagyis az egyidejiség
sem abszolit, hanem a koordinata-rendszertol fiigg.

Szamitsuk ki most, hogy milyen eredményre vezet egy rud hosszanak mérése, egymas-
hoz képest mozgo inerciarendszerekben. Ismét a szokésos specidlis elrendezést hasznaljuk
(11.9. dbra), a mérendé rid a K, rendszerben nyugszik, és az x tengelyekkel parhuzamos.

Y Y
1
A 2A v
Kz KQ >
k v _ k v
Ar =z —x, Ar =x,—z,
7
v g k
Z, 5$2
v 3 “r.,x
01 02 x x, IR

k
1

~

11.9. abra. Egy rid hosszanak meghatarozasa egymashoz képest mozgd inerciarendsze-
rekben

A rid hosszanak meghatarozasa a K5 rendszerben egyszeri, hiszen ha meghatarozzuk

a kezdépont (k) és a végpont (v) 25 és 3 koordindtait, akkor a hosszt a

Ary = 2 — ab (11.57)
Osszefiiggés adja meg.
A K rendszerben a hosszt a kordbban emlitett médon, az egyidejii kezdo- és végpont-

koordinaték (z¥ és zV) leolvasdsaval kapjuk:

Ary = of — ¢ (th =1Y). (11.58)
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A Lorentz-transzformdcid szerint

Ty = ———, (11.59)

v2

e

v Y
vy =L (11.60)

-5

ezért a th = ¥ feltételt felhasznalva azt kapjuk, hogy
k__ v A
Amy=af—af= L = L (11.61)
12 _ 2

c? c?

Ez azt jelenti, hogy a hosszisag is koordinata-rendszertdl fiiggd mennyiség.
Természetesen, ha a rid a Ky rendszerben nyugszik és a Ks-hoz képest mozog, akkor
a Lorentz-transzformécié inverzét hasznélva a
Ax
Ap) = —2— (11.62)

_ 2

c2

Osszefiiggésre jutunk, vagyis a mozgasiranyba esé hosszt mindig a ridhoz képest mozgd
megfigyelé méri révidebbnek.

A fenti tapasztalatot a koordinata-rendszerek jelolésétdl fiiggetlen formaban is fel-
irhatjuk. Ha a targyhoz képest nyugvé megfigyelo altal mért hosszt Lg-lal, a mozgd
megfigyeld altal mért hosszt pedig L-lel jeloljiik, akkor a fenti Gsszefiiggések az

L=1Lo\/1-— (11.63)

alakba irhatok. Eszerint a targynak a hozza képest mozgd rendszerbdl mért L mozgad-
st hossza mindig kisebbnek adédik, mint a hozza képest nyugvo rendszerben mért L
nyugalmi hossz: a mozgd megfigyel6 altal mért hossz a megfigyelo és a targy v relativ
sebességétol fligg. Ehhez az eredményhez el6szor Lorentz jutott el, ezért azt a tényt,
hogy a mozgd megfigyel6 kisebb hosszt mér, Lorentz-kontrakcionak nevezik. A Lorentz-
kontrakcié — az idédilataciéhoz hasonléan — csak akkor jelentds, ha a mozgési sebesség a
fénysebességhez képest nem elhanyagolhatd.

11.4.3. A miionok élettartama

A tavolsagokra és az idotartamokra vonatkozé fenti osszefiiggések egyik kisérleti bi-
zonyitékat szolgaltatjak a vilaglirbol a Fold felszinére érkezo részecskék, a pu-mezonok
vagy rovidebb néven miionok.
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Ezek a részecskék az atmoszféra felso rétegeiben, kb. 4-5 km magassagban keletkeznek
atomi titkozések soran, és a fénysebességhez kozeli v =~ ¢ sebességgel haladnak. A miio-
nok nem stabilis részecskék: laboratériumban végzett mérések szerint a — gyakorlatilag
nyugvé — miionok atlagosan 7o = 2,2 - 107% s id6 eltelte utdn elbomlanak. Szamitsuk ki,
hogy ezalatt mekkora utat futnak be.

A klasszikus elgondolas szerint a miionok keletkezésiik utan atlagosan sk;, = vy =
ctp = 660 m utat futnak be, majd elbomlanak, tehat a Foldfelszin eléréséhez sziikséges
tavolsdgnak (4-5 km) alig tobb, mint 10-ed részét teszik meg. A tapasztalat ezzel szemben
az, hogy a miionok leérnek a Fold felszinére.

Az ellentmondas magyarazata az, hogy a fenti szamitasnal hasznalt 7y idétartam
a miionhoz képest nyugvo rendszerben mért nyugalmi élettartam, a szamitést pedig
a miionhoz képest nagy sebességgel mozgd rendszerben, a Foldon végeztiik. A Foldhoz
képest mozg6 miiont vizsgalva, a szamitdsnal természetesen a 7 = 79/4/1 — v?/c? mozgési
élettartamot kell hasznalnunk.

Ha a miion sebessége v = 0,99 - ¢, akkor 7 = 73/0,141 = 15,6 - 1079 s, és igy a befutott
ut sp = v7r &~ 4,68 km, a tapasztalattal egyezésben.

Természetesen, ha a problémat a miionnal egyiittmozgd rendszerbol vizsgaljuk, ak-
kor is arra a végeredményre kell jutnunk, hogy a miion elérheti a Fold felszinét. Ekkor
az élettartam a 7y nyugalmi érték, az ebbdl kiszamithaté befutott Ut pedig a klasszi-
kusan is kapott 660 m lesz. Ellentmondas azonban nincs, mert most a befutandd 1t
nem az sy = v7 ~ 4,68 km nyugalmi hossz, hanem annak mozgasi értéke, azaz s, =
Son/1 —v?/c? = 660 m, hiszen a miionhoz képest mozgo téavolsagrél van szé. Vagyis a
miion a hozzd rogzitett rendszerben végzett szamolas szerint is leérhet a Fold felszinére:
a fizikai folyamat lefrasa szempontjabol a két inerciarendszer a varakozasnak megfelel6en
egyenértékii.

Annak, hogy a miionok megérkeznek a Fold felszinére, csak akkor van bizonyité ereje,
ha a Fold felszinén a magasban keletkezett miionok tobbsége leérkezik, hiszen az atlagos
élettartam csak bomlasi felezési idot jelent. A megfigyelések igazoljak ezt a varakozast.

A jelenség pontosabb elemzését teszik lehetévé azok a mérések, amelyeket a genfi
CERN laboratérium gyorsitojaban végeztek el, ahol kozvetleniil megmérték a miionok
bomlési sebességét (11.10. dbra).

A miionok elektronra és neutrinéra bomlanak, ezért a bomlasban keletkezett elekt-
ronok detektaldsaval mérni tudtak a bomlas gyakorisagat. Kideriilt, hogy a v ~ 0,9994 - ¢
sebességgel mozgd miionok bomlésénak felezési ideje (7) — a relativitdselmélet id6dilatécié-
osszefiiggésének megfeleléen — kb. 30-szor akkora, mint a nyugvé miionoké (7). Az abra
a még nem elbomlott miionok szédméanak (V) és a kezdetben jelen 16v6 miionok szaménak
(Np) hanyadosat mutatja az id6 fiiggvényében a két esetben.
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11.10. abra. A miionok szama az id6 fiiggvényében nyugvé és a miionokkal egyiitt mozgd
koordinata-rendszerben

11.4.4. A sebességtranszformacié

Ha a fénysebesség minden inerciarendszerben azonosnak adddik, akkor a Lorentz-
féle sebességtranszformécionak alapvetoen kiilénbozni kell a Galilei-féle transzformacié
megfelel6 Osszefliggésétol.

frjuk fel egy pont vy, sebességét a Ky rendszerben, amely v sebességgel mozog a K
rendszerhez képest. és haszndljuk a kordbban is hasznélt specialis koordinata-rendszer-
elrendezést.

A sebesség r-komponense

dZEQ
= —. 11.64
V2 At ( )
Felhasznélva a Lorentz-transzformacié egyenleteit
da; — v dt
vy = 4T Zvdh) (11.65)

" k(A — S dny)’

ahol bevezettiik a k = 1/4/1 —v?/c? jelolést. Ebbél a szamlalé és nevezd dti-gyel vald

osztasa utan kapjuk, hogy
dz

Vg = — (11.66)

c? dty

Mivel a K; rendszerbeli z-irdny sebesség vy, = dx1/ dt1, a sebességtranszformécié dssze-
fiiggése az z-komponensre

Vig — U
L= 11.67
2 1-— c%le ( )
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Hasonléan kapjuk, hogy

U1y
= 11.
U2y K (1 . c%le) ) ( 68)
V1z
JP O 11.69
TR Bo) o)

A fenti kifejezések kiilonboznek a Galilei-transzformacié megfelel6 dsszefiiggéseitol, és itt
mar nem csak az z-komponensekben, hanem (az idé transzformécidja miatt) a tobbiben
is van eltérés. Az is szembetlind azonban, hogy a v << ¢ esetben ezek az Gsszefiiggé-
sek visszaadjak a Galilei-féle sebességtranszformacié egyenleteit: az eltérés ismét csak a
fénysebességgel tsszemérheto relativ sebességek esetén szamottevo.

Mivel a Lorentz-transzformacié megfelel annak a kévetelménynek, hogy a fénysebes-
ség minden inerciarendszerben ugyanaz, ezt a tényt a fenti képleteknek is tiikrozniiik
kell. Nézziik meg egy egyszerii példan, hogyan is mikodik ez a sebességtranszformacio.
Tegyiik fel, hogy valahol (K7 rendszer) kibocsatanak egy fényjelet, amely ebben a rend-
szerben vy, = ¢ sebességgel halad az x tengely mentén a pozitiv irdnyban (11.11. dbra).
Milyen fénysebességet észlel a fenti rendszerhez képest az x tengely negativ iranyaban v
nagysagu sebességgel haladé megfigyel6 (K, rendszer)?

11.11. dbra. A fénysebesség transzformacioja

A sebességtranszformécié megfelel6 osszefiiggésébe behelyettesitve az aktualis adato-
kat, azt kapjuk, hogy

o c+v
_1—|—c%c

—c, (11.70)

Vo

vagyis a Ky rendszerben mért fénysebesség is c lesz, szemben a Galilei-transzformacié
alapjan varhatoé ¢ + v értékkel. A vakuumbeli fénysebesség tehat sebességosszetevéssel
nem novelheto.
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Kimutathaté azonban, hogy a fenti eredmény csak a vakuumbeli ¢ fénysebességre ér-
vényes. A kiilonboz6 atlatszé kozegekben a fény ennél kisebb cx = ¢/n (n a térésmutatod)
sebességgel terjed, és ilyenkor a fénnyel szemben haladé megfigyel6 a cx-nal nagyobb ck
sebességet mér, de mindig érvényes a cx < ¢j < ¢ egyenl6tlenség. Ezzel kapcsolatban
megjegyezziik, hogy az a megallapitas, hogy a fénysebesség hatarsebesség, szintén a fény
vakuumbeli terjedési sebességére igaz: egy kozegbeli cx < ¢ fénysebesség tullépheto.

11.5. A négydimenzios térido

A Galilei transzforméci6 az id6t nem transzformalja, az idéadatok a térkoordinataktol
fiiggetlenek. Ezzel szemben a Lorentz-transzformacié az idét is transzformalja, az id6- és
térkoordinatak egymaéssal igen szoros, kolcsonds kapcsolatban vannak. FEz az oka annak,
hogy a relativitaselméletben egy adott pontban, adott idében lezajlé esemény jellemzé-
sére a harom térkoordinatahoz negyedikként az idot is hozzavették, és a jellemzésre az
(z,y, z,t) mennyiségeket hasznaljak.

Ennek alapjan formalisan bevezetheto egy négydimenzios téridd, aminek — mint ké-
sébb latni fogjuk — a jelenségek targyaldsanél szamos elénye van. Az (z,y, z,t) adatokat
tekinthetjiik egy esemény koordindtdinak a téridoben, vagyis egy esemény a négydimen-
zi6s téridében egy pontnak felel meg. Ha az idéadatot megfeleléen vélasztjuk meg, akkor
az igy kapott négy komponensii mennyiség egy négydimenzios vektor lesz, amit négyes-
vektornak neveznek.

11.5.1. Invarians intervallumnégyzet, négyesvektorok

A fizikdban a 3 dimenziés térben a vektor mintdjaul a helyvektor szolgalt, és vek-
tornak neveztiink minden olyan harom komponenssel megadott mennyiséget, amelynek
komponensei a koordinata-rendszer elforgatasakor gy transzformalédnak, mint a hely-
vektor koordinatai. A skalaris mennyiségek értéke nem fiigg a koordindta-rendszer va-
lasztasatél. Ennek a kovetkezménye az, hogy két vektor skalaris szorzata és két pont As
tavolsaganak négyzete invarians a koordinata-transzformécioval szemben:

As? = Az? + Ay + A2 = Az + Ay + A% = As?. (11.71)

Ennek mintdjara a négyes ,,allapotvektort” gy definidlhatjuk, hogy a vektor komponensei
a Lorentz-transzformaciéval transzformalddjanak, és két esemény kozotti ,,négydimenzios
tavolsag” (intervallum) négyzete invarians legyen a Lorentz-transzformaciéval szemben.

Alébb bebizonyitjuk, hogy az (x1,y1,21,t1) és (T2, Ys, 22, t2) négydimenzids esemé-
nyekre felirt

As? = (cty — ct1)2 — (z9 — x1)2 — (yo — y1)2 — (29 — 21)2 =
= (cAt)? — Ax? — Ay* — AZ? (11.72)
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un. intervallumnégyzet vagy négyes tdvolsagnégyzet invarians a Lorentz-transzformacidval
szemben. Ennek alapjan negyedik koordinatanak az idot tartalmazo, de tavolsag jellegti
ct mennyiséget valaszthatjuk.

Vizsgaljuk meg az intervallumnégyzet invarianciajat a specidlisan valasztott K és
K’ koordinata-rendszerekben, amelyeknek kozos az x tengelye, parhuzamos az y- és z
tengelye, és a K’ rendszer v sebességgel mozog a K-hoz képest a pozitiv x tengelyek
irdnyaban (11.12. dbra).

!

YA YA
Z, Y, % ct xl7 yI; Z,; ct’
v
K K'  —
> xz
@) O’
p ¥ z"

11.12. abra. A vizsgélt koordinata-rendszerek

Tegyiik fel, hogy a K-ban rogzitett helyen bekovetkezik két esemény, amelyeknek
négyes-koordindtai xy, y1, 21, ct1 és xa, Y, 29, cty. Ugyanezen két eseményt a K’ rendszer-
ben az x|, y1, 21, ct| és x4, y5, 25, ct, adatok jellemzik. A megvéltozasok a két rendszerben:

Ax = x9 — 17, (11.73)
Ay =ys — 1, (11.74)
Az = zy — 21, (11.75)
Az’ =2l — 2, (11.77)
Ay =1h =y, (11.78)
Az = zy — 2, (11.79)
At =ty —t). (11.80)
A koordinata-rendszerek specidlis valasztasa miatt
Ay = Ay, (11.81)
Az =AZ. (11.82)
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frjuk fel az intervallumnégyzet fenti kifejezését a K’ rendszerben és transzforméaljuk
at a K-ba a

Az —vAt Az — Z(cAt)

AV (11.83)
5 -5
,  cAt—1Ax
cAt' = —02 (11.84)
Lorentz-transzformaciéval. Ekkor azt kapjuk, hogy
(CAt/)2 o A$/2 - Ay/2 o AZ/2 —
v 2 v 2
_ (cAt — ZQAm) B (Ax — E(CQAt)) AP A=
1-% 1-%
At)? = 2AtvAz + LAz Az® — 2AzvAt + % (cAt)?
:(c ) UU2$+C w Az v Uz+0(c ) AP AR
T2 T2
(cAt)? <1 - Z—;) — Az? (1 — Z—;)
= - — Ay? — AZ?
T2
= (cAt)? — Ax® — Ay* — AZ2 (11.85)

Ez azt jelenti, hogy valéban igaz, hogy a As® intervallumnégyzetre (vagy tavolsdgnégy-
zetre) fenndll, hogy

As® = (cAt)? — Ax® — Ay? — Az* = invaridns. (11.86)

Azt, hogy a négydimenzios tér vagy gyakori elnevezéssel négydimenzids vildg nem egé-
szen olyan, mint a kézonséges harom dimenzids tér, tobbek kozott az mutatja, hogy az
intervallumnégyzet lehet negativ is.

A K rendszerben érvényes x,vy, z, ct szamnégyes négyesvektort alkot, és az ennek
megfelel6 K’ rendszerbeli négyesvektort a Lorentz-transzformaciéval kapjuk meg. En-
nek mintajara négyesvektor minden olyan mennyiség, ami a koordindta-rendszer meg-
valtoztatasakor a Lorentz-transzformdcioval transzformdlodik. Ebbol a meghatarozasboél
kovetkezik, hogy két négyesvektor skalarszozata is invaridns. (A skaldrszorzat definiciéja
a fentiek értelmében gy mddosul, hogy a négyesvektor valés 3D vektorokhoz tartozo x,
y és z komponense a skaldrszorzatban negativ eldjellel szerepel:

(21, Y1, 21, ct1) - (Ta, Yo, 22, cla) = ity — T1T2 — Y1yo — 2120 (11.87)
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11.5.2. Allapotvéltozés a négyestérben, sajatido

Ha az eseményeket az eddig haszndlt specidlis koordinata-rendszerekben vizsgaljuk,
akkor lényegében a négyestérnek — vagy ahogy gyakran nevezik, a négyes vilagnak —
egy sikjaban vagyunk. Ezen a sikon egy esemény egy pontnak felel meg, az események
egymasutdnja egy vonalat rajzol ki, amit az adott véaltozds (mozgds) vildgvonaldnak
neveznek. A vildgvonalat abrazolhatjuk a (x,ct) koordinata-rendszerben. A mellékelt
11.13. dbran egy ilyen koordinata-rendszer lathato, amelyben feltiintettiik egy 6nkényesen
valasztott valtozas vilagvonalat, és a fény vildgvonaldt, amely az x = +ct Osszefliggésnek
megfeleléen egyenes (harom illetve négy dimenzidéban ez egy kupfeliilet, amit fénykipnak
neveznek). A fény vildgvonala a kiilonb6z6 inerciarendszerekben 1il6 megfigyel6k szamara
ugyanaz.

vildgvonal
fény
vildgvonala
T

11.13. abra. Eseménysorozatok vildgvonalai a négyestérben

Ehhez hasonldan, egy allando sebességgel mozgd tomegpont vilagvonala egyenes.

Azok az események, amelyeknek vilagvonala parhuzamos a ct-tengellyel, azonos he-
lyen (de kiilonboz6 id6pontokban) jatszédnak le, azok pedig, amelyeknek vildgvonala
parhuzamos az z-tengellyel, azonos id6ben (de kiilénb6z6 helyeken) zajlanak.

Ebben az abrazolasi médban a fenti K rendszerhez képest a szokasos specialis, v
sebességgel mozgd K’ rendszer a 11.14. dbrédn lathaté moédon helyezkedik el. A t' ten-
gely helyzetét az abran feltiintetett eljarassal kapjuk, az 2’ tengely helyzetét pedig gy
kell megvalasztani, hogy a fény vilagvonala ugyanaz maradjon, és érvényes legyen ra az
x' = ct’ Osszefiiggés.

A négyes vilagnak kiilonboz6 jellegli tartoményai vannak. Ezeket gy lehet osztédlyoz-
ni, hogy meghatarozzuk, hogy milyen az el6jele egy vonatkoztatdsi eseményt (a 11.15.
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11.14. abra. Egy v sebességgel mozgd K’ koordinata-rendszer tengelyei a K rendszerben

abrén A) és a vizsgalt tartomédnyba es6 eseményt Osszekotd
As? = (cAt)? — Ax? — Ay? — AZ? (11.88)

intervallumnégyzetnek.

A 11.15. dbran feltiintetett B, C és D események az A eseményhez és a fény vilagvo-
naldhoz képest kiilonb6z6 helyzetben vannak, és az emlitett intervallumnégyzetek eltérd
jellegtiek.

clA
' fény
vilagvonala
D
-
l
térszeru térszertu T

11.15. dbra. Események osztalyozasa a négyestérben

A B eseményre, és minden olyan eseményre, amely a sziirke fénykup-tartomanyokban
van, fennall, hogy

Asip > 0. (11.89)
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Ezekhez az eseményekhez lehet talalni olyan — az eredetihez képest allandé sebességgel
mozgd — koordindta-rendszert, amelyben az A és a kérdéses (pl. B) esemény azonos
helyen van, csak az idépontjuk mas. (Ez azt jelenti, hogy a ct’ tengely atmegy az A és
B ponton). Ekkor az eseményeket az idopontjuk szerint lehet szétvélasztani, ezért ezt a
tartomanyt idoszerinek nevezik.

A C eseményre, és minden olyan eseményre, amely a fény vildgvonalan (a fénykipon)
van, érvényes, hogy

Asig = 0. (11.90)

Az ilyen eseményeket, amelyek a fény (elektromagneses hullam) terjedésével kapcsolato-
sak, fényszerinek nevezik.

Végiil a D eseményre, és minden olyan eseményre, amely a sziirke fényktp-tartomanyokon
kiviil van, fennall, hogy

Asig < 0. (11.91)

Ezekhez az eseményekhez lehet talalni olyan — az eredetihez képest allando sebességgel
mozgd — koordindta-rendszert, amelyben az A és a kérdéses (pl. D) esemény azonos idé-
ben zajlik, csak a helyiik més. (Ez azt jelenti, hogy az ' tengely dtmegy az A és D
ponton). Ekkor az eseményeket a helyiik szerint lehet szétvalasztani, ezért ezt a tarto-
manyt térszerinek nevezik.

ct
A fény

X

A
11.16. abra. Egy tomegpont mozgasanak vilagvonala a négyestérben

Ha az események sorozata egy tomegpont mozgésa, akkor a négyestérben abrazolva a
mozgas olyan pontok 0sszessége, amelyek mindegyike azt adja meg, hogy adott idoben a
pont hol van. Ezek a pontok kirajzoljdk a tomegpont vildgvonalat (a 11.16. dbran AB).

Mivel a témegpont sebessége véltozhat, a tomegponthoz nem rendelheté hozza egyet-
len inerciarendszer, hanem a pillanatnyi sebességének megfeleléen mindig més és més
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inerciarendszerben van nyugalomban. Ilyenkor a tomegponthoz rendelhetd sajatido a
mozgas soran allanddéan valtozik, ezért a vilagvonalat elemi szakaszokra kell bontani
(a 11.8), és a sajdtid6t ezekre kiszamitani. Ezt az elemi sajdtidét a ds® invarians inter-
vallumnégyzet segitségével a

ds VA d2 — da? — dy? — dz?

C C

dr = (11.92)

Osszefiiggéssel kapjuk meg. A kifejezésbdl lathatd, hogy az elemi sajdtidd is invaridns,
hiszen az invarians intervallumnégyzet gyokébél egy invarians skaldrral (c¢) valé osztassal
kaptuk.

A kifejezést atrendezve azt kapjuk, hogy

1 dr)? dy 2 dz\ 2 U2111
dr = dt 1—— [( dt) +(E> +(§) = dt 1—%. (11.93)

Ebbol a teljes AB véltozasra vonatkozd invaridns makroszkopikus sajdtidot az elemi
sajatidok Osszegzésével kapjuk:

/ dt F”“<t) . (11.94)

11.6. A relativisztikus dinamika alapjai

A Kklasszikus fizikdban van néhany alapveto fontossdgi mennyiség, amelyre megmara-
dési tétel érvényes. Ilyen példdul az energia és az impulzus (lendiilet). Felmeriil a kérdés,
hogy a relativisztikus mechanikaban vannak-e ezeknek a mennyiségeknek megfelel6 meg-
maradd mennyiségek, és ezek hogyan definialhatok.

Az energia és impulzus relativisztikus alakjat a korabban bevezetett négyesvektorok
segitségével formalisan nagyon egyszertien megkaphatjuk.

Vizsgaljunk egy mozgo6 témegpontot, amelynek a témegponthoz rogzitett rendszerben
mért un. nyugalmi témege mgy. A témegpont mozgasanak jellemzésére vezessiink be egy
1j négyesvektort ugy, hogy a cdt, dz, dy, dz mennyiségeket a mq/ dr invaridns skalarral
megszorozzuk (itt ¢ a vakuumbeli fénysebesség, dr az elemi sajitidé). Ekkor az

mocdt  modxr  medy  mgdz
dr ' dr ’ dr ’ dr
mennyiségeket kapjuk. Felhasznalva a dr = dt,/1 — vgﬂl /c? Osszefiiggést, és azt, hogy
de/dt = v,, dy/dt = vy és dz/dt = v, végiil az
moUy mMoUy movy,

plll p111 pl]l pl]l
V =2 V =2 V =2 \/ =za
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négyesvektort kapjuk.

11.6.1. Az impulzus (lendiilet), a tdmeg és a mozgasegyenlet

Ha megvizsgaljuk a fent bevezetett 11j négyesvektornak az utols6 harom komponensét,
akkor azonnal latszik, hogy ezek a vy << ¢ nemrelativisztikus esetre vald attérésnél a
kozonséges impulzusvektor

D = MoVZ, Dy = movi, p. = mov? (11.97)

hédrom komponensét adjék. Ennek alapjan a relativitdselméletben az impulzust (lendii-
letet) a

p=—— (11.98)

m= (11.99)

kifejezés felel meg.

Ez azt jelenti, hogy a tomeg fiigg attol, hogy a tomegpont milyen sebességgel mozog
a megfigyelohoz képest: a tomegpont tomegét mindig nagyobbnak talaljuk, ha hozzank
képest mozog, mint ha hozzank képest nyugalomban van. Erre a relativisztikus tomeg-
novekedésre is érvényes azonban, hogy csak a fénysebességet megkozelitd sebességeknél
szamottevo, a v << c esetben visszakapjuk a klasszikus mechanika m = mg Osszefiig-
gését. A tomegnovekedést tobb direkt kisérlet igazolja, de kozvetve az a tény is, hogy a
nagy sebességii részecskéket el6allito gyorsitok csak akkor miikodnek, ha tervezésiiknél
figyelembe vették ezt az Osszefiiggést.

A tomeg sebességfiiggése alapjan varhatd, hogy a dinamika alapegyenlete sem alkal-
mazhaté a szokasos F = ma alakban. Valéban kimutathatd, hogy a mozgdsegyenlet a
Lorentz-transzformaciéval szemben akkor invarians, ha az

d d d
podp_dimv) d [ mev (11.100)

dt dt a\ L=
2

formaban haszndaljuk. A v << ¢ esetben ebbdl az alakbdl visszakapjuk a mozgasegyenlet
szokasos alakjat, hiszen ekkor a tomeg gyakorlatilag alland6: m ~ my, és igy érvényes az
~ mopa egyenlet.
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A relativisztikus mozgasegyenlet kovetkezményeit jol illusztralja az allando F' er6 ha-
tasara bekovetkezo mozgas esete. Ha a kezdosebesség nulla, akkor a klasszikus mechanika
szerint

F
t) = —t 11.101
o(t) = —t, (11.101)

tehdt a sebesség az idével aranyosan névekedve tetszolegesen nagy értéket vehet fel.
Az

d mov
F=— | — 11.102
il 7T ( )
62
relativisztikus mozgasegyenlet id6 szerinti integralasabol viszont az
Fot=_—20 (11.103)
-3
Osszefiiggést kapjuk, amibdl
(t) = % (11.104)
L+ Ty

adodik. A sebesség az id6 elorehaladtaval egyre lassubb iitemben névekszik, és a t — oo
esetben a ¢ hatarértékhez tart (nem pedig hatartalanul nd).
Természetesen ha v << ¢, akkor
mov
Ft = ———— ~ mygv, (11.105)

02

e
tehat visszakapjuk a klasszikus Gsszefiiggést.
A relativisztikus mozgasegyenlet fenti alakjanak helyességét ugyancsak a nagysebes-
ségli részecskék eloallitasara szolgdld részecskegyorsitok miikodése igazolja, amelyeknek
tervezésénél ezt a torvényt haszndljak.

11.6.2. Az energia, a tomeg-energia Osszefiiggés a relativitasel-
méletben

Annak érdekében, hogy a fent bevezetett négyesvektor elsd,

mocC
1— ”im
2

(11.106)
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komponensének fizikai értelmét kideritsiik, irjuk fel a klasszikus mechanika munkatétel
néven ismert Osszefiiggését, amely szerint egy tomegpontra haté erék ereddjének munkaja
a tomegpont mozgasi energiajanak megvaltozasaval egyenlo:

2
1 1
Wiy — /F dr = Smof — S = By — Byy = AB,, (11.107)

1

Ha a tomegpontnak nincs helyzeti energidja, akkor ez a
Wis = FEy — E; = AFE (11.108)

alakba irhatd, ahol E a teljes energia.

Szamitsuk ki most ezt a munkavégzést a relativisztikus mechanikaban, abban az
egyszerusitett esetben, amikor a tomegpontra egyetlen F er6 hat és ez parhuzamos a v
sebességgel (egyenes vonali mozgas). A tomegpontra haté F er6 az 1 pontbdl a 2 pontba

valé atmenet soran
2 2 2 2
dp
W= [ Fdr = h dr= [ vdp= [ v(p)dp (11.109)
1 1

1 1

munkat végez.
A szamitas elvégzéséhez meg kell hatdroznunk a v(p) fliggvényt. Ezt a

2,2
p? = 00 (11.110)
T2
Osszefiiggés segitségével tehetjiik meg:
2 2 2,2
2 U™ 9 9 2 2, P 2 2 cp
p —p g—mov = p = <m0+c—2)v = v —m, (11111)
amibdl azt kapjuk, hogy
oip) = ——L (11.112)

Behelyettesitve ezt a munka kifejezésébe, az integralds konnyen elvégezhetd, és az alabbi

eredményt kapjuk
Wia = cy/m3c + p3 — cy/mic? + p?. (11.113)
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Ez azt jelenti, hogy, ha nincs helyzeti energia, akkor a munkatétel alapjan az energianak

az,
E(v) = cy/mdc? + p? (11.114)
kifejezés felel meg.

Alkalmazva az impulzus relativisztikus kifejezését, ebbol azt kapjuk, hogy

2.,2 2.2 _ 02,2 2,2
E(v) = ¢y |mie + 200 = ¢, [T~ MoV F MY (11.115)
-2 —
amibdl kovetkezik, hogy
2

B(v) = ¢ (11.116)

’U2

-z

Nézziik meg most, hogy mit kapunk ebbél a v << ¢ esetben. Vezessiik be az a = v?/c?
véltozét, amelyre teljesiil az a << 1 feltétel, igy ha az 1/4/1 —v%/c? = 1/4/1 — a kifeje-
zést az a valtozé szerint sorbafejtjiik, akkor megallhatunk a masodik tagnal, tehat azt
kapjuk, hogy 1/y/1 —a ~ 1+ 1/2 - a. Ennek megfeleléen 1/1/1 — v2/c2 ~ 1+ 1/2 - v?/c?.

Ezzel az energiara a v << ¢ kozelitésben az

1
E(v) = moc® + §m0v2 (11.117)

Osszefiiggést kapjuk, aminek megvaltozasa valéban a klasszikus mozgasi energia megval-
tozasaval egyenlo:

1 1
E(v2) = B(v1) = 5mov; — 5movy. (11.118)
Eszerint az
2
p=_C (11.119)
2
—a

illetve a tomegre vonatkozé m = mg/+/1 — v2/c? Osszefiiggés felhasznalasaval kaphatd
E = mc? (11.120)

mennyiséget tekinthetjiik a tomegpont energidjanak. Ezzel a tomegponton végzett munka
a

Wis = mac? — mic® = A (mcg) = 2Am (11.121)
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alakban irhaté fel.

Figyelemre méltd, hogy az energia megvaltozasa a tomeg megvaltozasabol adodik,
hiszen az E = mc? dsszefiiggés szerint az energia a test tomegével van egyértelmii kapcso-
latban. Ebb6l kovetkezik, hogy m tomeg egyben mc? energiatartalmat jelent, és forditva,
minden F energiatartalom E/c? tomeggel (tehetetlenséggel) jar egyiitt.

Az 6sszefiiggéshbol az is kovetkezik, hogy egy rendszerben az energia és a tomeg val-
tozdsa mindig egyiitt, egymdssal ardnyosan torténik a AE = c2Am 6sszefiiggésnek meg-
felelen.

11.6.3. A nyugalmi energia és a tomeghiany

A Kklasszikus kozelitésben kapott
2 1 2
E =myc® + ™MoV (11.122)

Osszefiiggéshdl latszik, hogy a relativitaselméletben a klasszikus mozgasi energianak meg-
felelo kifejezés:

E,, = mc* — moc?. (11.123)

Ez az energia a v = 0 esetben — a klasszikus mozgasi energidhoz hasonléan — nulla lesz.
Ezt a kifejezést és az energidra bevezetett E = mc? 6sszefiiggést felhaszndlva az ener-
gia az

E = E,, + myc? (11.124)

alakba irhaté. Ebbdl lathatd, hogy a relativitaselméletben egy nyugalomban 1évo test
(E,, = 0) is rendelkezik

Ey = mgc? (11.125)

energiaval, amit a test nyugalmi energidjinak neveznek.

A tapasztalat azt mutatja, hogy ez a nyugalmi tomeghez rendelt sajatenergia nem
pusztan matematikai konstans, hanem valoban fizikai realitassal bir: a nyugalmi energia
részben vagy egészben at tud alakulni masfajta energidva (pl. elektromégneses sugar-
74ss4), s ilyenkor a nyugalmi témeg is a AEy = Amgc?® Osszefiiggésnek megfelel6 médon
valtozik meg. Ennek kisérletileg is ellenérizheto esete az atommagok tomeghidnydval kap-
csolatos.

Az atommagok tomegének mérésébdl az deriil ki, hogy egy atommag tomege kisebb,
mint a magot alkoté szabad nukleonok (protonok és neutronok) tomegének Gsszege. Ezt
a tomegkiilonbséget tomeghidnynak vagy idegen széval tomegdefektusnak nevezik. Ha
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az atommag nyugalmi témegét My-lal, a proton nyugalmi témegét myo-lal, a neutronét
mpo-lal jeloljiik, akkor az atommag tomeghidanya

Amo = Nmno + Zmp() - MO (11126)

(Z a protonok, N a neutronok szama a magban).

A jelenséget a relativisztikus tomegformula segitségével lehet megmagyarazni, az
atommag energiaja ugyanis mas kotott nukleonok esetén, mint nukleonokra szétszedett
allapotaban. Ennek oka a kovetkezo. Az atommagot alkoté nukleonok azért maradnak
az atommagban, mert vonzzdk egymast. Ez azt jelenti, hogy a magnak kiilonallé6 nukleo-
nokra valé szétszedéséhez munkat kell végezni, tehat a nukleonokra szétszedett rendszer
energidja nagyobb, mint az atommagé (a tobblet a befektetett munkabdl szarmazik). A
kotott allapotban 16vo rendszer (az atommagban kotott nukleonok) Ey,.e energidja, és a
szétszedett rendszer (szabad nukleonok) Fy. energidja kozti

AE;, = Enua — Prnag (11.127)

kiilonbséget az illeté atommag kdtési energiajanak nevezik.
Ennek alapjan a nukleonok szabad és kotott allapota kozti Amg tomegkiilonbség — a
tomeghiany — a két allapot kozti AFE), energiakiilonbségnek felel meg, amit a

AE, = Amyc? (11.128)

Osszefiiggéssel tudunk szamszertien is értelmezni.
Mivel az atommag és a nukleonok tomege is mérhetod, ez az Osszefiiggés mddot ad az
atommagok kotési energidjanak egyszertt meghatarozasara:

AEk = Am002 = (Nmno + Zmpo - Mo)Cz. (11129)

11.6.4. A négyesimpulzus, az energia és az impulzus Osszefiiggé-
sei

A fenti meggondolasok szerint az energia és az impulzus harom komponense, vagyis
az

_ Mol _ Moty _ Mot (11.130)

mennyiségek négyesvektort alkotnak, amelyet gyakran négyesimpulzusnak neveznek. Eb-
bél kovetkezik, hogy az

E® —p; —p, — p: (11.131)
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mennyiség invarians a Lorentz-transzformaciéval szemben.
Kimutathaté, hogy egy kdlcsonhatdsok nélkil mozgd tomegpontra a négyesimpulzus
allando, ami az jelenti, hogy

E =allandé és p = éallando, (11.132)

vagyis az energia- és impulzusmegmaradas torvénye egyetlen megmaradasi torvénnyé
olvad 0ssze.
Az energia bevezetésénél az energia és az impulzus nagysaganak Osszefliggésére az

E =mc* = c/m3c? + p? (11.133)

kifejezést kaptuk. Vizsgaljuk meg ezt az Osszefiiggést abban a specialis esetben, ha a
vizsgalt objektumnak nincs nyugalmi tomege (pl. elektromagneses sugarzas). Ekkor az
energia és az impulzus kozott az

E = pc (11.134)

Osszefiiggés érvényes. Ezt az Osszefiiggést az elektromégnességtan torvényeibdl is le lehet
vezetni, ami nem meglepd, hiszen a relativitaselmélet az elektromégnességtan torvényeit
nem modositja.

Az E = mc?® és az E = pc 6sszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy egy nyugalmi témeg
nélkiili objektum impulzusa csak

p=mc (11.135)

lehet, vagyis csak fénysebességgel mozoghat.

A forditott allitas is igaz: egy fénysebességgel mozgo objektumnak nem lehet nyugalmi
tomege. Ezt az mc? = cy/m2c? + p? és a p = mc sszefiiggések felhaszndlasdval lathatjuk
be. A két 6sszefiiggéshdl kapott

me® = cy/mic® + m2c? (11.136)

egyenlet négyzetre emelése utan azt kapjuk, hogy
m?ct = m2c* + m?c?, (11.137)
vagyis

mo = 0. (11.138)
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11.6.5. A korfrekvencia-hullamszam négyesvektor

A négyesimpulzusbdl elemi kvantumelméleti osszefiiggések felhasznaldsaval konnyen
kaphatunk egy 1j négyesvektort, amit a hullamtanban hasznalhatunk fel.

A kvantumelmélet szerint az elektromagneses hulldimban terjedd fotonok energidjara
és impulzusara az

E=hw, p=hk (11.139)

Osszefiiggések érvényesek, ahol w a hullam korfrekvenciaja, k pedig a hullamszamvektor.
Igy az

(E,p) (11.140)
négyesvektorbdl az invarians skalar h-val valé osztassal kapjuk az
(w, k) (11.141)

négyesvektort.
Mivel a négyesvektorok skalarszorzata invarians, az (w, k) és a (¢,r) négyesvektorok
skalaris szorzatara fennall, hogy

wt — kyx — kyy — k,z = invarians. (11.142)

Az igy kapott mennyiség nem mas, mint a hullimfiiggvény argumentuma, ami ezek sze-
rint kiilénb6z6 inerciarendszerekben azonos.
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