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BEVEZETES

Hazdnk agrirfelsdoktatdsi intézményei k&zil ¢ Z:25r a Deb-
receni Agrartudomdnyl Egyetemen indult meg . -5
rdcidkutatds mezdgazdasdgl alkeluszdza lehsgilsdgeinek 43
modszertani kérddpeinek tudemdnyos kutetdsa. Szimitégép igény-
bevételdrdl akkor méz szd sem lehstett, emmek ellendre djabb
és Qjabb teriileteksn sikeriilt ss =lkelmaszds mddezertanl kér-
dégeinek cldolgozden, kévl szémitdésokisl teszielve a gyakor-
lati alkelmazdsok lehetlmégeit. .

A tudoményos kutatdisban toriént eldrebaladds lehetdvé
tette, hogy az orszdg sgrirfelséokiatdei intdzményei kdzll
szintdn eldsz¥r Debrecenben indiljon meg mdr 15&6l-ben fakul-
tetiv térgyként az cperdecidkutatds, valamint az operdeidkuta-
fézémezégazﬁaségi alkelmazdsa médszertanl kérdéseinek az ok-
iatdsa.

A tananye; betekintdési cngedett a halmazelméletl alapok,
a mdtrixalgebra, a linedris %ér, a linedris programozis tédrgy-
kireibe, valamint réaszlaetesebl lsmertetfBt nyijictt a Debrece-
ni Agrértudomdnyl Epyetemen kicolgozott meznbgazdasdgl alkal=-
mazdsckksl kapcsolnites mdédszsriznl kérddsekrdl, s néml lsme-
ratet adott 2 nemlinodris programozdsrdl és mds operdcidkuta-

tésl médazerekrél,

A fejidfdig-a feltdialek hidnya és5 szdmos objektiv és szub~-
jektiv akeddlyozd tinyezd ellemdre ia-tdretlen volt mind a
domdnyos kutatdsbon, nmind ez okiaidsban, s ma nir genki nem
cfrddjelaz! meg &z operdcidkutatis mezlgezdasdgl alkalmazdsea
tudoményos iutatdsinat 1id¢jogosulisdgdt és szilkedzenasdgét,
sem pedig az okiatds sxilksdgességdt. 384! Verseny kezd kiala-
Edlni ¢ terileten; aml {erndszetessn egyltt jdr vadbhajtdsok=-
tal is, de elviiathatetian, Logy ez jobb helyzetet teremt,
mint az amiker a legnagyobb problémit a szubjektiv ellendllds
ckozia, mésrdstt mint mindig, Gzy mest is igaz, hogy egy
tudomdnyg gyEzelem:a Jutdsa sckak smemiéletdnek gydkeres
megvélitozdsat kivénja és eredményesi,

v
U

Bizonyes, hopy az operdeidkuitatds elismerdsdben ds itérhé-
ditdszdban nagy sserepet jétazott, hogy ssliletése pillanatde-
télékeﬁgva nagyfokdi tdrekvés mutatiozoitt a gyakerlati alkal-
mazdsokra,

Kezdetben ez a torekvis nagy eilendlldst vdltott ki, de
helyenként ennek ellenére sikeriilt e -egg ereinényes kisér-
letl alkalmaszds ¢5 mdr 1568-ban dtadisra kerfili egy linedris
programozdssal megalapozott komplex védllalatfejlesztésl terv
ternzldeszdvetkezet sadmdra. Ettgl ktezdve - hullémvilgyekkel
tarkitvs ugyen - mind nagyobb szdmban készliltek komplex vél-
lalati fejlesntédsi ds éves tervek, mikSzben £1landdéan fejlim
46ttt ez alkelmazds médszere, ami végil is slvezotett egy auto-
matizdlt tervezési rendszer kidolgozdsfhos.



A mezfgazdasdgl vdllalatokndl 1s mindinkdbb megteremtdd-
tek a szdmitdstechnikea gépl feltételel biztositdsdnak lehe=
t8ségel, s kezdetben szerényebb, majd fejlettebdb technikal
eszkdz8k kezdtek elterjednl a mezdgazdasdgban. E véltozdaok
klilnbtzd feladatok megolddsdra alkalmas szdmitdgépes rend-
szerek kidolgozdsdhoz veszetiek. Killsndsen elétérbe keriilt a
szémviteli és nyilvdntartdsl rendszerek kidolgozdsa és elter-
jedése. Ennek nem osak az a magyardzata, hogy a szdmvitell
és n{ilvéntartéai rendszerek kidolgozdsa egysseribb lehet,
mivel ezek nem igémyelnek semmiféle bonyolultabb maetematikal
eppardtust, hanem az is, hog%ba miltra vonatkozd itények r&g-
zitése egyszeribb, kézenfekvsbb, mdsrészt, hogy a kinyvelds
68 a nyilvéndarids kitelez§ a mezlgazdasdgl vallalatok széd-
méra, meghatdrozott keretekben, amig a tervezéds és ddntés-
megalapezds = meghatdrozott keretel és ennek betartdsa ese-
tenként formdlis, gyakran nem segiti, =6t gdtolja a tervezés
ogtimalizdléssal térténd megalapozdsdt. Blzonyosan szerepet
Jétszik 1tt az is, hogy az agrdrmérnsksk még me is jobban
szeretik & kényelmesebb "tapaszialatokra, logikai megfonto-
lédsokra" alapozoit vezetdést, mint a sokkal nagyobb elmélylilt-
séget, szabatossdgot és matematikai /operdcidkutatési/ isme-
reteket igény16t. Ez utébbi hatékonyabb, de nehezebb, nagyobb
felkéazliltadget kivdn, s megfele.d Sszténzés hidnydban alig-
ha vdrhaté elterjeddse. 5

Az operdcidkutatds mezdgazdasdgl alkalmazdsa gyakran igen
hatékonynak bizonyult, s ma mér olyan szimitdgépes eljdrd-
sok is remdelkezésre Allnak, smelyek a felhaszndldékidl nem
igényelnek feltdétlenlil magasabb matematikal ismereteket, hi-
szen az adott probléma megolddsshoz szlikséges matematikal mo-
dellt is a szdmitdgép 411itja elf. A felhaszndld munkdja ez
esetben csak az alapadatok helyes mﬁg;déséra éa az eredmé=
nyek szakmal elbirdlisdra, tehdt kizdrdilag az érdemi, szakmail
munkar®  irdnydl.

Ma mir aligha vitathatd, hogﬁ a jovd a szémitdstechnlka
alkalmazdsdé. Ezt az utat & mezdSgazdasdgl vdllalatok sem ke-
riilhetik meg, és az agrdrmérntkdkkel szemben mindinkdbb ki-
vetelmény, hogy olyan cperdcidkutatdsi és szdmitdstechnikei
alkalmazdsl ismeretekkel rendelkezzenek, amelyek a szdmitds-
technika hatékony alkalmazdsdt lehetdvé teszi. Mds kérdés,
hogy még wma a gyors fejlddés idSszakdban is taldlunk agrir-
szakembereket, akik csak a 10-20 dvvel ezelSttl helyzetet
lsmerik, s ezen a szinten is gondolkodnak.

A szémitdstechnika hatékony alkalmazdsa elkégzelhetet-
len andlkl, hogy a dontésmegalapozdsban, tervezésben, szer-
vezdsben, az operativ irdnyitdsban és gazdasdgi elemzésben,
azaz a vdllalati vezetés minden terfiletén alkalmazzuk a szd-
nit&szeghnikét. E terlileteken pedig a £5 szerep az operdcid-
kutatédss.



Célunk & Debreceni Agrdrtudomdnyi Bgyetem hallgatdinak a
kezébe adni egy olyan tanmanysgot, amely feldlell a legfonto-
sabb operdeidkuiatdesl ismerctekel, eifeegitl azok elsajdti-
tigdt €3 megteremti az =2lapot mez g&sdnsgéi alkalmazdsokhox,
melyet & kés8bbi tananyagekban ismernsk meg. Mésrédszt tore-
kedtiink arra, hogy munkdnk egyldejilieg kézikdnyv jellegl is
legyen, = témpontot nyijtson a végsett hallgatéknak, vala-
mint a gyakorlatban delgezé és az operdeidkutetde irdnt ér-
deklddd zzakembersknek az operdcidkutatdsi ismereiek slasa-
Jétitdedra, illetve felelevenitésérs.

Bér a mezdgazdasdgi alkalmazdsok médszertani kérdéeeivel
riaszletssen md= tananyagokban foglalkozunk és ehelyiitt alap=
vetd odlunk az ogsréciékutatési médszerek meglamerdse, ahol
lehet a problimdi mezdgazdasigl alkalmazfsi szemléletiel tér=-
gyaljuk, azon cél £1tal vezérelve, hogy az elméletl és & méd-
gzertani ismmereteket az agrdrszakemberek gondslatvildgdban
szakmal érdeklfdési terébe helyezve megkiunyitsilk azok elsa-
jatitdedt. Bzt szolgdljdk a jegyzetben taldlhaté mezdgazda-
gégl alkalmazdsl ismerstek &s példdk is.

Reméljilk, h°§{ t8rekvéseink sikervel jdrmak ds eldsegitik
azt, hogy a joviben az operdeidkutatds alkalmazdsa szerves
része legyen a mezdgazdasfgl vidllalatl vezetésnek.






1. FEJEZET Az operdcidkuiatédardl

l.1. Az operdcicdkutatds fogalma

Operdeid miveletet, tevékenységet jelemt /pl. hadmivelet
sebfasl Eﬁvplet, pénaﬁgyi mivelat sth/. 3

Operdcidkutatds a fentiek aadegzerinti frielmezésében

miveletkutatis evékenységkutatdat jelani. )

- Az operdcidkutatds ilyen egyszari megfogeaimazdsa igaz-
sdgtartalms mellett nem eldgfti i A1taldbsn nz operdcid-
kutetdssal foglalkozdkat, sem pedig az sperdcidkutatds tar-
talmi tudominyos igényeit. Nem csoda.tehdt, ha a kElonbdzé
azerzSk klUlonbdzfképpen hatéreszik meg az operdeidkutatds
fogalmdt. 4 tEbbféle megfogalmsuzdsbll kimzirhetdk azok az
dltalénos jegiet! ane%%ek ez operdoidkutatds tartalmdhoz

OEZAtArLDZNAK, KEeE JONyegeDen B KOveLiezokben loglAila-
t8k Smaze: )

- Az operdoicdkutatds operdcié alatt dltaldhan

célirég*os operficiét /tevékenyedget, mivele~
e reelmes.

- Az operdcidkutatds olyan tude 08 = gyn-
korlatl tevékenyaségnek tekinthets, amelynek

eélja a d¥ntések elfkdaz{tise, megalapdudss.

- Az o{eréciékntatés vizagdls omAnTos
Bzemléletisl és tudominyos modsserskkel VOg-

zi, Nagy smerephez juinak v.zsgilatalban &
modellezési dés a matematikal eljdrdsok, op~
Timumszami tAs] _modsneres.

Az Angol Operdcidkutatési Tdrsamdg az cperfoidkutatds
fogalménak meghatdrozdsdra az a2ldbbi definicidt fogadia
el: "Az operdcidkutatds & tudominy médszereinek alkelma-
zésa a nagy emberi, gépl, anyagi és pénziigyl médamerek
irényitieggak, vezatdsdnek komplex problémdira az ipar-
ban, a kereskedelemben, a k¥zligazgatdsban és & honvéde-
lemben, Jellegmetea kozell{téml mddis e rendszer itudomd-
nyos modelljének megalkotdsa olyan idnyesfk mérése li=-
jén, mint a véletlen és & kcokdzat, amelyekkel az alter=
nativ dontéeek, stratégldk és irdrnyitdsol eredményel
elére szémbavehetsk és Jsssehasonliithatdk. C4lja, hogy
segitsen 8 vezetdsnek politikdjdt és ceelekvégeit tudo-
ményesan megalaposnd!

Mint minden definicidé, Ugy ez is vitathatd. Egyrészt
az agarﬁcidkutatéa teriiletdt nem Lshet - €3 egyre kevdmbé
lehet - az ipar, kereskedslem, a kdzigazgatds £s honvéde=
lem terfiletére salikiteni.
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Eppigy alkalmazhatd a mezdgazdasdg, a kdzlekedds $s hirkéz-
1¢s, a politoldgia, a szocioldgla, pszicholdgia, biolédgia
a2th. teriiletsn, illetve maz élet minden teriiletén. Az sem
biztos, hogy a véletlen tényezdket és a kockdzatot ki kell
emelnl a tEbbi tényezdk koziil. Az viszont alighanem kie-
melendd, hogy az opericidkutatds egzakt vizsgﬁgatoknt, ma-
tematikal médszerek alkalmazdsdt, de mindenképpen egzakt
ndolkoddsmdédot jelent. Legitbbszdr bonyoldlt rendszerek—
tel foglalkezik, emelyek matemsatikal vizsgdlata szdmitds-
technikel eszkdzdk alkalmazdsdt teszl szliksdgesss.

Amennyiben az operdcidkutatds célja, hogy segitaen a
vezetéenek politikdjdt &s cselekvéselt tudoményosen megala-

coznl, akkor az operdcidkutatdst & dontésmegalapozds tudo=-
nyinak tekinthet] 5 k
1 A

. k soran tudoményos, matematike
o et hasznil fel. Az operdcldkutatds tehdt nem egyen-
18 = dYntéssel, vagy a vezetdssel, csupdn a helyes dontéds,

célszeri vezetds megalapozédsinak eszkdze. A ddntés mega-
epozdsa a dontéseldkészitést, a tervezsst /vdllalatgazda-
4zi, termeldgl, techmoidgial, termeldssszervezési, operativ
irenyitdsi tervek elkészitéset/, a ddntdsi alternativdk ki-
dolgozdsdt mindenképpen magdbafoglalja.

w0

m

1.2, Az operdcidkutatds kialakuldsa, tortémeti dttekintés

Az operdeibkutatds kialakuldsdi a IT, vildghdboritdl
dmitjdk, amikor is siratéglal, hadmivelell tevikenységek
gtervezésdben alkalmaztik 411it6lag eredményesen. Felme-
iiltek példdul olyan feladatok, hogy milyen nagysdgd hajé-
konvojolkat célszeri Usszedllitani és azokmak melyik lehetad=-
zes tengeri dtvomalon célszerd katondkat, vaegy hadianyagokat
a2 tengeren dtszdllitani. Szdmiteani kell arra, hogy az ellen-
sog meg skarja akaddlyozni a szdllitmdny célbasdrkeszésst,
feideritést, majd tdmaddsokat végez e szd4llitményok ellen.
L dntéenél figyelemmel kellett lenni arra, hogy a nagyobb
hajdkenvej negyobb véderdt képvisel az ellenséges tdmaddsol--
21l szemben, de lassabben halad, gy az ellens gnek t8bb
411 rendelkezésre & felderitéare és a tdmadasckhoz, A
sebb hajdkonvej orsabban mozog, rovidebb 14 alatt te-
i meg = tengeri divonalat, de kisebb véderejénédl fogva -
bezhetSbb, Mdardszt hasonld probléma vetddik fel az dt-
nal megvélasztésa tekintetében, mivel a révidebb Utvonal

1 hez kevesebb 1d48re van ugyan szllkség, de az

nadég 41tal jobban ellenlrzbtt €z femndll a veszélye,

& hajdkonvojokat hemarsbb felderitik, hosszabb dton
zont megneheziil & felderités és a tdmadds, de erre az
enségnek t¥bb 1d6 €11 rendelkezésre.

4 hébori. befejezdse utdn a haditevékenység céljdra kifej-
legztett eljdwdsokat a gezdasdg helyredllitdsdm, kildndsen
a kbzgasdssagl tevékenység megalapozoitabbd tételére kezd-
ték egyre inkdbb alkalmeszni, vagyls az operdcidkutatds



- mds teriiletek mellett - kdzgazdasdg. alkalmazdsok terii-
letére tevfdoti 4t. Természetesen, min.: £ltaldban minden-
nek, igzy a matematikal eljdrdsok kizgazdas alkalmaszs -
sénak is messze a miltba nyild gyskerei talalhatdk.

A matematikdnak a kizgazdasdigl tevdkenysigben valéd al-
kalmazdsa irdnti igény 1§gyegébsn a XVIII, szdzadban je-
lentkezik, Mér Francois gueanaz kizgazdaségl tabldzatai-
ban megtaldljuk & linedris programozds modelljének legegy-
szer(ibb példdit., guesnag kézgazdasdgl tdbldzataltMarx is
zgenidlis Htletként 3Sriskelte.

A XIX, sgdzad kbzgazddszal kizlil kiemelkedik H.G,
Csernisevszkij, kinek kzgazdasdgi tanulményait Mar 1]
nin is nagyre oridkeltdk. PMir sok Eéldébél 13thattuk,
milyen médszereket alkalmaz & politikal gmzdasdgtan a ma-
ga feladatainak megolddsdra. Ezek a mdédszerek matematikal-
ak, S ez nem 1s lehet mdsként, hiszen enmnek a tudomdnynak

a térgyai mennyiségek, amelyek megszémldlhatdk és mérhetdk,
8 ceupédn szédmolds és mérés Utjdn foghatdk fel."

/N.G. Csernisevszkij: Izbranniie ekonomicseszkije proizve-
gyenlja. III. 51. oid. Gaszpelizdat 1948./

Tameretesek Marx djratermeldsi séméi és "Matematikal
fiizetel", amelyek arrdl taniskednak, hogy Marx ieg igen
nagy figyelmet szentelt a kizgazdasdgli jelenscgek matema-
tikal elemzésének. Lenin tovdbbie]lesztetle Marx djrater-
melési sémdit, és igen nafy jelentfpdéget tulajdenitott a
Jelenségek matematikal leirdsdnak és elemzésének.

Z,Walras 1874-ben mir egy bonyoldlt matematikai modellt
dolgozott ki. JeBsJs Pourigi na:g matematikus 1823-ban
elészér vizagdTia meg a linedris egyenletek rendszerében a
legkisebb maximélis eliérés meghatdérozdsénak probléméit.

A feladatot & sokrétd halmsz legalsdé pontjdnak megdllapité=-
séra vezette vissza. Médszere az egyik csicspontrdl s mésik-
rs valé sorozatos eltoldsbdl £11t, vagyid tulajdenképpen

a jelenleg szélep kdrben alkalmazott ssimplex médszer alap-
J4n 411t, Az § géldéda tekinthetd a legrégibb linedris
programozdsi példdmak.

A valészindsdgazdmitéds €5 sok mds terfileten kifejtett
munkdssdge mellett jelentSs mértékben jdrult hozzd a lined-
ris sgyenletek és egyenlStlenségek mélyebb megismeréséhes
is K.F, Gaugs /1826/. Algeritmuat dolgezott ki normdl
egyenletek gyakorlati megolddsdra. Cramer svédjci matemati-
kus 1150-ben a linedris egyenletrendszerek megoldésdra be-
vezette a determindnsokat. P.Gordan 1873-ban tételt dolge=
zott ki, mely szerint a nem negativ homogén egyenletrend-
szernek van megolddsa, amelyben legaldbb egy vdltosd pozi-
tiv, ha & misodlagos rendszerben az éles egyenldStlenssgek-
kel nines megoldds. HoMinkowski transzgozioiévul alkotott
tétele, J.Farkas 190Z=ben publikdlt tétele alapvetid jelen-
t8eégli a matematikal programezdsi feladatolmdl, F,Stimke
1915=ben kiegészitette Gordan tételdt.



A magyer szdrmazdsdi Neumann Jdnos 1928-ban megjelent
"Minimax" tételében tovdbbliejlesztette Emil Borel munkd-
jdt, s ezzel lerakta a linedris egyenlsTlenscgek elméle-
tének metematikal alapjdt. Elméletének jelentdsége akkor
bontakozott ki igazén; emikor Morgensternnel egylitt 1944-
ben kiadie alapvet§ mivét. /Neumenn J. - Morgenstern O.:
Theory of Games end Econcomic Behaviour, Princeton, 4o/
1932~ben jelent meg. "Az dltaldnos gazdasdgl egyensily
nodellje"” ¢, munkdja, melyben a linedris programozds di-
namikus modelljét fogalmazta meg. A tovdbblakban is ve-
zetd szerepet jitszott a tudominy sok terliletdn. Kiildnds-
gen nagy volt & hatdsa az atomenergia és az elektronikus
szdmitdstechnika fejlfdésére. Az USA-ban 1945-ben kezd-
38k el az elsl elektronikus szdmitdégépek sorozatgydrtd-
g4t, melyet Busch készitett Neumann Jénos részvételdvel.

A XX, szdzadban a kdzgazdasdgtan fejlédsse, &3 m ren-
delkezésre 4116 informdcidk mennyiségi ndvekeddse és
nindségének javuldsa mindinkébb lehetdvé teszl, hogy a
rozgazdasdgl kutatdsokbaen az elméletl modellekrdl az empi=
rikus modellekre térjenek dt. Ezt nagyban elfsegitette
az is, hogy a reprezentativ statisztikali megfigyelés <s
becslés modsmerének kidolgozdsa lehetdvé tette mind $5bb
kézgazdasdgi jelenadg megfigyelését, illetve becslését.
Kezdték alkalmazni & jelems gek vizagdlatiban a regresszi-
¢ analizist, emely a jelenségek kizdtti kapesolatok mé=
lyebb feltdrdsdt teszi lehetdvé, a trend analizist, intra-
poldeidt 43 extrapoldcidt, a jelensdgek idébeli vdltozdsd-
nak vizsgsilatédra,

Jelentds lépés 4z Sszténzd volt a tudomdnyok fejlldé-
zében, hogy a Szovjetinicdban mdr a szooclalizmus épitésének
2188 éveiben kiil¥nbdzd mérlegszdmitdsi mdédszercket dolgoz-
talk ki, majd pedig az 1923/1924. évre megszerkesztették a
Szovjetinid népgazdasdgl mérlegét. :

 W.Leonhieff, lsmerve a Szovjetinidban végzett mérleg-
észicigsel kapogclatos munkdket 1936-ban megalkotta az
emerikal gazdagdgra vonstkozd mérleget, a rédforditds és
Sermékkitocadtds amerikal mérlegét. Leontieff érdeme,
nogy & kombindlia eldssbr a termelésl mérlegnek és a tér-
zedalm! termék, 1lletve a nemzetl jovedelem elosztdsénak
tibldzatait és a mérlegnek matematikal értelmezéat adott.

1.¥. Eentorovics szovjet matematikus hosszi évek sordn
foglalkozott & matemetika tervezési feladatokban vald fel=
haszndldsdval. 1939-ben megjelentette részletes monogrdfid-
jé%, amelyben eldszor tdrta fel, hogy a legfontosabb terw
melési feladatok nagyrésze itiszidn matematikai alakban kife-
jezhetd. /L.V. Kanterovics: Matematicseazkije metodil
organylzacil 1 planyirovanyije prolzvodsztva. Izd. LGU.
Moaszkva, 1939/.
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Véleménye szerint ez 1ehet6sé§et ad arra, hoéi a feladato-
kat mennyiségi oldalrdl kizelitsiik meg €3 szdmold eljdrsd-
sokkal oldhassuk meg. Szdmos olyan, a termelés szervezése
é3 tervezése kbrébe tartozd kérdést tett vizsgdlat térgyd-
vd, melyeknek kiiltnbdz5 megolddsai lehetnek, s ezek kBzil
kell az optimdlisat kivdlasztani, A probléma megolddsa
olyan matematikal szélsférték feladatokhoz vezet, melyek-
ben a vdltozdk linedris fliggvényeknek &s korldtoknak van-
nak sldvetve. A feladatok megolddsdra Kantorovics & meg-
0ldé szorzdk mddszerét dolgozta ki. Munkassiga sok tekin-
tetben megszabta a linedris programozdsi mdédszer tartal-
mdt és tovdbbi fejlédssét. Eéasdbbi munkdssdge sordn is
igen jelentds mértékben jérult hozzd s matematikai progra-
mozds fejlSdésdéhez. Mint Dantzig irja "Ha Kantorovics el=-
85 munkdit megjelendsiik idején megfelels médon srteékeltdk
volna, gy lehetséges, hogy napjainkban a linedris prog-
ramozés mér lényegesen messzebb tartana, mint jelenleg.”
/G.B. Dantzig: Linear Programing and Extensions, Prince=-
ton University Press, Princeton. New-Jersey, 19@3./

A misodik vildghdbord, majd azt kivetSen a gazdasdg
helyredllitdsdnak feladatal nagy lokést adtak a tervezési
médszerek fejlesztése irdnydban. Az USA-ban kiiléntsen az
1947=-49-es években indult meg & linedris programozdsi méd-
szerek kidolgozdsa. 1947-ben G.B, Dantzig kidelgozie,
majd 1951-ben publikdlja a szimplex médssert, mely roha-
mosan terjedt el az egdsz vildgon és nagymértékben fellen—
ditette a matematikail programozds elméletl kldolgozdsdt
és gyakorlatli felhaszndldsdt. Az operdcidkutatds fejlddését
1947 utén mehéz lemne nyompnkﬁvetni /me mér bibliogrifidja’
is t8bb kotetet tesz ki/, ezért csupdn a fejlidés néhdny
fontosabb vonatkozdsainsk felvdzoldsdra szoritkezunk, a
teljesség igénye nélkiil.

L.V, Kantorovics tovébbi munkdssédga, valamint M.K, Ga=
vurin, V.A. Z8igalier, G.S. Rubinstein, Sz.N. Cse 1kov
%8s masok mankass & SzovjeLuniobam & malemaLika Gercm,
valamint a konkrét alkalmszdsokra vonatkozd példdikkal nagy-
mértékben hozzdjdruliak a matematikai programozdsi médsze-
rek kifejlesztsséhez ds gyakorlati alkalmezdsdnak elSbbrevi~
teléhez, A matematikai programozds elméleti tovdbbfejlesztés
sével egyidSben foglalkoztak a szdmitdsi eljdrdso. kidolgo-
zésdval is. fgy pélééul a terv fokozatos javitésdnak mdédsze-
re é3 a szorzdk alsd és felsd ertékhatdrdnsk mdédszers
/LeV. Kantorovics = V.K, Zalgaller: Raszcsot nacionalnovo
ragzkra,f promislennid maEer%anv, Lenizdat, 1951./, a
gzorzdk javitdsdnak médszere /L.V. Kantorovics: Matemati-
cseszkaja metodil orzanizacii i plemyirevenyije proizvodszi-
va. izd. LGU. 1939/, a potencidil mdédszer szdmitasi felada-
tok megolddsdra, /L.V. Kentorevics = M,K, Gavurin:
Primenyenylje metematicseszkin metodov V vVOprossah analiza
gruzapotokov, Izd. AN. SzSzSzR. 1949./ Jelentds munkdk.



A,J, Goldmann és A.W. Tucher, valamint D, Gale-- H,W.

Kuhn 5 W, Tucker a dualis Teladatokkal foglalkoziak.
G.B, Dantzlgz, D. Gale - H.W. K¥hg - AW, Tucker £s a magyar
S% zasu ;gaa Séang imutattak a iineEEIa programozég
é8 8 métriz-jatekelmdlet ekvivalencidjdt. Sok kutatd foglal-
%ozott asszimplex médszer tovdbbfejlesztdéadvel, gy HoM.

agner, S, Vajda, G.B. Dantzig, 4. Orden, Ph. Wolfe

rkovitz sthe. ’degenarac 5] péoBIeméivai fogIaIEoz%ak t6b-
e 0z0tt A. Charnes, W.W. Cooper, A. Hendenson, E.U,L.

eale.

C.E, Lemke dolgozte ki s dudlis szimplex médszert.
Ehhez haso Beale vezetd vdltozdk mdédszere, T.S. Motzkin
relaxdcids médszere, A, Ordens ~ L. Goldstein, C.B. Tompking
projekcids médszere, valamint T.S. Wotzkin - H, Reiffa -

GsLe Thomgonm = R.M. Thrall kétmeghalarozos mOdSzere.

GeBs Dantzig - L.R. Ford — D.R. Fulkerson 1956-tan
eéy olyan modszert Q0lgoznak Ki, mMely & line4ris programo-
zas primdlis és dudlis feladatdt egyidejiileg oldja meg.

Médazerilk lényegében azonos Kantoroviecs egylitthatdk javitd-
sédnak médazerével.

S.I. Gass, T.L. Saatxi Jelig Kallag és mdsok a paramet-
rikus programozasyal foglalkoztak, rogan megindult a
fejlédés a nemlin 4dris programozdssal kapcsolatban is.

A, Charnes - C,E, Lemke $s E,U, Beale konvex célfiiggvény

alkalmazdsat vizsgaltdk. Dantzig, W. Frank - P, Woife és
E.W. Barankin, R, Dorfman, H, ﬂErEoinz A.W. Tucker és

H.W. Kuhn a nEEIEEeEEis 7§3E3n5 a Evadratikus/ programozds—
sal foglalkoztak.

A hiperbelikus programozdssal eldszdr Marios Béla foglal-
kozott, akitSl az elnevezés is szdrmazik,

A blzonytalan koriilmények kozttti, vagy sztochasztikus
programozdssal foglalkoztak J,M. Danskin, GﬁB' %%Etzig
é8 R. Rader., A sztochasziikue progremozasna nosen
nagy Jelentisége lehet a mezfgazdasdgli alkalmazdsokban.

Az egdazéritékld programozds mdédszerdvel foglalkozott

R'EE Gunoixl S. Beer, G.B. Dantszig. A dinamikus progra-
mozas e nevehez Iuz « Sok tekintetben uj
nogvil!im“i a dinamikus modellek kérdését ké-
8ébb L,S, Penirjagin.

Bdr az operdcidkutatds teriletein mind a tudoményos
kutatdsban, mind a gyakorlatli alkalmmzésban a leglatvéd-
nyesabb & matematikal programozds teriflletein voli a fej-
16dés, az 1tt elért -ignrek. valamint Gjabb és Gjabb tu-
domdnyterilletek kialakuldsa és gyors fejlddése /rendszer-

lmélet, kibermetiksa ormicidelmélet, elektronikus
3 8 sgami ek programes 8 ejlesztett
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kiilonbGz§ programnyelvek stb./ més operdcidkutatdsi elw-
jérdsok létrejsttét és fejl8dését eredményezie.

Ma mér azt sem lehet pontosan kirvonalasni, hogy hel
a hatdr az operdeidkutatds, Skonemetria, statisstika tu-
domdnydgak kdzttt.

A szd11it4sl feladatok optimalizdldsa linedris prog-
ramozAssal 1s megoldhato, de igen jelentds méret mo-
delleket eredményez. A feladat megolddsdra kifejlédtek
més médszerek im, amelyek k&sziil leginkdbb a disztribu-

cids médszer, s Karda-Vogel féle médszer lsmert.

Birzonyos teriileteken - dsszefliggésvizsgdlatok, prog-
nosztizdlds stb. - el8térbe kerlltek & termelss -
vények &s a faktoranalizisg,

Edldnssen a tevékenység amzervezds teriiletén a Efééﬁ
elméletre alapozott hdlétsrvezésl mdédszerek /CPM, /
bizonyuiliak hasznosnak, s esetekben a sorbandlldsi
cblémik médszertanl megolddsei kecsegletnek tudomi-
nyos és gyakorlati eredményekkel., Kiiltndsen olyan ese—
tekben, amikor a megoldandd probléms nem fogalmaszh .8
meg egyértelmien amalitikus modellekkel, valamint ami-
kor a bizonytalansdgi tényezdk nagy szerepet jdtszanak,
illetve amikor nem az optimum meghatdrozdss a cél, ha-
nem egydltaldn valamely rendszer viselkedésének vizsgé—
lata stb. nagy ezereplik van a szimuldeids médssereknek.
Ez természetesen nem jelenti azt, Hogy & 2ZimMUlACLOE
médszerek alkalmazdsdval elvetjik az optimalizédldsra
vonatkozd igényeinkei., S6t mint Csébfalvi Kdroly irja
"a digitdlis szimuldcid nem s szGha Jjohets opf%malizélﬁ-
si e 4850k egyike, henem bdrmilyen ismert egzaki, vé-
ges, iterativ, Monte Carld bdzisu vagy heurisztikus ope
timelizdldsi elJdrdsnak mintegy "fékpadul" szo g .
Egyszerd példdval élve: ha ezy szdllitdsl problémdt a
linedirs programozds médszerével kivdnunk megoldani,
érdemes az egész szdllitdsi rendezert egy olyan sgység—
gel egyiitt szimuldlni, amelyben a szdébanforgd szallita-
si probléma az emlitett linedris programozdsi mddszerrel
esetrdl egetre megolddédik. Ilyen értelemben dgyazza be a
szimuldeids modell az egzakt programozdési médszert, gy,
mint ahogy & motorok prubajératési?oz a valésdgos késdbbi
kirnyezetet utdnozze egy fékpad, Altalédban az operdcidku-
tatds szdmos mds mbédszerének biztosithatunk a szimuldei-
6s modellekkel redlis kérnyezetet, {gy nem til szerencsési
ha a szimuldeldt csupin egysb médszerek alkalmozas: lehe=

5 a4 EKozZgazaasag=

alati gaz odea

tanban, K&zgazdasdgi s Jogi Kényvkieddé. Budapest,
1973. kdnyvhdz {rt "Bevezets a megyar kiaddshez" ianule
mé.nya /14001&0/

Szimulac a



Valéjdban az em egvmént
zdrva mé s

i —_——
cgymast klezegziive,
etve a vizs roblome liayegéner mindig & leg-

jdbbln megfeleld médszert ;aéy médugereket alkalmazva

nydjthatnak hatfkony segitsdiget.

Hazdnkban jelentfs munkdt végaziek az operdeldhbuta-
tdsl mdédezerek fejlesztise és alkalmazdsa terén Acgzél

Istvdn, Araté Métyds, Beoskay Zoltdn, Bod FPeter, Ceath
B edolia, CsakL Usabs, Chepinssky Andor, TRervarl JEmos
33%2 Gdza, RAAAT L-Lvan, Enn OF UYOTZYy, KOFNAL Janos,
KEBE% Béla, LIptak Taris

amAs, WATTos Btla, Neszdrcs SAndor,
o8 B 5 Pal, Prékora Indras, “ebestyén Jo-
ZEe on_Gyor Dzap Jeno. Theigs e, TGGh Jozsel,

e o o
8 or eg SOK.

A mezfgezdasdgban az operdclikutatds alkalmazdsdnak
elffutdraként taldwm & G.J. Stigler-félec didtdval kapcso-
latos feladat megolddsa EaEintgeEE; amelyet New-York-ban
a "Matematikai tébldzatok" csoporijdnek munkatdrsa,
Ladermann 1947 végén oldcott mez & nem sokkul ezeldtt ki

do1gozott szimplex-mdédszer ellendrzése alkalméval.

HnsGE%zdhsggi térhéd{tdem valdjdben az 1950-s3 dvekben
11 m'sc

EN

A mezfgazdesdg’ alkslmazdsokban jelsnifs szerepet
jétszott E.O. Heauy az IOWA~L Allami Zgyetem professzora,
a Msgyar 08 Akadémia tiszielstbell tagja, a
Debracenl Agrdrtudomdnyi Egyelam hororia causa dokiora.
A Szevjetunidban a sgzakma Jelea képviselsje volt & kez—
deti iddszakban R.G. Kravesenko. A XGST orszigok méw
1964=ben Prdgdban megtartotiak o matematiksl médszerek
mesSgaadasdgi alkalmazdse tsmakirben az I. Nemzetkdal
Tudoményos Szlmpdziumet, ami tulajdonképpen az cperdeld-
kutatds mezSgazdasdpgl alkalmazdsdval fozlalkozott,

Magvarorszdgon az 1950-ecs évek misodik feldben indult
meg a mazdgazdasagl alkalmazdsokkal kapeosolates tudomdnyes
kutatds, Az Gtt6rd Sebestyén Jézsef az Agrirgazdasdgi
Kutatdintézet munkatdrss volf. 5iz0 lsmert munkdja "4
termeldsi érték &8 a £5bb termeldsl tényealk kapesolata

a termeldssztvetkezetekben”. /Usete L, szerk., A termell=
szbvetkesetek lizemgazdssdgi kérdései/ Akadémie Kiad$,
Budapest, 1959. Kéadbb foglalkeuzott a termelési szerke=
zet optimalisdldedval a termelde terilleti elhelyezésének
optimalizdldsdval, majd népgazdasdpgl szlntd vizsgdlatoka:

i.

Az elsé kisérletekhez gyorsan zdrkdzott fel a Dabra-
ceni Agrirtudomﬁnyizﬁfyetem,.&hal-Tﬁth Jozsef 1958-ban
kezdstt el foglalke az oper#eicdkutatds mezbgandasdgl
alkalmazdsdval. A tudomsdnyos kntatds iit kezdetidl fog~
va StvzddUtt a gyakorlatl zlkalmazdsokkal, amelynek



eredménye tobb alkalmazds médszertanl megoldds kimunkdldsa
és elméleti vizsgdlatok elvégzése. Viszonylag hamar 1961-
ben az agrdrfelsdoktatdsi intézmények k&ztit elsfnek a
Debreceni Agrértudo: i Egyetemen inddlt meg =z operdcld-
kutsatds oktatasa 'gazdas matemsa an, q;gyEEnE.

Xz elsd jelentdsebb publikdcid a témakidrben 1961-ben je-
lent meg /Téth J.: A takarmédnyndvények vetésteriilete opti-
mélis ardnydnak meghatdrozésa. Statisztikai Szemle, Buda=-
pest, 1961, 12, sz. valamint Téth J.: Az lzemi ta -
termelés optimdlis szerkezetének meghatdrozdsa linedris
programozdssal, Doktori értekezés 1961./ 1964-ben

Sebestyén Jézseffel egyiiit képviseltfk Magyarorszdget a
prégal I. Nemzetk¥zli Szimpdziumon 2-2 elfaddssal.
1963=-ban Pillis P&l publikdlje f8ldhasznositdsi opti-~
rogramozdst felhaszndldé munk&£jdt,

mumok c., & line 8 D
{gggtﬁsseti és Szfléaszeti FSiskola Kiadvdnya, Budapest,

1967-ben jelent meg Mészdros Sdndor:Mitrégydk hatékony-
sédgénak vizsgdlata €3 elosztasa matematikai mddszerekkel.
/Gazddlkodds, 1967. l. s58. Budapest./ Munkdja dj lendilletet
adott a matematikal eljérdsok mezSgazdasdgl alkalmazdsa
terén a figyelem felkeltésdnek.

1969-ben Csdkl Csaba publikélja sz Oroshdzi Lllaml Gag~
dagig szémdra linedris programozdis alkalmazdsdval készitett
fejlesztésl tervet /Gazddlkodds 1969. 1l. sz. valamint
Akadémiai Kiadd, Budapest 1969./

A tovédbblakban egyre bSvilt a kire asolnak, skik az
operdcidkutatds mezdgazdasdgl alkalmazdsdval kezdtek fog;
lalkozni, bévilt a gyakorlatl alkalmazds kire is. Ez utob-
bit tekintve Jjelentds szereg:t Jétszottak a technikal fel-
tételek megteremtése, az alkalmazds mddszertani ﬁroblémik
igyr:‘célazerﬁbb megolddsa és hatékony szoftverek kifej-

esztése,

1l.3. Az operdcidkutatds helye, kapcsolata mds
tudomdnyokkal

A tudomdnyok fejlddése mind nagyobb differencidldédds-
hoz, mind t5bb tudoményéé kialakuldsdhoz vezetett. A bo=-
ny~lilt vildg megismerésdt a tudemdnyok differenciilddésa
réaszben elfsegitetie, részben gdtolta, hiszen az egymdasal
szoros kaposolatbsr 18v#, sokeldall jelenadgeket ezymdstdl
elszigetelten csupdn az egyes tudoményok szemszdizébsl éa
egzktzrendazerelt alkelmazva aligha lehet valdésédghien
vizaiélni é3 megismerni. Szilkség volt tehdt arra, hogy
e llandé integrdldddsi folyamat is végbemenjen a fudo-
mggyok kdrében és kialaskuljansk olyan hatdriudoményok,
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amelyek t6bb tudomdnydgat Usszekapcsolva vizsgdljék bonyc=
141t vildgunkai. Ilyen esetekben viszont mindfg felvethetd
& ksérdés, hozy vajon az adott, méds tudomdnyok hatdrteriiie-
tén 1évé tudomdnyok 5pdlld tudomdnynak tekinthetfk-e? Az
is tegadhatatlan, lhozy ez operdcldikutatds elvdlesztdéddel
folyemeta az egyes tudoménsgmkfél rég jslenleg is folya-
matban van, mésrdszt, hegy az operfcidkutatds killonféle
tudoményok /matemstika, kozgazdasdgl tudomdnyeck, hadi
tudendnyok, szecioldgla, stb./médszereit éa eszkizeli
alkelmazza €2 c¢dlja valemely rendszer /napjalnkben legin-
kébb valamilyen gazdasdgl rendszer/mikddése, irdnyitdsdl,
szervezdsl, tervemdsi, d&ntéamegalgpozési probléméinak
eélszeri megoldédsa. Ennek megfelelfen az cperdcldkutatds
sgercs kapesolatban van a matematikdval, hiszen eszkidztdra
nagrrészt matematikai. Szeros a kapcsolata a rendszerelmé~
lettel, hiszen vizsgdlatsi dltaldban valamely rendszer mi-
ktddesére irdnyilnak. Tzen szoros a kapcsolate a kiberneti-
kdval, hiszern vizsgdilatéinak 8§ célja a rendszer irdnyitdsa,
Ilyen szemponthdl is elvitathatatlen kapescizta a veuetés
és3 azervezésiudomdnyokkal éeg /minthogy Az irdnyitds szer=
ves régze €s nélklilézhetetlen eszkize a megfeleld informélt-
sdg/ az informicidelméletitel.

De mz operdeidkutatds nem veszi &t a veszetés mpzerepdt,
csagéy a vezetdi 4¥ntések megalapozdsdit segiti, viszont
mint ilyen szeres apcsolathan van a dintéselmslettel.

Easetenként szinte el sem lehet hatdrolni az scperdeid-
kutatdst a staiisztike $s az Skonometria egyes teriiletétél,

anazon midszerek az egyiknédl is a mdsikndl is felhasznd-
légra keriilnei.

Ag operdcidkutatés vizegédldddsl tdrgydt kllonbSzd rendsze-
rek képezik. E rendszerck valdsdghi, tudomdnyos megitélése
lshetetlen az adott rendszer tirvénvezerdségeit feltdrd mds
szaktndomdnyok ismeretsifl 48 eredményeik felhaszndldadtél.

A pazdasdgi rendezserek vizsgdleis elképzelhetetlen a
k¥zgazdagdgi tudomdnyok, valamint az adott teriileitel kap=-
ceointog szektudomdnyck /mezlgazdasdgban pl. a nivényter-
meszidsl, dliatienyénziéal, kertészeti, gdépesitési, tech-
nolégial, talsjtami stb., 88t ezek tud os alapéait ké=

ez kémiail, fizikai, bioldgial atb. tudcmidnyci/ nélkdl,
ERts: 18 adbaik, hogy & operdoickututést team-vk /manki-
cgoportok/ mivelbetik hetdkonyan, vagy az operdcidkutatid-
nak el kell sajdtitanie mindazon tudoményos lmmereteket,
amelyek az £l%ala vizegdlt rendszersk mikddését befolydsol-
jék. A mdsodik vildghdbordban, mdér az operdcidkutatds kiaw
lakildednak kezdoifn = haddszati probidudk megolddsa so-
rédn olyan csoporiokal szerveziek, amelyek tagjal katonal
szaksmberek, matematikusok, statlesztikusok, kdzgazdiszok,
biclégusok, pszicholdgnsok 42 mds tudoménysdgak képviselli-
b8l diitak Bseze.
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Az ogeréciékutatés & jelenségeket lehetSleg matematikal
eszkdzokkel vizsgdlja és nagyobb részt bonyolult rendszerek-
kel foglalkozik, amikor is a rendszer vizsgdlata jelentds
adatfeldolgozést &= boniolﬁlt matematikai szdmidat igényel,
amelyek elvégzése szdmitdstechnikal eszkdztk nédikil legtdbb-
8z6r elképzelhetetlen. Ilyen szempontbdl szoros kapcsolatban
van a szdmitdstechnikdval. A szémitdstechnikdt eszkizként
hagzndlja fel feladatainak elldtdsa sordn.

l.4. Az operdcidkutatdsl munke folyemata

Az operdcidkutatdsi tevékenység - mint arrél mir szdé volt
- nindig valamilyen rendszer mikddésének vizsgdlatdra ird-
nydil, célja a rendszer miktddsére vonatkozd irdnyitdsi /veze-
tésl/ dontések megalapozdsa, s eszkizdédil matematikal mbdsze-
rek szolgdlnsk. A munke fdzisait a ssakirodalom sokféle mé-
don irja le, a munkafdzisok t3bb vagy kevesebb szakaszra
t8rténd bontdedval, esetleg sorrendiséé felcserdlésével, Me=
rev elhatdroldst tenmy 4ltalfben nem célszerd és nem is sailk-
géges, hiszen a munkdk folyamata, szakeszokra bontdsa is
fligg az operdecidkutatds személyi és térgyi feltételeitsl, de
az egyes szakaszok ismétlSdhetnek, sgymdst 4tfedhetik atb,
Célmzerd azonban valamilyen 41talinos rendezd elvet kialaki-
tani, amelyet aztin kemkrét felidtelek alapjfm mlkalmazhatunk,

Az aldbbiakban a ssakiredalem figyelembevétielével és gya-
korlati tagaaztalataink felhaszndldsdval megkiséreljlik az-
gp.iéeiétu atdsl tevékenység rovid leirdsét munkafdzisokra

oniva.

A reondszer elemzése

Az operdcidkutatdel tevékenység mindig a vizsgdlanddé rend-
szer megismerésével, elemzdadvel kell, hogy kezdddjin. Ennek
sorén szakmailag, teérben és idSbem koriilhatdroljuk az adott
rendszert, amelyre vizsgdlateinkat irdnyitjuk. Meghatdreszzuk
a rendszer elemeit és egymds k3z&étti kaposolatait, e kapeso-
latek lényegdt és mibenlétét, a rendszernek és elemeinek kap=-
csolatait mds rendszerekkel /kiils8, remdszeren kivili kapcso=-
latok/, a rendszer viselkedését, a rendsser viselkedésére ha-
té tényezfket s korldtokat é€s a rendszer viselkedésében meg-
mutatkozd torvényszeridsdgeket stb., s természetesen meghatd-
rogzuk a rendszer céljdt atb.

A rendszer elemzése sordn arra it8reksziink, hogy feltérjuk
s rendszer jelenlegi Allapotdt, helyzetét, miltbell viselke=
dését és kBvetkeztesatink a rendszer vdltoztatdsdpak, illetve
a mikddégdben elérhets vdltestatdsoknak e lehetSségeirSl is,
Ennek sordn dltaldban eljutunk egy olyan koncepeild kialakité-
séhoz, amelyben meghatdrozzuk a rendszer vdltoztatdsdmak le-
hetdségeit és korldtailt, nem dintve természetesen a konkrst
védltoztatdasok tekintetdben csupdn lehetdsdgeit kérvonalazzuk,



- 18 -

A rendszer modellezése

A remdszer megismerfsdt, elomzésdt kévethetl a rendszer mo-
dellezése. Ennek sorén mindenekel®tt megheatdrozzuk, hogy milyen
matematikal modelleket alkalmasunik, majd blztositjuk a modell=-
hez sziikadges paramétereket /a modell adatbdzisdt/, a2 modellt
létrehozzuk, megolijuk, varidnsszdmitdsoklii végulink és azok
eredményeit elemezsziik,

A modellezés segitsdgével Altsldban eljutunk velamilyen
elméleti, vagy gyakorlati kdvetkezteidnhez, illetve ddn*éshes,
sigzen a vizsgélatalnkat /e varidnezdmitdsckat/ mindaddig
folytatjuk, amig megfeleld eredményhez el nem jutunk,

Az eredménvek gyslorlaii bevezetéss

Amennyiben a modellazss sordn
vagy dontéshez Jutolitunk, skior kitvatkezik snnek a gyskorlai~
ben t8rténd haszmositdsa. Ennek sordn elméletd, ilietve gya-
korlatl kdvetkeztetégeinket felham ¥uk a dontdsak, a stra-
tégidk €5 takiikdk kiamlakitdsdhoz, illeive amennyiben d3ntéat
hoztunk szt a gyakorlatban vigrehajtiunk.

wagfeleld kivetkentetéahsz,

1.5. Hodellsic

Az cperdcidiutatda foge
rél, hogy "jellegzates ktzelil
modelljapek magallcidea®, 3 az eldbbislk
operdeidkutatdsl tevékenyodg lényeges munkafdz

GSHe

hogy az
> 8 modellie~

Nyilvan felmerdl a ksrdds, hogy mi a medell?

A modell az objektiv valdsdg tobbdwkevémbd hil képe. Nem
maga az ohjektiv valosag, nem ls apnok pontos mésa, osak
tEbbé=kevigbd hi tikre, 2z ember Altal & valdsdgrdl alkotett
leegyszerdgitett képe Lz egyszerlisités gyakran kénysueri-
8égb6l /& valdedg immaretének hldnydbél, a valdsdg dltalunk
nem kdvethets bomyolilitsdgdbdl sth/, miskor célszertadghbdl
/a lényegre vald kcncentrilés érdekében & zavard, mellékes
tényezdk kizdrdea/ mdddik,

A modelleket hdwom £& tipusba mzokde sorolni, dgy mint:

8., Kfpszeri modellek

A képszerd modellek a valdsdgot képszerden jelenitik meg,
Jellemzdjiik, ho gtetilkusak és ceak skkor védltoziathatdk
meg drielemsszeriien, ha as eredetl rendszer Lz megvditozik.
Ilyen képszerd modell a fénykdp, a mskett, a menetrend, stb.



- 19 -

b., Analdg modellek

Az analég modelleket az %ollamzi hogy & ma;lfigyelt
valdésdg és a modell jellemzdi kés0tt azeros kapesclat
van. Az analég medellek viszonylag kénnyen védltoztatha=
ték és alkalmasak dipnamikus Seszefilggések vizsgdlatdra
is, Analég modellek pl. a térképek, a grafikonok, a fom
lyamat-4brék, a kisérleti £llatok és & névények, stb.

©e, Szimbdlikus modellsk

Szimbh6likus modellek esetén a vizsgdli folyamat egyes
tényezdit és a kdsztilk 1évS kapcmelatokat matematikai
szimbdlumokkal fejezzilk ki, Ilyen medellek alkalmazdsa
sgrdn nem jelent problémdt a vdliczdsok hatdsdnak elem-
Zona,

Arra is loshet8ségiink van, hogy konbig%%t nnd-liukEt
alkalmazzunk. Igy pl. a szimulécide modellek /emelyeskkel
késbbb részletesen meglsmerkediink/ részhen analég, réss-
ben szimbélikus medellek.

A gazdapdgmatematikai médezerek alkalmazdsa sordn

killdndsen fontos szerepet Jdtasanak az ecpiimalisz
modellek. E modellek it5bb szempontbdl osz 3

Az o%g!; tevékenységek természete smerint megktilin-
béztet :

B, !u%itg;uu medelleket, amikor a modellben szereplS
eleni tevékenysége felytonosak, tehdt tirt drtdéket
is felvehetnek. Pl. a termelt tejmennyiség lehat 1500
1%:-:, 1501 liter, 1501,5 liter, vagy 1501,75 liter,

' L]
Ehuonldtégpon & biza Atlagtermése hektdronként lehet
2 %, 2,5 %, vagy 2,54 © sth.

be, Diszkrét modellekei, amiker a modellben szerepls
elemi tevikenyssgek Eizarslag disskrét tovétonylé%ok
lehetnek, tehdt csak egéaz éridket vehetnek fel. Igy pl.
a munkaerd lehet 500 £5, 501 £§, stb., de nem lshet
501,5 £5 vegy 501,22 £&. Hasonléképpen nem tudunk véaé-
rolni fél vagy negyed traktort, sib.

6., Vegyes modalleket, amikor a modellben mind folyte=
nos, miiisxiiIg'EIiEEiﬁt tevékenglégok szerepelnek. Pl.
ha egy vﬁliala folleaztésl tervet kémsitilnk, a termelt
tej-, vagy termékmennyisdgek t8riéridicet is felvehetnek
tehdt folytomos tevéksnysegek lehetnek, de a ba-sars-ndk
gépek csak egész éridkek lehetnek.
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Alteldban a gyakorlatban a felyionos modellek vannak
jobban elterjedve, mivel azok kezeldse matematikal éa
ozdm{tdstechnikal ssempoutbll sckkal sgyszeribb. Ha
azonban a folytones modell nem alkalnas & valdség dbrd-
zoldasdra, hanem amusk lényepes lesgyszerieitését igény~-
1i, - esért esstleg gyakorlatilag hassndlhatatlan vagy
félrevezets ereadményhsz vezet -, kénytelensk vagyunk
diszkrét vegy vegyes modellt alkelmazni.

4 modellek agserini is esstdlyozbaték, hogy paremé=
tereik pontosan meghatdrehatd komstansok, vagy olyan
véletleantdl fliggS menmyisSgek, amelyek ¢.-téket caak
bissnyos /e 1 kisebh/ valdezinisdggel itudjuk meghe-
tdrozni. Ilyen szempontbil megkildnbostetink,

8., Determinisztikus modelleket, amiker & modell pa~

raudterel egyortalmucn megnatArozhatlk.

Bo, Szjochesstilup modelleket, amikcr 2 modell para-
méteral v%I-!TanfEI THgzgl memnyisdgek,

Akker is sxtochessiikus medellrél beszéliink, ha vala=-
mely modell paraméisreinek csak egy része vélo%lent&l

Tiges mennyisdg.

A gazdasdgi Er 21émék természete dltaldban sziochasze=
tikus jellegi, tehdt e gazdasdegl vizegdlatok sordn a
sztochasziikus modelleknsk van prioritdsuk. Pl, & mezde
saséaaégban nen tudjuk pontosan megadni a vdrhatd termés-

tlegot, a vdrhatd teljesitményadatoxet 4z kiltsézmdato-
kat, hanem azck mlakuldsa szémos tényezlidl flhgegsd valdsmi-
nliségi v4ltozdkdént tekinithetd. A sztochasztikus modallek
probldmil azomban még tdvolrdl sincsenek colyan ssinten
felderitve, mint e determinisaztikus modellek probléméi -
bér az utdébbi iddben a kutztde e isren 1s nagy lépémekkel
halad ellre-, wzéri a gyakorlatban jelenleg dltalfban a
deterainisztikus medelleket alkalmmzzuk.

Ax optimdlis progremok meghaidrowdséngl alkalmazott
médszer szerint megkilsubiztetiink:

a., Statlikus, bey Dinamikis modelleket.

E megkilldnbiztetds kisgdrilag a médezer matematikai
ptruktirdjdra vonsthenlik &z nem & modell k&zgazdasdgl
tartalmdra. Kizgazdesdgi ssmempont®hdl dinamikua probléma
ugyenis vizsgdlhatd glatikus midszerrel is, viszont kig=-
gasdasdgilaz atatikus probldme vizsgéletind! alkalmezunk
dinamikus modssert ias.
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1.6, Gazdasdgi feladatok modellezése

A gazdasdgi feladatok modellezését az operd-idkutatdsl mdd-
szerek kozill a jelenlegl gyakorlatban leginkébb alkalmazott
matematikai programozds leegyszerisitett mdéden tHriénd bemu~
tatdsdval érafkeltetjilk, Ezzel analdg médon foghatd fel £1-
taldban az operdcidkutatds! médszerek alkalmazdsa, természe-
tesen a gazdasdgi probléma és az alkelmazobt matematikai
médszer sajdtossdgainak figyelembevételével.

Tegyiik fel, hogy valamely mezfgazdasdgi vdllalat n-féle
tevékenysdget folytathat, Egiel6re nem vizsgédljuk e tevékeny-
ségel EonEEEE tartalmdt, csak megjegyezzlik, hogy e tevékenysé-
gek jelenthetik valamely termék termelését, valamilyen szol-
gdltatds elldtdsdt, beruhdzdsi tevékenységet, stb. valamilyen
médon folytatva.

A tevékenységek - egyelére lsmeretlen - gzintist Jelsljuk

Xyy Zps seey Xymele Ezek alkotjdk a matematikal modell vélto-

zélt. E szerint Xy jelenti a je-edik tevékenyssg /i=1; 2, sees
n/ azintjét. A Yvéllalat a fevékenységeket bizonyos céllal
végzi. A ¢S5l kildnbdzd lehet, pl. mindl magasabb jovedelem
elérése, az export fokozdsa, vegy az ort cstkkentése,
stb., Tegyilk fel, hogy példdnkben a tevékenysdgek célje mindél
nagycbb jévedelem elérése. Nyilvédnvald, hogy a megiermelhetd
vagy realizdlhetd jovedelem fiige attél, hogy & védllalat a
klilonb8z8 tevékenységeket milyen szinten és milyen ardnyban
folytatja, azaz ha a megtermelhetd vagy realizdlhatd jovedel-
met :—vel Jel®dljilk, annak nagysdga az e véltondk flizggvénye
vagyls

/1.1./ Z = f/xl, xz, esey xn/.

Az {gy megfogalmazott fiiggvényt océlf énynek vagy haté=
konys £ énynek nevezzilk. Természelesen & védllalalt a cél

J0obb megveldéaitdsdra itvrekeszik, pl. mindl t5bb jovede~
lem elSrésére, vagy minél t8bb export termék elddllitdsdra,
vagy minél kevesebb import anyag felhaszndldsdra, stb. Az

X1y X5y seey X, vdltozdk dridkeit tehdt Ugy kell meghatdroz-

nunk, hogy & célfiiggvény azok mellett a legnagyobb, vagy a
legkisebb értéket vegye fel, vagyls keressiik a célfiggveny
maximumét vegy minimumdt, szaz szdlsd /exirem/ Srioken, AZAZ

i P g Z = ffxl, Xy seey xn/ = extrem.

A kii18nbtz6 tevékenységek foldteriiletet, munkaerdt, eszko-
zdket $s anyagokat igényelnek. A rendelkezésre 116 fildterii=
letet, munkaerdt, eszkizdket $s anyagokat dltaldban itermelée
gl erdforrésoknak, vagy egyszeriien erSforrdsoknak fogju
nevasni,



/Egyelore ezek raszleteaebb vizegdlatdtdl eltekintiink./ Az
forrdasok egy része korldtozctit mennyiségben 411 rendelke-
zégre, vagyis azok felhaszndlhatd nennyisége adott. Jelsl-
JjUk 8z r-edik erdforrdsbll rendelkezésre 41146 mennyissget
br-rel -

Az er8forrdsok felbaszndldsdra mérlegeket irunk eld.
A mérlef egiik pldalén ialﬁlgﬁk a2 aaofg erSforrdsdbdl a
gzlksegletet, & masik o a Bz _abbol rendelkezasre

me! ségat. Mivel a Ounb0z0 erdlorrasokbol lelme—
18 szﬁ%nggIei szintén az x. értékek fliggvénye, az x. ér-

tékeket dgy kell megvédlasztani, hogy a mérlegek két oldala
k¥zttt megfeleld, dlialunk eldirt reldclId legyen. Eldirhat-
Juk, hogy & mérles Kot oldalan levs memnyledgek pontosan meg-
esyoznenek, vagy, hogy az egylk oldalon levl mennylség nem
lehet tGbb, mint a mésik oldalon.

E szerint tehdt keressiik az X1y Xpy eeey X vdltozdknak

azokat az értékeit, amelyek mellett a célfliggvény extrém
értéket /maximumot vegy minimumot/ vesz fel, amomban az

X1y Xy eeey X védltozdknak ki kell elégiteniiik még bizo=-
nyos mellékfeltételeket, amelyeket mérlegegyenletek

/1la34/ ¢i/‘xl' Xoy eesy ﬁ._‘/ = brl

vagy mérlegegyenlStlenségek

/leds/ Py/Xs Xoy eeey X/ < By
illetve
[leS5a/ d’ifxl’ 32’ ssey xn/ 2 bl"

alakjéban fogalmazhatunk meg.

Az igy meg:oga;mazott mérlagegyenletekat, illetve mér-
legegyenlStlenségeket mérlegfeitételeknek, vagy korlétozmd
feltetelekmek szokituk nevezni.

AZ Xyy Xpyy ewey Xp védltozdknak ki kell még elégiteniiik
az un. hatdrfeltételeket, /Oskar Ial Optimdlis dontések.
Kdzgazdesagl es Jogl Konyvkisdo, Euﬁapest 1966. 51. 6./

vagy nemnegatlvitéSL reltﬁteleket azaz
/le6o/ Xy Xy seey Xy > 00




e I

A /1l.1./ formuldban kizdrdélag azt fogalmasztuk meg, ho,

a célfliggvény Srtdke /pl, a jovedelem tdmege/ a killdnbdz
tevékenységek méretétsl fligg /a killinbdzs termékekbfl ter-
melt mennyiségektll, a szolgdliatdsok kiterjedésdidl, stb./
5 8 /1.2./ formula szerint azok szintjét dgy kell megvd=
lasztani, hogy a célfiiggvény extrém értéket vegyen fel
/pl. a lehetd legnagyobb jovedelmet érjlik el/. E formmld-
han'egyalﬁre még azt sem konkretizdljuk, hogy a céltﬂgf—
:én%ktgféke /z/ hogyan, milyen formdban fiigg az xy val-

[+}1 -

Kizérdlag e célfiiggvény alapjin esetleg az mutatkozna
célazerinek, hogy a vallalat csak egyféle tevékenységet
folytagson, esetleg minden hatdron tdl ndvekvd mértdkben,
Azonben mint arrdl mdr szd veolt, a kiilonbdzd tevékenyséd=-
gek erdforrdsokat igényelnek, amelyekb8Ll korldtozott
mennyiségek dllnak s vdllalat rendelkezésére, behatdrolva
a kiilonbdzd tevékenysigek leketséges méreteit. Pl. ha a
vdllalatnak adott foldteriilet 411 rendelkezésére, g azt
maradék nélkill fel kell haszndlnia a termelés céljéra,
ez a teriletmérleg egyensilyénak biztositdsdt kivanja
meg. A teriiletszliksdglet szintén az x. vdltozdktdl fiigg,

/valamlilyen formdban/, = ez képezl e mérleg egyik olda-
14t (éifxl' X,y eeey X,/), 8 meghatdrozott mennyiségi
terlilet 411 rendelkezdsare /br/' ami & mérleg mdstk olda-

14t adja. A mérleg két oldala kozdtt meghatdrozott egyen-
silyt kell biztositani, azaz ha a teriilet pontos felhasz-
nédlisdt kivdnjuk, a mérleget mérlegegyenlet alakjdban kell
megfogalmazni /l.3./.

A punkasrde §s eszkizfelhaszndldsra vonatkozd mérlege~
ket viszont dlteldban egyenlftlenség formdjdban fogalmazzuk
meg, vagylis nem irjuk eld, hogy pl. minden hénapban ponto-
san és meraddk nélkdl fel kell haszndlnunk a rendelkezésre
8116 munkaerdt, hanem csak azt kdtjuk ki, hogy nem hagz-
nélhatunk fel t6bb munkserdt, mint amennyl rendelkezésre
811, azaz & munkaerd felhaszndldsdra egy felsd hatart,
felss korldtoi frunk eld, de lehetdvé tessazik, hozy azt
ne hasznaljuk fel teljes mértékben. /Mezdgazdasdgi vdlle-
latokndl #ltaldban lebetetlen olyan tervet Yaszedllita-
ni, emely minden hdénapban a munkaerd teljes ¢z maradékta=-
lan felhaszndldsdt biztositja. E kivetelmény modellbe
épitéme megoldhatatlan problémdhoz vezetne./

Més esetben = mint késdbb ldtni fogjuk - eldirhatumk
alsé koridtos is /l.5./, pl. megkivdnhatjuk, hogy bizonyos
Termékekbdl, vagy termékesoporitokbdl legalébb egy meghatéd-
rozott mennyisdget termelni kell.
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A /1.6./ formuldban eldiriuk, hogy az x; értékek nem le~
hetnek negativ menny?sdgel. A_?éllalatvazaiﬁ termégzetesnek
tartja, hogy nem termelhet pl.-~100 hektdron bizdt vagy kuko-
ricdt, vagy nem adhat az dllatok elé =10 kg-ot valamely ta-
karményfélesdgbll. A matematikdban azonban valemely egyvenlet-
rendszer vagy egyenlltlenségrendszer megolddsa negativ ortae-
et 18 eredményezhet, illetve, na ez nem kivdnatos, vagy nem
engedhetd meg, azt kiilén feltételként kell eldirmi.

© A mérlegfeltétel-rendszer /mérlegegyenletek &s egyenlét-
lengégek/, vagy maskent a korldtozd feltdtelek rendazere
:.7-1.30/ - /1.5-/) és & hatarfeltetelek /1.6. a an az
=y vdltozdk t&bbféle varidcidjdt megengedik, azaz tdbbféle

megoldds is lehetsdéges. Ezek azomban nem feltétlendl egyen-
Er%EEueE, s oflszeri kivdlasztenl k¥ziiltk azt, amely bizo=

nyos cél, vagy célok szempontjébdél leginkdbb megfelel a gya-
korlati megvaldsitdsra. A kivélagztds kritériumdt a célfigg-
vényben fogalmazhatjuk meg.

A gyakorlati alkalmazds sordn - mint 14tni fogjuk - nem
egyszerd probléma a ¢glfiigovény kizgazdagdgl tartalmdnak
meghatdrozdsea, :

A matematikai programozds, s ezen belill a cdlflizggvény
dltaldnos problémdjdt igen vildgosan fejti ki Oskar Lange,
2 matematikei programozds elméletét a raciondlis cseIeEéEs—
r81 87618 dltaldnos tudomdny részdének Tekinti, azaz &

Eraxeolégiéhaz sorelja. /Oskar Lange idézett kdnyve
=1le Do

A gazdasdgi programczds szempontjdbél legfontosabb praxeo-
1dgial eljdrdsi elvnek a raciondlis gazddlkodds vagy a gaszda-
gdgossdg elvét tekinti, amelymek k3t Yaltozatat EE?%nESzfe-
TL meg:

e. 4 legnegyobb ercdmény elve: ha adoit eszkizrdforditds
zellett a kithzdtt e¢él maximalis fokdt érjik el.

be & logkisebb esshiprdford{tds., vazy as esskisikkel vald
sakardEcssia elve: ne acz adost oS vagyis a cel eldre meg-
hatdrozott %ogaf7 legkisebb eszkdzrdforditdssal érjik el,

L gapdasdgossdg elvének két vdltozatdt Oskar §gﬁge egyen-
Sridkinel tekinti. "EL lehet mutaini, hoay a raclonalis gaz-—
ddlkoddn elvének min valiozata egyenériékd. Lényegében

a raciondlis gazddilksodds elvének mdsodik védltozatdt alkal-
mazve - adott eszkizkészles melleit - végeredményben a cél
megveldaitdadnak mewindidis fokdt dérjlk el., Ha ugyanis kevew~
sebb eszk¥zt hasznadl 1 pmegvaldeitdsa meghatdrozott
fokdnak ecléréadre, vazyi onyos mennyisdgl esskézt meg-
takar{tunit, akkor azzal megvaldesitdsl fokdt megfeleld-
en ndvelni lehet ég ezc i elfrhetjilk annak maximumit."
/0gkar Tange idézett Ll > Oo/
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Helyteleniti a gazdasdgossdg elvének olyan megfogalmazdsdt,
amely a c£l legnagyobb megvaldsitdsi fokdt kivdnja elérni
a legkisebb eszkizrdford{tds melleit. Valdban, az utdhbi
megfogalmards ellentmonddsos &g Ogkar %ggga eimélete a
gazdasigossdyg elvérdl s a két valtozat egyencridkiisdgérsl
elérelépést jelent.

A matemetikai programozdsi modell dltaldnos megfogalma-
zdsa sordn nem adtuk meg konkrétan, hogy a célfilggvény
vagy & mérlegfeltételek milyen fliggvénytipust képviselnek,
csupdn azt tintettilk fel, hogy itt valamilyen fliggvénykap-
csolat van.

Mind a célfiiggvényben, mind & mérlegfelitdtelekben sok- -
téle figgvénytipus szdéba johet, azonban egy bonyolilt Iﬁgg—
vényrendszery tartalmazd modell gyakorlati ftervezésben val
alkalmazdsdnek ~ legaldbbls jelenleg - nincsenek meg & fel-
tételel, Egyszeriségénédl, kinnyebb kezelheidségénél és
megoldhatdsdgéndl fogve, ma a linedris programozisi modell
az, amely a gyakorlatban szélesebb Korben a?EEiEEzEaEB &8
elterjesztheil, mdsrdszt nagyon sok pemlinedris feladat
is visszavezethet§ linedris programozési feladatra, lllet—
ve megoldhatd valamilyen mdédon linedris programozdssal.

Ha mind a célfliggvény, mind a2 mérlegfelidételek linedri-
sak, azaz a

[1eTo/ Z= DPiZ; + DpXy + see + DX, = extrém,
és

/1l.8./ 8,q%] + 8BppXp + ees + BLX = b,
illatve

f1l.9./ Ba1Fq F 80Xy + eee + A X << b,
vagy

/1.10./ 8,1%] * Xy +oeee + BLX S D

formsban adsottak, vegyis a /1.7./ = /1.10./ a vdltozdkat
elad fokon tartelmassdl, akker linedris programoszdzi modell-
rél beszdlink. Ellenkssd esetbel DemLIReATLs ProETamoEasi

medellel dllunk szemben.

A linedrig programezds mindemek 818ttt szt a felitdiele-

wéat tarialmazza, hogy a p; €s 8, koefficienselk konstans
b

grtékek Sz nem figgrek az x. éridkek vdltozdsdidl. A vdlla-
lati %ervesds szempentjdbll nénve ez azt a feltdteleszdst
jelenti, hegy adott termékbsl bdrmilyen mannyi&eget ls ter-
meliink, egrsdgnyi bernék pl, mindlz ugyepannyi jovedelem



realizdldsdt teszi lehetdvd, o kiilonbozd eszkizdkbsl 4s
anyagokbdl egyssgnyi ternék e¢1§dllitdsdhoz mindig ugyan=-
annyit haszndlunk fel, illetve egységnyl termék eldalli-
tdsa mindig ugyenannyi munkaerdt, gépl munkdt igényel,
stb, Indokolt az a ndzet, hogy a valdsdgban a problémdk
nem ilyen egyszeriek, dltaldben nemlinedris formdban
jelentkeznek. Ha a gyakorlatban mégis a linedris prog-
ramozdst alkalmazzuk, akkor tudatdban kell lenniink an-
nak, hogy szdmitdsaink csak annyiban tilkrdzik a valdsé-
got, emermnyiben & lipearitds - jobb hijdn - mégis elfo-
zadhatdé, Ha ez nem 411 fenn, kénytelenek vagyunk nemline-
2ris programezdsi modellt alkalmaznl.

Tekintsiik az eldbbiekben megfogalmazott linedris
programozdsi modellt. Tegyiik fel, hogy Pys Pos eces
b, 8% elsd, a mésodik és igy tovdbb, az n-edik termék
egységnyi termelése /1 %, 1 ha, stb./ sordn nyerhetd
jovedelmet jelenti, mig mint ismeretes, az s Xp,
soey X 8 kiilonboz8§ termékekbsl termelendd mennyisdge-—
ket szimbolizdljdk.

Ha az elsd termdk egységnyl mennyisége /1 t, 1 ha
termelése/ Py mennyisdgl jovedelem megtermeldsét, illet=
ve realizdldsdt teszi lehetdvé, s ha az elsd termékbdl
= mennyissget d11itunk eld, akkor természetesen az
elsd termék termelése sordn p,x; nagysdgli jovedelemre
gzdamithatunk., Ha 2 szorzetokat valamennyi termékre vo=-
natkozban képezaziik, megkapjuk, hogy a kllsnbszd termé-
kek termeldse sordn - adott mennyissgeket termelve
- mennyl i8vedelem érhetd el.

A termikenkdnt nyerhetd jovedelmek Ysszege az adott

vdllalat &ltal elérheid jovedelenm tﬁmeﬁét adja, azaz
a vdllalatl Gsgszes jbBvedelem ttmege /z/, a /l.l./ sze=

ring
/lelle/ 3= PyFy F BoXp F esie T By
vagy rovidebben felirva n
5 \‘
/l.12 z = ) PsXse

g=1



v B

Ha pl. 8, &z elsd termék egységnyi megtermelésdhez
szlikséges munkanapok szémét jelenti az r-edik hdmapban
ég az elal termskbdl x) mennyiséget d11litunk els, akkor
ehhez nyilvdnvaldéen az r-adik hénapban 8,,X, munkanap-
ra lesz szlikség. Ha e szorzatot minden termékre vonat-
kozban elvégezzilk, megkapjuk, hogy a kiilsnbtzd termékek
tervezett mennyisfgének megtermeldséhez a r-edik hénap=
ban hédny munkenapra ven sziikség. Ezek Usszegezése az
adott honapban & termeléshez szilkséges munkanaspok Gsszes
mennyiségét adja, azaz az /1.9./ formuldt felhaszndlva,

i e L I 8% + BupXp toese + BT,

vagy riovidebben

n
fl.14./ Jg]_ aI‘JxJ.

A munkaszilksdglet nem lehet t¥bb a rendelkezésre
élléé illetve teljesithetd munkanapok szémdndl, vagyis
-nsl, BzaZ

n

/1.15./7 32:1 ary%; = b

Basonldé médon fogalmezhatjuk meg a gépimunka—merle-
geket, anyagmérlegeket, stb., amelyek részletesebdb tar-
gyaléaétdl e helyiitt eltekintlink.

1.7. Egyszerd példa a linedris programozis
gremisltetdgdre

A tovébbiak sordn egy nagyon leegyszerisiteti feladat
alapjén x-usgéﬁauk meg a linedris prngramozas alkelmazd-—
si lehetSsfgdt, megvildgitva az alkalmazds gazdasdgi-
hétterst.
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Tételezzlik fel, hogy valamely mezégazdaségi vallalat
1 000 ha teriilettel rendelkezik. A rendelkezésre 4116
terlileten négyféle drunSvény termelésére van lehetdasdg,
amelyeket jeldljiink az abc kezdl naegybetiiwel, tehdt
A, B, C, D=vel., Rendelkezésre 411 a nsgyféle drundvény
termelésének kidolgozott technoldgidja,rsamely tartal-
mazza azok termeldsdnek jSvedelemszamitdsait is.

A problémdt leegyszertsitjiik §s feltdtelezziik, hogy
a termeléshez csak munkaerst haszndlunk fel. /A t5bbi
iényezd vagy korldilan mennyiségben 411 rendelkezésre
vagy egyszeriien e helyiitt vizegdlatuktdl eltekintiink./
A munkaeri-felhaszndlds idinyszerissge azonban gziik—
ségenss Teszi annak VEzngIa¥E¥, Eosy az év kiilonbozs
idoszakdban hogyan alakul & munkaerd-sziikséglet. E
tekintetben legaldbb havi részletezssre van szlkssg.
Az egyszeriség kedvésrt példdnkban csak két munkacsics-
idSszak vizsgdlatdt végezzilk el, azaz csak az I.,
IITetve a II. iddszakot kiildnbdztetjilk meg.

A technoldgidkbll megdllapithaté, hogy az A termsk
1l hektéron vald termelése az I. csicsiddszakban 1, =&
IT, cmicsiddszakban 4 munkanapot igényel €s 1 hektdram
2 700 Ft jovedelem érhetd el., Ugyanezen adatok a B ter-
mék termelésére vonatkozdan 4, 2 és 2 700, a C termék
termelésére vonatkozdan 4, 6 és 2 900, illetve a D
termék termelémsére 2, 10 &3 3 300. Foglaljuk ezeket az
adatokat dttekinthetd formédban az 1. tdbldzatba.

Termékek technoldgial €s jBvedelemadatal 1 ha-ra

l. 8z. tdblédzat

Megnevezés A B C D
Tertiletsziikgéglet, ha L 1 1 1
Munkanapszlikséglet
az I. csucgiddszakban 1 4 4 5
Munkanspaszilkeéglet
a II, catlcsidfszakben % 2 6 10
Jévedelem, Fi 2 700 |2 700 |2 900 |3 3C0
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Mogt ez = feladat, hogy készitsiik el az adott mezfgazda-
sdgl vdllalat termelési tervét.

ElSszdr oldjuk meg a feladatot pusztdn logikai kalkulé-
cié mlapjén, ahogyan azt a jelenlegi gyakorlatban is osi-
ndljdk. Ennek keretében mindenekelott el kell démteniink,
hogy melyik terméket hény hektdr teriileten kivédnjuk ter—
melni, azaz az 1 000 ha teriiletet elosztjuk a négyféle
drundvény termelésére. Az elosztdst azonban - mivel a jo-
vedelem nagysdga nem kizdmbis a vdllalat szempontjdbdsl
- gy igyeksziink megoldani, hogy az 1 000 ha teriileten mi=
nél negyobb jovedelem elérése vdljon lehetdvé. Ezért ter-
mészetesen &z egységnyi teriileten nagyobb jovedelmet adé
termék tormelését elényben részesitjik a kevesebb jovedel-
met biztosité termékkel szemben,

A tdbldzatbbl kitiinik, hogy 1 ha-on legnagyobb jévedel-
met & D termék termeldése biztosit. Igyeksrniink tendt a D
terméket minél nagyobb terilieten, mondjuk 400 ha-on termel-
ni. Az 1 ha=-on termelhetd jovedelemtSmeg szempontjébdl a
mdgodik legjobb termék a C termék, termeljiik ezt, mondjuk
300 ha=-on. Az A és B termék 1 ha-on termelve, azonos témegit
Jovedelem elérését teszi lehetdvé, azonban az A termék
termelése elénydsebbnek ldtszik, mert kevesebb munkaerd-
réforditist igényel, ezéri mondjuk az A terméket 200, a

ermeket pedig 100 ha-on termeljiik. Ezzel az 1 000 ha
teriiletet a négy ndvény termeldsére eloasztotiuk a kivetke-
zdkdppen.

A termék 200 ha 20 %
B termék 109 ha 10 %
C termék 300 ha 30 %
D termék 400 ha 40 %
Ussgzmesen 1 000 ha 100 %

ez 1zy meghatdrozott termelési
14indl megvaldsithaté-e vagy sem.
megpydzddni, ha elkészitjlik a kil=
termelési szerkezet alapjdn
7izegdljuk, hogy & tervezett
4zihoz rendelkeziink~e elegen=-

Eldre nem tmdjuk, hs
azerkezet az adott v
¢ azutdn tud

rlegaket, &3
sdelenteryT
LLLEERCRIEE

an [

i hatdroznuzk asz hetd

: g jovedelemszinitds elké-
néBagze a technoldgisl adato-
i szerkezet adataival és az
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igy kapott szorzatokat kell “sszegezni. A fentiekben
meghatdrozott termelési szerkezet, valamint az 1. sz.
tdbldzatban rogzitett technoldgiai ds jovedelmi ada-
tok alapjdn tehdt a kivetkezd§ szdmitdsokat kell el-
végezniink

Teriiletmérleg

1+200 +1-100 + 1- 300 + 1 - 400 = 1 000 ha,

Munkanap-gzlikséglet az I. csicsidfszakban

1-200 + 4100 + 4300 + 2+ 400 =2 600
munkanap.
/l.16./

Munkanap-gziikséglet a II. caticsidészakban
4+ 200 + 2100 + 6* 300 + 10 400 = 6 800

munkanap.

Elérhetd jovedelem
2 700+ 200 + 2 700+ 100 + 2 900 « 300 + 3 300 -
= 400 = 3 000 000 Ft

Szémitdsaink alapjén kitinik, hogy az adott techno-
légial adatok alapjdn a tervezett termelési szerkezet
negvaldsitdsdhoz 1000 ha teriilet, az I, csdcsiddszak-
ban 2 600 munkanap, a II. cstdcesidfszakban 6 800 mun-
kanap szlikséges $és az elérhetd jovedelem 3 000 000 Ft.
lMost azt kell megvizsgdlnunk, hogy a 2 600, illetve
6 800 munkanap biztosithatd-e az adott vdllalatndl
é3 megvagyunk-e eldgedve az elérhetd jovedelemmel,
Amenmviben & sziiksdges munkanap nem 11 rendelkezdsre,
hanem az adott vallalat enncl EeveseEE munkaerovel
rendelkezik, vegy & jovedelmet kevésnek tartjuk, akkor
Vegy o technologiat kell megvaltoztatnl, vagy & terme-

281 smer eze;e% va Einagekfai. Ebben &% esetben
Yiszont lemat el Kel. vagezn a mérlegszdmitdsokat

és djra megvizsgdlni, hogy az igy elfdllitott tervvdlto-
zat kapacitéaiggiyét tudja=-e a vdllalat biztositani,
illetve az eldrhets jovedelem elfogadhatd-e a vdllalat

szdmdra. A termelési szmerkemet és a technoldgia véltoz-

tatdsdt mindaddig kell vopeznunk, amig e 5% an_terme=-

18sl tervhez u'unE; amel%ﬁen vaiameﬁgii mériegﬁgg eIZo-
SZamere .

zadbato a vallala

Egysserisitett példdnkban viszonylag konnyd feladat
volne t6bb tervvdliozat el8dllitdsa $s vizasgdlata de
képzeljllk el egy vdllalat komplex tervét, amikor nem-
esak négy drundvényt kell figyelembe venni, hanem az
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bsszes, az adott védllalat kbriilményei kizstt termelhetd
arundvényt, a zoldség-, a szdlé-, dg a myiimdles termelést,
a rét- ss a legelfgazddlkoddst, az dllattenyésztést, a ta-
karmdnytermelést és -vdsdrldst, sth. S6t egy-egy termék
termelsse tibbfdle technoldgiai vdltozat szerint is lehet-
séges. De a munkaerot sem ket Idoszakban, hanem legaldbb
12 id&szakban /havonként/ vesszlik figyelembe, Eggﬁgél%ggg
t lega~

kell a gyakorlati tervezés sordn a trakformérleﬁe e E
Tabb Tipusonkent Szintsn 12-12 1d08z2kot vave alapul. -
sonloképpen tekintetbe kell vennl mis gépimunka-mérlege-
ket is /pl. kombdjm, ontoczogsp, munEagép, 8tb./, anyasgmér-
Tezeket iz, takarmdnymérleszeket is stb,

Ha- §sszedllitottuk ezeket a mérlegeket, kideriil, hogy
egyik-mdsik mérleghben a aszilkséglet és a kapacitéds nince
Usazhangban., Most vdltoztatjuk a termelési szerkezetet
vagy & technoldgidt, vagy mindkett8t, OUsszedllitjuk a mér-
legeket, g Ujra nincs minden mérlegben Osszhang, s6t le-

hetsdéges, hogy aziltal, hozy megteremtettilk valamely mérile
asszﬁansjaf, ezy masik mirlesben Azt felboritotbtuk. Nagyon
sokszor kellene a tervet a;ﬁol;ozn%, hogﬁ valamennyl mer-
egmben o0sszpanso eremitsunk, 8 ral « 0lQ.

rre a mezogazdasagl vallalatok vezetdinek aligha van le-

hetdségiik, ezért sok esetben némi javitgzatéssal csak a
mérlegzek ldtszdlagos Gsszhangidt teremtik meg. Mint ldt-
ni fogjuk

ogJjuk, a matematikai programozis esyik fontos eldnye
ippen az, hogy & modellben fi elembe Vel Osszes mér%e-
eE Tssziang 4t biztositias

Térjink most vissza egyszer( példédnkhoz. Adjuk megz a

logikai kalkuldcidnak azt az eldnyt - bdr gyakorlatilag

ez igy soha nem sgikeriil -, ho feltételezziik, olyan ter-
vet gikeriilt az elsd 1Spdsben készitenilink, ahol a mérlegek
Osszhangban vannak, mondjuk az I. cstcsidiszakban pontosan
2 600 munkanap, a II. cslcsidSszakban pedig pontosan 6 800
munkanap €3 1 000 ha termdteriilet 411 a vdllalat rendelkezésé-
re. A logikai dton Ssszedllitott tervet tehdt mindenképpen
jonak, illetve elfogadhaténak tarthatjuk, hiszen valsmennyi
mérlegiink Ssszhangjdt biztositottuk s a tervezds sordn
nagymértikben Srvényesitenl tudtuk azt az elvet is, hogy
mingl jYvedelmezdbb termelési sgzerkezetet tervezziink meg.

Tegyiik fel azonban, hogy a vdllalat ennek ellensire sze-
retne mezgySz8dni arrdl, hogy van-e lehetdsds sz eldbbil
tervadél jobb, jovedelmezdbb terv Sseszedllitdsdra. A leckét
gy edia fel az operdcidkutatdnak, hogy az adott termelés—
Technolosiakat vave Tizyelempe, LegzZitgenl ecy OLyall Lerme-—
[¢ai tervet, amely nontosan 1 000 ha teriilet h nogitasat
tegzl lenetove, 9 8% cabcsidoszak )0 _munka-
nap, 8 L1, cgucgidos: 800 munkansn relh@gz-

J&0 PORTOSAN
nalédsaval jar, de a lshetd lesnagyobb jovedelmezosScg eléré=—
gel biztositja.

3




egfogelmazott feladatbdl in-

a termeléstechnoldgiai ada-

I Zorrdsokra megadott adatokat

& serkezetet, amely 1 000 ha te-
2 600, 1lla 7o 6 BOO munkanap felhasznalasaval a

obb aoveﬂelmau biztos ;tga. Ennek alapjdn az
formulas gy =lakitjs 4%, hogy az egyes termdkek

$re felbaszpdlt teri leuet ismeretlenként kezelil,

z A jermék termeldsire forditott teriiletet

c-=gyel, a B termik termelésére forditott xz-vel, és igy

svébb, zy-mal, illetve x,-gyel jeldli. Ennek megfelelSen
F1.15./ formuldt & kivetkezlkdéppen alakitjuk 4t: /Azokat
bozstansskat amelyeknek éris ke 1 természetesen elhagy-

Teriletméries
iz, + 1x; + Ix; + 1x, = 1000 ha

"nkanan-sziikgézletl mérleg az I. csdecsidfszakban

1z, + 4z, + 433 +2x, = 2600 munkanap

sn-griilksérleti mérleg a IL. csucsiddszakban

= 6800 munkasnap

Oz + 330051 = maximum

/1.16,/ formuldnak,
egyeldre ismeretlen-

4%t rendelkesziink egy négyis-
zendszerrel /késg%b Ié% T

i Ten laginkdbb egyen-
"anoldanunm,

viny/ ma
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mennyiasdgre /1 ha-on t8rténd termelésére/ vonatkozd ér-
tékeket /technoldglai koefficienseket €3 fajlagos jove-
delemmutatdkat/, illetve az utolsdé oszlop & vdllalat

/Az utolsé oszlopban most csak egyszerien vdllalat mege-
nevezést elkalmazunk, mert az adatok az egész vdllalat=-
r2 vonatkoznak, itt még csak a rendelkezésre 4116
eréforrdasckat, a késdbbiekben adott termék vagy termé-
kek ter.uelésdnek teriiletét, s a vdllalat vdrhaté jivedel-
mét fogjuk itt megtaldlni./ egészére vonatkozd kagacit%g-
korldtokat tartalmazza. Az Xy Xpy Xy X, szimbdlumoka

- amelyek a kiilonbdzd termékek termelédsi szintj)ét je-
lentik - & fejrovatban emeltiik ki. / 2. sz. tédbldzat/

A 2, sz, tdbldzat tulajdonképpen egy olyan kiindulé
tervet reprezentdl, amikor még semmit nem termeliink,
minden vdllalati erdforrdst tartalékolunk és a védllala=-
ti Jovedelem, mint azt az utolsd oszlop célfliggvény-
adata mutatja, jelenleg még 0. Ezt a tdblézatot induld
tdblézatnak szoktuk nevezni.

Indulé tébldzat

2. 8%Z. téblézat

Megnevezés X = X3 x
termék | termék | termék|termék |Vdllalat

Tertilet, ha 1] 1 1 1| 1 co00
Munkenap &z I. 5 » 3 e
cslcgiddezakban

Munkanap & II.

catcsidSazakban 4. 2 6 10| 6 800
Wovedelem, Fi 2 700! 2 700 2 900| 3 300 0

A tovébbiakben 1épdsrdl lépéamre djabb tervvidliozato=-

kat fogunk elfsllitani mindaddig, amig az adoti felidte-
lek k& t legnegyobb jbtvedelmet biztositd %ervhoz nem

jutunk.

kitinik, hogy hektéronksnt a D
termélc ad leghiobb jo imet, tehdt természetes, hogy
ennek mindl negyobb torilleten vald termeldasdre turekssiink.
Kérdés aczonban, hogy = termeléshesz sszlikséges erdforrdsok-
b6l rendelkezdare 4116 mennyisdégek / tertilet, munkaerd/ a




termék termelédsdt hiny helidron iteszi lehetdvi.

t meglkapjuk, ha a jobbeldell oszlop adatalt /s rendel-
zéere 4113 kapacitdsckas/ elosztjuk a D termék oszlo-

oz tartozd adatokkal /a D fermék fajlagos kepacitds-

:oégletével/, azaz

1 000 : 1=1000
2600 : 2=1300
6800 : 10= 680

Mivel egylk erfforvdsbd) sem haszndlhatunk fel tSbbet,
nt emennyi remdelkezésiinkre 411, nyilvdnvaldan a terme=-

™

1
1ést a szik kereszimetszethez kell igazitanunk, tehdt a
D terméket Tegfeljebb 650 he terfileten termelhetjilk.

A D termék adatalt 680-nsl szorozva megkapjuk a D
Yermék 680 ha-on torténd termelésdhez szilkséges terlile-
tet é3 munkapap-gzlikségletet. Ha az igy kiszamitoti sziik-
zégleti esdatokat levenjuk o rendelkezésre 4116 kapacitd-
sokbdl, megkapjuk azt a tertiletet, illetve munkanapmennyi-
ségeket, amelyeket nem haszndlunk fel a D termék 680 ha-on
t6rténd termelése sordn. E szerint az eddig fel nem hagz=-
ndlt kspacltds a kvetkezdképpen alakul:

1000 =-1-680=1000~ 680= 320 ha

il
3]

2 600 = 2. 680 - 600 = 1 360

1 240 munkanap
az I, csldcsiddszakban

6 B00 =10 680 = 6 800 - 6 800 0 munkanap a

. szaz a cdlfiiggvény megfeleld

- 2 244 000 Ft

tehéi €80 ha=-on termelve, a II. csdcs=-

§ 1116 munkanapot teljesen fel-

% ¢s az I. cslcsiddszakban |
inok menmnyisdgét nem hagzndl-
5 Jbvedelem 2 244 000 Ft
repel, amely - mint késébb
teohnikail okokbdél adddik,
v <Zrtéket kapunk, ez az

than & =z szimbdélumot
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haszndljuk £z a jovedelem -l-gzeresst taldljuk.

lost az & kérddés, tudjuk-e hasznositani a még fel nem
haszndlt 320 ka teriiletel $s az I. eglcgldfszakban még
rendelkezésre 4116 1 240 munksnapot. Eigéreljlik meg an=
nsk hasznositdsdt a C termékkel. A C termék azomban a II.
cslicsidfszakban is igényel munkanapot, igy termelése csak
glkkor vdlik lehetbvé, ha egyidejfilez csbkkentiik s D ter-
msk termeldsst, @ eneltal & II. cs&csiagszaE%an i e
napot szabaditunk fel.

A C termék egy ha-on torténd termelése & IIL. calicsidl=-
szakban 6 munkanapot igényel, & D termék pedig 10 munka-
napot. Ahhoz, hogy a C terméket 1 ha-on termelni tudjuk,
a D termsk teriiletét tehdt 6 : 10 = 0,6 ha-ral cadkkente-
ni kell, Mikdzben azonban a D termék termelését 0,6 ha=-
ral cstkkentjiik, nemesak a II. cslcsiddgzakban szabadi-
tunk fel a termelésbSl 6 munkanapot, hanem az I. calcae-
idéazakban is 2 . 0,6 = 1,2 munkanapot, & egyldejlileg
1l- 0,6 = 0,6 ha teriiletet is, s ezzel egylddben elveszi-
tiink 3 300 0,6 = 1 S80 Ft jovedelmet.

Ha mér most & C termék 1 ha-on veld termelése igényel
1 ha teriiletet, de ugyanakkor a D termék termelésének
cgokkentése révén 0,6 ha-% = termelésbSl felszabadit, a
valéiégos teriiletigény & kettd kiilonbsdge, azaz 1 = 0,6 =
= 0, he.

Hasonldkdppen a C termdk az I. csdcsiddszakban négy
munkanapot igsnyel, de a D termék termelésének cadklen—
tése révén 2. 0,6 = 1,2 munkenapot felazabdit, azaz a
valésdgban 4 - 1,2 = 2,8 munkanap=igémyel 1ép fel. A
II, caucsidiszakban e C termék igénye 6 munkenzp, de
egydttal 0,6 10 = & munkanap felazabaditdsdt is bizto-
sitjuk, azaz a II. csfcsidfszakban a munkanap-igény

O-6=O-

Végtil a C termék 1 ha=on 3 000 Fi jbvedelme
ugyenakkor 3 300 0,6 = 1 980 Pt jovedelem &lv
idézi eld, azaz a vallsdgban 2 S00 - 1 980 = §
Jjovedelmet biztosit,
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Eled tervvaridns

3. 8z. tdbldzat

Megnevezés i | s x4
_termék termik termdlk Védllalat
Teriilet, ha 0.6 0.8 0.4 320
MUREeR Su i 0.2 3.6 2.8 1 240
wolcaiddszakban
I4/D termék
Cod 0.2 0.6 680
termelése ha/
Jovedelem, Ft/=-z/f 1 380 2 040 920 L2 244 000

4 3. 8z. tdbldzat szinién egy tervvdliozatot mutat., A
megnevezés oszlopban a II. csticsldbszak mdr nem taldlha-
6, mivel a II, csdcsidfszakban a rendelkezdsre d&116
munkanapot felkaszndltuk, Helyette beirtuk a D termék
termeldsét /x,-et,/, amelynek termeléebe vondsa tette aziik-
zégesed, 111efve lehetsvé & II. csicsiddszakban rendelke-
zégres €116 munkenepok felhsszndldsdt. A 3. sz. tdbldzat-
ba foglelt tervvdltozat ezt mutatija, hogy amennylben & D
terméket 680 he-on termeljlik, a II. csicsidfszakban ren-
delkezdsre 4116 munkanspet teljes mértékben felheszndljuk
& termelésre, de 320 he terilet &g &z I. csicslddszakban
1 240 munkenap még kikaszndletlanul marad. Ez a fermelési
terv 2 244 000 Fi jovedelem elérését teszl lchetdvé, Az
Xy p és zq ogzlepokhoz tartozd adatok az mutatjék, hogy

2% A termék 1 he-on valé termelése 0,4, a B ferméké 0.2,

2 0 terméké 0.6 hs-ral teszl szilksdgessd m D termék ter-~
waléadnek cathkkentésdt, igy & valdsagban az A termék csak
06, u B termék 0,8, & C termék pedig 0.4 ha tertiletet
igényel a 320 ha=-bdél shhoz, hogy 1 ha-on termelhesaiik., Ha-
sonléképpen a D termdl termeldésdének cskkentdsdbsl adddd-
an médosul azx I, osticsidfszakban & munkelgdény, valamint
az elérhetd jovedelem im.

A 3, sz, tébldset utolsd sordbol kitdndk, hogy &z 4j
helyzetben a B fermék ad egysdégnyl terlileten legnagyobb
jEvedelnet.

Uire megkeressiit & sulk kereszimetszetet, = az egész
tdblézatot ax el8bbi médon dipzdmitva & tdbldzathoz Ju-
tunk, /A szdm{tdsok Htovdbbi bemuntatdsdtiol eltekintiink,
hiszen ezt a késSbbilekben xéssletesen fogjuk tanulni./
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4 gzdmitdeok sordn kapott adatokat a 4. ss. tdbldzatban
foglaljuk Gssze, E szerint a D termék termelése 611,11 ha,
a B terméké pedig 344.44 he volt. Ez a termeldsi szerkezet
lehetdvé teszi 2 945 551 Fi jivedelem eléréséi, s a munka-
erdnek mindkét csiosidSszakban tortén§ teljes felhapznéléd-
sdt, azonban nem haszndlja fel teljesen & teriiletet, hanem
44,45 ha kihapzndlatleanul marad.

Mésodik tervvaridna
4. sz, tébldzat

x x

Megnevezés . 4 Vdllalat

termék termék ;

Terﬁlet‘ hﬂ- 0.55 -0022 44.45
x, /B termék 0.06 0.78 344.44
termelése, ha/
X, /D termék 0.39 0.44 611,11
termelése,ha/
Javedeleg, Ft/_z 1 257.6 -671.2 -2 945 551

A tébldzatbdl az is kitinlk, hogy mz A termék terme-
lémse jovedelmezS volna, hiszen az 1 helyzetben ha-onként
1 25T7.6 Pt jBvedelemmel kecsegtet. A C termék termelése
az 1Uj helyzetben veszteséges lenne, amit a célfliggvény
koefficiensének negativ eldjele mutat,

Megkeresalk most az A fermdkre a szlk kereszimetsze-
tet /ez pontosan a teriilet lesz/ és az elfbbi szémitdso-
ket megismételve, tjabb tervvdltozathoz Jutunk
/5. Bz. t4blézat/.

Herm=dik tervvaridnsg
5. 5z. tébldzat

legnevezés & Véllalat
termék

x; /4 termék

termelése,ha/ ~0.4 80,82
x, /B termék {

termeldze,ha/ | 0.8 339.59
x; /D termék

termelége ha/ 0.6 579.59
Jovedelem, Ft i =68.26 -3 047 654




Az 5. sz. tébldzat olyan termelési szerkezetet mutat,
amelyben az A terméket 80,82 ha-on, a B fermdket 333.59
ha-on, a D terméket 579.59 ha-on /Gyakorlatilag a tizedes
szdmokat egész szdmra kerekitjik, itt azonban célszerd
velt két tizedes pontossdgot feltlintetni az ellendrizhe-
t8udég érdekében/. termeljiik 4s az egédsz eolérhetd jovede~
lem 3 047 654 Ft. Ezzel optinmdlis megolddshoz Jutottunk,
hiszen - mint e tdbldzatbdél kitiinik - a C termék terme-
l4ge nem lemne jEvedelmezd /negativ eldjel/. Kinnyen
ellenfrizhetd & mérlegek elkészitéedvel, hogy ez a ter-
melési azerkezet is pontosan 2 600, illetve 6 800 munka-
napot igényel és 1 000 ha terliletet haszndl fel.

Figyelemre mélté, hogy bér a feladat igen egyszerd
88 a logikal kalkuldecidval Osszedllitott vetdsszerkezet
tervezége sordn 1s magy silyt helyeztiink a minél magasabb
jGvedelem eldrésére, a loiikai kalkuldcidval elfdllitott
gvede!

tervben elért 3 000 000 _Ff j [emme ] grembep & Jlines-
Tis progremozdssal Osszedllitott termelési szerkezet
3 g}i §E§ Ef ;ovege%am, azez 47 654 't jovedelemidbblet
eloresst teszl leheboveé. A gyakorlétl tervezés sordn

t60bmillidé Ft jBvedelemtibbletet tudumk elérmi.

o

Erdekes megfigyelni, hogy a C termék - bdr Snmagdban
vizsgdlve a mdsodik legjtvedelmezlbb termék -, nem szere-
pel a8 programozdssal készitett termelési tervben. A gyae

rorlatban is sz a he zetg hogy gyskrapn egy termék! amely
] 23 8.2 nte vizg va jovedelmezobbn
em hiztosz ) az ezégs inIagati
jdvedsimes e vesztesdges 18

Lehet, /A bermék termeléme ugyanis ha-onként 68. -
tal casvkkentené az eldrhetd jsvedelmet, mint ez az 5. sz.
tébldzatbél kitdaik./

A matematikal prosremczds alkslmezdsdnak negy elfnye,
nogy Bs egges éigza%okat nemosai 'nmaﬁg an, & vellala

BIp LG AAVE GUQIUk ViZsga anem & _valla-

TG BHp.LeTImADAD &t tud] E Tekinteni. WInt az

& gLa £ ELVURS, A gptiﬁgigs Tervvaltozatot most
is tobb lépdaben £1lilottuk elf, de minden lépésben a
modellben levd tamszes adatot dtszdmitotiuk, egymissal

kapcasclathe, Bsszeflizggésbe hoztuk, s a vdllalatol tel-
jes komplexumdban vizsgdltulk.

Egyszeri példdnkban kbmnyen meghaldltuk annak az okdt
ig, bhogy & C termék, amely Snmegéban vizsgdlva, e mdsodik
az 1 ha-on eidrhetd jovedelem nagysdgdt illetder, miért
vesztesdges az epdems véllalatl komplexumot tekintve,
illetve & B termédk, amely drmagdbsn vizsgélva, 1 ha-on
a legkavesebb Jivedelmet adja, mifrt foglalja el a mdso=
dik helyet a vallelat teljes komplemumdban. Tekintsilk
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meg mégegyszer az l. §%. tdbldzatot. A legjdvedelmezdbh

a D termék. Munkacsicsa a II. cslicsiddszakban van, Ugyan-
ceak itt taldljuk a munkacsdcsot a C termék esatébem iwm.
A II, cslcsiddszakban rendelkesdsre #4116 munkarapokért
folydé versenyhSl itermészetesen a D termék kerfl ki gyfz-~
tesen, mert magasabb jovedelmet biztosit. A C termék
termelése csak a D termdk termeldsének nagyardnyi caztk-
kentése dtjdn lemne lehetséges., Ugyanakkor a B termdk
munkacsicsa éppen az I, cstcaslddszakban van, azaz a D
termékkel jd1 giegészitik egymdat. Ugyancsak a II. cslics~
idfszakban taldljuk az A termék munkacsdcsdt is.

Az ilyen egyszerd feladatokndl kénnyd dttekinteni az
adatok kapcsolatdt, rduutetva arra, hogy az egyes termé=
kek kdzott hol van Ssszhang, vagy ellentmondds. Egy meszd-
gazdasdgi vdllalat gyakorlati tervezése sordn viszont
t6bbazdz sorbdl ds os=zlopbdl 4116 modellhez is eljuthatunk.
Mérpedig tobbezer adatttmeg kepcsolatdt és Ssszefliggémét
aligha vagyunk képesek pusztdn loglkai dton dttekinteni.

A mérlegisszefiiggések problémdjét més oldalrdl kize=-
1itjiik meg, ha & tervet csupdn logikai dton 41litjuk
dapze és mds oldalrdl, ha a matematikai tervezés mdédsze-
rét alkalmazzuk. Ha csupdn logikai Gton terveszlink, akkor
- mint lédttuk -, elfszdr megiervezzik a termelési szerke=-
zetet €3 a termelésl technoldgidkat, majd kiszdmitjuk a
mérlegek szilkségleti oldaldt, végldl ezt egybevetjlk a
rendelkezésre 4116 kapscitds, azaz forrdsoldallal, A valde
sdgban azonban Altaldban a mérlegek forrdsocldale a "meg-
hatdrozott", s olyan termelési szerkezetet kell kialaki=-
tani, valamint olyan technolégiai eljdrdsoket célszerd al-
kalmazni, amelyekben a sziikefgleti oldal a rendelkezéare
4114 kapacitdsnak megfelel és emellett a legnagyobb vdlla-
lati jovedelmet biztositja. A matematikal tervezés alkal-
mas a probléma ilyen megelddsdra. /K£sfbb ldtni fogjuk,
hogy veldjdban s termelési erdforrdsok mennyisége sem meg-
hatdrozott. A metematikai programozds ekkor is hatékonyan
alkalmazhatd az erdforrds ssziksigletnek a termelési szer-
kezettel Sssgzehangolt meghatdrozdsdra./

1.8. A dintési folvamat Osszehagonlitdsa

Az el6bbiek sorén egyszeri feladatot oldottunk meg, egy=-
részt & jelenleg széles kbrben alkalmazott tervezési méd-
szerrel, majd pedig a linedris programozdssal. Ennek slap=-
jdn alkalmunk ven arrs, hogy a kétféle mddszerrel véglipg-
vezetett ddntédeil folyematot Abrdzoljuk s Ssszehasoniitsuk.

Indiljunk ki elSszdr a jelenleg #dltalédncssn haszndla=-
tos mdédszerrel végzett tervezmésbdl. Lattuk, hogy ekkor
eldszbr szémbavesszik & feltételeket, ezutdan megterveszziik
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o termelési technoldgidket, majd pedig & termelési szerke-
zetet, /Természetesen a sorrend meg is fordithatdé Ggy, hogy
218978r a termelési szerkezetet, majd a technoldgidkat ter-
vezzlik meg. /A kivetkezd lépdsben a mérleg- {g jovedelem-
vizsgdlatokat végemzik el, amikor is felvetddik a kérdés,
hogy a tervezett termelési szerkezet &s termelési techno-
10z1idk megvaldsitdsdhoz rendelkezlink-e a sziikséges kapa-
sitdsokkal, vagyis a teriletmérleg a munkaerdmérlegek, a
zép= S8 az anyagmérlegek, stb. alapjdn a terv megvalésit-
hatd=e $s a terv szerint elérhetd jovedelem nagysdga meg-
felel-e szdmunkra. Ha igen, a termeldsi folyamat befejezd-
astt /STOP/, tehdt dintink a terv elfogaddsdrdl és megvald-
~itdsdrél, Ha mérlegek és a jovedelem nem megfeleliek, ak-
wor médositjuk a termelési mzerkezetet, vagy a termeldsi
technoldgidkat, vagy mindkettt &g ismét elvégezzik a mér-
leg- ég a jovedelemvizsgdlatot. A termelési szerkezet, va-
lemint a termelfai technoldgidk vdltoztatdsdt, & mérleg-

ég a jovedelemvizsgdlatokat mindaddig végezzlik, vagyis az
egész dontési folyamaitot mipdaddig ismételjilk, amig olyan
tervhez nem juiunk, amely mind a mérlegfeltételeket, mind

3 jivedelem szempontjdbdl szédmunkra elfogadhatd. Az ilyen
wédon végzett ddntési folyamatot az l. dbra szemlélteti.

A feltdtelek szdmbavétele ,
-+

A termelési technoldpgidk
negtervezése

v

3 4 termeldsi szerkezet ‘

megtervezsse

£g jovedelemszami-
sok slkégzitége
Megfelel
a tery

nem
igen

A dBntési folyamat vdzlata
1. dbra

Egy kemplex vdllalati tervezés esetén, amikor sokféle
termeldsi tevékenysigpgel s termelssi technoldgldval,
valamint sokféle mérleggel kell dolgoznunk, & mérlggszé—
mitdsok $s a jbvedelemvizsgilat igen munkaigényes és a
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folyemat tobbsziri megismétlésére a mezlgazdasdgl véllala-
Yok szakembereinek aligha van ideje.

Mint léttuk, mésként tSriénik a tervezés, ha azt mate-
matikai programozdssal viégezziik. Az elad feladat most is
a feltételek szdmbavétele, majd ezt kiveti a termelési
technoldégidk megiervezése. Ezntdn Ssszedllitjuk és megold-
Juk a matematikai modellt, amelynek eredményeként olyan
termelsnl szerkezetet kapunk, amely biztosan minden msrleg-
feltétel tekintetdében kieldégiti elfirdmainkat, s e felté-
telek mellett a legnagyobb jovedelmet biztositjm. /Termé-
szetesen ha egydlialdn lehetséges a feladat megolddss,
i1lletve ha a célfiiggvényben a legnagyobb jovedelem bizto-
sitdadt irtuk 016.5g

Most tehdt lényegében nincs szlikség mérlegvizsgdlatok-
ra, hiszen a mérlegekre eliirt feltételek teljesillnek,
- ha van a feladatnek megolddsa - és nincs szilksdg jovede-
lemszémitdsra sem, hiszen a szémitdgéptsl nyert megoldés
az elérhetS juvedelmet is tartalmmzza, =6t biztos, hogy
ez a jUvedelem az adott feltédtelek kdzdtt /mér mint a mo-
dellbe beépitett feltdtelek kizttt/ maximdlis, A matema-
tikai programozdssal megvaldsuld tervezés folyamatdt a
2, ébra szemlélteti.

[-A feltételek szémbavétele
-
Termeléail technoldgidk
megtervezdédse
-
A matematikai modell
megszerkesztése
'
Az optimdlis termelédsi terv
kiszdmi tdsa

STOP

A dbntési folyamat vdzlata
2. dbra
Az eddigiekkel kapcsolatban néhdny megjegyzést tehe-
tink: Mindkét tervezési mdédezer vizsgdlatdndl feltételez-
tilk, hogy csak egy tervvéltozatot késmitiink, Valdjdban
azonban - mint azt majd a gyakorlati alkalmazde sordn
ldtni fogjuk -, célazeri t5bbféle tervvdltozatot is
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elkésziteni, s azokat Gsszehasonliiva, a gyakorlati meg-
valdsitdara leginkdbb megielel& vdltozatot kivdlasztani

és elfogadnl. Ez azzal jér, hogy megvizagéljuk, ven-e
lehetfeég a feltételek megvdltoztatdsdra, vagy szdmolha-
tunk-e azok megvéltoztatdsdvel és ha igen, swdmbavesssziik,
milyen védltoztatdsok, illetve vdltozdsok lehetségesek.
Ezutén megnézzlik, hogy a feltételek kiilinbdzd vdltozdsa
esetén milyen tervet lemne célazeri megvaldsitani. Az igy
elkészitett tervek Gsszehasonlitdsa sordn témpontot kapunk
arra vonatkozdlag is, hogy a vdltoztatdsok milyen erdd-
ménnyel jérhatnak, célszerfi-e a vdltoztatdsokat végrehaj-
tanl, vagy nem, illetve, ha a vdltozdsok elkerilhetetlenek
mit kell tenmniink, hogy alkalmazkodjunk azokhoz.

Mindkét tervezési médszer alkalmas arra, hogy t8bb terv-
védltezatot 411litsunk eld. A matematikai tervezés azonban
itt még inkdbb elényckkel rendelkezik, hiszen elegends a
modell néhdny adatdnak kicserélése az U feltételeknek meg-
felelfen, s a modellt (jra megoldva, j tervvdltozatot ka-
punk. Mdsrészt mint 1ldtni fogjuk, a matemetikal modell egy-
egy megolddsa sordn is t&bb tervvdltozatot nyerhetlink.

I
Eddig a matematikal programozdssal végzend§ tervezés

legegyazeribb esetét, a linedris programozdst tekintettlik
géldaként, g csak az volt a feladat, hegz adott termelési

echnoléglidk és adott termelési kapacitdsok mellett opti-
malizdljuk a termelési szerkezetet. Késfbb taldlkozni fo-
gunk olyan problémdkkal, amiker a linedris programozdssal
a termelési sszerkezet és a termelési forrisok Ysszefilggs
optinmumdt kell egyidejileg meghatdrozmi, illetve olyan
problémdkkal is, amikor a termeléstechnoléglal terveket
szintén eptimalizdljuk és szdmitdgdppel tervessik nag
egyidejilez és Ssszefilggésben a termelési szerkezet és
a termelési forrdsok optimumdval. Véglil foglalkoznl fogunk
nemlinedris modellekkel is. Ilysn komplex &= bonyolilt
tervezési feladat megolddse a jelenleg dltalénesan hassndlt
tervesési médszerekkel még nehezebb feladat elé dllitana
benniinket. A matematikai programozdssal tSrtén§ tervezésm-
nek igennagy elfnye az is, hogy mind a tervezés adatbdzi-
sénak megteremtése, mind a modell Gsmsedllitdsa, megoldd-
sa é3 a varidnsszémitédsok, valamint a dontés utdn a terv
résaletes kimunkdldsa, illetve a modellmegoldds résslstes
feldolgosdsa is nagymértékben automatizdlhaté.
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2, FEJEZET
LINEARIS ALGEBRA

Linedris algebrdnek nevezziik & matematikdnak azt az dgat,
amely a linedris terek vizegdlatdval foglalkozik. A line=-
dris teret egy specidlis halmaznaek tekinthetjilk., Elképzelni
csgk az egy dimenzids, két dimenzids és hdrom dimenzids li-
nedris teret tudjuk, de a linedris tér vizesgdlatdt sz n-di-
menzids linedrie térre terjesztjik ki, amikor is & 1ér el-
nevezést csak kepletes értelemben haszndljuk.

A linedris tér fogalmdval - illetve azzal, hogy milyen
feltételeket kell gdott halmaznak kielégitenie ahhoz, hogy
linedris térrdl beszéljink - & kivetkezd fejezetben ismer=
kediink meg, ElStte meg kell ismerkedni a médtrixokkel és a
mitrixokkal végezhetd milveletekkel, azaz a midtrixaritmetikd-
val, a linedris algebrival.

2.1. Mitrixok

2.1.1. UMatrix fogalma

Poglaljuk tdbldzatbas néhdny takarmdny fajlagos tdpldlda=-
nyag tartalmdt.

1 kg takarminyban 1évé tdpldldanyag mennyiségek

6.9z. tdbldzat

Megnevezés Kukoricg~ Biza~- Extrghilt
dare dara n.forgé dara

Szdrazanyag g/kg 912,000 909,000 908,000
NEm Md kg 8,327 8,236 6,465
HEq 1J /kg 7,798 7,508 6,256
NEg MJ [kg 6,680 6,340 2,992
Nyers fehérje g/kg 91,200 136,350 364,108
Calcium /CaO/ g/kg 0,300 0,800 3,500
Foazfor /PQOS/ g/kg 2,800 3,200 lo,loo0

/NEm, NE,, NE, a takarminyozdstanbdl ismert, életfenntarti-

gi, tejtermelési, illetve testtdmeggvsrapoddsi energia me~
gajoulban megadva./
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A konkrét adatok vizsgdlata nélkiil a tdbldzatrdél a kivet=
kezbSket tudjuk mondeni:

a./ A szémtdbldzatnak hét sora és hdrom oszlopa van, te-
hdt egy hétszer hdrmas tibldzattal d1lunk szembe.

b./ A tdblédzat sorokra bonthaté, s a sorok mutatjdk, hogy
egy-egy tdplédldéanyagbdl mennyit tartalmsz a kiilénbszd takar-
mgnyok egy kg-ja.

c./ A tdblédzst oszlopokra bonthatd, s egy-egy oszlopa fe=~
Jjezi ki, hogy valemely adott takarminy egy kg-jdban a kiildnbo-
z8 anvagokbdl milyen mennyiségeket taldlunk a hozzd tartozd
/a sorokban megadott/ mértékegységben kifejezve.

d./ A tdbldzatban az adatok, sorok, illetve oszlopok sze~-
rint rendezettek.

A matematikdban az ilyen t4bldzatot métrixmak nevezziik, /A
statisztikdban a statisziikai tdblédzat elnevezést haszndljuk./

A métrix természetesen bédrmennyi sorbdl és bdrmennyi oszlop-
bél illhat dltaldnosan azt mondjuk, hogy egy adott médtrix m
sorbol es n oszlopbdl 11, shol az m és n bidrmely természetes
egész szim lehet.

4 fentiek alspjén ez m sorbdl és az n oszlopbdl 4116 szdme
tébldzatot mdtrixnak nevezzik,

2.1.2. A métrix jeldlése

Egy konkrét szdmokbdl 4116 médtrixot jelolhetiink tigy, hogy
gz adott konkrét szdmokat szigletes zdrdjelben felirjuk:

31 & 2|
L B
2 6 5 =8

Azokat az adatokat, amelyekbSl s mdtrix feléplil, s mdirix
elemeinek, vagy komponenseinek nevezziik.

Jelolhetjilk a mitrixot £1ltaldnosan, szimbdélumokkal, latin
kisbetiikkel is, a konkrét szdmok felirdsa nélkiil, a konkrét
szdmok helyett haszndlt betiiszimbélumokat szdgletes zdréjel-
be foglalva. Ilyenkor mindig jelezzilkk, hogy az adott szimbé-
lum, azaz & mdtrix adott komponense hinyadik sorhoz és hdnya-
dik oszlophoz tartozik.

A komponensekhez irt elsd index mindig a sor, a masodik 82
ogzlop sorszdmdra utal, Az sdott médirix tehdt m sorbdl €s n
oszlopbdl 4ll.
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Ha meg akarjuk takaritani sz Osszes komponens felirdsdval
jédrd féradtsdgot és helylgényt, akkor s mitrixot félkdvéren
gzedett letin nagybetiivel /vagy kézirdsban aldhizott latin
nagybetiivel/ szoktdk jeldlnil, azaz:

A

vagy amennyiben jeldlni kivdnjuk a mdtrix tipusdt /hiny
gorbdl és hany oszlopbdl 411/, akkor azt a EEErEx alatt zaré-
Jjelben megjegyezzilk:

4 vagy
/m o+ n/f /5 3/

Jeldlhetjiik a mdtrixot dlteldnos elemével is szbdgletes zd-
réjelbe téve, azaz:

12 eaw mf

[aij] , vagy /i

& = [Eijl /3

2.1.3. A mdtrix transzpénéltjg

]

L2y n/

A 6.82. tdblédzatban megadott példdban dnkényesen vdlasz-
tottuk, hogy = sorokban a tdpldldanyagokat, az oszlopokban a
takarmdnyokat adtuk meg. Flkészithetd a tdbldzat a sorok 4és
oszlopok felcserélésével is, amikor a sorokban & takarmdnyo-
kat, oszloponként pedig a tdplédldanyagokat sdndnk meg.

Ha egy midtrix sorait és oszlopait feleseréljilk, akkor azt
mondjuk, hogy sz adott métrixot transzpondltuk,s eredményiil az
tuk. & mitr:

eredeti mdtrix transonnéltjét kepiuk. rix transzpondli-
jét e mdtrixhoz 8 jo elso serokhoz irt csillaggei, vegy T
betiivel jeloljiik, azsz:

£ 4% [ ™ ]
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. Egy m + n tipusd métrix transzpondltja n - m tipusd mdt-
rix,

Természetesen az A mitrix transzpondltjdnak transzpondli-
Jja meaga az A méirix, vagyis

4"

2.1.4., BSpecidlis midtrixok
a./ Zérugsmétrix /nullmdtrix/

Olyan mdtrix, amelynek minden eleme zérus.
Jele: Q. Pl.:

0 0 0
[ g Rl €
D C-.0
be/ Négyzetes /kvadratikus/ mdtrix

Olyan mAtrix, amelyben a sorok és oszlopok szdms
megegyezik, azaz m = n. Szoktuk nevezni n - n tipued, vagy
n-ed rendil métrixnak is. Pl.:

5 4 2
3~6 8
9 1 =7

A négyzetes miétrix a5 alaki elemeit /bgl felsd sarokbdl

a jobb alsd sarokba hizott 4t16 - un. £841%16 - mentén
elhelyezked$ elemeit/ disgondlis elemeknek neveszziik. Az e=
16bbi mdtrix diagondlis eﬁemei Tehdt 5, ~6, 7.

cof Diagoﬁélis miatrix

Diagondlis métrixrdl beszéliink, amikor a médtrix
disgondlistél kiilonbdzd elemei zérusok. Pl.:

0] Ell [¢] 0]
0| ,illetve |O 855 6]
O ¢ 833

vegy

O O o
o0 o

-

(= =
QN O
= & ©
-3
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A diagondlis midtrixokat a
<$11.a22,..., 8n>

formdban is szokds jeldlni, smikor csupdnadiagondlis eleme~
ket irjuk fel.

d./ Egységmitrix

Olyan disgondlis mdtrix, smelyben minden diagondlis
elem: 1. Jele: E. Pl.:

1 0 O
E=10 1 0
§ 9 1

e./ Permutdld mitrix

Olyan mitrix, amelynek sorait, vagy oszlopait megfe-
lelden dtrendezve egységmitrixot kspunk. Pl.:

[ N
e 0 1
1. 0 0

f./ Hiromszégmdirix /frianguldiris mdtrix/

Olyan kvadratikus métrix, smelynek vagy s fG4%¥1é few-
letti, vagy a fO4t1¢6 alatti elemei mind zérusok. Az elsd eset~-
ben slsé hiromszigmdtrixrél, a médsodik esetben felsd hdrom-

szﬁg%étrixrél beszéliink, s szoktuk slkelmazni & 88 ]

szimb&lumokat is jelolésiikre. Pl.:

Alsd haromszogmatrix:

4 0 O
B & 3 1 ©
-2 0 5

FelsS hdromszogmitrix:

B-
0

=

-4
5
R
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Természetesen az alsd hdromszdgmétrix transzpondldsdval a

= 5

mitrixot, felsd hdromszogmidtrix transzpondldsdvsl a
<= b

médtrixot nyertiik.

Legyen:

o = s

i = ~J

By = 2

g = 7

Ez esetben fenndllnak a kivetkezld Gsszefliggések:
B - L

H = E

By = B

g By

mésrészt az adott hdromszogmdtrixok egymisbdl tiikrdzéssel
is képezhetdk, hiszen Hl a H, felad vizezintes tengelyre va-
14 tilkrézbdése, ill. Hy a H -nek az alsd vizszintes tengely=-
re vald tikrozddése, Hg s Mr-nek o fiiggbleges tengelyre vald
tiikroz6dése, illetve H7.a Eg—nek a fliggfleges tengelyre vald
tiikrszbdése, g ugyanil?&n a fliggdleges tengelyre vonatkozta-
tott tikrozbdést taldlunk H, és H, ktzott. Végll a H, és Hy ko=
zott is & vizszintes tengelyre vA1$ tikrozsdds lehe%ésége 411
fenn.

g./ Szimmetrikus matrix

Olyan kvadratikus métrix, smelynek elemei a fédiago-
ndlisrs gzimmetrikusak. Ilyen példdul az:

R
i3 2 4
o

Ha A szimmetrikus mitrix, akkor: AT = A
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Szimmetrikus mitrixokast csak kvadratikus mitrixck ktzott
taldlunk.

h./ Ferdén szimmetrikus mitrix, vegy antiszimmetrikus
witrix, ha ervenyes a

A= -4t

reldcid, azaz ha az 4 mitrix transzpondldsdval olyan mitrix-
hoz jutunk, amelynek elemei az A miAtrix azonos helyen 1évd
elemeitdl csupdn eldjeliiket tekintve kiilonbdznek.

i./ Szalagmitrix

4 szalagmitrixok olyan mitrixok, amelyekben a diagonalls ele=

mek, valamint a disgondlis elemekkel szomszédos elsd, maso-

dik esetleg harmadik, nepyedik, =tb. elemek kiilonbdznek zéruge

EOl éde a FE64+16%81 bizonyoa tdvolesdgra 16v6 elemek mindegyi-
e zZgrus,

Ismeretes, hogy amennyiben & diagondlis elemeken kivili
elemek mind zérusok, diagonalls médtrixrél beszéliink, s ennek
specialiﬁ esete az egvsegmatrlx, amikor a dlagonélls elemek
egységek. Amennyiben a fédiagondlis és az ezzel szomszddos e-
lemek kiilonbdznek zérustdl, de s mdtrix tEbbi eleme mind zéw-
rus, skkor kontinuds tridla ondlis/ midtrixrél vagy Jacobi-
féle mdtrixrdl besz = o

A\

Amennyiben tovAbbi szomszédos elemek is kiildnboznek zérus-
tél, skkor szt szoktuk megaelolni hogy hdny "ferde" sorban
talalhatok zérustdl kiilonbozd elemek. Példaul egy OtEOoros sza=
lagmdtrix vdzlatosan jeldlve a kovetkez§:

AY

Egy adott g szalagmdtrix transzponaltaa maga is szalepgmdt-
rix, amely ugyanannyi "ferde" scrbol 411, 'mint az eredeti
mitrix. Amennyiben a mdtrix nemzérus elemel ez g8 mdtrixban
gzonogek az S = 3, szaz a transzponilt métrix 8z eredeti mdt-
rix-szal megegvezik. Ugyancsak egyezlség 411 fenn, smennyiben
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& fGdisgondlistdl szonos tdvolsdgra 1€v8 elemek mindkét i-
rédnyban azonosak.

A szalagmdtrix nemzérus elemei lehetnek azonosak, egy-egy
ferde sorban azonosak, stb. Ha egy mdtrixban - fiiggetleniil
attol, hogy szalagmdtrix-e vagy sem - minden "ferde" sor csu=
pe megegyezd elembdl 411, vagyis a midtrix elemei csupdn o8z~
lop 48 sorindexiik kiildnbségétdl fiiggenek, askkor az adott midt=-
rixot Toeplitz tipust mdtrixnak nevezziik. Iz esetben:

aij = aj_i, aZ8%
&0 81 32 s an__l
TR T S s TR T

a g i
anyl Yeny? =n+3 %0

M ssem

He egy Toeplitz mitrix szimmetrikus is, elemeire érvényes az

aij = 8 Ij"iI
dsazefiiggés,

Természetesen a szelagmidtrix nemzérus "ferde" soral nem
csak 8 bal felsé sarokbdl a Jobb alsd sarok felé tarthainsk,
hanem a bal alsé sarocktdl a jobb felsdé sarokba tartdé At1l6 sze=
rint is. A bal felsd sarokidél a jobb alsé sarok felé tartdé nem-
zérus "ferde" sorokbdl 4116 szalagmitrix és a bal alsd sarok-
bél a jobbh felsd sarokba tartdéd nemzérug "ferde" sarokbdl 4116
szalagmdtrixok egymds tilkrszddései, amelynek tengelye mingd viz~
szintes, mind fliggdleges irdnyd lehet.

A késdbbiek sordn megismerkediink még a szelagmdtrixok, vaw=
lamint £1taldban a Toeplitz tipusd mdtrixok t¥bb érdekes tu-
lajdonadgéval.

Jo/ Minormidtrix
Egy mdtrix tetszés szerinti sordnsk és oszlopdnek el-

hagydsdval nyert mitrixot minormiftrixznek neveziink. Ha példddl
az

47 853
2«7 6 5 1
A w432 6
8 5 2. 94
[ P R Lo
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mitrix elsd és negyedik sordt, valamint mdesodik és otddik osz=
lopat elhagyjuk, a maradék minor s kivetkezd:

6
2

N =3 W,

A fels8 indexek azt mutatjidk, hogy hdnyadik sorokat, &z alsd
indexek pedig, hogy hényadik oszlopokat tartottuk meg.

k./ Hipermdtrix
Olyan métrix, smelynek elemei maguk is mdtrixok.

Nagyméretii mitrixokat, vagy ha gazdssigl megfontoldsok vagy
mds okok miatt valamely mitrixot vagy médtrixrészt célszeril

kiilon mdtrixokra, mdtrixblokkokra bontani vizszintes és fiig~
gbleges egyenesekkel, a kapott blokkok az eredeti mdtrix e-

lemeit képezhetik. Pl.:

T e R 10 0 R o I o7

E 1 @9 8 0 O 0
A=0011 ooo=£11§_12
=Ll g2 EEF5T 6 Aoy Aoy
1.5 4 512 35 & & =

1% 258 8 9
3 21 T [0 0 0]
A,=11 1 0 o}, Lo=l0o 00
0 0 1 1] 0 0 0o
[B°3 20 5 7 6
dot = [T 5 & 3]s As= |2 3 4
T - 3 6 5

Az egyes blokkokat minormftrixolkmek, & blokkokra bontdst
particiondlisnsk nevezzik.

Ha egy hipermitrixot ugy perticiondltunk, hogy a diagondlis
blokkoktdl kiiltnbszd blokkok zérusmdtrixok, kvdzidiagondlis
mitrixrél beszéliink. Pl.:




= = /
5 " 11 A2 >

2
5
0
0

1./ Vektor

Mir szd volt arrdl, hogy s matrixok sorokra, vagy oszlopok=
ra bonthatdk, s igy szdmsorokst vagy szdmoszlopokat kapunk.
A matematikéban egy szdmsort, vagy egy szdmoszlopot vektor-
nak neveziink. /A statisztikdban & statisztikai sor eTmeve~

zéat haszndljdk./

Az olyan métrixot tehdt, amely egy sorbdl, vagy egy oszlop-
B3T aiI, VekLornak NevezziiKs

Az oszlopvektor m- 1 tipusd, 8 sorvektor pedig 1- n tipusid
mitrix. Eazer{nt a médtrix sorvekforok, vagy oszlopvektorok
rendszereként is felfoghatid.

A vektorokat félkiévéren szedett /vagy kéziratban asldhizdssal
Jelslt/ latin kisbetiivel jelsljiik. A sorvektorokndl a transz=—
ondldst is feltlintetjilk, hiszen & sorvektor felfoghatd az

oszlopvektor transzponiltjeként. Eszerint tehdt:

Cszlopvekior: 8,
P =

Sorvektor: a", illetve a8,
1
a=%2f &%= "= [y 8y eee 2]
5m

Jeldlhetjiik a vektorokat dltaldnos elemiik felirdsdval is
szdgletes zardéjelbe téve, pl.:

Fals Bl = BI™
vagy helytakarékossdg céljdbdl a:

a = [Ell, By i an]T = [al, 81 see s a‘an]’i
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jeldlést is alkalmazhatjuk, amikor is az oszlopvektort sor-
vektor formijdban irjuk fel, de a transzpondldssal jelsljiik,
hogy az oszlopvektor.

4 tovdbbiskban ismerkedjiink meg néhény specidlis vektor-
ral:

Zérusvektor

Olyan vektor, amelynek minden eleme nulla. JelSlése: ¢
vagy of, illetve of, példdul:

, vagy o =d"=[o, 0, ... , 0]

010 O

A zérusmdtrix tehdt zérusvektorok rendszereként is felfog-
haté.

Egységvektor

Olyan vektor, amelynek i-edik eleme 1, s t5bbi 0. Jeldlé~
illetve gﬁ, példdul:

se e, vegy ej,

ep= . gg =5 = [0, 0, 1, 0]

Q. O O

Osgzegzd vektor

Olyan vektor, smelynek minden eleme l. Jeldlése: 1, illet~
ve ;T, vagy ;F, példdul:

=
It

g AF =g iy 3]

HoH O

4 vektorfogalom ismerete alepjdn ktnnyii beldtni, hogy =
mitrix oszlopvektorok, vagy sorvektorok rendszereként is fel-
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foghatdé. 4z A mdtrix tehdt felirhatdé cszlopvektorok rendsze-
reként:

A=[g 8 «ov 5 8y] s péladul:
4 6 3] 14767 [3
2 1 5= 2111l 1s
7 5 4 7]l5] |4

vagy sorvektorok rendszereként:

raT‘
4
& ,
A = 1: B példsul
"
51
4 6 3 [41 6, 3]
g% 8= |[& 2 5]
7T 5 4

(7, 5, 4]

Természetes, hogy az egységmitrix egységvektorok rendszere=
ként foghatd fel, példdul:

&
eT
E = [E_ll Eoy eee e!:]= :_2
ST
e
=

m./ Skaldr

Olyan métrix, amely egy sorbdl és egy oszlopbdl 411,
tehdt 1 - 1 tipusd midtrix /vagy egy elemii vektor/. Ilyenkor
nem is haszniljuk a mdtrix vegy vektor irdsmddot.
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2.1.5. Nasgysdgrendi reldcidk

gy m-n tipusd A médtrix skkor egyenld egy m.n
tipust B mdtrix-szsl, ha megfeleld helyen 1lévd elemeik azo-
nosak. Példddl: ha:

4 =|? Al g B
ER - o " 2 =8

akkor A = B, mert
811P110 83270155 831%Po3s 855=bso
vagyis

853 = Py

Ugvanigy értelmezzilk a vektorok kdzottl reldcidkat is, azaz

T et

Az szonos helyen 1év§ elemek Gsszehasonlitdsa alapjédn értels
mezziik 8z sldbbi reldcidkat is:

A=>B a=> nagyobb

A 2 B a 2 b nem kisebb
A=<B a=<>bh kisebb

A H B a < b nem nagyobb
A 2 [¢] a z 9] nem negativ

A4 nagysdgrendi reldcidk természetesen csak azonos tipuad
Jugyanannyi sort és ugyanannyi oszlopot tartalmazd/ mdt-
rixok, illetve azonos elemszdmi vektorok kdzitt értelmez-
hetdk.

2.2. liveletek matrixokkal
2.2.1. (sgszeadds

Az Psszeadds miivelete csak azonos tipusd /azo-
nos sorbdl és azonos oszlopbdl £116/ mitrixok esetén értel-
mezhetd. Az

[a] 2o
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m-n tipusd médtrixok Gsszege ugyvancsak m- n tipusd mitrix

o - [o4s]

A miiveletet ugy végezziik el, hogy az aszonos helyen 18v{3 e~
lemeket Ggsmeadjuk, szaz:

A+ B=C misként [aij] - [bi;j] = Cy40 illetve:

A+B=[agy 4 bij] . [cij] = c

PE1d4dl:

3 2 =57 g8 .8 5 8 3
6 7 2], )3 & 5 111 7
3 8 -6 6 2 9 9 1lo 3
4 5 3] 8 7 5 12 12 8

A gyskorlatban dolgozd sgrirszekember gyakran taldlkozik
ezzal, hogy két vagy t6bb mitrixot kell dsszeadnis, jélle-
het nem mindig gondol arra, hogy mdtrixokkal dolgozik. Ve-
gyilk csek azt sz epyszerii esetet, smikor egy mezdgszdasagi
villalet hdrom novénytermesztéssel /vagy ntvénytermesztéds-
gel is/ foglalkozé egységgel rendelkezik. Ilindhdrom egység
kimutatist ad & vdllalat kozpontja részére mondjuk a nové=-
nyenkénti miitrégysfelhaszndldsrdél az aldbbisk szerint:

0.  Kuko= H. 6. Kuko- ¥,
biza rica forgd biza rica forgé
¥ [ 80 1loooc 5oo 1 N [loco 1300 ©
A=7P|Too B8oo 400 P} 8oo looo O
K | Sco boo 200 K| 6oo 8oo O

0.  KuKo- I.
baza rica forgd

I [Too 8oo looo |
C = P|500 6oo 8oo

K L}oo 400 600 |

A hdrom kimutatds Osszesitése a vdllalat Osszes miitrdgya-
felhegzndldagdat adje, azaz:
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vagyis az Usszeg transzpondltja egyenld a tagok transzpo=-
ndltjdnak Gsszegével.

Egyszeriien ellendrizhetjilk, hogy bdrmely vektorhoz az
e, egységvektort adva eredményiil olysn vekfort kapunk, a~
mély ez eredeti vektortdél cssk annyiban tér el, hogy i-e-
dik eleme l=-el novekszik. Ha viszont valamely vektorhoz
Ogszegzovektort adunk, akkor az eredeti vektor minden ele~
mét leel noveljiik meg. He egy adott médtrixhoz egységmit-
rizxot adunk, skkor s diagonilis elemeket noveljiik l-el, vi~
szont ha valemely A mitrixhoz olyan mitrixot adunk, amely=
nek minden vektora tsszegzdvektor, akkor eredményiil olyan
mitrixot kepunk, melynek elemel l-el novekednek A elemeihez
képest.

Erdekes eredményhez jutunk, amennyiben rendelkeziink m-n
tipusd E egységmétrix-szal, egy m- 1 tipusdi s zérusvektor-
ral, 1+n~1 tipusd bT zérus sorvektorrsl és egy m -~ 1l.n - 1
tipusd -E negetiv eI§jelii egységmitrix-szal, azasz:

1l @& 0 0 (0]
4y
N R S K AR
0O ¢ 0 1 0
=1 0 0
~E=|0~-1 0
0 0 =1

Adjuk most sz E egységmdtrixhoz &z &, g?, ~E~b6l megfe=
leld médon képzet¥ métrixot a kovetkezdk szerint:

=
T= E +| 8 azaz:
= = ETJ ’
i B 0o 0 =1 0 0
paed Ok 0 B o} G ~1 ©
0 01 0 0 & Hegld x Ve
o0 0 k] o] [o o 4
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1l 0 @ 0 0=1 O 0 1 =3 0 0 =
goal @2 0B i LU I R0 I (8o S0

(6 O Sl e 0 0 0~1 9 1@ L =L

L R o A 0 F 0 B9 0 0 5 LR o T

Lgx specialis szalagmétrlxot kaptunk tehat, amelynek &
fodiagonallson elhelyezkedd elemei egyaégek és ezek JObel-
dall szomszédos elemei rendre =1, a tobbi elemei zérusok. =
specialis matrix-szal még gyskran fogunk talilkozni. Host
csupdn annyilt jegvezzunk meg, hogy a T mftrixhoz hasonloan kéw~
szithetiink specialis matrixokst ugy, hogy a nem zérus elemek
nem egységek, de szonos értékiiek, mésrészt, hogy a szalsgmit-
rixnak a diagondlis elemektdsl aobbra két vagy t0bb elemeire
is fenndll, hogy azok nem zérus elemek, hanem egységek, eld-
Jeliik lehet pozitiv vagy negatlv vagy vdltozd, lehet hogv a
diagondlis elemektdl gobbra zérus elemeket taldlunk €s azok-
t61 balra vannak a nem zérus szalagok stb., vagy mind bsl-
ra, mind Jobbra vannak nem zérus elemii ferde sorck /szalagok/
esetleg ezek zérus szalagokkal viltakoznek. Igen sok és ér-
dekes szalagmdtrix 41llithatd igy eld, s az ezekkel végzett
miiveletek specidlis sajitossdgokkal rendelkeznek.

Egyenldre megkiserelhetauk hogy Ssszeadunk kiildnbdzé sza~-
lagmétrixokat. Csupdn példasként mutatunk be néhdnyet:

a1 007 Br d o el Tae 6.9 o
0 1-1 of,Jo-1 1 ¢|_{0 0 00
- oo S A ¢ o 4 @

Lo oo 2l Lo o e} e o @ gl
Coowz 9 0] F2 2 @ o) Fo o o o7
o 2-2 o, Jo-2 2 o]0 0 0 O
0 0 2 =2 0 O 2 ¢ @ 9 @
|0 0O 2 lo o o~2] o & 0 &)
1 e 0 o) [a+ o o] [2=1 & b]
=1 1 00 ¢ 1L =L © o1, el - B
o I T o @ 1 =1 0+-1 2=1
Lo o1 A} Lo o 8] Lo e g
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2=2 0 0 -1 1 0 0 1=-1 0 0
0 22 0 4 =1 1 0 0! L =1 -0
0 0 2«2 0 0~=1 1 0 0 1-=1
g o Q9 2 0 0 0=1 o 0 0 3

l=1 0=1 0 2L
0 1«1 0«1 & -1 0 0
c 0 1=1 0O L=l 0
¢ 0 0 1+~ (=1 1~-1

¢ R (i (R S
-l 11 1-1
-1 11 3
LY ke el

O O O
o e = )
|

Szdmos mds vdltozatot is képezhetiink.
2.2.2. Kivonds

Hesonléan sz Ssszesddshoz a miivelet csek azo-
nos tipusd métrixok esetén értelmezhetd. Az 4 mdfrixbél B
médtrixot gy vonjuk ki, hogy az A mitrix elemébdl a B md¥rix
azonos helyen 1évé elemeit kivonjuk, azaz:

Yo [Lij . [bij] - [% . b"]:Példéﬁl, ha:

15 = Pij
A= ke B = 5 2 T| akkor:
7 =3 6] 3 -4 -
C=4~3B= g moala] Természetesen:
S I e s

A-0=4 é5 0~A=-A

A fenti szabdlyok természetesen érvényesek a vektorokra,
mint egy sorbdl, vagy egy oszlopbdl A1l1lé ~ tehdt 1-n éa
m+1 tipusd - mitrixokra is, azaz:

e-2efa] - [ <[ -]
e - o7 = [y ] [y ] - [y - vq] -



B

Pé1ldddl:
2 2 3
a=|4|, b= |-1 esetén a8 -b=| 5|, illetve:
3 5 -2

e = [5,4,3), 2T = [2,-1,5] esetén o' - p7=[3,5-2]

Az Gsszeaddshoz hasonldan végezhetiink miiveleteket specidlis
métrixokkal /pl. egységmdtrix, szalsgmiirix/ is.

Természetesen a kivonds miivelete nem kommutativ:

A-B#B-A é5 a-b¥b-a

€8 nem asszociativ:

/A=-B/-C#a-/B-C/ és [fa-b/-cda~/b-g/
Hogy & métrixok kivondss a mezSgazdasdgi gyakorlastban is e~
18fordul, azt az Osszeaddsban bemutatott példa ismeretében
alighs kell bizonyitani.

2.2.3. Mitrix szorzdss skaldrral

Matrixot /és természetesen vektort/ dgy szorzunk
skaldrral, hogy a midtrix /vektor/ minden elemét megszorozzuk
gz ddott skslarral:

Yé = X aij = raij s vagy:

ga= ¥ a; |= Xai 1K illetve:

{aT = Xle, | = &/aj = Pé1d40l :
o —4

L J =
342:126,vagy42=8
3.6 9 18 3 12
A métrixok skaldrral vald szorzdsirs is ¢érvénves s kommuta-
tivitds:
Ya=4AY
agszociativitéds: /Xl 3'2/ A= Xl /XQA/
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disztributivitédas:
/¥ 1+& /8= ¥+ ¥4 65 ¥/mB/= o+ ¥R

Ugyanezek természetesen érvényesek vekiorok esetén is.

Mitrixok skaldxrrsl valé szorzdsa is gyekran elSfordul s
mezdgazdasdgi gyakorlatban pl.: ha egy tédblézast fajlagos a~
datait /miitrdgyafelhssznilds, munkanap~ és gépi milszakfel~
hasznilds/ kell Atszdmitani mondjuk a régebben haazndilatos
katasztrdlis hold /kh/-rél ha-ras, vagy drvdliozds esgetén
kiilonbdzl draket egy szorzdészdm slspjén szdmolunk 4t az dJ
dreknsk megfeleléen, stb. Természetes, hogy:

(o]
1=
[}

A0 = 0

14 = Al = &

=14 = A/=1/ = -4 , 8 e% utébbi értelmében:
A-B=4+ /[~1B/ = A+ /-B/

azaz 8z A - B Ggy is értelmezhetd, hogy az 4 métrixhoz hoz-
zaedjuk a B matrix minusz egyszeresét.

Az eddig megismert miiveletek sz aldbbi blokkdingrammokkal
szemlélte theték. /3. dbra/

A kivonds blokkdiagrammja ugyanez, csupén cij = aij" bij for~
nuldt kell alkalmaznunk. ‘

Ertelemszeriien alkalmazhatdk a fentiek & mitrixznak skaldrral
vald szorzdsdra is, szonbarn természetesen itt a cij ==¢l’ai
miiveletet kell haszndlni, ahol_d' egy skaldr, smellyel & mét-
rix minden elemét megszorozzuk.

2.2.4. Vekior szorzdsa vektorral

A miivelet csak skkor értelmezhetd, ha a szdban~
forgdéd vektorok elemszdma azoncs.

Ha vektort szorzunk vektorral, akkor az egyik vektor mindig
sor-,a madsik vektor oszlopvektorként irandd fel. AttSl fiig-
géen, hogy a baloldali, vagy a jobboldali tényezdt irjuk fel
sorvektorként, beszéliink skaldris szorzdsrdél és diadikus
szorzédsrdl,

a./ Skaldris szorzis

Skaldris szorzisrdl beszéliink skkor, hs sorvektort szorzunk
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igen

Matrixok Gsszeaddsdnak
blokkdiagrammje
3. dbra

Jobbrél oszlopvektorral. Eredményiil skaldrt kspunk. A miive-
letet a8 kivetkezbképpen végezszik el:

!
Iy = | ay,a 8 b2 = |a b +8,bs+ee+a_b =
- 1rsparitasn 1k - o Bt el =52 v [
bn
g
&= a,b, =4
g E
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vegyls az azonos sorszdmi /azonos helyen 1évG/ elemeket sz~
gszesgorozzuk és a szorzatokst Ysszeadjuk. Pl.:

5
[4,-2,3]|2|=[4-5+ /-2/-2 + 3. 7] = [20-4+21] =
7

A szdmitis menetét sz aldbbi blokkdiagrammal szemléltetjiik:
/ldsd kivetkezd oldalon 4. dbrdn/.

Vektorok skaldris szorzatdval a mezogazdasagi gyskorlatban

is sckszor taldlkozunk, Hea peldaul az A, B, C termékekbdsl
500, Boo és 1500 tonnit értékesitiink és ezek tonndnkénti egy=-
ségdra 3ooo, 4ooo, 5000 Ft, akkor az drbevételt & kivetkezd-
képpen kapjuk:

3oo0
[§00,809,150€l 4o00 | = [}500000+3200000+750000q] =
5000

= 122c00c0 Ft

4 gkaldris sgorzds sordn a két vektor felcserélhetd, ha azo-
ket trsnszpondljuk, vagyis & skaldris szorzis kommutativ jelw~
legii kifejezés, szsz:

a’h = b'e

Ervényes s disztributivitds is, vagyis:

m F m
a¥/ore/ = g'oas"e 45 /a"vb'/e = mlesd’e
Természetes, hogy:
5
ap=9'a=0
S
88y = 848 = By
it NS
al=142a=7% a;
i=1

M

/&¥a /b= /rb/ r/a b/

lTl n /n-elemii vektorok esetén/.
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Start

i=1

d =0
L =i+1

Skaldris szorzas
blokkdisgrammja
4, &brs

b./ Vektorok disdikus szorzata

Vektorok diadikus szorzatirél beszéliink skkor, ha
oszlopvektort szorzunk jobbrél sorvektorral. Eredménytl
métrixot kapunk, amelynek ennyi sora van, mint ahdny eleme

van az oszlopvektornak, és annyi oszlope van, mint ahdny
eleme van a sorvektornak.

A miivelet elvégzése a kiovetkezbképpen torténik: /5. dbra/
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Példdul :
3 3 3 3 12 21 18
2| [4:7.6] = zla, fol7, l2l6 ) = |8 14 12
5 5 5 29: 35 ‘3o

Kénnyen ellenérizhetjilk, hogy:

a ET # b gT, viszont igaz, hogy:
/a p*/T = p at, és:
z0'=0a"=0
m
i
287" 8y
:LI
g8 =8y
T T
21 =81, 83y see s By
[ .2
2
1g' - af
.
fn
b

A vektorok disdikus szorzata is eldSfordul a mezfgazdasdg-
baen. He pl. valamely novény miitrdgyassziikséglete ha-onként
i, P és K miitrdgydkbél 300, 200,80 kg, s az adott novényt
loo, 8o é3 To ha~os tdbldkon termeljiik, akkor tdbldnként a
lilonféle miitrdgydkbdl felhasznilandd mennyiségek:

Tdbla I I 17T I II IIT

N |3c0 N |30 ocoo 24 oco 21 ooco
P |200|[100,80,70] = P |20 000 16 ooo 14 ooo
K | 8o K| 8 ocoo 6 400 5 600



i=i+1

J=i+1

A diadikus szorzds
blokkdiagrammja
5. dbra

2.2.5. ldtrix szorzdsa vektorral

ldtrixot jobbrdl oszlopvektorrsl, bslrdl sorvek-
torral szorozhatunk.



- 67 =

s./ Mdtrix szorzdsa jobbrdl oszlopvektorrsl

A miivelet csak akkor értelmezhetd, ha a mdtrix osz-
lopvektorsingk szdms és & vektor komponenseinek széms mege~-
gyezik.

A miiveletet ugy vegezzuk hogy a mitrix elsd oszlopvek-
torét a vektor elsd elemﬂvel, a mésodik oszlopvektorat 8%
oszlopvektor mdsodik elemével, stb. megszorozzuk és az igy
kapott szorzatoket osazeadjuk. Eredményiil oazlopVektort ka=
punk, smelynek snnyi eleme van, ahdny sora volt a mitrixnak.
Tehét

po)

A X = 83X 48 Xoke e tBy X, = jEi a;%; = b, péladul:

520G Bl (B
1Bl [

Mitrixnak vektorrsl vald szorzata a mezdgezdasdgban gysk=
ran fordul eld. PEé1lddul tdbldzatba foglalhstjuk velamely ta-
karménysdagban szerepld tskarmdnyok fajlagos bellartalmi sda-
tait., Az igy kapott mitrixot megszorozva s tekerminyadagban
szerepld takarmdnyok mennyiségdét kifejezd vektorral megkape—
juk, hogy s kiilonbdzd taplaloanyagokbol az sdag mennyit tar-
talmaz. Hasonlokeppen a termelési tevékenységek faalagos mun=
kanapsziikségleteit, vagy valamely géptlpusbol adddé fajlagos
muszakszuksegletnt idészakonként matrizbs foglalva €s megszo-
rozva a tevékenyeégek terjedelmét /volumenst/ klfejezo vek-
torral megkapjuk egy adott véllglati terv mepgveldsitdsdénsk
munkserd, illetve pépimunks sziikeégletét iddszakonként /pl.
havonként, dekddonként/.

b./ lEtrix szorzdsa balrdl sorvektorral

A mijvelet csak akkor értelmezhet6, ha & matrix sorsa~
inak szdma és a vektor komponenselnek szdme megegyezik. L=
redményiil sorvektort kapunk. 4 milveletet gy végezzuk hogy
g mitrix elsd sorsit a sorvektor elsd elemével, masodik so=-
rdt 8 midsodik elemével megszorozzuk, £ 82 igy nyert sorvek-
torokat sszeadjuk, vagyis:
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= 4 B3] + 5 [&5]+ 7 i =

2
x'a = [4,5,7]| &

~
H oW, oW

= [6,12] + [20,25] + [-49,7] = [-21,44]

Vegyiik észre, hogy most is az eldébbi egyszerii példdval dol=-
goztunk, £s eredményiil az eldbbi vektor transzpondltjit kap-
tuk. A miivelet természetesen csak akkor volt értelmezhetd,
ha s szorzdtényezfket is transzpondltuk. Konnyii -~ a fentiek
és egyszerii példdk, vagy £ltslinos formuldk utjdn is ~ be-
14tni, hogy:

Ax=D0% §8 vagyis:

Lgyszeriien meggydziidhetiink arrdl is, hogy:

&8 8y i=13
Eg = 8y =1
n
=3, >
m
I = F e
i=1

A miivelet elvégzésének blokkdisgrammja a kivetkezd:
/lded kovetkezd oldalon 6. Zbrit/.

Természetesen ha métrixot balrdél sorvektorral szorozzuk,
akker ¢ = 2455 helyett értelemszeriien cT = X485 addédik.

2.2.6. MAtiix szorzdsa mdtrix-szal

A miivelet cssk akkor értelmezhetd, ha az elsd
tényezd oszlopainak széma és & mdsodik tényezd sorsingk szd-
me megegyezik. Eredményiil olysn mdtrixot kapunk, amelyben
a sorok szdma megegvezik az elsd tényvezd sorainak szdmdval,
az oszlopok szdma pedig a mAsodik tényezd oszlopainak szd-
méval.
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i= i+l

i = j+l

Mitrix szorzdsa vektorral
6., &bra
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A miivelet hdromféle médon végezhetd el:
8,/ A miveletet gy végezziik, hogy azt felbontjuk mit-
rixnak jobbrdl oszlopvekiorral Valo Szorzabara:

i:_B=[é 111’ .A_Py L ! ABIZI= c

, példadl:

3 4 3 4 3 4]l.. |3 4
o A B 2
5 1t 7 9 s 1t |5 1] |5 1]lo
22] [46] [2a 22 46 44]
= |32, Is61], |51 ]l= |32 61 51
14 37 45 14 37 45_
b./ A miiveletet felbontjuk mdtriznak balrdl sorvektor=-

ral torteno szorzsgtlara:

T
LT
s

[==]

=

==

It
I

=

sttt B

=3 On

peaf § eaf s Jeaf s g
I:[3E?,6,B:I+ 4B,T,5:H,EB2,6,@]+ 7[4,'7,51, EEEJ,B} 1@-7-5]}

[€,18,24] +[i6,28.29], [3,12,16] +[28,49,35] , [Bo, %, 4] + [4,7,5] =

22 46 44

n

[22,46,44], [32,61,51] ,[14,37,45] =

32 6L B
14 37 45
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¢./ A miiveletet felbontjuk vektorok skaldris szorzatd-

ras:

gihls &;EQI i i a_inn
JE RN Y
oy, el e s ol
S 7
ER 4]_4J » B 4]-7- ,
e o
=1l2, 7 s |25 T ’
E 1_44 E ]_7_
2] 6]
G 4 4]’ 2 1]_7_ .

[ 6416 18+28 24420
=| 4+28 12+49 16435
lo+ 4 30+ T 4o+ 5

3 4],
, pélagil:|2 7[2 6 ﬂ=
e il T 5

o o]
2 71l | -

E

E
5y 4
B o3[
22 46 44
ag: 6y &l
14 37 45

Az A B szorzat dltaldban nem kommutativ, azaz dltaldban:

AB#BA

Az is lehetsdges, hogy az A B mdtrix szorzat értelmezhe-
t6, de a B A szorzat nem is értelmezhetd. Pl:

é-.:

£ 2 4 2
PR
X )

8 dTa-e
AB=14 5 [; 1]
L 0

értelmezhets, mivel A oszlopainek szdma és B sorainak szd-

ma megegyezik.
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Ugyeanekkor a:
2 2712 3
B A= 3 1 4 5 nem értelmezhetd, mert a fenti
1 ©

epgyezdgég nem £11 fenn.

Vegylink most két kvadratikus mdtrixot:

N B A

Most mind sz A B, mind a8 B A szorzat értelmezhetd /és ez

iy

négyzetes matTixok esetén mindig fenn £11/. Végeszziik el a

miiveleteket:
3 22 4 18 28
&=ty 2Me . af™|14 =

Az eredmény tehdt eltérs, szaz: A
Vannak specidlis esetek, amikor a iényezdk felcserélése
utén is ugyanazt sz eredményt kapjuk, péld4dl:

TR - IR i B

Lgyszeriien beldthatd az is, hogy AO0O=04A=0

(=]

It
|t

I
=
I

Ha az 4 és B diagondlis mdtrixok, akkor szorzatuk a kio-
vetkezd:

11 Oess0 bll O 40 allbll Q' wiye O
AB=19 8ppe0 o bys.0 =0 855055040 O
E O...0 ] o...bmIl o °"'amnbmn



masként:

<81118000 0w 28py > y7sPopsesesbpy > =
=<8y10111820P005 # + 28y Ppy >

4 fentiekbdl kovetkezik, hogy k€t, vegy tobb diagondlis mate-
rix szorzata olyan diegondlis médtrix, amelynek disgondlis e~
lemei & tényezd mfirixok megegyezd helyen 1évS diasgondlis e~
lemeinek szorzsia. Ilyenkor a tényezdmitrixok felcserélése
nem véltoztatjs meg az eredményt.

4 diagondlis métrixok szorzatibdl kovetkezik, hogy egy diago-
niélis métrix k-adik hatvdnya /k nemnegativ egész szdm/ olyan
diagondlis mdtrix, amelynek diagondlis elemei sz eredeti mdt-
rix elemeinek k-adik hatvényai. Ezek szerint ha:

b =<ay5085ps e s 8>
i =<a§l.a1§2, i ey

A =<3,4,2> 65 47 =<27,64,8D

Erdekes megvizsgdlni specidlis mdtrixok szorzatdt. Ha pélad-
Ul egy métrixot jobbrdl szormunk diagondlis matrix-gzal, ak-
kor elég 8 szorzandd madtrix oszlopait a megfeleld diagonglis
elemekkel megszorzoni. Balrdl vald szorzdsnidl értelemszeriien
a mitrix sorait smorozzuk a mepfeleld diagondlis elemekkel.

Fgy mitrixot jobbrdl, illetve balrél szorozva permutdld mit-
rix-szal, csak a mitrix sorainsk, illetve oszlopsinak sor-
rendje vdltozik.

He alsé, vagy feled hdromszdgmitrixokst szorzunk Yssze, ered-
ményiil azoncs tipusd /alsd, vagy felsd,/ hdromszdgmitrixot
kapunk.

Lrdekes eredményt kapunk, ha egy A mitrixot olyan hiromszig-

métrix-szal szorzunk meg, amelynek nemzérgs elemei egységek.
Jeldljiik ezeket & mdtrixokat s kovetkezlképpen:

3 -
i = A4 o= I?

Lm
4
rlyh:



A

Az A mdtrixot ezekkel szorozva 8 kivetkezd eredményeket
kapjulk:

AH = —§1+§2+§3+ ces HBppBotEat ees B, ...gﬂ]
A Hy= [E&-El+ﬂg,ﬂl+ﬂg+53s---'£1+£2+---+§n]
8= _En'ﬁn-l“'ﬁn""*a;l*-a-z*""fﬁn]

A 54 = :51+§2+"‘+§n’51+52+"’+§n-1""’ﬂi]

HA = §§,§1+gg....,§§+gg+...+g§]

HA = _§E+gg+...+§$,5§+g§+...+§$,...,gi]

Hoh = §$,§§_1+5$,...,g§+gg+...+g$J

Tem kevésbé érdekes eredményeket £1lithatunk eld, ha vala-
mely métrixot szalegmdtrixszal szorzunk. Vegylik ebbdl & szem-
ponthél szokat a szalagmdtrixokst, amelyek disgondlis elemei
egységek €s valamelyik szomszddos ferde sor elemei =1, 2 t3b-
bi elemei 0-b6l dllnak. Valdjédban négyféle ilyen szalagmit-
rix kiilonbdztethetd meg s kivetkezdk szerint:

—

1«3 & 0 [Ty BB
& <1 @ < I B 8
& =te -0 14 =] B3 1 B
| &0 B 1] | & @x1 A
0] o i, B R O
b o | @sk A ® ey B0 B
= la 3 8 @ = 8 & wl B
[ 1 0 0 0 | x+3 B 9
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Elészor is kdnnyen ellenérizhetd, hogy a fenti mitrixok k-
z0tt fenndllnek = kdvetkezd osszefiiggések:

Uil m

= ol Fi & . .
I, = Ly » @8zaz £1 és 22 egymds transzpondli-

m p
=7 = iz ]

jai. Ugyanakkor 23 & I,-nek a fiiggbleges 24 pedig I -nek a

vizszintes tenpelyre vald tiikrizddése.

Ha egy A mdtrixot a fenti I mAtrixokkal szorzunk s kovet-
kezd eredmenyeket kapjuk:

2L = [él'EQ”EJ’EBFEE'“"Enhgn-l]

4T = [51‘52’ 8p=83s e+ «s8p, 178,08 ]
o

fkg. _;nhgn-l’§n~2_5n-l’""52-21'Eé]
r

AL, = _an,anhl-an,...,al-aé]

Eol - ai'az'ag 83s-e 280, 180,80

= =[1"‘2 8183 ag’---’ﬂﬁ—lﬁ‘-ﬁ]

T T T T
g = [ =n" -l’ 2p.08y 1"°--£1]

T3 . m
T1A [a e _m,...,alagz]

Végezzﬁnk miiveleteket mds szalagmétrixokkal is. A mezdgaz-
dasdgi alkalmazdsok sorsn /még a tOVabb1 matematikal ismere~
tek sordn is/ ldtni fogjuk, hogy a H és T mdtrixok ismerete
megktnnyiti bizonyos specidlis metematikai modellek kezeléw-
8ét.

A mitrixok szorzdsdndl is érvényes az ssgsggociativitds:

/AB/C=4/BC/,
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valamint a disztributivitds:
A/B+C/=4B+4AC és /A+B/C=AC+BC

Két mdtrix szorzatdt a kivetkezd blokkdiagrammal szemléltet-
jiik: 7. Abra.

Start

i=i+l

J=d+1

Q
I
)
-3
1o

igen

Métrix szorzata A
T. d&bra
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2.2.7. A mitrixszorzat transzpondlija

Egy szorzat transzpondlijit megkapjuk, ha & té-
nyezbket felcseréljilk és mindkét tényezdt transzponidljuk.
Altaldbsn érvényes, hogy:

/4 B/F = B* 4"

vagyis a szorzat transzpondltje egvenld a felcserélt ténye-
z8k transzponiltjdnak szorzatdval. Hasonldképpen:

/A B o/ = c® B a® |, pélasal:

R

s
e abl. e afl] ]
et 0 21 10

B
Természetesen:

14 21
/A.Ii/“=[ ]
8 10

]\..J I—'I

1
174
<
1
£
NU[

o R EC
B* 4 [4, 51[2] ’ [4, 5][2] [s 10]



2.2.8.

kovetkezdk

AP

2.2.9.

78

-

Métrixok hatvdnyozdsa

Hatvanyozni csgk négyzetes métrixckat lehet

szerint:

A=

= 4

= 22

= 4% = ass

£4 = _?é = AAAA, természetesen:
A= at 4P

Miiveletek blokkokra bontott mfirixokkal

A mdtrix miiveletekkel kapcsolatban megismert sze-

bdlyok érvényesek askkor is, ha s miiveleteket blokkokra bon-
tott mitrixokkal végezziik, Ha tehdt 2 hipermdtrixokat alkal-

mas médon particionaldssal blokkokrs bontjuk, ugy hogy a blok=-
kok k5zdtt a miiveletek elvégezhetdk legyenek, akkor:
[k B Ko o T
Aep= |t TAL A2 T2
Aoy % Bay Aot Bgg
[ B o Ry B e B ol
5o |[F B Hiae Be Ahindethede| oo,
Aoy Byy + 850 Byy Ay By + A By
N -3 2 2 3 1 0 -1
3 2 =1 -2 3 g 2 2 J.:
2- 1L 2 2 I ; 1.1 3 2 1
4 = § =
£ 0 0 =3 0 5 0O 0 2 3 2
1l -1 ~4 I 6 3=1 1 Z 3
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|

!
vapy a miiveleteket blokkokra elvégezve:

6 1 -3

3% 1=} 3

|

6

5 T - s
Q 0«1 3 7

akkor:

3 9

4 =2 -3

L e —_— 2
O
1o o oy 1° <
[ il e [
L | W
' o mY q Yoo '
o O ] me—— O
7oA 1
q oM o ™
| AN R < (R T T I |
e Ner
CEE e i oy
N M =t
N~ .U..m_
oo oA
_432— ._— 1 -__ _O .I_-
] n u
o SIS
Ml el Ml
+ + +
N
<l <) <l

H A Ao
&
o <+ o o
W mlo «
1
]
3
M /[l
+ o+
NN
~ ol
=l =i

Szorozzuk ossze a két mitrixot:

o 2ol o
=3 U BTN
oo N e
MmN~ _U..m_
o et ot
e
L AT~ o I o B Y]
MmN H]O0 A
O T |
O AN mo
PR I R
“ond]|o
+mmlo A
| R |
]
Ml
.
=l
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14 16 6 -2 =4

14 9 ! (o SR

= 14 2 o] 2 6
0 -4 -8 4 12

16 -9 =5 6 15

4 3 ollz 3 17 8 18 10|
Ay w13 2 2 2| =15 12 4
2 1-8]]l3 1 3 2 6 ~2]
w3 2} 15 o & 6 =2 i
élz _}221 = -2 3 |_3 =1 11%1- 9 =3 =1
-1 4 I 12 -4 2]
[4.3 o] [o=1 [ 3 -4]
Al Bo= |3 21| |1 o] = | 0-4
s 1-5] |2 3 | o3 ]
“3 2 [ 3 2 "5
fpdog® pee B e x| ® | &8
-1 2 | 5 10]
0 0-3]{2 2 | 3 =3 -9
By B = laegsu](® 2-2|% g a0
2 & ozl &
i ow oJo AT e gl s = 4
wEE =l Ll 6] |3-1 1] 18 -6 8
o o= |92 B
R T [T O 2 = lo =5
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. : 10 15
&y Boa = 15 20

Végezzilk el az Osszeaddsokat és dlliteuk Ussze az eredmény-
matrixot, vagyis:

1=

% [jﬁll Biy + &0 85y A7 Byp + &5 By

A1 Byy + 40 By Aoy Hyo

Példdnkban tehdt:

e 18 10 6 =2 =4 ) .
5 12 4]+ ]| 9 =3 -1 0 -4
2 6 =2 12 -4 2 =3 =4 5 10
3

-3 -3 ~9], [3-1 1 -6 =3 10 15
il el 3 18 -6 8 =9 =5 15 20

I=
=
n

0 -4 =8 4 12
&6 -9 =5 6 15

Természetesen a blokkok kuzttti miiveletek cssk kompatibilis
blokkokkal végezheték.

2.2.10, Vektorok ég mitrixok linedris kombindcidja

kyy Kpy eee 5 K skeldrokrdl €s 82 8y, &5y =
- "n" komponensil vektorokbdl alkotott kyay + Kosy + een
+ kpgp kifejezést a vektorok linedris kombindcidjdnak nevez-
ziikt

Kikotésiink csupdn annyi, hogy "p" természetes szdm legyen. E

szerint & ka is linedris kombindcid. Lz a legegyszeriibb li-
nedris kombindcié, amikor egy vektort szorzunk meg skaldrral.



~ 82 -

Ilyen forman viszont egy vektor is felfoghstd linedris kom-
bingciéként, hiszen ha k = 1, skkor:

la=sa

A skaldrszorzdk eléjele szerint beszéliink pozitiv, nega=-
tiv, nempozitiv €s nemnegativ linedris kombindcidkrdl. Azo~
kat & nemmegstiv linedris kombindcicdkat, smelyekben s sksldr-
gzorzdék Bsszege 1, szsz:

k. =1, konvex linedris kombindcidnsk nevezziik, pl:

= 0,4 ky=0,3 68

kl - k2 + k3 = ;3 4+ 0,4 4+ 0;3 = 1l.

Linedris kombindcidval tsldlkozunk skkor is, smikor mdt=-
rixot vektorrsl szorzunk.

Az A x vagy EF A szorzat ugvanis nem mds, mint a
mitrix vektorainak és a vektor komponenseinek linedris kom-
bindcidéja, hiszen mint ismeretes:

AX=a1X) + 8% + .00 +8,X , illetve:
{? A = vlgf + yzgg + eee + ymgg

Ilyen jellegii feladatok megolddsdra gyskran keriil sor e
mezdgazdasdgban, Példddl amikor ftakarminysdagot 41llitunk
tssze, a beltartalmi tablazatot /midtrixot/ szorozzuk &z ta~-
kerminvadaggal /vektorrasl/ és mepgkspjuk ez adsg beltarislmi
értékeit. Hasonldéképpen, amikor munkaerd mérlegeket, vagy
gépi munkamérlegeket készitiink, a kiilonbizd termékek fajla=
gos munkserd, vagy gépi munksigényét tartslmazd tdblidzatot
/mitrixot/ szorozzuk a termelési szerkezet vektordval, g meg-
kapjuk, hogy az adott termelési szerkezet megvaldsitdsa ha-
vgnként mennyi munkanap, illetve gépi miiszaksziikséglettel
Jdr.

A vektorok linedris kombindcidjihoz hasonléan értelmezziik
a mAtrixok linedris kombindcidjdt.

Ha az men tipusi By By eee &p midtrixok és
a Eyy Koy eee s kp skaldrokbdl
alkotott KAy + Kohs + eee + kpép
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leeJezest tekintjlik, matrixck linedris kombindcidjdt 411i-
tottuk eld. Ha 4 kvadratikus mdtrix, akkor az

1 2
£ fAf = kog + AT 4 koA 4+ el kmg

linedris komblnaczot az A mitrix m-ed foki ,polinomjdnsk ne-
vezziilk, ahol kys 1, k2, ...,km skaldrok és

k, #0

fo s 5 70 2 =
PE1d41l: f /A =8A4A=64+4
az 4 midtrix midsodfokd polinomja.

A linedris kombindciét természetesen csak azonos elemszdmi
vektorok, illetve szonos tipusi mdtrixokkal alkothatunk.

Tekintve, hogy sksldrok bdrmely valds értéket felvehetnek,
az Osszes linedris kombindcidk halmaza végtelen halmaz.

2.2,11, Tovébbi specidlis mitrixok

liilpotens matrix

Hg van olyen m > o epgész szimd kitevd, hogy: é? = 0, 82

adott mdtrizxot nilpotens mitriznek nevezsziik.

Vizsgdljuk meg, hinyadik hatvdny sd zérusmitrixot, ha:

Foooo'
4 0 0 O
4 =
5 1 T
5 2 & 0
o o 0.8 [B8 @ & @ ¢ o O 0
4 0 0 O 4 0 0 © 0 0 0 O
A=A as= - =
6 3 B 8 6 3 0 0 iz G g
|5 .2°5 8] '|5 B 5 @ 3315 0 0O



B

e gotol o] o
2 6 ¢ 0 O 4
A= 4% 4=
12 00 g o 6
lssas-68] s
[ w0 ) e
0 0 0 O
at= 4% 4 =
0 0 0 O
|60 9 0 @] LS
Tehdt az adott példdban: A&

N oW O O

N oW o O

S B o
e e o o
o o
o v o g
o 8 e
© © O O

[ 60

- AT = SR R s |
o 2 o D
o S e R < T

IO g a OI
= (<= i S |
2 © o O

e

Aszimptotikusan nilpotens médtrix

Ha valamely A 2 0 métrixra fenndll az ;’E g«:f

reldcid, vagyis ha & métrix elemeinek Gsszege minden oszlopban
1-nél kisebb, az sdott mirixot sszimptotikusen nilpotens mdi-

rixnak nevezziik.

Ez azt is jelenti, hogy pozitiv egész szdmi m kitevii no-
velésével az A" hetvény e zérusmitrixhoz kbzeledik.

Legyen adva az:

0, s
A =10,
[¢]

4
,2
2

LRSI
[0 SO - S == 3
-

N wow
[0 -

mitrix. Képezzik az 1% 4

gzorzatot, azez

0,4 0,3 0,4
1" 4= [1, L 1] 0,1 0,3 0,2 [0,7 » 0,8, 0,8]
0,2 0,2 02



Tehdt fenndll, hogy:

1% 4= [6,7 0,8 o,s] < [1, 1, 1]

lMost képezzilk sz A4 métrix hatvdnyait:

0,4 0,3 0,4 [0,4 0,30,4 0,27 0,29 0,30
#Faloa 0,3 v2| loleroz]=|air o386 611
0,2 0,2 0,2 Lp,z 0,2 0,2 0,14 0,16 0,16

[0,27 0,29 0,30][0,4 0,3 0,4] [o,197 0,228 0,226
4® =|o0,11 0,16 o,11||0,1 0,3 0,2| =|0,082 0,103 0,098
0,2

0,14 0,16 0,16]}|0,2 0,2 | 0,104 0,122 0,120

I&8tjuk, hogy A > 52>.53 .3?,. Lllendrizhetjiik, hogy & hatvdny=-
kitevd tovibbTl nivelése esetén mdtrixunk & zérusmitrixzhoz ko-

zeledik.

llinkowski = Leontief-féle métrix

He A sszimptotikusan nilpotens miatrix, skkor az I = A
métrix liinkowski ~ Leontief=féle mdtrix, Az ilyen mdfrix dig=
gondlis elemei pozitivek, a t&bbi elem pedig nem pozitiv. Pl.:

0 0,1 0,3 0,2 0,9 =0,3 =0,2
Q= 0,4- Oyl 0:3 = "034 099 "053
=1 0,2 0,4 0,4 =0,2 =0,4 0,6

1=

T

1=

n
c O+
C H O

Sztochesztikus mitrix

Ha A& nemmegativ, tehdt:

1=
ny

0, ¢ésa eleget tesz az:
Al=1

kovetelménynek, skkor azt sztochesztikus mitrizxnak nevez~
zilk.
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414401
0.3 0,6 04

A=|0 0,4 0,6
0,5 0,5 0

sztochasztikus matrix, hiszen

09;3 0,6 Ol I 1

Al=]0 0,4 0,6 1l= |1

0,5 0,5 0 1 i,
Hasonldképpen:

0,2 0,3 0,5 3! 1

&k os=nbge B 0,8 2 1l= 1|1

G2 T0,E 052 1 1

2.,2.12, (Geometriai értelmezés és dbrdzolhatidsig

4z 1 elemii vektorok, vagyis a skaldrok szdmegyenesen #Zbw-
rdzolhaték. Vegylink fel s szimegyenesen egy tetszdleges O
kezdbpontot. Vdlasszunk egy egységnyi szekeszt a O pontidl
kiindulva jobbra /ez megdllapodds/ mérjiik fel a szdmegyenes~
re, A szskesz végpontjihoz egy egyelemi egységvektori ren-
deliink, vagyis l-et, tehdt:

g =[1]=1

Ezt = szaksszt ismételten felmérve s szdmegyenesen, a ke=-
pott végpontokhoz irjuk e természetes szdmokat /skeldrokat,
egyelemii vektorokat/.

P §



2 BT

4 természetes szdmokat igy kétféle mddon szemléltethet-
Jik. Egvrészt s szdmegyenes meghatdrozott pontjaival, mds-
részt szokksl sz egyenes szakeszokkal, amelyek kezddpontja
0, végpontje pedig 8z a pont, amelyhez s megfeleld szdm van
irva.

A gzdmepyenesen szemléltethetjilk 8 természetes szdmokkal
végzetli miiveleteket is. PE1d4dl 2 + 4-~et a szdmegyenesen ugy
szemléltetjiik, hogy e O pontbdl kiindulvs felmérjiik s 2-nek
megfeleld szakaszt, majd ennek végpontjdbdl e 4~et reprezen-
t416 szakaszt.

2 4
[ S re
[ SO SUPIE U SV TV EE S
g L. 2 3 4 5 B T

A mésodik szokasz végpontja sdjs sz eredményt.

Konnyli beldtni, hogy sz Usszesddssal ellentétes miivele~
tet 2 kivondst ugy végeszzilk, hogy a kisebbitenddt a 0 kezdd-
ponttél kiindulve felmérjilk a szdmegyenesre, s ennek végpont=-
Jibdl kiindulva, ellenkezd irdnyban felmérjilk & szimegyencsg-
re a kivonsnddt reprezentild szakaszt, melynek végpontjdban
kapjuk az eredményt. P€ld4dl 5 - 3 &z kivetkezd:

3
€y
5
F o
g-"4 & 3 ¥ B &
L :
5 =3

Ha 2 kivonendd nagyobb a kisebbitendénél, sz eredmény s O
ponttél belra esik. Pl.: 2 = 5:
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Az eredményt csak akkor tudjuk leolvasni, ka a szdme-
Evenest e 9 ponttol belrs meghosszabbltauk 8 erre sz ol=-
dalrs is ismételten felmdrjiik 2z egyvségnyi szakaszt. 4z
igy kapott pontokhez & -1, =2, =3 ... szimokat rendel-
jik. Most mgr £brizoini tudjuk g 2 -5 miveletet:

5
< ]
2
e
| - ol [l =) L i (] i L

e

of w3 owb w5 4 £ 3B

Az igy elkesz1tett szd megvenesen az Osszes természetes
gzdmok dbrizelhatdk €s a szimegyenes pontjai és g termdsze-
tes szdmok kizdtt kolesinis Ss egyertelmu mesfelelieves 18-
fesithetd, vagyis minden Vermészeles SEANNA K megféIél 2 gzam=
egyenes cgy ¢s csckis egy pontaa, illetve & szimegyenes min=-
den pontjdnak megfelel egy és csekis egy természetes szdm.

Azt sem nehéz megérteni, hogy hs g, egyelemii egységvek-
tor, azez:

g = [
ennek nydijtdsdval, zsugoritdsdvel bejirhstjuk sz egész szime-
gyenest. Hs ugyenis e = [1] és ezt k szorzdsra nydjtjuk,
akkor a k megfeleld = megvalasztisdval & szimegyenecs bir-
mely pontjit megkephetjuk /bdrmely természetes szdmot/.

Hz példddl k = 3, askkor ke, = 3-1= 3,

Ha k = -0,75, skkor ke = ~0,75-1 = -0,75

ég igy tov4abb.

Pelvehetiink a szdmegyenesen bdrmely mis egvelemii vektort is
ég ezzel is bejdrhatjuk s szimegyenest.

He pélasil g =[5] és k = 2, skkor ka = 2+ 5 = 10C.
He k = =0,5, skkor ks = ~0,5¢5 = 2,5, atb.
He b==3 és k=2, akkor kb = 2 /-3/ = =
vagy k = -3 esetén kb = -3 /~3/ = 3, stb.
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Hagonldks

en egyértelmi &g kolcgonos me feleltetes leh
tesl i pontjel ki
derékszogli /vagy ferdeszogli/ koordinala~rendszerben tudauk
dbrdzolni. Abrizoljunk néhiny kételemii vektort:

*.[5 9]
i s, 2
* <F3,-q]
Ei =[1’ Q—.I

Kételemii vektorok Abrizoldss
8. &bra

em nehéz beldtni, hogy az 8> 1l, 0 €8s eT @ 0, 1
2y &

kételemil egysdgvektorok nyijtdsdval, zsugoritdsdval és Ossze-
addsukkal, bejdrhatjuk s koordindta sikot. De bejdrhatndnk a

sikot bdrmely mds nem egy egyenesbe esé kételemii vektorral is,
he azokat k 17 illetve k2-szeresﬁkre nyijtjuk, illetve zsugo~-

ritjuk, osszeadjuk, vagy kivonjuk. Ha példdul ky =2 gs
ky = 3, skkor:

klel + koe 2 =2 [; 6] + 3 [?, ] [%, ] vagy ha

a_l = [2 3] és 25 [4 ] s akkor

23:?"'33%:2[2’ 3]+ 3[,2]:[16, 12].



4 hiromelemii vektorokat hdrom tengelyi térbeli koordins-
ta-rendszerben tudjuk abrazolni, s kolcsOncs 8 egysrtelmu
megfeleltetes letezik & ter pontjai €3 a hiromelemi vektos-
rok kozdtt. A hédromelemii egységvektorok, vagy bidrmely nem.
egysikba esd hdromelemii veéktorok nyijtdsdval, illetve zgugo=
ritésaval és Ssszeadiasdval bejdrhatjuk s hiromdimenzids te-
ret.

A négy és enndl t8bb komponensii vektorokat nem tudjuk db-
rdzolni. A geometrial AbrazolhatOgSig azonban nem rfeltetele
a vekvorok létezésének és annak, hogy azokkal miiveleteket
tudjunk végezni. Az n komponensii vektorokat ugy foghatjuk
fel ~ az eldbbi egyszerii és dbrizolhatd esetekbdl 1taléno-
gitva -~ mint n_ dimenzids térben dbrdzolhatd vektorokat.

Hiromnil nem t6bb komponensii vektorokkal végzett miiveletek
is szemléltethetdk. Az egvszeriiség kedviéért vdlasszuk a kéte=
lemii vektorokst.

Abrézoljuk az

miiveletet, ha g =/[é, é]T €s b =
= [4, 1] , akkor

=[6, 4] /9. dbra/.

+ 2
+b

I o

Vektorok Saszeaddsa
9. &bre
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4z & és b velktor dsszegét a kivetkezd médon definidljuk:
Vegyilk fel a b=t ugy, hogy kezdopontaa az 8 vegpontjaval g~
zonos legyen. Az & kezdbpontjidbdl a b végpontjdba vezetd

vektort az a és b “vektorok Ssszegének mondjuk és a + b-vel
Jeloljiik.

Az CUsszeget ereﬂonek, az Osszeg tagaalf dsszetevdnek és
& vektorok definicidé szerinti elhelvezdését a vektorok egymis-
hoz fiizésdnek mondjuk.

i vektorokat hosszuk ég irdnyuk szabje meg, s parhuzamo=-
san eltolhatdék. 4 vektorok szabad eltolhatosagabol kovetke=
zik, hogy sz Osszegre adott definicidnk a két vektor Sssze-
gét egyértelmiien hatdrozzs meg /10. Zbra/. Hs tehdt:

/ a /'_1_3_, ‘. akkor

10. dbra: Vektorok Osszezdisa il
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Az Abrdbdl az is ldthatd /és & vekiorok szabad eltolhstd-
s4g4bdl kovetkezik/, hogy az Osszeadsndd vektorokksl, mint
oldalakkal /esetleg elfajuld, paralellogremmit szerkeszthe-
tiink, EbbSl sz is kitinik, hogy &=z ggszegvektor nen flge az
tsazeadandék sorrendjének megvdlagztisitol, tehdt:

a+b=b+sa

vagyis mindegy, hogy a b=t illesztjik az a véppontjshosz,

vagy az a=t & b végpontjédhoz, ugvanazt az eredményt kapjuk.

Az Ogoszeadds alapjin nem nehéz dbrizolni & vekborok kii-
lonbségét sem. Legyen:

4 & [6, 4:|T és b = [4. 1:'.

Abrdzoljuk az adott vektoroket €s az & = b killinbsdget
/1. ébra/.

Vektorok kiilénbsége
11, &bra
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A kivondst most ugy végeztilk, hogy az a végpontjdhoz il=
lesztettilk a b vekbtort ellenkezd irdnyban.

Végiil dbrizoljuk a vektorok skaldrral vald szorzisdt, Le-
gyen:

a=[21]; k=2

€s gbrdzoljuk & k a szorzatot /l2. Abra/.

+

i i i -
\ T T ™

g 1 2 3 4

12. dbra: Vektor szorzdsa skaldrral
ibrdzoljuk még az &y = - a, = [i: 1] vektorok, va-
lamint a k; =2, k, =3 skaldrok k8, + kpa, linedris
kombindcidjét /13. dbra/:

13, dbra: ILinedris kombindcid

% klal + k232

HMw ~0on~] W0 O

N " i e
Y

0123456789111213
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3. FEJEZET
LINEARIS TER

3.1. Az n-elemi vekitorok linedris tere

Mivel egy vektor komponensel végtelen sok valds szdmérté-
ket felvehetnek, végtelen sok n-komponensii vektor van. Esze-
rint tehdt az n-komponensii vektorok ¢sszessége végtelen hal-
maz.

Az el@bbiekben ldttuk azt is,hogy s szamegwenest az egy
elemii vektorok terének nevezhet;uk. Magdt a tér kifejezést
képletes értelemben haszndljuk, hiszen az egy komponensii vek=
torok tere valdjéban egy egvenes /egvdimenzids tér/, mi azon=-
ban mindig a tér kifejezéast fogauk hasznalnl, amikor azonos
elemszdmi vektorok Usszességérdl van szdé. Ennek megfelelden
a két elemii vektorok tere a sik, a hirom elemii vektorok tere
a hédromdimenzids tér, g négy elemii vektorok tere s négydimen=
zids tér és igy tQVabb, az n-elenii vektorok ftere az n-dlmen—
zids tér. Az n termeszetesen bdrmely természetes epgész szdm
lehet. Ha n = 1, skkor ¢ppen az 1 elemii vektorok fterét, azaz
& szimegyenest kap;uk a térfogalom dltzldnositdsaként.

Az Usszes n-elemii vektorok egy végtelen halmazt alkotnagk,
Jeloljiik ezt a halmazt I-el, illetve ha azt is fel kivdnjuk
tlintetni, hogy e halmaz az nukomponensu vektorok halmaza, ak-
kor az Ln—aeloleat haszniljuk..

1i a tovdbbiakban egy speciglis halmazzal g linedris tér-
rel fogunk foglalkozni, lagdt s linedris teret nehéz elkdp-
i, hiszen magit a tér fogalmst is legfeljebb c¢sak hirom
dimenzidig tudjuk elképzelni $8 geometriailag dbrdzolni, g
haromnal t6bb dimenzids teret nem tudjuk szemlélietni, 4 1li=-
nedris tér kifeaezest tehdt képletes értelemben haszniljuk
és a kivetkezdk szerint definidljuk:

Az I halmazt linedris térnek nevezziik, hg elemei g koveb~
feltsteleket Teljesiftik:

kezo

a./ Az L, elemei kozttt érielmesve van az Ssszeadds €s 8
skaldrral valdé szorzds miivelete.

Ha tehé% gy és &, vektorok n-komponensii vektorok, skkor
azok elemei &z Ln halmaznak, azaz:

a€ L, ¢és D€L,
s ekkor e vektorok Usszege és bdrmely n-komponensu vektorok

Usszege, illetve adott n-~komponensii vekitor birmely skaldrral
valé szorzata szintén n-komponensii vektort eredményez, gzasz
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olyan vektort, smely szintén eleme az L,-nek, vagyis ha
_&_1_€Ln és EeLn s akkor:

g+p_€Ln s €8 ha:

a€L, ¢és x skaldr, akkor ax = xa€ L, vagy misként
Jjeldlve:
8, b€Ly=5a + bE L)

g_GLn =$x5€1h.

4 fentiekbSl az is kovetkezik, hogy az L elemeinek bdr-

mely linedris kombindcidja szintén eleme az L, halmaz-
nek, azaz:

875 853 e-ey 8, €L =DXq8) + X85 + ees + X 8 €L,
Mindezeket az eldzl fejezetben is megismertik.

b./ Az _el8bbi két miiveletre €rvényes s kommutativitds,
87 8SSZOCLATiVitas es8 8 disztributivitas torvenye.

Eszerint ha tetszflegesen kivdlasztott vekborok n-kompo-
nensiiek, tehdt L, - ek, szaz:

2, b, c€1y

akkor ezokra vonatkozdan érvénvesek az aldbbi torvényszerii-
ségek:

a+b=>0b+a .
A o kommutativitds
/e +b/ +c=8+/b+g/f
Il A uE feaf asszociativitds
/x +y/8=xa +38
disztributivitds

X f/a + b/ = xa + xb
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e éE_Ln helmaznak van nulls eleme, az n-komponensii
zérugvektor, amelyre igsz, hogy azt az Ln halmaz
bérmely eleméhez adjuk, azt vdltozatlanul hagyja,
azaz ha:

g_eLn skkor &8 +0=a2a
d./ Ha sz gelﬁl halmaznsk, akkor igaz, hogy

1'1=5‘1=3

-l-a=ga-+/-1/ = -8 és

la + /-l/g = 9_

A fentiekben megfogalmazott négy feltétel teljesiilése e~
seten tenat a halmaz nearis ternek nevezzuk, E negy Iel=-
tetel? Termeszelesen nem csak vektorok, de matrixok is tel-

jesithetik, igy nem cssk & vektorokkal, de a mitrixokkel
kapcsolatban is beszéliink linedris %érrdl.

3.2. Az gltér fopalma

Az L, linedris téren belill mindig létezik egy részhalmsz,
amely g linedris térre vonatkozd négy feltételt teljesi-
ti. Bz a részhalmsz ez L altere. Ha az L, $érb6l kivdlaszt=-
Juk sz:

Byx gy, e Hy
vektorokat, akkor e vekiorok “sszes lehetséges:
Zy87 + Eply + ees + X8y

linedris kombindcidéi /ahol xl; Xy eees X velds szdmok/

az n-elemil vektorok végtelen halmazdt jelentik, Ezt g hale~
mazt L}-el Jeldljilik és az L, alterének nevezzik., Az L2 tar-

ralmazza & zérusvektort is, hiszen ha X =X,= ... = X = 0,
akkor:

870 + 850 + o00 + 8,0=0

Bz /fsmikor minden skalégszorzé zérus/, a zérusvektor trivi-
dlis elfdllitdsdnak médja.

Természetesen az L} altér részhalmaza az L, linedris tér-
nek, azaz:



LI’IELn + .Ha:

L;JELH, de LI’I#LH g L;l#o
/ahol O &z egyetlen nullvektorbdl 4116 zérusaliér/, akkor
az l%ftaz L, valddi slterének neveszziik. A zérusaltér ég maga
az Ly, linedris tér nem valddi sltér. Az Lﬁ altér Onmaga is
linedris tér.

Egy p» g tipusi A mdtrix oszlopvektorainsk Gsszes lined-
ris kombindeidi az Ip linedris tér alterét 411itjdk els, mig

sorvektorsinak ©sszes linesris kombindcidi az Lg linedris al-
terét. Beszéliink tehdt sz oszlopvekitorok, illetve a sorvekto-

rok 41tal generdlt altérrSl. Az elSbbit az 4 matrix oszlopvek-
torterének, az utobbit pedig &z A mitrix soTvektorterének ne~
vezziik, Ha példail:

[5 3 0-2
A=|6 5 4 8 akkor am:
|3 2 5 1
5 3 0 -2
a; = 6., ay, = |5/, ag = 41, gy = 8
3 2 5 4

mn

vektorok oszlopvekiorteret, az
4

gy =[5, 3, 0, -2]
a5 = [6, 5, 45 8]

T

23 = [3’ 2, 5, 1j
vektorok pedig sorvektorteret alkotnak.

3e3. Vektorok linedris fiiggetlensége, fligpgdsége

Mér ismer]iik, hogy &z 815 8py wesy 8y n~komponensii vek=-
torokbdl és az Hqy Xpy eeey X skaldrokbdl /tetszdlegesen
megvdlasztott valés szdmokbdl/ képzett:

xlal + X282 + eee + Xkﬂk
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kifejezés dltal meghatérozott vektort az adott velktorok li-
nedris kombindcidjinak nevezziik. Livel:

Oy + 08y + eow + 0y = 2

igy sz bsszes lehetséges linedris kombindcidk kszott a zérus-
vektor mindig szerepel. Fz egyben azt ig jelenti, hogy az:

K3y + Xplp + oaes + XpE =0
vektoregyenletnek mindig van megolddsa. Az:

xl._x2=...=xk=0

megolddst /amikor s skaldrszorzdk mindegyike zérus/ trivid-
lis megolddsnaek nevezzilk. Ha az:

X8y * EpBp toees + X8 = 0

egyenletnek csakis trividlis megolddsa 1étezik, akkor az:

810 Bpr e s By

vektorokat linedrisan fiigcgetlen vektoroknak nevezmziik. Ll-
lenkez8 esetben Llinedrisan Tuggo vektorokrél beszéliink. Szoe
kés azt mondani, hogy az aHof% vektorok linedrissn filggetlen,
vagy linedrisan fliggd rendszert alkotnak. Legyenek:

2 ~1 0
a=(31, b=l4], c=|2
€ -1 3

Linedrisan fiiggetlenek-e sz sdott vektorok? Képemzilk azm:
xg +¥b + 38 =0

vektoregyenletet, vagy réscletesen felirva:

2 -1 0 0
xU 3=+ 3| @dla =] 2l=}0
T -1 3 0

formidt, ami egyértelmii a ktvetkezd egyenletrendszerrel:

2% - ¥ =0
3x + 4y + 22 = 0
X+~ ¥ + 32 =20
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3 ha ezt megoldjuk, kapjuk hogy
x=0, ¥ =0, 2 =0,

tehdt az adott vekiorok linedrisan fiiggetlenek.
Linedrisen filiggetlen vektorok mindig sz egységvektorok,

mert & O vektort csagk trividlis mdédon képesek elddllitani,
vagyis:

Og, + Ogp + Gg3 = 0. Az:
5 1 2 1
a= - s b= 3 » E= a8 d= “f
-1 2 =3 0
3 -2 1 —8

vektorok viszont nem linedrissn filiggetlen vekitorok, hiszen
ezelk:

22 -~ 3b - 4¢c + d

linedris kombindcidjas mérusvektort eredményez, szaz:

(5] 1] ] EN
A S

w1 2 &2 0

| 3 :EJ [ 1] -6 |

10] =3 g ] 1] [o
A N 2 P - B & B K

-2 -6 8 o G

| 6] | 6] |4 | -8 | | ©

vagyis az adott vektorokkal s zérusvektor nem csak trivide
lis médon A11lithatd eld, sét az adott esetben nincs is zé-
rus sksldrszorzdénk., Az adott vektorok tehdt linedrisan fiig-
g8 rendszert alkotnak.

Wéhdany tétel a linedrisan fiiggetlen, illetve fliggd vekto=
rokkal kapcsolatban:
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8./ Linedrisan fiiggetlen vektorok kozdtt a =zérusvektor
nem szerepelhe®, hiszen ennek nem nulla skalarral
valé szorzata ig zérusvektort eredménvez, s lehetd-
vé teazl, hogy a zérusvekiort akkor is elddllitsuk,
ha nem minden skaldrszorzd nulla.

b./ 4 linedrissen filiggetlen vektorok bdrmilyen nem iires
reszhalmsza ugyancsak linearisan fuggetlen rendazert
alkot. )

Ha n linedrisan fiiggetlen vekiorok koziil elvesgiink k vektort,
ahol k>n, sgkkor mind a kivdlasztott k vektor, mind g visz-
szamgradd n-k vektor linedrisan filiggetlen rendszert sglkot.
Legyenek 81y Boy see » Fy linedrisan filiggetlen vektorok.
Hagyjuk el 8 vektort. A maradék a,, 835 =ee 3 By vektorok
is linedrissn fiiggetlenek kell hogy legyvenek, mert ellenkezd
esetben csak &z a; vektor hozzdirdséval tudndnk linedris kom-
bindcidjuk megitségével a zérusvektort elddllitani, mégpedig
ugy, ha gy vektor egyiitthatdja ) ¢ 0 volna. Nivel azonban az
adott vektorok gl—t61 gn—ig linedrisan fiiggetlen rendszert
alkotnak, igy X = 0, vagyis:

Xq8y + Fp8o + eee + X8, =0
Iz viszont ellentmondéshq§ vezetne, ha g maradék nem lenne li-
nedrisan fiiggetlen., P£1ldail:

4 3 1| e
ol mlads wfilwln
-2 2 3 0

linedrisan fiiggetlen vektorok kdzil bdrmely vektert /vektoro-
kat/ elhagyjuk, & maradék vektorok szintén linedrisan fiigget~-
len vektorok, példddl a:

o

W
o
o

|

[y
il

el <l =)

vektorok csak zérus skaldrszorzdkkal vezetnek zérusvektor-
hoz.
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c./ Linedrisan fiigpd vektorok koziil legalsdbb az egyik
ejezneto a tdnblrilneéris kKombinaciojakent.

Vegyilk az 815 Bpsessosly linedrisan fiiggd vektorokat, Ez

azt jelenti, hogy dltaluk a zérusvektor nem csak trividlis
médon A1lithatd eld, vagvis az:

18] + FpBo + eee + K8y = 0

kifejezésben nulldtél eltérd egyiitthatd /skaldrszorzdé/ is ta=-
ldlhaté. Tegyilk fel, hogy:

x, * 0., Ekkor gzonban:
L d x X
2 k
By = oy = e A B

Vezeasiik be a kidvetkezld jeltléseket:

x5 El T,
y2= - iI ¥ 33 = = zl . ien yk = - EI és akkor:

?_1 B ?2&2 it 3’353 + see + Fkﬁk

vagyis az aakvektort kifejeztiik & t6bbi vektor linedris

kombindcidjHként. Legyenek adva az:
5 ( 1] 2 1
T e s b= 3 , C = =3 g om 2T
i =1 e 2 - -2 g [¢]
3 -2 1 -8

vekierok, Mivel:
28 = 3b = 4c +d =0

z gdott vektorok linedrisan fiigpd rendszert alkotnak, s
k5ziiliik legaldbb egy vektor kifejezhetd a t0bbi linedris
kombindcidjaként.

Vélasszuk a t6bbi vektor linedris kombindcidjaként kifeje~
zendd vekiormak s b vektori, ¥ehdtl:



-32=—2§+4&-£ éa
b= §a-%c+3a  vegvis
5 2 1
2| 2 4|=3 T |
b= 3 als ¥l > E| sl
3 2 -8
_10_ 87 i 1— B T
b & r'z 3 3|2
12
% 2| |-% E
= -+ + = =
2 8 6
~% T i -8 B
6 8 [
| 8] ;%_ =% A8

tehdt eredménylil a b vektort kaptuk.

d./ Ha az adott n elemii vektorok koziil az e5¥1k kife=
ezheld a T0 nearis Kom cilojakent, aKKOT
az_ado vektoro nearisan G _vektorok.

Legyen gdva, hogy:

8) = Xp8p + X383 + ... + Xl és innen:

Iy, « Ty = Tgly = vae ~ HAp ¥ O
A baleldal olyan linedris kombindeid, shol nem minden ska=
lédrszorzé nulla, ugyanis x =1, tehdt az adott vektorok
linedrisan fiiggé rendszert alkotnak.

3.4. A vektorrendazer rangjs

A vektorok halmazt alkotnak. Az azonos szimi elemet
Jkoordindtdt/ tartalmazd vektorok véges halmaza vektorrend-
szert alkot. Ezzel kapcsolatban fontos szerepe van a rang
definicidjénak.



mondgmer rancis r. ha kivdlaszi-

rzetlen vektort tartalmazd
Vektorbol allo reszhalmaza

ﬂé rengssery 8ikot. A Vektorrendszer rang-
2n Genat a Vektorrendszernentfelveheto linedrisan fliggetlen
vektorok maximflis szémdt érijik. Ha tehdt egy vektorrendszer
rangja pl. 6, az azt jelentl, hogy az adott vektorrendszerben

linedrisan figgetlen vekier veheté fel, s ehhez a vekforrend-

zer bdrmely vekiordt hozzdvéve, mir 6+1 vekitor linedrisan
;aggé lesz. A rengot r-rel jeldljik, miszerint r» vektor line~
arisan fliggetlen, r+l vektor mdr linedrisan fiiged.

AZ 875855 e00
hstd beldle eEy

wegena lmas,

A vekiorrendszer rangjdval kapcsolatban bizonyitds nélkiil

tdtel: <

a./ Ha a vektorrendszer rangqa r, akkor s vektorrendszer
drmely vektora egyértelmilen e184l1lithatdé a rendszerbdl tet-
zolegeser kivdlasztott r darab linedrisan flizgetlen vektor
lineéris kombinéciéjaként. /A7 egyértelmiiség szt jelenti, hogy
z kivdlasztott llnearlsan fizgetlen vektoroknak caek egyetlen
-lyen linedris kombingcl . van, amely g kérdéses vektort e~
26811i%ja./

b./ Ha egy vektorrendszerbdl olyan vektort vesziink el, &=
mely kifejezhet§ a t5bbi vektor linedris kombindcidjaként, ak-
zor a vektorrendszer rangja valtozatlan marsd,

erhez olyan vekiort csestolunk, a-
vektorck linedris kombindcidja=
ia ugyancssk valt ozatlan marad.

vektorrendszer vektorai mind
vekitorok linedris kombindeid=-
» 8y vektorrendszer rangjs leg=

; hanem a dimenziéval jelle~
definidljuk, mint a vekior-

hozyen iz vdé~-

pindie finearisan Tuge-

zerint n elemil
yehetiink fel.
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Ilyenek példdul az n elemii egységvektorok:

e; = [1, O wans B T

g [0 Ly waua 017

& o | 800 sune % :

n-nél t6bb linedrisen fliggetlen vektort viszont az n elemil
vektorok kdzdtt nem lehet felvenni.

Az n dimenzids linedris teret L -nel jeloljik. Bérhogyan
is vesziink fel az L ~ben n lineérisan fiiggetlen vektort, a-
zok bézisdt alkotjdk az L -nek. A bdzls alapvetd tulajdonsdga,

hogy a t€r bdrmely vektora kifejezhetd a bdzls vektorainak
faz ugyneveze %1 8VeXLorokng earis kKom ciojakent,
mégpedig egyértelmilen,

Ha tehdt & DBy, bBoy eees by

(1]

vektorok sz L egylk bézisdt alketjék és a ¢ vektor is eleme
az Ihrnek, gkkor italdlhatdk olysn

Cys Opy eeey Cp
skaldrok, smelyekre nézve teljesiil a

g = clyl + czhe + ace + cngn

egyenlfadg, s ezek a skaldrok egyértelmiien meghatdrozottak.

A Cyp Coy seey €y skaldrokat & c vekior koordimdidinak,
mégpedig a by, boy ey By bézisra vonatkozd koordindtiinak
nevezzik.

Bdzist alkotnak az 849 8py ooy & egységvekiorok is,

smit trividlis bdeisnak nevesziink, mivel a koorddndtdk ebben
a bdzisban mindem kiilon szdémitds nélkiil rendelkezésiinkre dl-
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lanak. Ezek a koordindtdk ugyanis nem mdsok, mint a kérdéses
vektor komponensei. Az:

3
a = [:al, Bpy seey anJ vektornsk az:

€11 8oy eeey &y bdzisra vonatkozd koordindtdi tehdt az:

81y 8oy eesy 8y

gkaldrok. E megdllapitds egyértelmil és konnven ellendrizhetd
az:

a = 5121 + 8585 + 39y + 88, = E a Osszefiiggessel,

Az Ln linedris térnek mindig van olyan részhalmazs, amely
onmagéban véve is linedris térnek tekinthetd. Az ilyen rész-

balmazt, mint tudjuk, az L alterének nevezzilk., Az Ih adott:
9.1: ,a_zp seny Qn

vektorainak Gsszes lehetséges linedris kombindcidil, azaz az:

B = Xq8) + Xp8o + ae- + X8y

alakban felirhaté vektorok példdul mindig alteret alkotnak
/xl, Xoy eees Ty tetszdleges valdés szdmok/,

Bebizonyithatd, hogy a definidlt vektorok halmazs eleget
tesz a linedris térrel szemben tdmasziott kiveielményeknek.
Ha bevezetjiik az:

A= Lal, 8oy ceey Qn] es

T
X = [xl' Eoy seep X ] jeloléseket, az eldébbi g vektor
s=4Az

alakban is felirhatd, shol A egy n - k tipusu matrix, x pedig
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egy tetszés szerinti k elemili vektor. Az Usszes lehetséges

g vektorok dltal meghatdrozott alteret az A oszlopvekforai
Zltal generdlt altérnek nevezziik. Jeltljilk ezt az alteret
L?~lel. Azt pedig, hogy ez az L' az A oszlopvekiorainak 1i-
nedris kombindcidjaként elddllithatd g vektorok halmazs, a
kivetkezlképpen szimbolizdljuk:

{s18 = 4 z}

Az 1* feltétlenill részhaglmaza L -nek, azaz:

L’ € Ln

Az 1° dimenziéja megegyezik az A oszlopvektoraibdl glko-
tott /tehdt a generdldé vektorokbdl alkotott/ vektorrendszer
rangjdval, ami természetesen nem lehet nagyobb n-nél. Ha az
L* dimenzidjs torténetesen vagleamely n-nél kisebb természe~
tes ssdm, skkor sz L' halmgzt s% Ln valédi slterének nevezs

ziik. Ha az L’ dimenzidéja n, akkor:

w1,

vagyle az I’ nem valddi alteret alkot. Mint mfr ismerjlik,
altérril beszéliink akkor is, ha:

4=0

vegylis amikor 1*' egyetlen elembdl 411, a =zérusvektorbdl.
Ez esetban:

i «{g)

szimbélummgl jeldliink., Ez s zérussglitér, amely ugyancsak nem
valédi altér.

3.6. A mdtrix rangja
Minden mdtrixszal kapcsolatban beszélhetiink két specid-

lis altérrdl, mégpedig az oszlopvektortérrdl és a sorvek-
tortérrél. A sorvektoriér és az oszlopvektortér dimenzidja,
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vagy ami ugyanaz, a sorvelkioriér és az oszlopvekitoriér rang-
ja bdrmely midrtrlxrs nézve megepyezik., Bzt a kiozos szdmot ne=
vezzilk a mdtrix rangjdnek és jelsljilk xr/a/-val.

Eszerint valamely A mdtrix rangjdn az oszlopvektorsibdl,
ilietwe gorvektoraibél alkotott vektorremdszer rangjdt ért-
Jik.

A mitrix rangjdnsk meghstdrozdsdra a késdbbilekben egy
J61 kezelhetd szgmitési eljdrdst mutatunk be, az un. elemi
bézistranszformdciét. El8bb azonban még megismerkediink né-
hiny kérdéssel a mitrixok rangjdval kapcsolatban.

A rang ismeretében a kvadratikus mdtrixokat két csoport-
tgs sorolhatjuk, mégpedig a sgzinguldris és g nem-szinguldris
mitrixek csoportjdba. Ha egy kvadratvikus mdtrTx rangjs ki-
Bebb, mint rendje /oszlopainak, illeLVe sorainak szama/, Sk-

or 8 maLrixot szinguldrisnak, ellenkezd esetben nem=szingu=

I&risnak nevezzllk. A nem-szingularis mALTiznak LeBat m1n§ 8z
oszlopvektoral, mind a sorvektoral linedrisan fiiggetlen rend-
szert alkotnak., A szinguldris mdtrixokndl ezzel szemben mind

a2z o8zlopvelttorok, mind a sorvektorck rendszere linedrisan
fliggd.

A mitrixok rangjdval kapcsolatban gyaskran témaszkodhaitunk
az aldbbl megdllapitdsokra:

8./ Egy midtrix rangja nem lehet nagyobb sem oszlopainak,
sem pedig sorainak szdmandl. Egy 5 - 3 tipusu mitrix rangja
legfeljebd 3.

b./ A disgondlis mitrixzok rangjs megegyezik a zérustdl
kilonbdsd dlagondlis elemek szamdval. Az:

E D=0 O
s g 0 © © . 5
A= DB 30 matrix rangjas 3.
0 a8 b

Egy diegondlis mdtrix tehdt csak akkor nem-gzinguldris,
kz g8 dilagondlis elemek kozoit nem szerepel nulla.

c./ A kvdzidiagondlis mdtrixok rangja egyenld a diago-
rilis blokkek rangjdnak tsszegével.

ds/ Egy trisnguldris mitrix askkor és csak skkor szingu-
ldxis, ha disgondlis elemei k8zdtt O is taldlhatd.

e./ Az Ysszeg rangjs nem lehet nagyobb & tagok rangjé-
ngk Osszegeénél, azaz:

r/_é1+£2+...+;3k/§1‘/£1_/+r/£2/+---+r/Ak/
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f./ 4 szorzat rangjs nem lehet nagyobb egyik tényezd
rangjsndl sem. azaz:

T /4y By eee A/ & min. [r /gk/]

g./ Haa p-r tipusu A mdirix rangja r és az r.qg
tipusu B mitrix rangja ugyancsak r, akkor az A B szorzat
rangjs 18 r, vagyis ha:

r /A =1 /B =

Yoot o Y -8 akkor:

r /4 B/ =

3.7. A matrixok fskitorizdcidia

Ha valsmely gdoti matrizet fel tudunk irni az
A=4 4

osszefuggesnek megfeleldfen két mitrix szorzataként, akker
az 4 mdtrix egy faktorwzac1a;a £11 eldttiink. /Természete-
sen 8 faktorizdclond enyezd is szdmbajthet, mi azon~
ban csak 8 két tenyezore veld felbontdsra fordiijuk a fi-
gyelmiinket. /

Birhogy is toriénjen egy mdtriz faktorizdldsa, a itényezdk
rangje nem lehet kisebb,mint sz adott mdtrix rangja. EbbSL
az kiovetkezik, hogy az ilyen felbontidsban az elsd tényezd
oszlopvekioraingk szdma, ill. g mdsodik tényezd sorvekioraie
nek szdms legaldbb snnyi, mint az adott métrix rangjs. Ha
az elsd tényezd oszlopvektorainek szdma és zvanakkor a
miasodik tényezd sorvekicrainzk szdma is megegyesl ¥k az eredes=
ti mdtrix rangjdval, gkkor minimdlis felbontasrdl beszéliink.

Az A minimdlis felbontdsa az:

Ad=4 &

pq pr *q

r & > fAS

egyvenldsézgel sain

A minimdlis telvontisnsk a kvvetkezd tulajdonsdgal van-
nak:
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gzl = /&l/ =T /52/ =r /Af, tehdt mind ez él oszlop=-
vektorai, mind a=z 52 sorvekitoral linedrisan fiiggetlen rend=-
szert glkotnak.

bl Az A oszlopvektoral bazisét alkotjdk az A osz-
lopvektorterének, az A, sorvektoral pedig bdzisdt alketjdk
2z A sgorvekiorterének.

c./ Az A, oszlopvektorainak komponensel az A mdtrix osz~
lopvekforainak az 4y 4ltal meghatdrozott bdzlsra vonatkozd
ccordindtdi, az 4, sorvektorainak komponensei pedig az A sor-
vektorainak az Ay 4ltzl meghetérozott bédzisra vonatkozd ko~
ordindtai.

A minimAlis felbontdst bédzisfaktorizdcidének is mzoktuk ne-
veznl., A bédzisfaktorizdecid igen Jol hasznalhatd a linedris
egyenletrendszerek megolddsdnil.

3.8, Az elemi bdzistrsnsziormicid

Amikor gz L, esy adott bdzisdbdl egy masik bazisba térink

2%, bdzistranszformdcidrdl beszéliink. A bdzistranszformicid
1z egwszeruEB esete az, amikor az adott bizisngk csak az e~
ik vekbordt cseréljiik ki. Iz gz elemi bdzistranszformdcid,
2y roviden elemi transzformicid.

Legyenek az 13 linedris tér bdzlsvektorai a kivetkezdk:
-] 2} {1
8w S 0% SR e By W0

Mivel az 81%7 + Bp¥p + 84% = Q csak agkkor 411 fenn,

Z, = 22 = xg =0, as g3, 855 By Vekborok linedrisan

" Ao
-
8bbi vekiorck valamelyikst /pl. i}k

g, vektorok is bdzist alkossan
12

oS E}ELB vektort, ahol ¢ # 0 és

cseréljik ki ezzel az el

Vdlaszzunk egy tetszd
et/ Ggy, bhogy = Sy EBoy
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mivel 8Z 83, 85, 85 Vektorok linedrisan fiiggetlen vekio~
rok, tehdt L4 bdzisdt alkotjdk, a ¢ vektor / ¢c€ I.3 / kife-
jezheté az g, 8,, 8, bdzisvekiorok linedris kombindeidja-
ként, szaz:

C—Cll+62_2+03ﬂ

Mivel ¢ # 0, a ¢ vektorak legaldbb egy nulldtdsl killonboe-
z6 komponense van. Tegyiik fel, hogy e # 0. Ekkor viszont

kifegezheto 8 ¢, 8py 84 vektorok linedris kombindcidja-

ként, 8zgz ¢
2 °2 3

Hq = = C = == g -— g

=1 Cy= = ©p =2 ey =3

Tegyiik fel, hogy x az L3 linedris tér egy tetszdleges vek-
tora, asmely kifejezhetd az 835 8ps B3 bédzisvektorok linedris
kombirdeidjaként, vagyis:

£ = Ay A% ¥ Sk,

Irjuk most 8y helyébe az eldbbil kifejezést, tehdt:

s 33 8, = 22 a x 8,X x és innen:
S 1 * 8p%p + Ba¥y :

X 57 X
1: 15 1
X = =0 + X tm o=—— O a + X b s O
= ¢ = ( 2 eq 2) =2 ( 3 ¢ 3)

Most tehét megkaptuk a tetszoleges x vektor koordindtdit
& ¢, 8, a4 bézisvektorokra. Természetesen az 8 VAEY @5 vek=
torokat ugyanigy kicserélhettiilk volna a ¢ vektorrasl. Masrészi
a bdzistranszformisidt nemcask ey # 0y dzc, # 0, vagy cq # 0
esetén is vegreha;thaz+d volna, vagyls annyl klilgnbtzé mé=

don, ahiny O0-t61 kiilonpdzd koordindtdja van a ¢ vekiornak
az adoit bdzisra vonatkozdanm.

fro
)



Vizegdljuk meg, hogygn le!
cidt elvégezni. Az n dimenzi

cC = C.¢
;'-“l+c

Coteset C 8

2

formiban, ghol a ci-k az egysdégvekiorok £1tal meghatdro-
vot% bézlsra vonatkozd koordindtdk. Ha ¢ # 0, akkor a oy
glaldrok kdzott van nulldtél kiilonbdzd is. Tegyiik fel, hogy
o # 0. Ekkor viszont & kifejezhetd az elddbi egyenletbdl,

TEE
] c
1 n
e = e O e — 2 - aeg m —— €
i | 9y =

A gy 8oy ese 5 By vektorrendszer linedrisgn fliggetlen
rendszert alkot. Ugyanis, ha az:

XqC + Fp€o + eee + X2, = 0
egyenletnek lenne a trividlistdl kiillonbozd megolddsa is,
akkor a ¢ vektort az g5, -..y g, vektorok linedris kombi-

nfcidjaként is eld leheime £1litani, ami viszont ellentétben
41l & ¢y # O feltétellel.

Az elfbbiekbdl kivetkezik, hogy ha 81s Bps eees By BEY

t2tszdleges bdzis, akkor amnak feltétele, hogy az ay bédzisvek-

t kicserélhessilk n dimenzids tér tetszdleges ¢ vektordval,
» hogy a g vektor i~edik komponense nulldtél klldénbszé le-
Tle

Hogyan alakulnak s vekiorck koordindtdi, ha egyik bdzis-

b6l a misikbs térink £%? Legyenek x vektor 815 Bpreessfy

Tys Fpsecesye Eszerint fte~

iz fel, hogy ¢ vektor emnek a linedris térnek egy
ges nulldtdl kill¥nbdab vektora, azaz ¢ ¥ 0. A o

ktorok segitségével, azaZ:




- 113 -

ahol ¢, & ¢ vektornak a bdzisra vonatkozd koordindtdi, Mi-
vel ¢ a! 0, igy = c; kozdtt van legaldbb egy, amely nem nul-
la. Legyen ez a ck. Ebben az esetben a bizisvektorok kbziil
az a, vektor kicserélhets a ¢ vekborral, vagyis 3z g3, 8p,--
ces Ly +eey By vekiorok gzintén bdzisdt alkotjdk a linedris

térnek, ugyanis ezek linedrisan fiiggetlen vektorok. A vek-
torcsere feltétele, hogy a ¢ vektornak az g,~-rs vonatkozd

koordindtdja o) # 0 legyen. Mivel ey # 0, a ¢ vektorra
felirt linedris kombindcidbdl 8y vektort kifejezhet jiik,azaz:

15 ; 1
8y = = 08, = = Chlly ™ eae + T C = .40 = =€ A&
=k Cy 1=1 C 2=2 Cp= ¢y B0

Most az g, értékét az x vektorra felirt egyenletbe behe~
lyettesitve kapjuk, hogy:

E = Fq8y + XpBo + ees +

8 1
[;— 181~ ck 252_"'+E£27"'_5k°n5%] +eootX 8

ég szZorzds, Csszevonds utdn:

X
k i :
X = [xl—qt:]] il + [Xz-c—GE:]_ﬂ_z + sse +

k
x, o
+ & S+ ene +|x, - 5 oi| m 8,

vagyis az egyenlet Jjobb oldalén zaréjelben 1év6 egyiittha-
t6k /skaldrok/ adjdk az x vektornak az 0j bdzisra vonatkozé
koordindtdit.

Ha bevezeijilk az:
e
== 4 jeldlést, az elébbiek egyszeriibben felirhaték a:
k

x = /- 8cy/ag + [Xom 80y/8y teeet 88 +eut [x-8c [a,

formiban. Az elmondottakat a kivetkezd tébldzatos formdban
tudjuk szemléltetni:
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T ITI.

Régi 8 Tetszdleges x uj & Tetszdleges
bdzis = 1régl keord. bédzis = x uj koord.
8 ° By, 8 0 xm=be
8, ¢ %3 8, 0 xp-fe,
q—ék @#0 x, e 1 Xy - & ey

8 %% R

I8t juk, hogy mivel ¢ vekiort bevontuk a bizisba az ay
vektor helyett, megvdltoztak a ¢ vektor koordindtdl, vagyis
a régl koordindték helyére az &, egységvektor koordindtdi
léptek. Ugyanis a ¢ vektort az wj bdzis vektoralbdl a:

e =08y + 08, + «0o’+ 08y 4 +1c + 08y 9 + 08,

formdban tudjuk elSdllitani. Az I. tabldzat tehdt a c,
x vektoroknak a régi bdzisras vonatkozd koordindtiit, a TIL.
Tdbldzat pedig az uj bdzisra vonatkozdé koordindtdit tinte~
$1 fel.

A ¢y koordindtdt, amely Jelzi, hogy a ¢ vektort melyik

bézlsvekior helyére vonidk be, genergld elemnek nevezzﬂk..
Ez csak nulldtél kiilsnbszd koorﬁinéia Tehet. A generdld e-
lemet /kitiintetett szerepét hangsulyoczva/ a tdbldzatban beke-~
reteztiik.

Az elemi bdzistranszformdcidé sordn az x vektor uj koordi-
ndt£it két lépésben szdmitjuk ki.

Az elsd lépésben a generdld elemmel elosztjuk sz  x vek-
tor megfelelS koordindtdjdt. Az igy nyert hinyadost & ~vel je-
1oltiik.

A kbvetkezd lépeésben meghatdrozzuk az x vektor tébbi
koordindtdit, ugy, hogy a régi koordindtdkbél rendre levon=-
Juk az uj bézisve%?or régl koordindtdinak & -szoresdi.
/Terménzetesen, ha 6 =0, vagy ha az uj] bdzisnak a megfeleld
régl koordindtdja 0, az x koordinitdi mem v4ltoznak meg./

A gyakorlatban mindig az egységvektorok dltal meghabdro-
zott bdzlsbdél, az ugynevezeitt trividlis bdzisbdl indulunk ki,
& snnek vektorait légéarﬁl lépésre cseréljiik ki alkselmassn
megvdlasztott uj vektorokksl, Legyenek adva az:




=g =

3 2 1 i
8 = 2 s &> = 1 ’ 8q = 4 L] =17
4 2 2 19

vektorok és legyen:
B eixing v Xds e
Cseréljilk ki az ), €5y &7 bdzisvektorok valamelyikét és

szémitsuk ki az a; vektorok uj koordindtdit. Vonjuk be g bd~

zisba mondjuk sz 8y vektort és legyen a generdld elem az a;
vektor mdsodik koordindtdja /a tdblédzatban bekereteztiik/.

Az g, vektor uj koordindtdi xE-Sck alapjén a kovetke-
zd8k:

329

2-0|5'3=0|5,
2«=0,5+4 =0,

ugyanigy az a5 koordindtdi:
[ dRigee
l=2: 3 =5,
3=2'4==5

L[}
3" |
L}

és a b vektorndl:

(é‘ =3 = 8,5)

u i IR - P R PO U
19 - 8,54 = =15,0

Foglaljuk az adatokat tdbldzatba /hxillal jelsljilk a bdzis-
cserét/:



s
Régi I
vésis| 81 2o 23, 2
I
2
g 1[2] 4 |17
5,04 2 3 119
2]
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uj
bazis

II.

I
Eg: b

1
»5:~l4,5

2: 8,5
-5I-15,o

Bevonhstunk a bdzisba egy mdsik vektort is.

Minde

BY,
hogy melyiket, de célazerii lehet ugy vdlasztani, hogy kedve=-
%6 legyen a generélé elem, hogy egyszeriibben tudjunk szdmol-
ni. Vonjuk be 8 bdzishs a3-at és vidlasszuk generdld elemnek

annak harmadik koordingdtdjit.

I1. FiTe
Régil i |
vézis| %2 82 231D pizis |22 82 &31 D
I |
8|0 0.5 ~51-14,5 e, |0 0,5 00,5
|
51105 2! 8,5 g |1 0,5 02,5
I |
«ey |0 .-15 0 =80 0 13

Megfigyelhetjilk, hogy mivel az-nél ) =_% =0, az &,
koordindtdi nem vdltoztak.

Bevonhatjuk a bdzisba s,-t ig. Vdlasszuk generdld ele-
miil ennek elsd koordindtd Jét. Ekkor s kivetkezdt kapjuk:

i Iv.
Régi ! uj !
vizis |22 f2 31D bdsis [S2 &1 &3, R
' [
g |0 0 10,5 -5, [0 1 |1
] |
5 |% 05 O B & |1 o 0,2
|
g3/0 0 113 o, 0 1,3

A b oszlopdban taldljuk a b vektormak az uj bézigrs vo~-
natkezé koordindtdit, amikoris mindhdrom egységvektort ki-
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cgeréltik az a, vektorokkal. A kapott koordindtdk a:

i
D o= X8y + Xpfy + X385

linedris kombindeid Ty Xps Xg skaldrjai és mint a tdbli~-
zatbél ldtjuk, X =2, xy=1 és x5 = 3. /Vigydzni kell a ska-
ldirok sorrendjére./Az a,-nek megfeleld sorban 1év6 koordind-
Ya az x_ skaldr, az g, sorban taldlhaté az x, skaldr és 85
sordban”az x, skaldr. Eszerint:

3 2 1 6 2 3 11
b=2}2|+1{1|+3 4| =|4|+]2|+}j12]|=]|1T
4 2 3 8 2 9 19
A trividlis bdzis szerint:
b=11 gy + 17 g, + 19 e3s vagyis:
1] 0 0
p=iai fol ¢ 2 lal « o] =
0 0 i i
aa ] 0| 0 11
= Q + 7 + (4] = i By
Q (8] 19 19

hogy a t4dbldzat belsejében permu~
mitrixot kaptunk,melyet dtrendezve, egységmitrixhoz ju-

Kdnnven észrevehetjiik,
418

e veon e
wUllLe

t elhagyhatjus. Fnnek alapjdn s széritdsckat egy-
Ilyenkor a tdbldzatokat nem ismételjik,hanem
1é irjuk ¢g keresebb munkdval ugyvanazon eredmény-

tunik,

k& a Lzl |

| By Gy E5 Bl &g S B 4s; 1B 13|
=8, 3 2 411105 514505 0,5 1‘
—giil2l 1 4 17:0,5 2| 8,5/C,5 [2,5]2]

= i i Ty
—_Af_e_-g & 2 3119j0 s-siI» 501 0 3 3|
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Megjegyezzilk még a kiyetkezdket:
A vektorok bevondsdnak sorrendje kizombos.

Egy m-n tipusu midtrix esetén /mint tudjuk, m a sorok
széma, n pedig az oszlopok széma/:

ha m<n, nem tudunk minden oszlopdét a bdzisba bevonni,
caak legfeljebb m oszlopot,

ha m = n, akker annyi /de legfeljebdb m szému/ oszlop
vonhaté a bdzisba, shdnyszor sikerill a szabad sorokban zé=-
rustél kiilsnbdzd generdlé elemet vdlasztani,

ha m>n, akker mem tudunk minden sorbs nj vektort be-
vonni, mert nines elegend§ oszlopvektorunk.

3.9. A mitrix rengjdnek meghastdrozdsa

A bédzistranszformicié megismerése utdn egyszeriien jutunk
el a mdtrix rangjdnak meghatdrozdsshoz.

mitrix rangjdt negy hatdrozzuk meg, ho g trividlis
bazis bazisvekto E EeIgéﬁe az 800%%T m&ErIxnaE annyl 0sSzlope
eEforéE vonjuE Ee. amennyit csak 1ehe¥.
Vegyiik példdul az:

2 4 1
A= |2 1 4 -[9_1,,&2-53]
4 2 3

mitrixot és hatdrozzuk meg rangjdt:
Kiindulunk a:

RBédzis 8 8, 85
L7 2 4 1
e 2 B4
53 4 2 .3

téblizatbél, majd elfazdr az a;, majd az gy, 8tb. vekto-
rokat vonjuk be a bdzisba mindaddig, amig ujabb vektor bevo-

nésdra lehetSségink van, vekiort tndunk a_bizisba be-
vonni 8 trividlis bdzisvektoro € re T az adott




an az eleml

P 1 o

matrix ranpja. Végezziik el a béziscseréket az eldzd pont~
izigtranszformicidval kapesolatban megismert

gzamitdsi eljdrds szerint.

Bézis a8 8 2
& 2] 4 12
L. & 2 L -4
g3 4 2 3
Bdzis g 8 &,
a. 2 0,5
s 0 3
g, 0 -6 1
Bazis & & &4
& 1 0 2,5
8o 0 1 =1
83 o o [-5]
Bizis e & &
8 T8
8o g 1 ©
a5 & 0 L
Mindhdrom oszlopvekitori be tudtuk vonni a bazisba, fe=

hit az sdott

mitrix rangie:’

r/A/l=3

A szdmitdsokat mogt is célszerii az egységvekiorck elhge
gyésdval, leegyszeriizitett médon elvégezni, azaz:
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& 8 23| 8 83| &5
i]_ .gl E 4 2 OIS 2,5
& % . S 3 | -1
a8, £ 2 -6 1
Hatdrozzuk meg az:
S S
A = 4 6 =2 médtrix rangjdt.
(4] 1 =1
2 2 =2
8 8 &3 8 831 85
5 & 3 113 1 |2
a, % & B w e i
e ¢ 3 3 la % 0
g C AN = R (' SRR 0
Az 8, vektort mdr nem tudjuk g bdzisba bevonni, mert gz

g, és as gy-re vonatkozé koordindtdja nulla, mdrpedig mint
tudjuk O~dt nem vidlaszthatunk generdld elemmek, tehdt r /A/ =

Hatdrozzuk meg még az:

1 2 1 =1 2
T 2 3 1 =2 3
1 1 -4 2. =3
1 2 5 =4 6

mitrix ramgjdt.
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&

8 8 83 84 85| 89 83 8y 55| 83 &4 &5

2122|210 2| of-
23 1-2 5[] 2 021 01

8y (1 1 -4 23 |15 35 (4] 3 -4 |-

O A AW M| e
o

1 2 5=-4 6|0 4=3 4/ 4+-3 4

Az 8y és g5 vektorokat nem twdjuk a bdzisba bevonnl az
87 85 84 vektorok mellé, tehdt a mdtrix rangja:

T JAf =3

3.10. Bézigfaktorizdcid

A 3.7. pontbél ismerjiik, hogy a médtrixokat tényezdkre,
métrixok szorzatdrs tudjuk bontani. Mondottuk, hogy a mini.
mdlis felbontdst bdzisfaktorizdeidnak neveszzilk. Az eldbbi
pontban megismert szdmitdsok alapjdn konnyen elvégezhetjiik
a bdzisfaktorizdeidt is.

Vegyilk az el8bb mdr megismert:

i & 3-wl 2
5o | 253 o 3
T lE aet 2w

125 -4 6

mitrixot. Végezzlk el a mitrix rangjdnak meghatdrozdsdt
egyszeriisités nélkiil,

Bdzis | 8; 8, 83 84 &
e 2 1 4 2
& 2 3 1L =2 3
es B O el B
o 1 8 5 «& ®




Bazls g1 8 83 &4 &
g i 2 1 <1 2
e 0 !! =1 0 =1
e, 0 =1 =5 3 =5
e 0O 0 4 =3 4
Bzis g 2 83 &4 &
8 PN R R
8, ¢ 3z 4 o 1
&3 0 o [-4] 3 -4
oy 0O 0 4 -3 4
Brle g g 8 &4 &
ay 1 0 o-% 1
a 0o 1 0-2 o0
8 0 0 1—% L
4 0 0 0 0 ©

Irjuk fel & bdzisba bevont vektorokbdl az 51 mitrixzot:

L 2 1
2 i
£1 = [ﬂla 52! 33]= 1 1 -4
[~
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Az utolsd t4blézat alapjdn felirhatjuk az:

4. o] 0
EI‘ = o] 1 4]
[¢] 0 3

r oszlopvektorbdl 4116 egységmitrixzot, valamint a be nem
vont vektoroknak a lekdtdtt sorokra vonstkozd uj koordindtd-
i alapjdn a:

il
1
D= ..g. o = [51, gz:l mitrixot.
3
4

Tudjuk, hogy az 81y 8y 84 linedrisen fiiggetlen vektorok

bizisdt alkotjdk az oszlopvektorok 41tal generdlt altérmek,
4z A matrix minden oszlopa felirhaté ftehdt az A, vekborai-

ngk 83, 85y 83 linedris komblndcidjaként, azaz:

. B LfpyeFa
s 3 A 2
8, = Ay B, = 0 =
=l A=A 1 1 -4|]o1]2
i~ 4=~ | 3]
3 2z Llpgyfe
2 3 1 3
8, = g, = 1l =
22=4 % R S
2 -2 517 T LE]
i 2 3]re 1'|
g 5 T 3
o = Ay €4 = 0 l=
=3 = =3 1 1 -4 | 4
12 2 54 T L5]




g AL i, =

=L =2

Jagyis ennek
irhato fel:

A

f

{=

D

A

L 2
i
i
H k]
i = -~
!
bz I
{
bz 2
fd &
L s
P2 3
"
B I |
)
{1 2

P ——L Lo ey

19 200 &

D 29809 £385s 2

-4

u

R
b

R = I SR

L

(&

i ]

3

[y

L [Re]

[ =]

o

=

8783
s Ax g ] és Ay-et kiemelve

1

S SRS
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Kéoziteik el mégegyszer az eldbbi mdtrix bdzisfaktorizd-
cifjédt, de ugy, hogy a vektorckat ne sorba venjuk be, Alkgle
mazhatjuk sz egyszeriisitest eljdrdst is, de tudjuk, hogy a
bdzisba bevont vektor helyén egységvekiorok szerepelnek, a-
melyeket az adoilt as vektorral kicseréltiink.

8 8 83 & 352 8 & 358 &4 &
a1 2 122 2|2 -1 -1 2|12 1
ag] 2 3 1 -2 31k 0o-aaf1 o0 12

1 1 -4 2 -3/-1 -5 3 =514 3 o

1 2 5 4 6|0 4 3 4[4 3 0O

& 5

7
Bi-~g ¢

3
.3_3—21
o R TR
=

o 0

Most tehat:

A= 894 23! EQ:I [?_1, &5 239 94, Qﬁ] vagyis:

Fe 3 27 bl ow o-% 1
Lt B3 50 1 0=2 1|
i =4 1 o 0o 1 3 of

L3 & 2]

n
L
(VS

!
CHR
S
(S SRRV ]
| S
o
W
| O WAL T
»

=~
o

=
7
oS



Vigydzni kell természetegen s vekiorok sorrendjére. Az

ogszlopvektorok eredeti sorrendjét megkspjuk, ha a mdsodik éa
a harmadix oszlopot Telcsereljik.

3.11. Kompatibilitds

Ha az L, linedris tér egy tetszéleges b vekbtora elddllit-
hatdé az 819 Bpseses 8y vektorok linedris kombindcidjaként, azt
mondjuk, hogy a b vektor kompatibvills 82 87, Hpsees, 8y Vek-

iorok dltal generdlt alitérre nézve, vagy mdsként a b vekior
beune fekszik az a;, 8psee0y g, vekiorok dltal geneTdlt al-

térze?. /A kompatibllitds latin szé, dsszeférhetlséget Je-
lent.

Ha viszont a b vektor nem fejezhetd ki az 87, 8gj-esy 8y

vektorok linedris kombindcidjsként, gzt mondjuk, hogy a8 b
vektor inkompatibilis az B9s Soseees By vektorok £1ltal generdlt
altérre nézve. 2

A bdzistranszformdcid ismeretdben a kompatibilitds problé-
mija egyszeriien eldonthetd. Kiindulunk g trividlis bazisbdl
£8 az 815 Hnseeey 8y vektorok bdl annyit vesziink be ebbe a bd-

zisba, amennxlt csak lehetaéges. A bevont vektorock s kérdéses
linedris térmek bdzisdt alkotjdk, s a szdmitdsokbdl leolvas-
hgtd, hogy & b vektor kifejezhetS-e az adott bdzis segitaé-
gével vagy nem.

Legyen adva az: 2 1 4
L= 3 4 1
L 2 9

T
métrix és vizsgdljuk meg, hogy a: b= [11, 9, 12}
vektor kompatibilis-e az 4 mdirix oszlopvektorterében. .

A bdzigtranszformicld sorin megismerteket alkalmazva, az
a; vektorokat rendre bevonjuk @ bazisba, azaz:

Beis la; 8, 851 B[8; 84 bfaslb| D

o2 l2 O 4 a1j2 #fnf-2 1!3
H i

a; 9 4 129-5-—15§»—25i;3 512

858301 2 4 hzi- MESIGE | 1
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Mivel a szdmitdsok szerint:
b= 2 8, + 38, + 85

vagyis a b vektor kifejezhet§ az adott bdzlsvekiorok line.
dris kombingcidjsként, @ b vektor kompatibilis az 8798058

vektorok d1tal generdlt altérre pézve, Ez szt is jelenti hogy
a% /& mitrix oszlopvektorsi linedrisan fiiggetlenek és hogy
/A= 3.

Cstkkentsilk most a B vektor harmadlk elemét S5-tel, vagy-
is vizsgdljuk meg, hogy a:

T
b= [, 1, 7]

vektor kompatibilis—e az A métrix oszlopvektorterében.

Bizis a a a.! bl a g.! bl &8 b
[a % sibls sies]e
e | 2 f11l2 4l1|-2 1
a8 | 3 4 ‘:19 -15 =25 | 315

e |1 2 I T|-3 ~4lv15]| 5|0

A b vektor most 1s kompatibilis az A matrix oszlopvektors
terére nézve. Most azonban a B vektor &z 815 8p, Vekior-
ral is kifejezhetd:

b= 5a +3a,
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4. FEJEZET
Linedris egyenletrendszerek megolddsa és mdtrixok

inverzidja

4,1. Linedris egyenletrendszerek

AZ Xy Xpy eeey X, ismeretleneket tartalmazd

817%) + 819Xy + eee + AT, = by
85Xy + 322x2 + s0e + azn;n = b2

. .
. .

1% + B 0%y + oses + AT = bn

egyenletek halmmzit els8fokli vagy linedris egyenletrend-
gzZernek nevezzik. E halmaz m szdému egyenletef Taria Zn
szdmu ismeretlennel, ahol az CYp egx&%EEaEBE /az els§ index
a sor, a mésodik az oszlopindex/ valds szdmok.

Az a5 egyiitthatdk az

Qi B wee By
a see 8
g a7 Mag 2n

métrix, az x5 /3 =1,2, eee, n/ lameretlenek az

g8 8 by /i = 1,2, ees, m/ egyiitthatdk a
'[h= T Epe—

vektor formdban is felirhetdk, azaz egFenletrendszeriink
roviden az

Lz=3

formdval is jeldlhetd, hiszen
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- -_ =
811810 <+ 81q| 1% | P2
321a22 ees azn

.

m1®m2 *°* ®mn

=1 e

e o o

tfﬁ L n?
ET. e &

azaz

P Ly
1n™n

8o Xy + BopXy £ oeee + 87T b2

allxl + alzxz + s + &

8,1%) * 80Xy + eee + amnxlﬂ bm

Felirhatd még egyenletrendszeriink az
8)X) + 8% + .e. + 8 X =D
vektoregyenletként is,

Abban az esetben, ha n = m, vagyis ha az ismeretlenek
széma megegyezeik az egyenletek szdmdval, azaz ha az A
métrix /Ggynevezett egylitthatdmdtrix/ kvadratikus, skkor

af egyenletrendszer regulédris, ellenkezd esetben irreguld-
ris.

Ha a bl, b2,..., bm mindegyike nulla, vagyis b = Q,
akkor az egyenletrendszert homogénnek, ha pedig a bi
/i =1, 2,00, m/ kdzlil legaldbb egy nem nulla, vagyis
b # 0, az egyenletrendszert inhomogénnek nevezsziik.

4,2, A linedris egyenletrendszer megolddsa

Vizegdljuk meg eldszdr a linedris egyenletrendszer meg-
olddsdt dltaldnosan. Egy linedris egyenletrendszert megolda-
nl annylt jelent, mint meghatdrozni mindazokat az x vekto-
rokat, amelyek kielégitik az A x = b Osszefiiggést, A meg-
oldds szllkséges $s elégadges Teltétele, hogy a b vektor
benne fekiidjék az A mdtrix oszlopvektortersben, vagyis a

b vektor kompatibilis legyen az A mdtrix oszlopvekior-
Terére nézve.



AP

bonthatd az A, mdtrix, valamint az matrix szorzatdra,

A mdtrix faktorizdeidjdndl ldttuk, hogy az A mitrix fel-
D
azaz Sai ij

A= é& [ér’ 2
és tudjuk, hogy az 4 8 bdzisba bevent vektorokbdl alko-
tott mdtrix, az E.azr gzdmu kilcserélt vektor helysbe
keriild egységvektorokbdl alkotott egységmétrix, D pedig
a bdziscsersdbe be nem vont vektorok 4j koordindtdibdl
alkotott mitrix, amely vektorokndl csak a felhaszndlt
sorok koordindtdit vesaszilk figyelembe.

Tegylik fel, hogy az

Ax=D)

egyenletrendszerndl a b vektor kompatibilis az A oszlop-
vektorterére nézve, azaz az egyenleirendszer megoldhatd.

Legyen az A mitrix rangja r, azaz r/A/ = r. Ekkor viszont
az A mdtrix faktorizdlhatd az

A= ﬁl Ers D
tsaszefliggés alapjdn, amibdl viszont az kdvetkezik, hogy
b=4,4d

ahol a d komponensei a b vektornak az A, mdtrix dltal meg-
hatdrozott bdzisra vonatkozd koordindtdit tartalmazzdk.
Ha ugyanis b kompatibilis, akkor felirhaté r szdmu li-

nedrisan fiiggeTlen vektor linedris kombinsdeidjaként, va-
gyis felirhaté az & métrix oszlopvektorainak linedris

kombindcidjaként, hiszen mint tudjuk, az A éppen r line-
drisan fiiggetlen oazlopvektorbdl 4ll.

A fentiek alapjdn az
Az=}

Geszeflggés kifejezhetl az
g [ 2]z-2

és az

formuldval, vagyis iy I:EI" 9.:]! =4 d=b
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Ez caak akkor teljesiil, ha

Eps

Képezzilk most az x vektormak az A métrix linedris flig-
getlen oszlopvektoralra vonatkozdé koordindtdibdl —,vagyis
az elsd r komponensébSl - az o= [xs s eees z%F vek-

tort, azaz az ugynevezett kititt isfieretlenek vekTordt, a
tbbi n = r = ®» komponensb3l pedig az X, = E+1, : S
eeey xgr vektort, azaz a gzabad ismeretlenek vektorit.

: kE szerint az x vektort a kdvetkezdképpen particiondl-
uks =

Dilz=4d

Ekkor viszont az

[Er!D;.:g-
felirhaté az
— &
[Br2]| | "EB&+lm=m+RE -0
%

forméban, ami szerint viszont

2 =4-2x,

g ezt a formdl az agienletrenduzar dltaldnos megold%g?—
nak szokds nevezni. en az x, komponensel & =

meretlenek, 8z X komponensei a aszabad lsmeretlenek. A

kgt6tt ismeretlenek széma megegyezik a matrix rangjdval,
a pzabad ismeretlenek szdma pedig az egyenletrendszer
szabadségfokdt adja és ez az ismeretlenek szdmdnak és a
rangnak a kiildnbségével egyenls:

8=n -

A szabad ismeretlenek - azaz az =g vektor - tetszdlege-
sen védlaszthatdk a k35t5tt ismeretlenek x,. vektor - viszont
fiigg attdl, hogy a szabad ismeretlenek Sritskét hogyan
védlasztjuk meg.

Az egyenletrendszer megolddse tehdt numerikus szempont-
bdél csupén & D s a d konkrét meghatdrozdsdt jelenti, ami
a 3,10, pont @lapjdn konnyen elvégezhets.
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4.3. A mitrixok inverzidja

Ismeretes eldtiiink, hogy az
y=axzx
egyenletb8l az x kifejezhetd az

L
a

X

forméban. Ez viszont egyensrtikd az
& L
= ¥ . 5

kifejezéssel, vagyiﬂ mindegy, ha "a"-val osztunk, vagy
annalk reciprokaval szorzunk.

Ismeretes az is, hogy ha valamely gzdmot reciprokdval
megszorzunk, eredményiil l-et kapunk, azaz
1

ﬂ.aE=1

Az % szédmot &z "a" inverzének is nevezik $s jeldlésdre

haszndljuk az a1 szimbSlumot is.

Kvadratikus mdtrizok esetén is beszélretiink inverzrdl,
¢ azt /ha ldtezik/ az

A"l

szimb6lummal jeldljlik. Ha az A métrixot inverzével szoroz=-
zuk, egységmdtrixot kapunk eredmonyul, azaz

AR - gly = E
vagyis négyzetes A mdtrix inverzen e olyen n=edrendd
médtrixot 2r amelynek az A-=va SEOTZE LA

az n-ed rendi egyssgmatrixot adjg.

Ha az A kvadratikus mdtrix $s van inversze, akior az

egyenlet sz inverzmdtrix ismeretében az

x= A"l b

formdban is felirhatd. Az inverz mdtrix tehdt felhagmndle
haté linedris egyenletrendszerek megoldassra, ezort mieldty
az_egyenletrendszerek megoidasat szumszerl peldak segltsogﬁ-
vel is bemutatjuk, célszerd megismerkedni a mdtrixok inver-
tdldsdval.
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Tekintsik az
AL=E

secldlis métrixegyenletet, amit részletesebben felirva
kapjuk, hogy

=2
A Zys A Epy eees é&]“ [.9.1! Eyy wwey En]

A két mdtrix akkor egyenld, ha elemei rendre megegyez—
nak, vagyls. a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk

Az =g
Ax =8
Azx,=g

Az egyenletrendszer mindegylk egyenlete n ismeretlent
tertalmaz, az egyitthatdématrix viszont minden egyenletben
ugyanaz. 4z egyenletrendszer csak akkor oldhaté meg, ha

az egyssgvektorok mindegyike benne van az A mdtrix oszlop-
vektortersében, azaz, ha az egysdégvektorok Kompatibilisak

% A oszlopvekiorterdre nézve. Ez viszont csak akkor tel-
jesll, ha =z A mdtrix rangja megegyezik rendjével, r/A/ =1,
gazagz ha a matrix pminguléris. Bgy kvadratikus métrix
tehdt cgak akkor Tnvertalnats, he nem-szingularis. Szlingu-
iarig matriznak nincs inverse.

Az inverz midtrix numerikus meghetdrozdss az
AL=5 wvagy I A=ZE
regyenlet megolddsdt jelenti. Az elsd esetben a mdt-

joldali, & mdscdik esetben a mdtrix baleldali in-
1 beszilink,

O

q
H
&
w
H
ot

Szorozzuk meg azcnban &z

Lae

{=]

mitrizagyenletet az X mdtrixszal jobbrdl, azaz

rax

=BX
Azmonban

it

Ik
1]

P4

o8
o]
B
>4
1]
[=~]
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amibll kovetkezlk, hogy
LE=L

azonban mivel

¥ E=

Llr<

ezért
£=1,

azaz & mdtrix inverzének meghatdrozdsegyértelmi, vagyis
akdr a jobboldall, akdr a baloldali inverzft szdmitjuk ki
a matrixnak, ugyenazon inverzmatrixot kapjuk,
A bazistranszformécid iemeretében az inverz numerikus
meghatérozds mdr igen egyszerl. Inddljunk ki az
AX=E
médtrixegyenletbfl, amelybdl kaptuk az

A =&

A X =g

e s o o

Eh = 8n

egyenletrendszert, emelyet meg kell oldenunk, ¢s a megoldd-
sul szolgdld X métrixot az A Jobboldali inverzének nevezzilk.
Meg kell tehdf keresni az E egységmdtrix oszlopvektorainak
az A mdtrix €ltal meghatdrozott, bédzisra vonetkozd koordind-
t41%, Mivel az A mdtrix k&z8s és csak a jobboldali egysigvek-
torok kiilonbozfek, az sgyenleirendszert egy téblizatba fog=-
lalva egyszerre oldjuk meg. Nem kell ugyanis mdst tenniink,
mint bizistranszformfcidval felcserélni az A és E mdtrixock
szerepét. Technikailag ezt (zy végezzilk, hogy ezy tdblizatw
ba az A matrix mellé felirjuk az g egységvekiorokat, azaz

az E egységmétrixot, és az A oszlopvektoraif elemi bdzmis-
transzformicidval rendre bevonjuk a bdzisba, = mindsn
transzformdcidnél kiszdmitjuk =z E oszlopvekitorainsk koordi-
ndtdit & megvdltozott bézisrs vonatkozdan,

Hatérozzuk meg tehdt az

4 =

N
Ul
AW

médtriz inverzét.
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TFaglaljuk tdbldzatba az A mahrmxot és irjuk mellé az
Cﬂ“qegmétrlnﬂh- faz m. $¥idkelet kiemeltiik a fegrovatﬁh./

&3
oz 25 %y i
1 2 1 |2 0 o
2 5 | 0
1 3 3io 0

Tenjuk be rendre & bdzisbe az A mdirix oszlopvektorait

e 1 i i
B W | %% | = |
: 1 | 1]
nal 2 11100 2111002152 0/6-3 1
2 5 3,011 0ff]1l-2 1 0|1j-2 1 0f3 21
241 -3 I001f1 gl o nifilae-a ala-z 2

Tehdt
& -3 1
g

LA™ = =3 2 -l
Ll S . |

4 szénitdsok helyességdét ellendrizzlik az
LX=E
alapjdn.
- - -
;‘12}!;6-31_7 1 0 o0
5253§3 -1 =]o 0
i

(324
Lw

& o| 222 B

L gzdmitdsokat egvazerubben végezhetjilk el, ha a kivet-
kezfkdppen jdrunk el. Felirjuk a kivetkezd téblézatot:

l I =

%5 3
4y 1 2 1
Uy 2 5 3

1 3 3

o
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Ebben = idbldzatben az xy, X, x4 szlmbdlumok az un. pri-
mdl vdltozdkes, asz Ups Ugy Ug szimbdlumok pedig az un, duflis
véltozdkat jelentik. A primdlvdltozdkhoz az A médtrix oszlop-
vektoralt, a dudlis vdltozdkhoz pedig mz E egységmdtrix osz-
lopvektorait rendeltilk. Az A mdtrix invertdldsa felfoghaté
dgy, hozy megkeressiik az I egységmdtrix cszlopvektorainak
az A oszlopvektorai dltel meghatdrczott bdzisra vonatkoszd
koordindtdit. Ez azt jelenti, hogy fel kell cserélni primdl
védltozdk €5 a dudlis vdltozdk gmerepst.

A szémitdsokat a koveikezdképpen végezziik:

a./ Generdld elemet vdlasziunk a; /A generdld eclem vé-
lagztdsndl & sorrend, - hogy melyik oszlopbdl £s
sorbdl vdlasztjuk - lényegtelen, & gzdmitdsok vég-
rehajtdse utdn azonban vissza kell térni & helyes
sorrendhez, Tudjuk azt is, hogy a generdld slenm
nem lehet nulla. /Uj tdbldzatot szerkesstiink, amely=-
nek adatait a kdvetkezlkdppen hetdrozzuk meg:

b./ A generdld elem helyébe beirjuk ennsk reciprokdt.
g e
Vagyis 51 =Y

c./ 4 generdld elemnek megfeleld oszlop t3b
megkapjuk, ha &z eldz§ tdbldzat megfele
szorozzuk & generdld elem reciprokansl "-1%
sdvel / -y =val/

d./ 4 t0DbL adatot az elemi bézistranszformdcidval kapm
csolatban tanultak szerint szdmitjuk ki.

Az eldbbl példank tehdt a kivetkezl aszdmitdsokhioz ve

= s x5
w, R} 2 1
s 2 5 3
g | 1 3 2
- x5 >
% 1 2 1
= %
Uy -2 1L w
=) 1 2




x; 6 -3 1
X5 =3 2 =1
x3 1 =1 1
Tehdt
5 -3 1
il (5 R
3 -1 3
Vegyik az
Az=p

egyenletrendszert és legyen A az eldbbl héromszor hdrmas
métrix, b pedig a kdvetkezl: .

b Es. 32, 23:]r

Eeregsilk azt az x vektort, amely kielégiti az

Az=p

egyenletrendszert, vagyis

T 2 1 Xy 13

2 5 3 %5 = 32

1 3 5 %3 23
Tudjuk, hogy

g=at 3

és mivel ismerjiik, hogy



= A28

6 -3 1
a1 |3 2 -1
1 -1 1

ég

B
h = E-3| 32, 23]

az x vektort a ki¥vetkezdképpen kapjuk meg:

6 -3 1 13
E = —3 2 -l 32
Ll = 1 23
azaz _E =3 1
=31 13 + 2] 32 + |=1 23 =
dl -1 X
- il
=1 =1
78 -96 23 5
= =39 e 64 + [=23 = 2
13 -32 23 4
Ellenfrizziik, hogy A x = b azaz
i 2 a 5 5 4 4 13
2 5 3 2 = {10 | +]10 | + {12 | =(32
L. 3. .3 4 7} 6 12 2§J

tehdt az egyenletrendszert valdban megoldottuk.

Véglil invertdljuk az eldbbi mdtrixot gy, hogy a ge-
nerdld elemet més sorrendben vdlasztjuk meg, majd az
eredményt rendezziik e18bb a sorok, majd az cszlopok
szerint.



B B ™
oy B/ 3
u, |2 5 )
uy o 3 3
Y ¥ W
x |1 2 i
u, -2 1
ug =1 1 2
YW . 9%
x| 3 i1 -1
13 -2 1 1
u |3 [ -2
¥y %3 W
x 1 -3
T 0 1
X, =3  al 2
By ¥ . %
x, 6 1 =3
x, =3 =1 2
S ¢ 1

140
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Most rendezzilk az oszlopokat az Uy és vy felcserdléad~-
vel:

ul u,2 u3

xy 6 =3 X

x, (=3 2 -1
x4 1 1 ik

Mint 14tjuk, eredménydl az inverz métrixot kaptuk
ugyanigy, mint el8bb.

A tovébbiakban tekintaiik meg numerikus példdk alapjén
2 lineéris egyenletrendszerek megolddsdt.

4+4, Linedris inhomogén reguldris egyenletrendsszer
megolddsa

Ha az
Ax=1D

Linedris eggenletrondszerben az A métrix kvadratikus és
nemszingularis, akkor az eégenle Trendszert megoldani
annyit SeIen¥ mint meghatarozni azt az x vektori, amely
az adott egyenletrendszert kielégiti. Mint tudjuk, a megz-
0ldds asziikséges ém elégméges feltdtele, hogy 2 T vektor
benne fekiidjék az A mdtrix oszlopvektortercben, azaz hogy

a b vektor kifejezhets legyen az 4 mdtrix cszlopvekitorai-
nak linedris kombindeibjaként, vagyis

BTy + BpEp ¥ oeve ¥ ByE, % B
A b vektornak az 25, 855 eees 8, bédzisvekiorokra vonai-
kozS koordindtdl éppen a keresett ismeretlenciket adjdk.
Legyen feladatunk az

Xy b Iy Xy = 11

2:1 + X, +4x3 = 28

x +3x2 + X3 = 1T
egyenletrendazer megolddse.
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Azt, hogy a b vektor benne fekszik-e az A mitrix osz-
lopvektorterében, a bdzistrenszformdcid sordn megismert
eljdrdssal dllapitjuk meg, azaz

| b
8 % 252 1 8, 2,

(=

|
|
l
|
e i1 1 1 |11 1 :
e, 2 1 4}28 -1 2!
385 1 -3 7k :15 2L« g !

Tehdt a b vektor benne fekszik az A oszlopvektor-
terében $s

azaz
1 1 1 5 2 4 11
5 2 |+2 |1| +4 |4| = |10 + |2]| +|16| =|28
1 3 1 > 6 4 15

vagyis az egyenletrendszer megolddsa
:1=5,12=2, 13=4

A métrixok faktorizdcidja alapjén - mint tudjuk -
az A mitrixot az

A=4 1B, D
forméban is felirhatjuk, Most azonban D = O, vagyis

: LT ol Gl WSS S | [ O Y
b=Fe- 1l o 31 Gl=lg 1 4
4. 1l B 8 4L @ & i

ég
AIEE_r,IZl£=é.1Q=P.



- 13 -

azaz
1 1 1|]2 0 0|5 [Z 1 1115 11
2 1 4110 1 O j2|=12 1 4|(|2|=|28
1 3 1110 0 1] |4 [E 3 1|14 15

Mivel nincs olyan vektorunk, amelyet ne vontunk volna
be a bdzisba, a faktorizdcidnak az adott esetben nincs
jelentdsége.

Szémftsuk most ki az A métrix inverzét:

Il IE XB

R T
u, | 2 1 4
Uy 3 1

- IR T
i1 1 1
Uy =2 !!l 2
g fl 2 ]

x |-1 1 3
x| 2 =1 -2
Xy -5 2

xl 2’75 "0’5 -0375
x,|-0,50 0 0,50
x4 [-1,25 0,5 0,25
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Most az A inverzének ismeretében az egyenletrendszer

az

z

A

_'_]_E

alapjdn is megoldhatd, azaz

2,75
-0,50
=1,25

2,75
-0,50
«1,25

30,25]
"5’50
-13,75

-0,5
0
0,5

11 +

o
-13
0

14

8 megoldds tehdt most is.

x, =

5, X

-0,75
0,50
0,25
To,5
[¢] 28 +
0,5
-11,25
+ Ty 59
3415
2 Xy = 4

]

15

]

0ldjuk meg most a kovetkezd egyenletrendszert, ahol
- mint 14tni fogjuk - az A kvadratikus mdtrix gzinguldris.

% o+ 2x, + x; = R

2x, + 3x3 + 3x3 = 18

Exl + X, + 5x3 = 10

Végezzlik el a szémitdsokat:
| 8, 8 85! h| g, 931 ] 53{ )
1

Bl -2 1 ja3ee 1 T

2 3 3318 F 1.4 s
I
2 1 5 110 ]=3 3 :—12 01 0
Az &, most nem vonhatd be a bdzisba és
bdzy + g,
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vagyis az A médtrix oszlopvektortershen az 81s 2, 08z~
lopvektorok bdzist alkotnak, viszont az 84 vektorral
mar linedrisan fliggd rendszert kapunk. Valdban az g5
vektor linedrisan fiigg az 81y 85 vektoroktél, kifejez-
hetd azok linedris kombindeidjaként, azaz

83 = 33; -8,

tehdt
1 2 1
& = 3 12] « [3] =13
2 i 5

L

Az adott egyenletrendszerben csak kst fuggatlen egyen=
letiink van - amint majd erre nég v1sszat°runk - hdrom
1smeretlennel tehdt az egyenletek és az ismeretlenek
szdma nem egy921k meg. Ez viszont azt is jelenti, hogy
r/A/ = 2, vagyis a m trix rangja és rendje nem egyezik
neg, tehat ez A mdtrix szingularls. Tudjuk viszont, hogy
a szinguldris métrixoknek nincs inversiik, tehdt most az
inverz nem haszndlhatd az egyenletrendszer megolddsdra.

A faktorizdcid alapjdn viszont most a kivetkezlket
irhatjuk fel:

1 2 % o 3 I 2 0l
A= él[%r' ﬁ] = 2 3 0 1 ~1]|=|[2 3 3
1 0 o0 0 2 1 5
és
E':Al [E‘:r’ Iﬂ X = é‘-.]_g.
vagyils
I 2 1 L% 3 3 1 2 3 1t
b = 2 3 34lo 1-1{]4]=|2 3 =139
2 1.5 0 0 O 0 2 0 10
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4.5, Linedris inhomogén irreguldris egyenletrend-
szerek megolddsa

Tekintsilk az
X +f X .+ '.!:3 + Xy = 5
2x1 +3x, + 4x3 + 5x4 = 12
3x) + 3%, +5xy +6x; =17

Linedris egyenletrendszert $s oldjuk meg.

|51a—293"—4‘,'2 Bg 8y ey lblay 8D

1 L L
e idaistEs a6l 9
2 3 4 5.12|H2 3 12|2 312
3456517123i200:10

A b vektor tehdt kompatibilis az'gl, as oszlopvektorok
d1ltal generdlt altdrre nézve. Ugyanakkor az 84 és 8y vek=-
torok az a,, &, vektoroktdl fiiggenek, ugyanis

1 1 1]

ay = (-la;) + 28, = (1) 2H\ & .2 3 = 4
& o 8
a 1] 1 s ]

8, = (-2)g) + 38, = (-2) 2 |+ 3 3 = 5
: & £ |

Ez azt is jelenti, hogy csak két fliggetlen egyenletiink
van, a harmadik a két elsS egyenlet kivetkezménye,
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Hatdrozzuk meg az A transzpondlijdnak rangjat mert igy
mint 1ldtni fogjuk, az ~is kideriil, hogy a ké% egyenlet milyen
linedris komblnacxojéval lehet a harmadikat elddllitani.

1 2 3
iF oo 23 2
1 % 2
1 5 6
hatdrozzuk meg ennek rangjét
By By By | By By | B
i 2 3 2 3 1
1 i 4 1 1 (i
e 4 5 2 2 4]
1 5 6 3 3 0
tendt by + b, = by 4&zaz
1: 2 3
; R 3 . (P =8 PR B
1 4 5
1 5 6

vagyls a harmadik egyenlet az elsd két egyenlet Ssszege.

Mivel az A mdtrix oszloyvektorai kozil csak két lined-
risan fuggetlén vektor vilaszthatd, r/a/ =

Fektorizdljuk az egyiitthatd mdtrixot, azaz
1 1 L 0 =1 =2

£=é1[2ra£:| & 2 3llo 1 2 3
3 4 0 0 4] 0
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Ismerjik, hogy az
Ax =

(=3

dgazefiiggés felirhatd az

b [Bo0]x-n g

formdban, ami csak akkor 411 fenn, hs

@Nﬂz= d

és ahol a d vektor a b vektornak az A métrix d1tal megha-
tdrozott koordindtiit tartalmazza, példdnkban

b

4 = )

Bontsuk az x vektort két komponensre, az . kotott is-
meretlenek vektordra és az Xg gzabad ismeretlenek vektori-
‘rg, vagyis

2= [z x|

és agkkor
P-4
B, | -t
Eg
vagyis
X, + Dz, = &
amibdl

Zy = 4= DL
ezzel megkaptuk az egyenletrendszer #ltaldnos megolddsdt.
Tudjuk, hogy

E= n=r
az egyenletrendszer szabadsdgfoka.
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Az z . vektor komponenseit itetszés szerint megvdlasziva,
partikuldris megolddsckhoz jutunk.

Pelddnkban
3 =1 -2
d = D=
2 g
id 3
tehsdt b et
3 -1 =2
X, = - x
=r > 2 3|
Legyen az x, vektorunk egy zérusvektor, tehdt
i)
2o b
amikoris m
w b 1
és
x =|:3, 2,0,0:'

Ha viszont

wr [

akkor
3 —1 -2 1 3 "3 6
= e = - -
=L 2 2 3 ai 2 5 -3
= ¥l
vagyis
X = |6y 3, 1, 1]

Ellendrizziik, hogy az

Az=D0



most is teljeslil, azaz

6
S S T 6 3 1 i 5
g B & sl letis sl a e ld aTs telis
3 45 6] 1] |18] |12 5 6 | |17
% {

Alakitsuk 4t az eldbbi egyenletrendszeriinket gy, hogy
a harmadik egyenlet jobb oldalara 17 helyett irjunk 15-5t,
és prébdljuk megoldani.

1

2, 8 8, 8 | b |8 8 8 | b |8 8 | b
e BT SRR IE G NS AR B e
g~ 3. % 5 wig ] & 3 & @A B
- S M S o R T I S

|
A feladatot nem tudjuk megoldani, a b vektor nincs
benne az A mdtrix oszlopvektortersben, hiszen

b=

b ay 2

8y-= W Eg

Mivel két linedrisan fiiggetlen oszlopvektort tudunk ki-
védlasztani, tehdt r/4/ = 2, arra gondolunk, hogy valamelylk
egyenlet a mégik ketto kovetkezm°nye. Az A mdtrix transz-
pondltjdnak rangjdt mdr az eldbb meghatarozﬁuk, 3 ebbdl ki=
deriilt, hogy a harmadik egyenlet az elsl két egyenlet Hsgze=-
ge. Ellen6rizhetjuk, hogy ez az egyenletrendszer bal olda=-
lara vonatkozdan igaz, azonban a jobb oldalra nem 411 fenn,
hisgzen 5 + 12 = 17, de egyenletrendszeriinkben itt e¢sak 15
taldlhatd. Most tehdt a harmadik egyenlet nem kovetkezmanye
az elsl kettdnek, illetve csak a bal oldal kivetkezmény,
a jobb oldal viszont nem, tehdt az egyenletrendszer ellent-
monddsos €s nincs megolddsa, Nem blz%os Tehat, hogy egy .
egye etrendszerne van mego asa,- N8 az lsmere ene SZa—
ma nazyobb, mint az egyenletek szama., A megoldhatosag fel-
tetele, hogy az j matrix rangja mepgegyezzen az A b rang-
aval, va B

r /A/ = r /A) b/

Legyen adva egy olyan linedris egyenletrendszer, amely-
ben az egyenletek szdma t8bb, mint az ismeretlenek szima
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/m>n/. Vegyik példdul az

x; + 2x2 = T
le + 3x.2 a 12
3z, + 5%, =19
4xl + sz = 26

egyenletrendszert €s vizsgdljuk meg, megoldhatié-e?

e
1 2 T 12 Y [ B
2 TGS, 00 B0 [ e 2
3 5119 [-1 ;-2 |0
4 7 026 [=1 '=2 | 0

I

A megoldds x; =3, x, =2, vagyis

tehdt a b vektor kompatibilie az A oszlopvektortersre
nézve, 2s

r [f4 =

A harmedik és a negyedik egyenlet tehdt az elsd
két egyenlet kdvetkezménye, s kifejezhetd azok linedris
kombindcidjaként.

£11lzpitsuk meg az A transzpondltjdnak rangjdt
by by b3 by | By by Dy| Dy By
1] 2 3 * 2 3 4 ol 2
2. 8 5 7 B «a =211 1
azaz v
By =B ¥ Pbo
by =2y + B
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vagyis a harmadik egyenletet megkapjuk, ha az elsd $és
mésodik egyenletet Ssszeadjuk, a negyedik egyenletet
pedig akkor kapjuk meg, ha a misodik egyenlethez hozzd-
adjuk az elsd egyenlet kétszeresét.

Legyen most adva a kévetkezd egyenletrendszer
X + 2x2 + 7x3 = 6
2:1 + 2x2 +10:|:3 = 8
3, + 4x, +17x3 = 14
4x; + 6:2 +24x:3 = 20

Vizsgdljuk a b vektor kompatibllitdsédt.

8 % 8 B % 3 D[ D
- SR R Al R
2 2 10 1 8 |F -4 -4 2 1 2
3 4 1T 14| =2 =4 -4 | 0O | O
4 6 24 120| -2 -4 -4 | O ' O

Az egyenletrendszer megolddsa
x = 25 X, = 2, X, = 0

Az eddig tanultak alapjdn kénnyen rdjovink, hogy
az 2, vektor linedrisan fiigg az a., 2 vektoroktdl a

formédban. Léttuk azt is, hogy & harmadik és negyedik
egyenlet kivetkezménye az elad és a mdsodik egyenletnek.

Az egyenletrsndszer t6bbi megolddsét az

5 -4 - Dx,
alapjdn dllithatjuk eld.
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4,6, Linedris homogén reguldris egyenletrendszerek
megoldaga

Az elSbbiekben inhomogén eggenletrendszerokkol foglale
koztunk, A tovdbbiakban vizagdljuk a homogén egyenletrendw-
szereket, amikoris mint tudjuk b = 0, vagyis
Ax =0

A homogén egyenletrendszernek mindig van megolddsa,
mivel b = O és a zérusvekitor minden altérnek eleme, tehdt
a 0 vektor kompatibilis az A oszlopvektortersre nézve.
Az A x = 0 homogén egyenletrendszert az x = 0 vekior fel-
tétTen kielég{ti, hiszen 4 0 = 0. Az x = O megolddst
trividlis mezolddsnak nevezziik,

Ha A kvadratikus mdtrix €s nem-szinguldris /tehdt
rendje és rangjs megegyezik/, akkor az

Ax=0
megolddsaként kapjuk, hogy
E=410 =0

vagyls trividlis megolddshoz jutunk. Ilyen esetben nincs
is mds megoldas.

0ldjuk meg az

I
o

X * 2x2 + 3x3

2:1 + 212 + 5x3

x, + 3:2 + Xg
egyenletrendszert.

A tanultak alapjén ellendrizhetjilk, hogy a r/A/ = 3

vagyis az A mdtrix nem-szinguldris, rangja és rendje
megegyezik.

Hatdrozzuk meg az A inverzét, Kapjuk, hogy
4,6 1,4 0,8

A = 0,6 - 0,4 0,2
08 - w02 s ik
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A megoldds tehdt

4,6 1,4 0,8 0 0
z=410=|0,6 ~0,4 0,2 o|l=1o
0,8 -0,2 -0,4 0 0

vagyis a megoldds caakis
=0
lehet.
Legyen most egy olyan példdnk, amikor az A mdtrix

szigguléris, azaz rangja kisebb, mint rendje, /Wint
udjuk, az ilyen métrixnak nincs inverze./

2::1 + 2x2 + 4x3 = 0
Exl + sz + Xy = 0
3xl + X, + 813 = 0

A tirividlis megoldds természetesen most is létezik,
de mint ldatni fogjuk, létezik mds megoldds is.

Hatdrozzuk meg most & mdatrix rangjdt.

81 % 8 | & & g3
] 4 1 2 3
2 1 3] -3 -1
3 1 8 -2 2 0
Tehdt
r/Af = 2

vagyls a mdtrix szinguldris és
By ™= 38 =B
Az egyenletrendszer dltaldnos megolddsa mint tudjuk

I.=4 - IDxg
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ahol a d a b vektornak az 4 mdtrix dltal meghatdrozott
koordindtdit tartalmazza. Mivel azonban b = 0, igy
d = 0, elegendd tehdt a D-t megdllapitani.

Példdnkban
3
D=
=1,
tehdt
3
By = HE = = Egy
=1
azaz példdnkban
-3
X, m >
= 1| =
Most ha 35 = 1, akkor
~3 -3
£ 1 =
I, 1

vagyis az eé&enletrendszer megolddsa

X = -3, x = 1, X, = %
valéban
2 2 4 0
-3 2 + + = 0
3 1 8 0
Ha x = 2
3 ?
-3 56 |
EI‘ = 2 =
1 2
vagyis x; = -6, x = 2, x3 = 2
azaz =
2 2 4 (o]
/=6/ 2 [+2]|5 |+2 |1 0
3 1 8 LO
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Az x4 értékét tehdt tetszés szerint felvehetjilk, s
ettdl fiiggden az egyenletrendszernek végtelen sok megoidd-
sa van.

4.7 Lipsdris homogén irreguldlis egyenletrendsze-
rek megolddsa

Ha az
Ax=1D

egyenletrendszer homogén /b = 0/ és irreguldris, vagyis
az egyenletek szdma /m/ éa az Ismeretlenek szdma /n/ nem
egyezik meg, tehdt m«n vagy ml>n, az egyenletrendszer-
nek mindig van a trividlis megolddson kivil mds megoldd-
ga is.

Tudjuk, hogy homogén egyenletrendszerben

4=0
igy
L w =D X,
Legyen feladatunk az
xl+2x2+ X3 + 31:4 = 0
2xq + 2x2 + 3x3 Xy = 0
X+ 3%, + 2x3 +2,5x4 = 0

egyenletrendszer megolddsa, ahol m< n.

Hatdrozzuk meg D-t

e | &y - By, 2y | By &y 2,

21 %

2 1 3 2 1 3 2 =2 2
g 8.5 3 1 <5 |-0,5 2,5 1.5
1 3 £ 25 1 1-0,5 [[1,5)-3,0 -2

A megoldds tehdt

ﬁ' =—QES = - i =



Ha pé£lddul Xy o=

157 =

% = ] i} ’ by
vagyis
X, = =6, Xy = =4,5, Xy = 6, Xy =
ellendrizaziik
1 3
/=6/ 31 +3 |1
2 8 .
Legyen most feladatunk az
X + 2x2 + Xy = o]
le + Iz 4= 32’.3 = 0
52, + dx, + 7x3 = 0
4z, + 53Xy + Sx3 = B
egyenletrendszer megolddsa, ahol m>rh
Hatdrozzuk meg a D-t.
2 &5 25 i 25 25 | =X)
D 1 2 1 5/3
2 L 3 1 | -1/3
5 4 7 -6 2 0
4 5 5 -3 1 0
Ep g
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EllendSrizazilks
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5. FEJEZET

Linedris egyenlitlenssgrendszerek megolddsa

A gazdasdgl szdmitdsok sordn, mint ldtni fogjuk,
igen nagy azerepllk van az egyenlotlenssgrendszereknek.
A linedris egyenldtlenségrendszerek dltalédnos alakja

<
819 X7 * 815 Xy 4 ses + 8y x = bl

<
85, X; + Byy X, + eee + &on x = b2

[+
o'

° &
i EL - S hee By T m By
amit Usszevontan az

Ax L b

formdban irunk fel.

Gyakran vizegdljuk valamely kivdlasztott egyenlst=-
lenséget. Vegylik példdul a rendszer i-edik egyenldt-
lensdgét, azaz

L
857 X + 855 Xy F oees F aij xj +oeee + B4, xn==b1
amit Osszevontan

formédban is jeltlhetiink.

ElSfordul, hogy a rendszerben nem csak s irédnyu,
hanem * irdnyu reldcidk is taldlhatdk. Tegylik fel, "hogy
az i-edik egyenldtlenségeirdnyu, vagyis

P aij xj %bi
Ez viszont kdnnyen £ alakra hozhaté, csupdn - l-gyel
kell beszoroznunk, vagyis a
z 2
j B.i.,] xj 2bi
egyenldtlensdg ekvivalens a
z L
j_aij xj=_bi

egyenldtlenadggel.
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Lehetséges az is, hogy a rendszerben egyenlet is
szerepel. Tegyiik fel, hogy

: "
3 aij Xj = b.

Minden egyenlet helyettesltheto azonban vele egyen-
srtéki két egyenldtlensdggel, vagyis

{
J %43 %y ;bi
j aij xj 2 bi
esetén
b -
3 aij xj = bi

Az elmondottakbdl belathato, hogy mind az egyenletak,
mind az=irdnyu egyenldtlensigek a

) {
3 aij xj bi
normdl slakra hozhatdk.

A gazdesdgi szimitdsok sordn csak a nemnegativ megoldd-
soket keresguk, azaz amikor x £ 0 és altaldban a fela-
datokban b 0, ezért mi 8z un. normil egyenldtlensdg-
rendazerekkel), vagy roviden normdirendszerekkel fogunk
foglalkozni, avaz

Axlb, %9 biQ
AEirelacloau egyenlétlensﬂgek egetén dltaldban nem
=lagyel vald szmorzdst, hanem mds eljdrdst fogunk kivetni.

Nemcsak egyenlet alakithatd 4t egyenldétlensdgzé /ami-
kor az egyenletet két azonos értékii, ellentétes irdnyu

enldtlenséggel helyettesitjiik,/ hanem az egyenlétlen—
ségek is dtalakithatdk egyenletekks,

Az ¥ 4 :

3 aij xﬁ = bi

egyenldtlenséggel egyendrtski a
Z a:: X. <+ Uz = b

b e i i
egyenlet, ahol u;-t hidnyvdltozdnak nevezzlik és azt mu-

tatja, hogy a bal oldal mennyivel kevesebb, mint a jobb
oldal. /Mennyi hidnyzik a bal oldalrél, hogy az egyenld
legyen a jobb oldallal./ Ennek alapjén az

1x £
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helyett =z
Ax+u=p ufQ

feladatot oldhatjuk meg, ahol u vekior a b - A x
kiildnbadget jelenti.

Hasonldéképpen a

i 2
3 aij xj = bi
egyenldtlenséggzel equnértéku a

§ aij xj = Wy, 'bi
egyenlet, ehol v,-t §Cbbletvdltozdnak nevezzlk és mu-
tatja, hogy a bal oldal mennyivel nagyobb, mint a jobb
oldal /mennyi a t¥bbletiink/. Ennek alapjdn az

Lz ¢ 1
helyett az

Azx-3% = ) )

feladatot oldhatjuk meg.

yAnnak jelglésére, hogy e feladatban mind a €, mind
a = irdnyu egyenldtlenség, =5t az egyenlet /=/ is
eléfordul, alkalmazzuk az

Ax &y
>
formdt, amely egyenértékil az

Az + -3 = b
feladatial, ahol az u és v vektorok az A X - b kiilonb-
aégét jelentik.

Az egyenlitlemségrendazert kielégits x vektorok hal-
mazdt a lehetsdzes megolddmok halmazdnak nevezzilk és
I=lel jeic . Ha az aimez nem Ures, akkor az egyen=
18tlenségrendszert konzisztensnek, ellenkezd esetben
inkonzisatensnek nevezzilk.

Legyen adva az

% + 2;2 é 10
2:1 + 3z, & 17
4, + 3x, $ 30

egyenlStlensdgrendszer, s feladat ennek megolddsa.
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A hidnyvéltozdk bevezetésével a feladat felirhatd az

xn + 2:2 + oy = 10

2:1 + 3, + u, = 17

4:1 + 3:2 LA = 30
formdban,

; T
Ha a lehetséges megolddsok halmazdbdl az x = F_), (ﬂ
vektort vesssziik, akkor u, = 10, Uy = 17, uy = 30,
& 1 3

Ha az x -[1. 1]® vektort vélasstjuk, akkor u =Ty,
w, = 12, u, = 23, az ;-[2, JZI esetében u; =6,
u, = 10, uy = 19, stb.

Az x vektort a megoldds primdl részének, vagy primdlis
megoldésnak, az u vektort a megoldds dudlis részének, vagy
dudlis megolddsmak nevezziik,

Foglaljuk a feladatot tdblédzatba, kiemelve a vdltozdkat
a fejrovatba.

Bory - By Yas Ny l L1 |
T 2 1 0 0 10
2 3 0 1 0 17
4 3 0 0 1 30

Létjuk, hogy az x vektorhoz az A egylitthatémdtrix,
az u vektorhoz pedig az E egységmdirix tartozik., A feladat
megolddedt az ismert médszerekkel kapjuk.

e o . . W
!
|
2 1 0 0o 10
2 3 0 1 o laT
4 3 LS TS T



- 163

X U Uy ug : b

1
% B 1 0 o ' 10
SR T
5 4 0 1 |s10
ul u2 1.13 i E

i
X 3 -2 0 4
x, =2 1. 0 . 3
-14 5 b5
U uy : b

]
X 3 =2 | 4
x, o) i ' 3
uq =14 5 : 5

Tehdt

zr=4'x2=3’ ulxo, uznO, U.3=5-

A szémitds mint tudjuk, az E elhagydsdval egyszerl-
gitve is elvégezhetd, azaz

i I
| = mioe| myop|re |
I | ,
I
xu; g« | 2! /| 4
Flp £ 3, W boo=3 3
u, 4 30 30| -5 | 20| s

A megoldds most is

X =4y, X =3 U =0, u = 0, ugy = 5



Az elsd/indulé/

Boa
ul 5 B 2 10
uy 2 3 1T
uy 4 3 30

tdbldzat is egyféle megolddst mutat, mégpedig az x;= 0,
xy= 0, uy= 10, uy= 17, Uy 30 megolddst. Ez a trividlis
bdzismegoldds. Az u komponenselt bdzisvdltozdknak is szok-
tuk nevezni, mig az x komponensei a gzabad vdltozdk.
Az

AX o U D
trividlis megolddsa

=0, u=p%

Mint mondottuk, & gazdasdgi szdmitdsok sordn kive-
telménylink az is, hogy az egyenletrendszer nemnegativ
megolddsait d11itsuk elS. Ezt a kivetelményt teljesit-
jik, ha az utolsd tdbldzatban a b vektor koordindtdi
nemnegativak., Célszer( arra borekedni, hogy a szdmitd-
sok sordn a b vektor koordindtdi kdzitt egyik téblizat-
ban se szerepeljen negativ érték, Ezt elérhetjlik akkor,
ha & generild elemet ugy vdlasztjuk meg minden lépésben,
hogy a

Ea Eg » Stb.
1j 2]

hinyadasok koziil a legkisebbndl vdlasztunk generdls ele-—
met,

Vegylik az aldbbi feladatot

X + 2:2 + 4x3 i 18
2x1 + 3x2 + 5x3 2 25
£ 12

X, + X, o+ 3x3
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o N A b
By |1 2 4 13
u, (2 3 5 25
ug 1 - 12

18
25
12

H

-
s
.
H

1=18
2 = 12,5
1=12

Ha tehdt az elad oszlopbdl vdlasztunk generdld elemet,
célazeri annak harmedik elemét vdlaszteni, mert ekkor
kaptuk a legkisebb hdnyadost. Elvégezve ennek alapjain a

transzformicidt,

ug x5 x4 b
uy -1 i 1 1
b, |2 -1 L
=|1 1 3 2

Védlasszuk most a mdsodik

A ktvetkezd§ tdbldzatunk

a kivetkezd tdblazatot kapjuks

oszlopbdl®generdld elemet.

ug o x5 b
uy -3 =1 0 0
;5 -2 1 =1 1
x |3 =1 4 1
A megoldéds xn =11, x =1, x4 = o,
u, = 0, u, =0
A
Il 12 e 2'11
Uy |Bgp  Bpp wes Byy By
Uy (837 By ese By | By
L] - - - *
llm a.ml amz see am bm
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tdbldzatot vagy mdtrix alakban felirva az

xT

-

u A b

tdbldzatot szimplex téblédzatnak nevezziik.
Megjegyezzilk, hogy ha A kvadratikus és nemszingulérie,

akkor az x vektor az ismert bdzistranszformfcid 41tal
kicserélhet§ az u bdzisvektorral. Ha A nem kvadratikus

és rangja r, akkor &irendezéssel elérhetd, hogy A es
elsd r sorban és r oszlopban helyezkedjen el, s ezzel axz
b kicserélhetd az R véltozdkkal.

A linedris programozdsi feladatok megolddsa sordn mi
a szimplex médszert fogjuk alkalmazni. Kiindulunk a

szimplex tdblézatbél és vigydsva, hogy a b vektornak

csak nemnegativ koordindtdi legyenek, bédzistranszformdcid-
kat hajtunk végre. Az eljédrdst grafikusan is szemléltethet-
juk kétvdltozds feladatok eastén.

01ldjuk meg az

X + X & 5

2r; + 3x, 412

o+ 212 5 9

egyenlStlenssgrendszert,

| x5 %2 b

u, 1 5

uy 2 3 12

1 2 9



= 26T =

B T
x 1 1 5
u, | =2 III 2
u3 =1 1 4
Uy o
x, 3 -1 3
x, -2 i 2
u3 1 =1 2

1l4. gbra
A megolddsok L halmaza

A megolddsok L halmmzdt az OABC pontokat Bsszekdts
vonalak dltal hatdrolt négyszdg pontjai alkotjdk. A
0ABC négyszdg egy konvex poliéder. Az L halmazt
konvex halmaznak nevezzlk, h& e halmaz birmely két pont-
val egy az azokat a pontokat Gsszek¥ts szakaszt is
tartalmazza /14-15, &bra/.
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L polidder sokszigl testet je-
lent. Konvex polieder a négyszog,
a kocka, a héromszdg, de egy sza=-
kasz is. A konvex polidderek zdrt
és konvex halmazok, 4 korldtos
konvex poliddereket konvex politd-
Eg%pak nevezzllk. Igy a konvex po-

1tdp az elébbl gbrédnkban az OABC
négyszdg is.

4 lehetséges megolddsok I hal-
mazdt azok az x vektorck adjdk,
amelyek az adoTt egyenldtlensdg-

15. dbra rendszert kielégitik, azaz xel.
Az L extremdlig pontjdnak nevezzlik
Eonvex healmaz azt az €L vektort, amely nem belw

88 pontja egyetlen olyan
szakagznak gsem, amely benne van az L halmazban. A OABC négy=-
szbg 0, A, B, C pontjai tehdt extremdlis pontok /csicspontok/.
Olvassuk le dbrdnkon az extremdlis pontokhoz tartozd koordi-
ndtdkat,

A 0 pomthoz a trividlis megoldds tartozik, vagyis
X=04¢s ekkoru=2>
Az A ponthoz tartozd koordindtdk

x =[§, é]T, ekkor u

poe

A B ponthoz tartozd koordindtdk

Erml 3 2] 9 ekkor u = E}, o, 2]
A C ponthoz tartozd koordindtdk
x = [0, 4:' ’ ekkor u = EL, o, ]]

Az olyan konvex politdpot, amelynek eggyel %t8bb cslcsa
/extremilis pontjia/ van, mint amennyi dimenzidja, szimplex-
nek nevezziik, A konvex polisderek kozttt a legegyszeruEE
alakzat a szimplex. E szerint tehdt az n dimenzids szimplex
olyan konvex polidder, amelynek n + 1 extremdlis pontja

Yan.

Fulldimenzids szimplex a pont.

Egydimenziés szimplex a szakasz.

Kétdimenzids szimplexek a hédromszdgek.
Héromdimenzids szimplex a tetrasdder.

A héromndl t5bb dimenzids szimplexelmek nincs mér
killdn neviik,
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6. FEJEZET

Iinedris programozis

A linedris algebra, a linedris tér, valamint a linedris
egyenletrendszerek és egyenlétlenségrendszerek megolddsidnak
ismerete utdn rendelkeziink azokkal a matematikal alapokkal,
amelyek lehetdvé temzik a 1inear13 Programozis elsajatltasat
Mint ldtni fogjuk, ennek sordn linedris egyenletekbdl és egyen=
18tlenségekbsl éllo feladatokat kell megoldanunk. A megolddst
szimplex médazerrel fogjuk elvégezni, amit lényegében az eld-
z3 fejezetbdl mdr ismeriink, st azt mdr kétvdltozds feladgtok-
ra geometrigilag is értelmeziiik. Egyszeri megallapitasni azt
is, hogv a tananyag elején tdrgyalt grafikus linearis progra-
mozds 1ls a sz1mplex médszer felhasznilidsdival tortént, amikor-
is kétvdltozds feladat grafikus 4brdja slspjdn a sokszig szon
extremalis pontjit /csucspontgat/ kerestiik, smelvhez egy fiigg-
vény /fa célfiigevény/ extrém értéke /maximums vagy minimume /
tartozik.

Ebben s fejezetben médr olyan feladatok megolddsival is
megismerkediink, smikor az ismeretleneck és az egyenletek é&s
egyenlétlenségek szama elvileg korldtden lehet, gyakorlatilag
pedig cssk g rendelkezésre 4115 szdmitdkapscitastdél fiige,

A linedris programozds - mint l4tni fogjuk - jél alkalmez-
hato gazdasdgi feladatok megoldasara. Ez is indokelaa, hogy
mir most a limedris programozas dltalénos targyalésit gya~
korlati, gazdasdegi peélddkkal illusztrdljuk, még ha egye~
lére kénvtelenek vagyunk is azokat lénvegesen leegyszeriisi-
teni. A gazdasagi gyakorlati feladatok ugyenis legttbbszor
igen nagymeretu moaellhez vezetnek. Jelenleg célunk a line-
dirs programozds Altaldnos médszertani megismerése &g meg-
értése, smely kisebb modellek alapaan knnyebben megvaldsit~
haté. Kés8bb a gvakorlatl alkalmazés médszerének tédrgvaliss
sordn viszont lehetfsépiink less arra, hogy s gyskorlatl gaze
dasdgi feladatokat teljes bonyolultsdgukban megismerjiik,

6.1. A normdlfeladat €s megolddsa depenericid néllkiil

Tegyiik fel, hogy egy vdllalat drindvénytermelési tervéi
kell elkésziteni.

Vegyilk az egyszeriisép kedvéért a 2. fejezet 2.3. pontjé-
hol mir ismert példdt, mert igy nem szilkséges a feladatot
uara részletezni. Csupdn emlékeztetdiil megjegyezziik, hogy
a vdllalat szdmdérs rendelkezésre &l1l loco ha termoterulet,
2600 munkansp a8z elsd csicsidfszekben, 6800 munkanap a md-
godik csicsidSszakban, a technoldgial €g a Jovedelemadatok
pedig a kivetkezdlk:
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Technolégiai s jovedelemadatok

i fomes D
Megnevezés Technologial 68 jovedelemadatok 1
ha-ra

Teriiletszilkeéglet, ha | 1 1 s L
Munkanapsziikséglet
az I, cslicsidbszakban | 1 4 4 2
lunkanapsziikssglet
a II, cslceidbsmmkban | 4 2 6 10
Jovedelem Ft ﬁOO 900 1000 1100

/A} B, Cy D = mint tudjuk - a termelhetd névinyek felaorold=-
sa

A termelési tervet /programot/ ugy kell &sszedllitani,
hogy a teriilet és a munkaerdsziiksdglet nem haladhatja meg &
rendelkezésre d116 kapacitdst $s az eldrhetd jovedelem a
lehets legnagyobb, maximdlis legyen. /A kapacitds teljes
kiheszndldsdhoz a vdllalat nem ragaszkodik, ha az nem
lenne jovedelmezd./ Természetesen negativ termelés nem
folytathatd.

A feladat a kovetkezd linedris programozdsi modellhez
vezet:

X Xos X3, x a 0
LSk x +x 4+ x4 + x4 f 1000
Osleles
X +4x, +4x3 + 214 = 2600
4= +2x, +6xy +10%, £ 6800
7 = 900xl+900x2+1000x3+110014 = max ,

Foglaljuk a feladatot tdblézatba, kiemelve az ismeretle-
neket a tdbldzat fejrovatédba,

)
Xl 32 I3 X4 l
1 1 i 1, 1000
4 4 2 | 2600
4 2 6 10 | 6800
900 900 1000 1100 i 0
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A tébldzatban szerepld technolégiai adatok /fajlagos
kapacitdsigények/ mdtrixa a technoldgiai mitrix /A/. A jobb
oldali oszlopban & kapacitdsadatokat talaljuk, ez tehdt a
kapacitds vektor, amit jelsljink b vektorral, Az alad sorben
a jovedelemadatokat taldljuk, amelyek azt mutatjdk, hogy a
kiilonbszd termékek milyen hatékonyan jérulnak hozzd a villa-
lati jovedelemhez. Neveszzilk ezt hatékonysdgi vektornak és
Jeltljilk p-vel. Végil az x, s X3y X, 8 %ermei3§i progra=-
mot /termeldsi tervet/ fog}a zani, igy ez emekbSl képezett
x vektort programvektornek fogjuk nevezni.

Ennek alapjén a feladatot a kdvetkezSképpen is felirhat-
jule

Ax &b 220 1229

6.1.2.
g? X = max.

E szerint keressiik azt a nemnegativ x vektort, amelyhez

a E?E célfligpvény maximums tartozik ¢s amely kielégiti az
Ax{Db feltsteleket,

Az A x < b feltételeket kieldgitd vektorok az L srtel-
mezésl” tartominy4t hatdrozzdk meg. Az I elemeit lehetgéges

megolddgoknak, vagy lehetsiges programoknak nevezziik,
Iz olyan

Z,€ T
lehetséges programot, amelyhez a 2?5 célfﬁggvény maximuma
tartozik, optimdlis megolddsnak vagy optimalis programnak
nevezziik. Ugyanezt Jelenti az irodalomgan gyakran %&IElhaté

6.1.3. mape] 23 6 Amdl, Yo}

felirdsméd is.

Médsrészt a mdtrix, illetve vektorok dltaldnos elemeit
kiragadva, a feladat az

z
j 815%5 < by xy D R by 2 O
6alatte g Py = max. AT D e )
L AE D8y et

formdban i1s felirhatd.
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Véglll frjuk fel szimbdlikusan az eldbb megszerkesztetd
tdbldzatot

o

u| & |Bb
T
)

Ez a szimplex médszer alkalmazdsa sorén megszerkesztett
elad, ugynevezett induld tdbldzat, ahol u-val azt is jeldl-
blik, hogy a trividlis bdzisbdl indulunk ki a megoldds so-
ran.

Mielétt a szémszerl példafeladatot megoldandnk, foglal=
juk Bssze a normdlfeladat jellemzdit.

A linedris programozdsi feladatot normdlfeladatnak ne-
vezziik akkor, ha a ;

a/ e¢dlfiiggvény maximumdt keressiik /maximumfeladat/
b/ feltéfelek kizott kizdrdlag kisebb egyenls /§/
reldcidk taldlhatdk. g

A megolddshoz szilkséges szdmitdsok az eldzd fejezetekbdl
lényegében mdr ismertek, ezdrt azt csak roviden, lépdsenként
teszefoglaljuk, majd a példafeladat megolddsdt tdbldzatosan
kozoljlika

A megoldds 1épdsei:

l. 1épég: 1Induld t4bldzatot szerkesztiink. /Tudjuk, hogy
a trividlis bdzishdl indulunk ki, majd ezt
rendre kicsersljiik /ameddig lehetséges/ az
A mdtrix oszlopvektoraival,./

2, 1épés: Meghatdrozzuk, hogy melyik oszlopbdl védlasz-
tunk generdld elemet. Mivel a célfiiggvény
maximumédt keressiik, célazerd abbdl az oszlop=-
bél vdlasztani generdldé elemet, amelyhez a
legnagyobb célfiiggvényértdk tartozik, mert
igy azt rem$ljiik, hogy kevesebb szdmitdssal
jutunk el a feladat megolddsdhoz. /Megjegyez—
zﬁk,/hogy ez éltaldban igaz is, de nem min-
dig.

3. 1épés: Generdld elemet vdlasztunk., Mint tudjuk, gene-
rdld elem csak 0-t41 kiilonbdzd szédm lehet. Mi-
vel a feladatnak csak nemnegativ megolddsdt
keressiik /megativ termelést nem folytatunk/,
fontos, hogy a b vektor koordindtdi /legaldbbis
a megolddst add utolsd tdbldzatban/ nemnegati-
vak legyenek. CSlszerl ezért generdld elemnek
azt a pozitiv elemet vdlaszteni, amelynél a
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b vektor elemeivel alkotott hdnyados a
Jegkisebb. A4 generdld elemet tehdt ugy vd-
1asztEuk |58 ﬁoEx a b vektorhoz tartozd

adatokat osztjuk a generalo oszlop adatai-
val ¢g azt az osztot valaszijuk geperalo

elemnekg amelﬁhez ) leEkisebb hanyados tar=
07z 0 z eeretezZZuk,

Uj tébldzatot szerkesmtiink, emelyben a gene-
ralé elemhez tartozd sor- &= oszlopszimbdélu-
mokat felcserdljlik.

Az 4j tdbldzatha a generdld elem helysre
beirjuk emnak reciprokdt,[g~|

Az Gj tdbldzatba a generdld elem oszlopd-
nak adatslt megkapjuk, ha az eldzd t&bldzat
megfeleld adatait szorozzuk a generdld elem
reciprokdnak -l-gzeresdvel.

Az 4] t4bldzatban a generdld elem sordnak
adatait / Vi / megkapjuk, ha az eldz§ tdbldzat
megfeleld adatalt szorozzuk a generdld elem
rec}prokéval /vagy osztjuk a generdld elem-
mel/.

Az 4j téblézet t5bbi adateit megkapjuk, ha
a régi tdbldzat megfeleld adataibdél levon-
juk a régi tdbldzat generdldé elem vszlopdban
a megfelelé sorban levd adat, valamint az 4j
tdbldzatban az adatnak megfeleld oszlopban
taldlhatdé uy szorzatdt.

A szdmitdsokat tdbldzatrdl - tdbldzatra haladva mindad-
dig folytatjuk, amig a célfliggvény sordban /utolsé sor/ pozi-
tiv elemet ftaldlunk., Ha ilyen nincs, optimdlis megolddshoz
Jutottunk, tehdt az utolsd tdbldzat a feladat megolddsdt ad-
jae A szdmitdsokat szimbdlikusan az aldbbi tdbldzatokban

mutatiuk be:

xl sse X. esse X

o5
%5

.

) n
817 see alj ees 87, bl
8nq see aZj see o b2 |
!
Radrt, B
- L] L] e :
ﬂml ) a&j vew amn bm




Pj)Pls Pos eeey Py

bi<bl b2 3 essy bm
%4381y Boy By

O 85 a3
/Az indulé tdblézatban természetesen z = 0/

xl LN ] ni oo xn
U | 8y - 08y -Tayy &y, - Sas | by - day
U | Bp) = 08y ~Tayy &y, - °rn“23 by = {0‘23
xd 51 weis @ wa J; J;
Wy | 8wy - S8y Fany  ay, - fag | b, - ey

Py "= 09Pg -’l’PJ Pp = (np:j & "‘G-QPJ

Léissuk most példafeladatunk megolddsdt és a megoldds sordn
kapott tdbldzatokat.

Bl Al E5i  Xg
uy 1 1 i 1 1000
uy 1 4 4 2 2600
uy 4 2 6 | B9 6800
-z 900 | 900 (1000 {1100 0




Il 12 13 u3
u, 0,6 0,8 0,4 | -0,1 320
u, 0,2 2,8 | =0,2] 1240
x, 0,4 i 0,8 0,6 0,1 680
- 460 680 340 =110 |=748000
Il 112 x3 113 i
w | P58 -0,22 0,22 -0,05| 44,45
x, 0,06 0,28 0,78  =0,06| 344,44
x, 0,39 =0,06 0,44 0,11} 611,11
-z | 422,2 -188,9  -190,4 -69,2 [-982219,2
" a8 3 U3
= 1,82 =0,4 -0,4 =0,09| 80,82
x | =0,11 0,3 0,8 -0,05| 339,59
x, =0,71 0,1 0,6 0,15 579,59
-z |=76T,6 =20,0 -21,52 =-32,1 |-1016340

A kepott optimédlis megoldds tehdt & kivetkezd:
x, = 80,82, x; = 339,59, ;= 0, x= 579,59

u =0, w, = 0, uz = 0, z =1 016 340
vagy médsképpen felirva
80,82
x= |32999), a= 0, z= 1016 340
579,59

Megjegyezziik, hogy a tédbldzatban & z negativ eldjellel
szerepel. Ez kizérélaé grémitdstechnikai okokbdl van igy,
hogy & célfliggvénysérték kiszdmitdsdra ne legyen szilkssg
kiilon eljdrdsra., Valdéjdban ezt -l-gyel beszorczva, pozitiv-
nak vessziik.
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Az utolsd tdbldzatbdél leolvashatd, milyen termelési
program adjs a legnagyobb joévedelmet. Az 1.7. pontban vizs-
gdltuk a megolddst és sz eredményt gazdasdgl szempontbdl
is. Tudjuk, hogy a harmadik termék, bir tnmagdéban szemléle
ve Jjél jovedelmezd, az utolsd tdbldzat mutatja, hogy a har=-
madik termék 1 ha-on vald termelése 21,52 Ft jovedelem=
csbkkenést okozna. Mindhdrom termelési erdforrdst teljes
mértékben felhaszndltuk. Az mtolsd tdbldzat utolss sordbdl
az is megfllapithatd, hogy smennyiben valamelyik erdforrds-
b6l kevesebb #11lng rendelkezésre egy egységgel, akkor az
elad erSforrdst tekintve, 767,6 Ft-tal a mdsodik erdforrds-
ndl 20 Ft=-tal, & harmadik eréforrdsndl 32,1 Ft-tal cstkken=-
ne a jovedelem. Az erdforrdsck egy egységgel vald nivelése
viszont ugyanannyl jovedelememelkedéshez vezetne. Ennek
alapjén a vdllalatvezetés donthet arrél is, hogy melyik
er§forrdsbdl volna célszerii a kapacitdst novelni, vagy
cadkkenteni., Ha ugyanis valamely erdforris olesébban sze-
rezhetd be, mint az egységnyi erdiforrds &1tal elérhetd
jovedelemtobblet, akkor érdemes ebbdl a kapacitdst ndvel-
ni. Ellenkezé esetben a kapacitds cabkkentése célszerii.

Vegyilk példdul sz elsé eréforrdst. EbbSl célszerii bl-
viteni a kapacitdst, ha beszerzése kevesebbe keriil /egysé~-
genként/ 767,6 Ft-ndl. Ha példdul a piacon sz elsd erdfore
rdst egységenként 600 Fi-ért lehet beszerezni, célszerii
ezt megtenni, mert a 767,6 Ft jovedelem nemcssk fedezi
a kiltséget, de még 167,6 Ft jovedelmet iz eredményez. A
véllglatngk tehdt az adott esetben az eled erdforrds egy
epgysége T67,6 Ft=ot ér /hiszen ennyivel emeli a jovedelmet/,
birhogyan is slakul az adott erdforrds piamci dra. A modell-
ben tehdt az erdforrdsok mintegy felértékelddnek, s ez
mutatja, hogy az adott koriilmények kozott - fiiggetleniil a
beszerzési artél, illetve koltségektlSl - mennyit érmek
a vdllalat szdmdra. A dudlis vdltozdkhoz tartozd célfiigg-
vényériéket /a duglis mepgoldést/ drnyékirnak neveszziik. Az
drnyékdrskksl s késdbbiek soran még gyskran taldlkozunk.

Végill ellendrizzilk a megolddst azzal, hogy a kapoit
sredményt behelyettesitjilk a 10.1.1. vagy a 10.1l.2.~be,
azaz:

80,82 + 339,59 + O+ 579,59 = 1000
80,82 + 4 4 339,59 + 4 . 0 + 2 . 579,59 = 259,36 = 2600
4 . 80,8 + 2. 339,59 + 6.0+ 10 . 579,59=6798,36 = 6800

900 . 80,82 + 900 . 339,59 + 1000 . O + 1100 . 579,59
=1 015 918 T 1 0l6 340

80,82
vagy | ¥
{i 0 R LR 339,59 1000
o LRET I L = 2600
4 2 610 u 6800
91%,59
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és 80,82
339,59

I:goo, 900, 1000, 1100] o |= 1015 918 ® 1 016 340
579,59

A lényegtelen eltérés kerekitdsekbSl adddik. Az adott
példa alkalmas volna arra, hogy segitsegével kiilonbdzs prob=-
1émdkat bemutassunk és ESBZefﬁ%gésbe hozzuk a gazdasdgi hdt-
térrel is. A kerekitésekbdl adddd hibdk azonban mindvégig
zavarndnak benniinket. E hibék azonban cstkkenthetdk, ha a
gzémadatokat némileg dtalakitjuk. Mindseze négy adatot kell
megvdltoztatnunk és méris nagyobb pontosséggal tudunk szémol-
ni. Alakitsuk tehdt 4t a feladatot ugy, hogy induld tdblé-
zatunk a kdvetkezl legyen:

x % X3 Xy
Uy T i 1 i 1000
U, 1,8 4,4 4 2 2600
uq 4 2 5 10 6800
-7 900 900 950 1100 0
Ha most az o
200
100
z= 300
400

logikai uton el5411itotT termelési programot valdsitjuk
meg, akkor a kapacitédsgziikaéglet
2000

b = 2600
6500
4g a célfiiggvény ériéke /a vdllalati jovedelem/
z = 995 000 Ft

Tegyllk fel azonban, hogy a mdsodilk csidcsiddszakban
most is 6800 munkanap &11 rendelkezésre, amit a logikai
uton készitett termelési program nem hesgzndl ki.
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0ldjuk meg & feladatot

x; =, X3 X
o 1 g 3 1000
uw| 1,8 4,4 4 2 2600
us 2 5 6800
-z | 900 900 950 1100 0
Il 12 x3 u3
u| 0,6 0,8 0,5 =0,1 320
1 | 3 =0,2 1240
Xl 04 0.2 0,5 0,1 680
-z | 460 680 400 -110 ~748000
Il 112 I3 ll4
uy -0,2 =0,10 -0,06 72
x,| 0,25 0,25 0,75 -0,05 310
x,| 0,35 -0,05 0,35 0,11 618
-z | 290 =170 =110 =76 -958 800
111 L'lz 123 u3
x| 2,5 =0,5-0,25 -0,15 180
x, | -0,625 0,375 0,81 -0,01 265
-z | =725 ~25 37,5 =32,5 |-1 011000

- Az optimdlis mgooldés tehdt
1
x = |265 =0 z = 1 011 000
0
555
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Ez a termelésiéprog:am /behelyettesitéssel ellendrizziik/
mindhérom erSforrdskapacitdst teljesen kihaszndlja és a ji-
vedelemtsbblet 16 000 Fi.

Az drnyékdrak azt mutatjdk, hogy a féldteriilet ndveldse
hektdronként 725 Ft-tal, az I, cslcsidSszak munkaerSkapaci-
tdsa munkenaponként 25 Ft-tal, a II. csicsiddssak pedig
32,5 Fi-tal emelné a jSvedelmet, viszont a harmadik termék
termelése hektdronként 37,5 Ft-tal csbkkentend az eldrhets
véllaletl jovedelmet.

Tegyilk fel, hogy ha a vdllalat a fgldterliletet nem is
képes bSviteni, & nem drunivénytermels dgazatokban jébb mun-
kaszervezéseel el tudja érmi, hogy az I. casicsidfszakban
360 munkanap-kapacitdat felazabadit és dtirdnyit az drund-
vénytermelés terliletére, Emmek alapjdn a kapacitds a kivei-
kezlképpen alakul:

1000
b = | 2960
6800

0ldjuk meg moat a feladatot:

e x5 x5 Xy
uq 1 1 3 1 1000
Uy 1,8 4,4 4 2 2960
uq 4 2 5 6800
-z 900 900 950 1100 0
il X5 3 Ry
uy 0,6 0,8 0,5 =0,1 320
u, 1 3 -0,2} 1600
x, 0,4 0,2 0,5 0,1 680
-z 460 680 400 -110 [-748000
xl u2 13 uj
uy 0,40] -0,2 =0,10 -0,08 0
%, 0,25 0,25 0575 -0,05 400
Xy 0,35 =0,05 0,35 0,14 500
-z 290 =170 ~110 ~76 | =1020000
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ul 1.12 IB 113
x, 2,5 0,5 =0,25 =0,15 0
x, ~0,625 0,375 0,81 =0,01 400
x, -0,875 0,125 0,44 0,16 600
-z -725 -25 =37,5 =32,5 |=1020000
A megoldds tehét:
kL -0 = 1 020 000
0
600

Most tehdt csak két termsket /az eladt $és a mdsodikat/
célgzerl termelni, az erSforrdsokat most is teljesen fel-
haszndljuk és a jovedelem az elizd megolddshoz képest
1 020 000 = 1 011 000 = 9000 Ft-tal emelkedett. Figyeljiik
meg, hogy az elSbbl megolddsban a mésodik erdforrdshoz
25 Ft édrnydkdr tartozolt. Az erdforrdst 360 egységgel
bivitettiik, s {igy 360 .

jovedelem.

25 = 9000 Pt-tal emelkedett =

Biviteiik még a mdsodik erSforrdst 40 egységgel, hogy
az 3000 munkenap legyen &8 oldjuk meg & modellt.

:l:l 12 5 xA
uy 1 1 1 1 1000
u, 1,8 4,4 4 2 3000
uy 4 2 5 fal 6800
-z 900 900 950 1100 0
xl 12 13 123
uy 0,6 0,5 =0,1 320
Y, L 4 3 0,2 1640
X, 0,4 G,2 0,5 0,1 680
-z 460 680 400  -110 ~748000
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‘X.l u E3 113
) 0,75 1,25 0,625 =0,125 400
uy -2 =5 8,5 0,30 40
e 0,25 =0,25 =0,375 0,125 600
-% =50 =850 =25 =25 |[=1020000

A megoldéds most tehdi a kivetkezd:

0 0
= |400), u= |40 z = 1 020 000
0 0
600

A mdsodik er8forrds tovébbi 40 egységgel vald blvi-
tdadnek tehdt ninecs jelentdsdge, azt az adeott teriilet 4s
a II. cevcsidfszakban rendelkezdsre 4116 munkeerdkapaci=-
t&9 mellett nem tudjuk felhaszndlni. Ebb8l tehdt most
felesleges kapacitdsunk van. 4 mdsodik erdforrdsra most
nem is kaptunk drnyskdrat, vismont jelentdsen amellkedetd
a teriiletnek, mint viszonylag leginkibb sziik kapacitds-
nek az drnyskdre,

Tegyiik fel, hogy a harmadik termsk termelisére nincs
ig lehetdségiink, vagyis most csak hdrom vdltezd szerepel
a feladatban /x,~et most 13-nak vegylik/. A feladat meg-
olddsa a kovetkdzs:

xl X5 xj
uy 1 1 .| 1000
Uy 1,8 4,4 2 260
ug 4 2 foj 6800
-z 900 $00 1100 0
L
=5 XLy u 3
uy 0,6 0,8 0,1
u, L [4] «0,2 | 12
xq 044 0,2 0,1
-z 460 680 ~110




b [ 1y
uy [c.4 ~Gy2  =C,086 72
x5 C,25 0,25 =~0,05 310
x4 0,35 =0,05 0,11 618
-z 290 =170 =76 -958800
ul u2 u3
e 2,5 -0,5 =0,15 180
x, -0,625 0,375 =0,01 265
x4 -0,875 0,125 0,16 555
-z ~725 -25  =32,5 |=1011000
A megoldds %ehdt
180
2= lsgup B8 z = 1 011 000

A t3bldzat belsejében az A midtrix helydn most annak
inverzét taldljuk, azez A~t-T, azaz

ot |
&5 = - Aup,008

L

ag ]

= &

=)
EL 7= lva

4

-

e 4B

0

-0,5 -0,15
0,375 =0,01
0,125 0,16
1 2,5 =0,5
94 2 "0,625 Or375
10 | L:O,S?S 0,125
C
I

=0,15
-0,01|=
0,16
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Végll tegyik fel, hogy drvdltozds kivetkeztében a
barmadik termik fajlagos jOvedelme 950 Ft-rdl 1000 Pi-ra
emelkedik. 0ldjuk meg most & feladatot:

i .. G, .
uy % 1 1 1 1000
gy 1,8 4,4 4 2 2600
uy 4 2 5 6800
-z 900 900 1000 1100 0
xl x2 x3 113
uy 0,6 0,8 0,5 -0,1 320
u, 1 -0,2 1240
x, 0,4 0,2 05 Dal 680
-z 460 680 450 ~110 | ~748000
xl uz }Ij u3
uy -0,2 =0,10 =0,06 72
X, 0,25 0,25 0,75 =0,05 310
x, 0,35 =0,05 0,35 0,11 613
-z 290 =170 -60 76 -958800
111 LQE. }:q L‘.3
x; 2,5 =0,5 =0,25 =0,15
x5 -0,625 0,375[0,81] =~0,01
z, -0,875 0,125 0,44 0,16
-z -725 =25 12,50 =32,50 [~101170¢




£

e Ees T )
%5 2,30 «5,38 0,31 =0,153 261,79
X =0,77 0,46 1,24 =0,012] 327,16
x, -0,54 <0,08 =0,54 ~0,165{ 411,05
-Z =715,4 =30,8 =15,43 =32,3 =1015089,5
A megoldds
261,79
= s u=20 z = 1 015 089,5
327,16
411,05

Most az X,-t ki kellett caerélni az x3—mal. Az x, éa
x5 védltozdk csersjét megtakerithattuk volna, ha figyelem-
be vesszlk a vdltozdk legnuygyobb Ssszes hozamit.

Figyeljik meg az induld tébldzetot és szdmitsuk ki a
killsnbszd termékekhez tertozé lehetséges legnagyobb hoza-
mot, ugy, hogy a2 kapacitdsvelttor adatait osztjuk a fajla=-

gos sziikségleti adetokkal &= kiszdémitjuk a legkisebb hénya-
doshoz tartozd cflfiiggvinydridket. A kivetkezdket kapjuk:

Az 2136 termékre:

1000 ¢« - 1 = 1000
2600 ¢ 1,8 = 1444 és 1000 ., 900 = 900 0OQOQ
6800 : 4 = 1700

A mdsodik termdkre:
1000 : 1 = 1060
2600 ¢+ 4,4 = 591 4s 591 . 900 = 531 900
6800 ¢ .2 = 3400

A harmedik termskre:
1000 ¢ 1 = 1000
2600 : 4 = 650 4s 650 .1000 = 650 000
6800 : 5 = 1360

A negyedik termékre:
1900 : = 1000
2600 ¢ 2 = 1300 é4s 680 .1100 = 748 000
6800 : 10 = 680
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A mésodik erSforrdskapacitds a médsodik és a harmadik
termékre vonatkozdan mutatkozott saziiknek. /Az elsd termdk-
nél az elsd, a negyediknél a harmadik erdforrds volt a
szlik kapacitds./ Amikor tehdt a mésodik erdforrdsndl vé-
gezziik a bdziscserét, célszerd a mdésodik és harmadik ter-
mék kozlil azt vdlasztani, amelyhez nagyobb lehetséges jove=
delem tartozik. Ez pedig a harmadik termék, amelynél a lehet-
géges Ossgzjovedelem 650 000 Ft, mig a médsodikndl csak 531 900
Pt-ot kaptunk. A mdsodik lépdsben tehdt =x, helyett x -at
lenne cdglszerd a bdzisha bevonni. Gyakorlé%képpen oldjuk
meg 1gy is a feladatot.

6.2, Degenerdcid

A degenerdcid problémdjdval mdr az eldbbiekben taldlkoz=-
tunk, csak akkor még ezt elhallgattuk. Vegylik az eldbbiek-
b8l mér ismert feladatot, amikor induld tablénk a kivetke-
z8 volt:

X X, x3 x4

uy i 1 1 1 1000

u, 1,8 4,4 4 2 2960

U, 4 2 5 6800
-z 900 900 950 1100 0

A mdsodik tdbla ekkor igy alakult:

e
us 0,6 0,8 0,5 =0,1 320
u, 1 R 8. 1600
X, 0:4 G2 05 Ui 650
-z 460 680 400 =110 | 748000

Beyértelmii, hogy a kovetkezd 1lépdsben a mdsodik termé-
ket kell a programba bevonni, tehdt a mdsodik oszlopban
vdlasztunk generdld elemet, hiszen egyértelmiien ehhez az
oszlophoz tartozik a legnagyobb célfiiggvény koefficiens.
De a mdsodik oszlop hdnyadik eleme legyen a generald elem?
Tudjuk, hogy & generdld elemet ugy védlasztjuk, hogy az
utolsd oszlop elemeit osztjuk a generdld oszlop =lemei-
vel és azt vdlaszitjuk generdld elemnek, ehol a legkisebb
hdnyadost kapjuk.

Végezziik el az osztdsoket:



= 386"

320 0,8 = 400
1600 4 = 400
680 : 0,2 = 3400

Az elsd €s a mdsodik elemmel osztva, azonos /mindkettd—
nél legkisebb/ hdnyadost kapunk, Nem tudunk tehdt egyértel-
miien generdld elemet vdlasztani, mert mind az elsd, mind
a mésodik elem egyformdn lehet generdls elem, Ilyen eset-
ben tehdt, amikor nem tudunk egyértelmiien generdld elemet
vilasztani, degenerdcidval dllunk szemben. Hogyan jdrunk
el %1yenkor, amikor k6t /vagy tSbb/ generdld elem-jelsltiink
van'

A legei{nzerubb eljédrds, ha a generdld elem-jeldltek
kdzidl taldlomra vdlasztunk ki egyet ieneréld elemnek. Ilyen-
kor viszont elSfordulhat, hogy egy tébldzat késdbb megis-
métl8dik, s8% ha esetleg ismételien ugyanugy védlasztjuk
a generdld elemet, "kirben for " és nem jutunk a fela-
dat végére. Célszeriibb ugy elj , hogy a generdl$ elem
Jjeltltekkel balr6l jobbra haladva, eloszijuk az adott
sorban lévd t5bbi technoldgial egyltthatét. Amely sorbanm
el8bb taldljuk a legkisebb hdnyadost, abban vdlasziunk
generdld elemet. Példdnkban tehdt az els§ sort 0,8-del,

a mdsodik sort 4-gyel végigoszijuk, azaz

Elsd sox

0,6 0 wlial
T = 0,75 n-:-g = 0,625 =55 = ~0,125

Mésodik sor

3= 0,25 i = 0,75 =02 .+ -0,05

Az els§ hényados az elsé sorban 0,75, a mdsodik sorban
0,25 és mivel 0,25 < 0,75, azért a mdsodik sorban védlasz-
tunk generdld elemet. A 10.l. pontban tehdt jél vdlasz-
tottunk generdld elemet. /A megolddst mér ismerjik./

A degenerdcid elSfordulhat mér az induld tdblézatban is,
vagy bdrmely més tdblézatban. Akkor is degenerdcidval 41lunk
ssemben, ha az induld, vagy bdrmely méds tdbldzatban a b
vektor elemei kizott két vagy t8bb nulldt taldlunk. Ilyen-
kor a wmziik kereszimetszetet jelemt§ hdnyadosok nullédk,

6.3. A groggsnvaktor és a kapacitdsok egyidejii optima-
Z8LA88,

Az eddiglekben a feladatot ugy fogalmaztuk meé, hogy
rendelkezéare 411 meghatdrozott erdforrdskapaciids, és
ehhez kell optimalizdlni a termelési szerkezetet. i Zya-
korlatban azonban dltalédban nem ez a helyzet. Egyes kapae
citdsok ténylegesen meghatdrozott mennyiségben &llnak
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rendelkezdare, mdsok vigzoni vélitoztathatdék, ha e vdltoz-
tatds célszerii, P$1ddul lehet, hogy a rendelkezdsre 4116
fEldteriilet =dott, d= gdpeket &z anyagokat - elvileg -
tetszés szerintl memnyisdgben beszerezhetiink, vagy sziikit-
hetjlik, illetve bévithetjik & munkmerSlétszdmot, stb.

Vegylik &z e16bblekbdl mdr ismert feladatot Sz tételez-
zilk fel, hogy az 1000 ha fgldteriilet adve van, azon nem vél-
toztathatunk, a munkaer$ viszont tetszés szerint védltoztat-
hatd. Tegyiik fel, hogy a 2600, illetve 6800 munkenap kapa-
citds ugy addédots, hogy 100 £G munkaerd 411t & vdllalat ren-
delkezéssre és az elsd calicsiddszak kb. egy hénapot Glel
fel, amely egy hdnap alatt egy-egy dolgozd 26 mapot dol-
gozik, mig a mdsodik csiicsiddszak egy héromhénepos perid-
dus, 8 ez alatt egy dolgezd 68 munkanapot dolgozhat,

Az

Ty Xpy Xy Xy D G
X+ Iy + Xy + X < 1000
1,8% + 4,4%, +4z3 +2x4 % 2600
4=y + 2%, +5x3+1-0x4 _ﬁ 6800

900x1 + 900x2 4 95013 + 11001:4 =max,

5]
Oy

feladat most Hehdt a kovetke

s Epy x3, ) % 0
I+ Iy + x3 + x4 = 1000
1,8xl + 4,4x2 +4x3 +2x4 é 26 o 100
421 + 2z, +5x3+10x4 < 68 . 100

900x, 900x2 + 950%, + 1100x4 =maX.

Azt mondottuk azonbsn, hogy most nem 100
kegzgsiinkre, hanem asnyi, smennyi szilkséges,
célezeri. L2t ez egyelfrs ismeretlen munkaer

ksvetkezd:
L gvetkend:

£ o~
Xys Fpy X5y X, = O
X+ Xp + ¥y vz, = 1000
rd
1,8%; + 4,4%; +AX, 423, 226§
s
4z, ¥ 2%y +574+10x, = 638 ¥

900=, + 900x2 + 950x, + 1100x,; =max.



egyenlidtlensézek bal oldald azas
Ey» o 3 RTR) J Z Y
Xy + + s ¥ p- 2 s 1000
T 3% % .
<
1:8 + d4%, + 4x3 + 2x4 - 26y = 0
2 £
4x + 2% + 5x3 - 1Oz4 - 6By = 0
500 X, + BDOx2 + 950x3 +1100x4 = maxe

et is flgyeTQmoe ve

Most még eltekintiink attdl, hogy & munkaerdvdltozdhoz
kilon cslfuggvenyerteket rendeljink, hiszen a kiiltnbozd
uermakek jovedelndt ugy auam;tottuk ki, hogy a munkabére-

Tk,

1éjdban

8 munkaerd rendelkezéas-

re dlldssnak is van koltseze, de epzel majd a gyakorlati
alkalmezds tdrgyaldsa sordn foglalkozunk., 0ldjuk meg tehdt

az elsbbi feledatotb:
=S Xg =g Zy ¥
Uy 1 1 1 1 0 1000
u, 1,8 4,4 4 2 =26 0
u., 4 2 5 [g] -6s 0
-7 900 900 950 1100 0 6
Létjuk, hogy degenerdlt modellel Zllunk szemben.
o 5 g ug T
uy 9,8 0,6 . 0.5 0,1 1000
i, 1 3 . wl,P =124 o
x, 0,4 0,2 8,5 0,1=6,8 0
-0 460 680 400 =110 7480 0
- " |
h | Lyl
5 0,09 0,15 | 147,059
Uy 2,09 1,82 | 1823,53
x, i 1 1000,00




A megoldds tehdt:
X = 0, X, = 0, x5
¥y = 147,06 ¥ 147, uy
uy = 0, z = 1 100 000

0, x4 = 1000
0, uy, = 1823,53

Most tehdt mind az 1000 ha=t a negyedik termék termelé-
sére célszerl felhaszndlni és 147 dolgozdra van sziikség,
A jovedelem 1 1C0 GO0 Ft. A munkeerdt csak a IT, cstcsidf-
szakban haszndljuk ki, sz I. idészakban 1823,53 munkeanap
kiheszndlatlanul marad. Behelyettesitﬂssel meggyozodhetunk
arrél, hogy az adott termelési program az I. id&szakban
2000, a II, idfszakban 17000 munkanapol igényel, s az IL.
idoszakban 3823,3 munkanap &11 rendelkezdésre /tehdt
1823,3 munkanap felesleges/, a II. id&szakban pedig
10000 munkanap. Természetesen nem mindig csak egy fermsdk
termelése cdlezerii., Emeljlik csak meg a mdsodik termskhes
tartozd jbvedelmet mondjuk 300 Ft-tal. lMdris a kivetkezd
megolddst kapjuks

X = 0 X, = 333,98, x5 = Oy z, = 666,02
106,98, u = 0, z = 1 133 398

J
6.4, T6bb cdlfiigevény vizsgdlata

Gazdasdgi feladatok megolddsa sordn dltaldban nem csak
egy hatdkonysdgi mutatd alapaan dontiink. Hem biztos, hogy
azt tekintjiik a legjobb termelssi prorramnah amelyhez a
legnagyobhb govedelem tartozik. Lehetodéges ugyanis, hogy
ennek megvaldsitdsa igen nagy beruhdzdst igsnyel, vagy
igen sck lmportanyag felhaszndldsdt teszi szuksngess’,
stb. De termelfszivetkezetben a jivedelemnek is két for-
mdjdt veszik szdmba, a bruttd Jovedelmet /amikor a tagok
munkabérs t, illetve részeseddsdt nem szdmoltuk fel kolt-
sogk°nt/ ﬁs a nettd jovedelmet Jamiker a munkeerd kilted-
gét is felszdmolbtuk/.

Hogy a termelési prcframrol denteni tudjunk, célszeri
tehdt a modellt tdbb célfizgvénnyel is oldsa Hrilvén
& beruhdzds $s az 1mpovtanya~ 1 gz & termelési
program a j6, emelyhez a legkisebb bnruuhuap, illetve
importenyagfelhaszndlds iartovlh. ¥i azopban.a minimum
feladatok megolddsdt még nem ismerjiik, er"n1orﬁ a marximams-
feladatokndl “maradunk.

Tegylik fel, hogy az eddigl pildafeladatolzat haszndlva
két c°1fuggvonyt meximalizalunk.
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Legyenek ezek az alébbiak:

2 ow E)oo, 900, 950, 1100]
gg o [1500, 1200, 1800, 1606J

Most tehdt két célfiiggvényt vizsgdlhatunk, példdul a
nettd jovedelmet /zl§ és a bruttd jovedelmet /zz/,

g8 igy feladatunk a kdvetkesd:

xl 12 Xj X4
g i 1 1 1 1000
u, 1,8 44 3 2 2600
U, 4 2 5 10 6800
-7, 900 900 950 1100 0
-z, 1500 1200 1800 1600 0

A tanultak alapjén nincs skaddlya annek, hogy a fela-
datot eldbb az egylk, aztdn a mdsik célfiiggvinnyel meg=
oldjuk s a kapott eredményeket Ssszehasonlitsuk. Ha igy
jérunkel, akkor ugyanazt & modellt kétszer kell megolda=-
ni, bdr a szdmitdsok egy része /amlg a két célfiiggvény
azerint szémolva a generdld elem azonos/, esetleg csak
ndsoldst jelent, mert a két feladatban azonos.

Célezeriibb ugy eljédrni, hogy = bdr a szdmitdsokat az
e%yik célfligzvény szerint végezzilk - mindkét célfliggvényt
lépéerdl-lépéere kilszémitjuk, mejd amiker az egyik cél-
fliggvény szerint a feladatot megoldottuk, akkor folytatjuk
&_szdmitdaokat a mdsik cflfiiggveny szerint. Ennek az az
eldnye is megvan, hogy mindkét megolddshoz mindkét cél=

fgg%vényértékgt megkapjuk anélkiil, kogy a behelyettesi-
$8g% elvégeznénk,
Tahdt
x; = X x,

uy 1 1 X 1 1000

u, 1,8 4,4 4 2 2600

uy 4 2 5 6800

=Zy 800 500 950 1100 [¢)

-Zs 1500 1200 i800 1600 [¢]
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x; x, - o) ug
uy 0,6 - 058 0,5 =041 320
u, i 3 =0,2 1240
z, 0,4 0,2 0,5 0,1 680
-2y 460 680 400 ~110 | =748000
-z, 860 880 1000 =160 | -1088000

Xl 112 X3 113
uy -0,2 =0,10 =0,06 72
z; 0,25 0,25 0,75 =0,05 310
%, 0,35 =0,05 0,35 0,11 618
-2 890 <370 =10 - - =76 =958800
-z, 640 =220 340 =116 | -1360800

'L'Ll !-12 ZXZ3 IJ._3
%, 7,5 =0,5 =0,25 0,15 T80
x, -0,625 0,375 ~0,01 265
x, |=0,875 0,125 0,44 0,16 555
-z; |[-725 -25 37,5 -32,5| -1011000
-z, -1600 120 500 -2 ~1476000

Az elsd cilfiiggvénnyel megoldottuk a feladat
tagsuk a megolddst a mésodik célfiiggvény oz n
oszlopdban vdlasztva generdld elemet.

ul 'E.IE iIn U-.a
xl 261,79
xq 0,77 0,46 1,24 =0,018 327,16
X, 411
=24 | =753,9 ~T,64 3 =330

45,
=1214,2 ~111,48 =617,3

Oy

~13,8




A feladatot megoldeottuk a mdsodik c2lfiizgviny szerint
ise. /Hince soliksdg a tdbldzat t8bbi adatdra, mivel a

gzdmitdst befejeztilk, ezdért amzokat nem is szdmoltuk ki./

A megoldds tehdt a kbvetkezs:

Nettc jovedelem | Brufto Jovedelenm

szerint szerint
X ' 180 261,79
x 265 ‘ 0
Xy 0 327,16
Xy 555 411,05
gy 0 0
us 0 0
Uy C 0
Zq 1 011 000 998731,5
Zg 1 476 000 1639580,2

Mint ldtjuk, més az optimum a nettd €s mds a bruttd
jovedelem maximalizdldsa esgetdn. A vdllalatvezetd fela-
data, hogy ddnistn, melyik termelési program megvaldsi-
tdsa célszeri, Ha a nettd jEvedelem optimumdt vilasztjuk
12 268,5 Ft nettd jovedelmet nyeriink, de a bruttd. jovede-
lem 163 580,2 Ft-tal kevesebb lesz., Ellenkezd esetben
163 580,2 Pt bruttd jdvedelemttbbletért elveszitink
12,268,5 Ft netté jovedelmet. Hogy melyik mellett dOntiink,
az szémos tényezltol fiigg. .

Az gem feltétlenlll biztos, hogy az egyik vagy a mdsik
megolddst fogadjuk el, A feltdételrendszert ugyanis mind-
kst megoldds kieldgiti, tehdt az erdforrdskapacitdst te=
kintve, mindkét termelési progrem megvaldsithatd. De ha
Qindkét termelési program felst vesszik €s Ssszeadjuk, az
igy kepoit 220,9

£= 1325 0 4.0

163,6 -
483,0
z; = 1 004 865,7
1 557 790,1

n

Zp

program is megvaldsithatdé ez adott erfforrds kapacitdssal.
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L két programot tehdt ey Ky gzorzdval keverhetjiik,
azesn

kl optl + k2 0pt11

s
(5]
L
B

+
%3
I
=

¢s az igy kapott termelédsi programok is megvaldsithatdk.

Az opty EE] opt,, programot most tehdt alternativ progra-

moknak fogjuk fel £és megoszldsi viszonyszdmok segitadgd-

vel azokkal ujabb termelfsi programolkat nyerhetiink. Ezek

egymdstdl kiildnbdzhetnek az erdforrds felhaszndldsban is

/ha azt nem egyformén haszndljdk ki/ g9 a cilfiiggvény sr-
tékét tekintve is, de megvaldsithatd programok.

Ha a feladatot szamltogﬁppel oldguk meg, akkor is a
megoldast eldbb az elsd cilfl gV¢nnye1 nyerauk. Bzutdn
a g=pbe taplalauk a mdgodik célfliggvinyt és folytatauk
a gzémitdst /min%t eldbb iz/ e szerint a célfliggviny sze-
rinte A szamltogep azonbhan eset;eg - ha csak kiilon prog-
ramot nem casindlunk ilyen céllal - csak azt a cclfuggvany-
éridket irja ki, amellye; az optlmallzalast vé loeztilk. A
programok osszehasonlltasat azonban mevkonny ti, ha mine-
den megeldas sordn minden célfiiggvény értdkit ismerjik.
Bzt egysszerilen elsrhetjiik, ha cnl’uggvany valtozokat
alkalmazank. Ilyenkor asz elobﬂl célfliggvényeket feltstel-
ként gp pitjik a modellbe %5 a cflfilggviny most tehdt a
kovetkezo less

'Xl Xz Kj x4 Zl 22
uy | 1 1 1 i 0 0 1000
wo| L,8° @4 4 2 o) 0 2600
u.| 4 2 5 10 0 £300
3 !
wy [ 900 900 950 1100 EI 0 0
u [1500 1200 1800 1600 0 =l 0
-z,| © 0 0 0 ! ) 0
-z, O 0 0 0 0 1 0




Ez a kovetkezmlinek felel meps

I~/

Xys Fps Tgs Xyy Bqy 8y £ O
e X + X, + x5 = 1000
1,8x; + 4ydxy + 4ﬁ3 + 2z, = 2600
- il
4=y + 2x, + 5x3 + 103:4 = 6800
<

9003:1 % 9003(2 + 950X3 + '.LlOO‘Jv:4 - 2y =0

<
1500x1 + 1200x2 S 1800x3 + 1600x4 -2 =0
Zl = MaXe.
Zp = mazx.

A megolddst most médositjuk annyiban, hegy az induld
tdbldzatban generdld elemet az elsd cslfiiggvinyvdltozd
oszlopdban vdlasziunk és most nem vagyunk tekintettel az
eléjelre, azaz az-l-et vdlasztjuk. Mivel & hdnyedos O lessz,
nem 411 fenn a veszélye annak, hogy & b vektor koordindtai
k§z8tt negativ lesz.' /A célfligevdny feltételeket beszorom-
hatnénk ~l-gyel, akkor mdris pozitiv lenns a generdld ele-
miink. Ekkor viszont a { reldeid 2 -re vdltozna, amivel
egyeldre még nem foglalkombunk,./ iz elss célfiliggviny sze-
rint szémolva tehdt a2 misodik £4s harmadik tdbldzat a ko-
vetkezbképpen alakul:

xl Xz XB XA Zl ZE
u, | 1 1 1 1 0 0 1000
el B8 Bk 4 2 0 0 2600
ug| 4 2 5 o 0 0 £800
5,|=80C =300 =950 ~1100 -1 0 0
us|1500 1200 180C 1600 0 -1 ¢
~z;| 900 900 950 1100 1 0 0
“agt B 0 0 0 0 i 0
Xl XE :{j 'U.j 51 ZE
u| 0,6 0,8 0,5 ~0,1 O o 320
u| 1L 3 =0,2 O 0 1240
%) Oud B2 C 5,5 81 D 0 680
2. |=460 -680 =400 110 -1 0 ~743000
u;| 860 880 1000 -160 O -1 | -1088000
=2y | 260 GO0 400 -i10 I 9 =TZ5000
-z3| © 0 o @ 0 i 0
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Nem folytatjuk a szamitdsokat, hiszen kénnyii beldtni,
hogy ezok sz elébbivel megegyeznek. Ha a feladatot az el-
86 célfliggvénnyel megoldottuk, a mdsodik célfiiggvényhesz
tartozd =l-et vdlasztjuk generdld elemnek és folytatjuk
a szamitdst a mésodik célfliggvény szerint. Mint mdr errdl
gzé volt, emmek az eljdrdsnak szdmitdgépes megoldasnil
lehet jelentSsége, ha a megolddsprogrsm egyidejiileg
csak egy célfiiggvenyt kezel.

A problémit igen sokféleképpen lehet még kezelni, igy a
szdmitégépre a megolddprogramot t&bbféleképpen is elké~
gzithetjik.

6.5, Alternativ optimumok

Tegyiik fel, hogy az X,-hoz tartozé célfliggvénykoelffi-
ciens 950~r8l 987,5~-re eﬁelkedik, gzaz induld tabldza-
tunk a kovetkezd:

Xl Xa X3 X4_
uy 1 T 1 4 1000
vy 1,8 4,4 & 2 2600
ug 4 2 5 6800
-z 300 900 987,5 1100 0
Ekkor az optimdlis téblézat:
ul l.]2 XB Ll3
X 2,5 +=0,5 =0,25 ~0,15 180
%3 -0,625 0,375 -0,01 265
X, ~-0,875 0,125 0,44 0,16 555
-2 ~725 =25 0 -32,5 | =1011000

Optimdlis megolddshoz jutottunk tehdt. Most azonban
a harmadik ftermék is bevonhatdé s programba, s az igy ka-
pott megoldishoz ugyancsak 1 011 000 Ft célfiiggvényérték
tartozik,
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vagyls
vy Us %, ug
X 2,306 -0,38 0,31 -0,153 261,79
Xy | =0,77 0,46 1,24 =0,012 327,16
X, =0,54 0,08 -0,54 0,165 411,05
-7 =725 =25 0 -32,5 -1011000

K8t egyendrtdkil foptimdlis/ megolddsunk van tehdt,
amelyek mindegyike ecleget tesz a feltételrendszernek
és mindkét termelési programhoz ugyanaz a jovedelemtd-
meg tartozik,

azaz opty uptll
180,00 261,79
265,00 0
z= 0 E= | 327,16
555,00 411,05
u=0 u=0
= T = 1011000 BE 0T

A két programot, mint alternativ optimumot, most is
keverhetjiik a kl, k2 /kl + Ky = 1/ megoszldsi viszony-

szdmok alapjdn, s kbnnyen beldthatd, hogy az igy elddlli-
tott termelsési programok egyenértikiiek, hozzdjuk ugyen-
azon célfiiggvényérték tartozik, tehdt azok is optimdlisak.
Ha tehdt egy feladatnak két /vagy t5bb/ optimdlis megol-
ddsa 1étezik, akkor végtelen sok optimdlis megolddsa le-
hetaéges.

Hasonld volt az eldzd pontben térgyalt probléma is.
0Ott mzonban a kétféle megoldds nem volt egyenértékii, és
nem voltak egyendrtékiiek a keversdsiikkel eldallitott ter=-
melési programok sem., Az eldzd pontban kapott megolddsok
tehdt alternativ programok voltak ugyan $s eleget tettek
a feltételrendszernek de nem voltak alternativ optimumok,
hanem egyik megoldds az egyik c¢$lfiiggvény szerint, & md-
sik pedig a mislk célfliggvény szerint volt  opti-
mdlis és a keverésﬁkkelgkapo t progremok egyik cglfiigaviny
szerint sem voltak optimdlisak, hanem a két célfiliggvényt
figyelembe véve, kompromigszumos mepolddst eredményeztek.
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6.6, édositott normdifeladat

Az eddigiek sordn a feladstot mindig ugy fogalmsztuk meg,
hogy s feltételrendszerek kizttt csak { irdnyu egyenldtlen~
gégek, azaz kisebb egyenld, illetve nefl nagyobb egrvenldtlen=
gégek voltak. Eléfordul azonbah olyan feladat is, amelyben g
£ 3 0zott_egyvenletek is vannak.

elﬁggg ﬁEnﬁotovébbgg is @z eldbbiekben vizsgdlt gyakorlati
feladatndl, azonban tegyilk fel, hogy a termeld vdllalat

mir leszerzddott a felvdsdrld vdllalattal, hogy az elsd
terméket pontosan 100 ha-on, a harmadik terméket pedig pon-
tosan 50 ha-on termeli és ezekbdl csak ennyit tudunk értéke-
gitenl, vagy esetleg sz elsd €s a harmadik termékek takarmi-
nyok €s azokbdl anmnyit kell pontosan termelni, hogy az dllat-
dllomdny igényét kielégitsék e takarminyokbdl €s nines dr-
tékegitési lehetdcégiink.

Most a feladat a kdvetkezdképpen irhatd fel:

Xys Fpy Xy, Xy 2dR)
X, + X, + %y + % % 1000
1,8z, + 4,4x%, + 4=, + 2 o = 2600
ik 2 3 s L

4xl + 2;:2 + Ty + ;O:x4 = 6800
xq = 100
- - c

x5 5
900x1 + 9OOx2 + 950}:3 + llOOx4 = HAT.

ost olyan nfgyismeretlenes feladattal 411
amelyben hdrom £irdnyu egyenldtlenség mellett
tiink is van és a célfi ny nazimumdt keress
kovetkezdket kepj

ba 2 0
—_—r = e
2 Z £ by
=2 = = =
m
z = ' x = max.

Az olyan linedr
ben § irdnyd egyen
médogitott normdlfelads
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Mieldtt a feladatot megoldandnk, nézuilk a kivetkezd egy-
gzert, kétismeretlenes egyenletrendszert:
2:1 + jxg = 19
Ky b 2x2 = 11

Az egyenlet megolddsdt ag

% =5 x = 3

adja, hiszen

2 « 5+ 3 . 3 = 19
5 & 2 . 3

Adjuk Sssze a két egyenletet
3z + 5%z, = 30

Az xy =5 s x, = 3 megoldds a két egyenlet Gsszea-
dédsa utjdn nyert egyenletet is kielégiti, azaz

3 o« B # B . 3 = 30

De koanyen ellendrizhetjiik, hogy e regoldas klelag*t¢
az eldbbi kit egyenlet kulonnsagn , sSzorzatdt, stb. is,
ami természetes, hiszen asz X, = By Xy = 3 bene“yetteswtos—

zel egyﬂnlosagrol van szd. Az =vJen1eteknek ebbdl a tu-
lajdonsdgdbdl kivetkesziv, hovy a llnearls pro ramozdsi
feladatban elfforduld szyenletek Ssszegét ﬂpezhetduk, 3

ezdlial egy olyan feltntels kapunk, ameljnek teljesiilése
esetén teljeslilnek azok a Teltételek is, amelyekbll ezt
knpeztuk A megoldds gsorén tehdt arra kell tdrekedni,
nogy a”'e”yenlesek OQ;qGJdJ%aVaT nyert feltétel teljeglil-
jon eldszdr.

foglaljuk tdbldzatha tehdt ez eldbbi feladatot:

xl IE. X3 2(4

Uy 1 1 1 1 1000

Uy 1,8 4,4 4 2 2600

b 4 2 5 ke 6800
“u4 1 0 0 0 100
*us 0 0 3 0 50
22 900 900 950 1100 0
7 1 0 1 0 i50
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Az igy elkészitett tédbldzatban az egyenleteket tartals-
mazé sorokat Fegal megjelsltiik. 4 Ku4, IuE szimbdlumok te=-
hit arra utalnak, hogy e sorok egyenletek, s elsfsorban ezek
teljesitésére toreksziink. A tdbldzat utolsd sordban az egyen-
leteket tartalmazdé soFok /egyenletek/ Ssszegét taldljuk és
e sort Fz-vel /esillasgos z/ jelbltilk. E sor maga is lined-
rig fliggvény és mdsodlages célfiiggvénynek nevezziik.

A feladat megolddsa sordn eldszdr a mdsodlagos célfiigge
vényt kell megoldsnunk. Eppen ezért mindaddig, amig a mdsod-
lagos célfiiggvényt meg nem oldottuk, a generdld elemet s md-
sodlagos célfiiggvény szerint vélasztjuk meg, vagyis abban az
oszlopban, amelyben s mdsodlagos célfiliggvény sordban a leg-
nagyobb koefficiens taldlhatd.

A gzdmitdsokat tdbldzatrdl-tdbldzatra halsdva, ugyanugy
végezziik, mint a normdl felsgdatnidl tanultuk, minddssze snnyi
médositdsgal, hogy smeddig a mdsodlagos célfiiggvény szerint
sgdmolunk, a generdld elem oszlopdt az uj tdbldmatban iliresen
hagyjuk, s ezaltal elkeriiljiik, hogy ujra abban az oszlopban
vdlasszunk generdld elemet.

A mdsodlagos célfiiggvényt skkor oldottuk meg, amikor en-
nek sordban végig O-t kapunk. Ezutdn a szdmitdsokat az el-

sédleges célfiiggvény szerint folytatjuk, a normdl feladatndl
%anuJ%aE szeriné.

Oldjuk meg tehdt felsdstunkat:

Xl X2 Xj X4
Ul 1 g A k| 1000
u, 1,8 4,4 4 2 2400
o 4 : 5 10
0 B 0 0 0
= ‘. iﬁ C 1
u5 O Q I 0
-z 900 900 950 1100 o
% 1 U 1 0 :




I2 }'.'3 }{4
U 1 1 STely)
U 4,4 4 2420
u3 2 5 10 6400
X, 0 0 0 100
Iu5 0 Ej 0 50
or 300 350 1100 50000
¥ 0 1 0 50
IE X‘q
ug i 1 850
u, 4,4 2 2220
ug 2 il 6150
x 0 0 100
O (=4
x3 6] 50
-z 300 ' 1100 -137500
¥ 9] ¢] 0

A mdsodlages cflflegzvinyt megoldottuk, tehidt az elgbd-
leges célfliggveny szerint gszdmolunk tovébb, elhagyva a
migodlagos celfiigzveny sorat.

X, Uug

uy 0;8 -0,1 235
Uy i4;9l ~0,2 990
x, 0,2 0,1 615
x, ¢} 0 100
= 0 9] 50
-2 £80 -110 =-8514000
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Uy usg
Uy =-0,20 -0,06 37,0
x, 0,25 -0,05 247,5
T -0,05 0,11 565,5
% 0 0 100
x3 6] 0 50

-z =170 ~76 -982300

A feladatot tehdt megoldotituk. A megoldéds:

x; = 100, x, = 247,5, x5 =50, x, = 565,5
u, = 5 1 u, = 0, uy = 0, uy = o,
ug = 0, z = 982 300

Az xy, xy-ra eldirt egyenleteket teljesitettiik. Az erd-

forrdsok egyikét, a teriiletet most nem haszndltuk fel tel-
jesen. Az elérhetd jovedelem 982 300 Ft. Azdltal tehdt,
hogy a véllalat elfzfleg - mielStt annak célazeriisdgsérdl
szamitdsok utjdn megeysz8dstt volna - leszerzfdstt az elsd
25 a harmadik termZk 100 ill. 50 ha=-on vald termelésire,
elveszitett 28 700 Ft jovedelmet. /Lattuk, hogy eldzlleg

a feladat 1 011 000 Ft jovedelemhez vezetett.? 56t az adott
feltstelek kizdtt a teriilet egy részét /37 ha-t/ nem is
tudja kihagzndlni. Irjuk csak eld gyakorldsként, hogy = te-
riiletet teljesen fel kell haszndlni, vagyis ez elsd sort

is egyenletként kell venni. A feladatot mem fogjuk tudni
megoldani! Az adott koriilmények kizdtt - errdl is kinnyen
megzeySzSdhetiink - a terlilet csak akkor haszndlhatd ki, ha

a masodik erdforrdst 185 egyssggel bdvitjik.

Az el8bb tdrgyalt eljérdsnak, amikor mdsodlagos célfiige-
vény szerint haladva az ) tédblazatban a generdld elem osa-
lopdt lresen hagyjuk, megvan az & hdtrdnys, hogy az eddig
kicserélt dudlis vdltozdkrs nem kapunk drnyékdrat. Ezbt ele
keriilhetjlik, ha megdllapodunk abban, hogy = mdr kicserélt
cgillagos dudlis vdltozdkat még egyszer nem visszlk vissze
a bdzisba, vagyis csillagog vdltozdkhoz fartezd oszlopok-
ban nem vdlasztunk generdld elemet. Ebben azm esetben tehdt
nem szilkséges ezen oszlopok liresen hagydea. iz elfbbi fela=-
dat szdmitdsai tehdt most a kbvetkendket adjdks



x 5 xq X 4
u 1 i 1 1000
u, 1,8 4,4 4 2 2600
U, 4 2 5 10 65800
By 0 0 0 100
*u5 0 0 2] 0 50
-z 900 900 950 1100 0
= 1 0 1 0 150
!\14 12 Xj x4
uy =1 1 1 1 900
u, -1,8 4,4 4 2 2420
ug -4 2 5 10 6400
-] 1 0 0 0 100
®
ug 0 0 ] 0 50
-z -900 900 950 1100 ~90000
%z =1 0 i 0 50
*uy =5 *ug *%
uy -l 1 . 1 850
) =1,8 4,4 -4 2 2220
ug -4 2 -5 6150
x 1 0 0 0 100
x4 0 0 i 0 50
4 -900 900 =950 1100 =137500
= -1 0 ) 0 0

Most a médsadlagos célfiiggvény megolddsdt az mutatja,
hogy 2z utolsé sorban nincs pozitiv elem, minden csillagos
véltozdt kicserélilink a bézisbdl és a b vektorhoz a méand-
lagos célfiiggvény sordban O tartozik., X mfsocdlagos célfiigs-
vény sordt most elhagyjuk, s folytatjuk a szémoldst az
elgddleges célfilggvény aszerint:
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Ray H W
uy =-0,6 0,8 =0,5 =0,1 235
U, -1,0 4,0 =3,0 =0,2 990
X =0,4 0,2 =0,5 0,1 615
x; 1 0 0 0 100
z; 0 0 1 0 50
-z | =460 680 =400 =120 | =814000
uy s s o3
u, | -0,4 -0,20 0,10  =0,06 37,0
xa -0'25 0.25 -0,75 -0,05 24715
x, =0,35 =0,05 =0,35 0,11 565,5
x; I 0 0 0 100,0
X 0 0 1 0 50,0
-z | =290 =170 110 =76 082300

Most & feladat mezolddsa az drnyékdrakat is mutatja.
Hogyan értidkelhetjiik ezeket,

Az elsd feltételhez nem tartozik drnyédkér, hiszen u,-et
ki sem cserdltilk a bdzisbdl. A meglévd kapacitdst sem tudtuk
tehdt kihmszndlni, igy bévitésének szdmun - az adott fela-
dat, illetve adott kbriilmények kdzdtt - nines jelentdsége,
vagyls a kapaciidsbévitésnek szémunkra nincs "értékem.

A mégodik erdforrdst kihaszndltuk., Ha egy egységet meg-
takaritandnk, ezdltal 170 Ft-ot veszitendnk, illetve a ka=-
pacitds egységnyi bSvitése 170 Ft jovedelem-emelkedést
eredményezne. Hasonldé a helyzet a harmadik erdforrdsndl 76 Ft
erejéig.

Az u,~hez - 290 drnyékdr tartozik. Ha tehdt a szerzldést
nem 1004ha-ra k5t6tték volna, hanem kevesebbre, akkor annyi-
azor 290 Ft-tal csBkkenne a jovedelmiink, ahdny ha-ral keve=-
sebbre gzdlne a szerzddésiink, illetve, ha a szerzfdott te-
riilet b&vithets, e bbvitds ha=onként 290 Fi-tel emelhetné
a vdllalati jEvedelmet.



- 204 o

Az u--h8z viszont pozitiv drnyékdr tartozik. Most tehdt
az elébgivel ellenkezd hatdst tapasztalunk, vagyis a szer-
z8dott teriilet csdkkentése dltal novekedne, =~ s kiterjesz=-
tése dltal csbkkenne a jovedelem ha-onként 110 Pt-tal.

4 6.3. = 6.5, ponthan tdrgyaltak tehdt a degenerdcis,
a programvektor és a kapacitdsok egyidejii optimalizdldsa,
a tobb célfiizgvénnyel valé smdmolds és az alternativ opti-
mumok problimdje - természetesen a médositott normdl fela-
detra, sdt a kiveikezSkben tdrgyalandd dltalsfnos esetre ds
minimum feladatokra is érvényesek. A tanultak alapjédn kings
nyen beldthatd az is, hogy a mddositott normdl feladat és
az altaldnos eset ig visszavezethetd normdl feladatra.

6.7+ A maximdlds dltaldnos esete

Az el6bbi megoldédst értdkelve, tegylik fel, hogy a kdvet-
kezfképpen okoskodunk: A két termdk feriiletére mdr leszerzbd-
tiink. A harmadik ndvényre megkstott szerzddds vidltoztatdsdra
nincs lehet8ségiink, mert a pariner ragaszkodik a megkdtitt
szerz8déshez £s felbontdsdhoz, vagy a teriilet csbkkentdss-
hez nem jérul hozzd, de a terllet niveldsét sem akarja, bar
ezt mi sem erdltetjiik, hiszen a szdmitdsok szerint ez nem
velna cdlszerd. Az e partner viszont, amelyikkel az elad
termékre szerzddtink, szivesen kttne szerzdddést tovdbbi
tertiletre is. /Vagy ha két takarmdnyndvényrdl van szd és
feltesgszlik, hogy az elsdt eladdara is termelhetjilk, tehdt
annak teriiletét ngvelhetjilk, hasonld helyzetben vagyunk./

Ennek az okoskoddsnak az a kﬁvetkezménye; hogy megkigd=-
reljlik a modellt ugy megoldani, hogy az elsd termékre nem
egyenletet, hanem alsé korldtot /. reldcidt/ adunk meg.

Mivel ugyanis az el8bbi megolddsndl az uq—hez tartozd dr-
nyskdr azt mutatta, hogy célazerii volna'a korldt tdgitdsa
/vagyis nagyobb teriileten vald termelds/, azt remdljiik,
hogy ezdltal erSforrdsbdvités nélkiil nagyobb jovedelmet
sriink el. S8t ragaszkodunk ahhoz is, hogy a teriiletet tel-
jes mértékben kihasznrdljuk, s az elsd termsk teriiletdnek
kiterjesztésével reményiink van erre is.

EZnnek alapjdn feladatunk a kdvetkezd:

x1s Xos X34 x, = 0
X * X, + x3 + x4 ;; 1000
1,8x) +4,4x, + 413 + 2x4 = 2600
Ax. ¥ 2%, 5% 3 10x ﬁs 6800
1 2 3 N -
x5 = 100
= 50

o
900::1 +900x2 + 950x3 +1100x4 = maxX.
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Clyan maximumi‘eladatta 41lunk, tehdt szemben, amelyben
a feltételek kozdtt m:.nd £, mind = reldeidju egyenlitlensé-
ek, mind pedig egyenlet /=/ is taldlhatd. Ez a maximdlds
ltalanos esete, MNétrix alakban az Adltalédnos ese e

20 mMEL BTG B2
<
Lz 2 by
R 5 L
&3 = 93
PTE = maX.

Az 2‘ irdnyu egyenl8tlensiget t8bbletvdltozd bevezetd-
sével egyenletté alakithatjuk, s ezdltal mdédositott nor-
mélfeladetot kapunk, azaz feladatunk:

N
o

Il 3 12 3 XB 3 14 3 'V'l
x + X, + x3 + Xy 2 1000
1,8z, + 4,4, + 4z, + 2x = 2600

1 2 3 4 <

4:1 + 2:2 + 5::3 + 10::4 = 6800
x4 =¥y = 100
1:3 = 50
900x‘1 + 900:2 -}-9507:3 -!-llOOx4 = max.

Most tehdt a feladatot, mint mdédosftott normdl feladatot
oldjuk meg, amit mdr ismeriink. 0ldjuk meg tehdt a feladatot:

xl x2 Il I4 Vl
’ul 1 1 i 1 0 1000
u, 1,8 4,4 4 2 0 2600
us 4 2 5 10 0 6800
‘u4 1 0 0 0 -1 100
xu5 c 0 3 0 0 50
-z 900 900 950 1100 0 0
= 2 1 2 1 =1 1150
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A masodlagog célfiiggvényt elhagyjul és folytatjuk a

szdmitdst az elsbdleges célfiiggvény szerint.

HEL14 X, !us us !ul
vy -1 1,33 -0,83 -0,17 1,67 391,67
U, 0 2,66|=-1,87 =0,34 =1,67 598,33
x, 0 =0,33 =0,17 0,17 =0,67 458,33
%y O 1,58 L0 =07 H.87 491,67
x3 0 0 1 0 0 50
-7 0 66,67 -16,67 -33,33 -766,67] =-994166,67
xu4 Uy iEu5 ug Eul

vy -1 =0,50 0,10 0 2,50 92,50
%, 0 0,38 ~0,70 =0,13 ~0,63 224,94
x, 0 0,12 0,40 0,13 =0,87 532,56
x) 0 =0,50 2,10 0 2450 . 102 .50
x5 o 0 1 0 0 50,00
-z 0 -25,06 30,20 ~24,81 -724,8 |-1009163,1

A megoldds tehdtb:

x, = 192,50

= 224,94

xy = 50,00

x, = 532,56

v = 92,50 w=0

z = 1 009 163,1

Most tehdt minden erSforrdst kihaszndlunk. /A teriiletet
ig!/ Az elsd termék termeldsdét 92,5 ha-ral kell béviteni,
azaz az el&bbi 100 ha helyett 192,5 ha-on kell termelni.
e vy a a tdbbletet mutatja./ Termﬂszetesen, ennek megfele-
18en— a tobbil termdk termelisinek tergedelma is védltozik.

A jovedelem 10

felel meg./

09 163

Pt, vagyis az eldbbihez képest
26 863 Ft-tal emelkedett.
/D7 kerekitdsi hibdktdl eltekintve, 290 . 92,50 = 26 825-nek
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6.8, Minimumfeladatok

Az eddigiek sordn kizdrdélag olyan matematikai programo=-
zdgi feladatok megolddsdval foglalkoztunk, amikor a cél-
fliggvény maximumdt kerestilk. Mér emlitettiik azonban, hogy
a gazndasdgl feladatok optimalizdldsdndl kiilonbozd hatd-
konysdgli mutatdkat vimsgdlhatunk, klilénbszd célfiiggvé-
nyekkel dolgozhatunk. Gyakran olyan feladatokat kell meg-
oldanunk, amikor a célfliggvénynek nem a maximumdt, hanem
éppenhogy a minimumdt keressilk és azt a programot tekint-
jilk optimdlisnak, amelyndl a célfligevény minimumédt kapjuk.
P41ddul célunk lehet olyan termelési program kidolgozdsa,
amely minimdlis beruhdzdst igényel, vagy amely minimdlis
termelési kﬁltséget, vagy minimdlis importanyag felhagz=
nédldst, sth. kivdn. K€sdbb foglalkozni fogunk a takarmdny-
adagok Gsszedllitdsdval. ZSkkor az legz a feladatunk, hogy
minimdlis k¥ltségli takarmdnyadagot tervezziink, vagy olyan
takarmdnytermelési szerkezetet tervezziink meg, amely az
adott d1latdllomdny eltartdsdt minimdlis teriileten, vagy
minimdlis termelési kdltsdggel teszi lehetdvé,

A tovdbblakban tehdt minimumfeladatokkal fogunk foglale
koznl. A minimumfeladatok megolddsa - mint 1l&tni fogjuk -
egydltalédn nem fog nehdzsdget jelenteni szdmunkra, A maxi-
mumfeladatok megolddsdra mar megismert médszer ugyanls al-
kalmas minimumfeladat megolddsdra is, mivel minden mini-
mumfeladat visszavezethetd maximumfeladatra.

A kizépiskolai tanulmdnyokbdl is ismeretes, hogy egy
fiiggvény minimumhelye azonos ellentétjének maximumhelyé-
vel. Abrdzoljuk csak az

Yl @ 5 +3x 3+ 0,9 x2
mésodfoku, majd az
¥, ==5 =3x = 0,5 x°

méaodfoku fliggvényt.
Az ¥4 minimumhelye (xo = =3) &8 azm I, maximumhelye
(xo = =3) egybeesik.

Az ¥, fliggvény minimuma egybeesik az ¥; = -I; filggvény
maximumdval, gzasz
3 ! i i
fimin = 3% » Tomax = =35

azaz mivel ,
~¥q, asért <Yy o0 = 35

n
il
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Hasonldképpen a
zq = 5%y + 2%, + 4x3
fliggvény minimuma ott van, ahol a
Z, =-le - 2x2 - 4x3
filggvény maximuma taldlhatd, azesz
min £ /x/

ott van, ahol

max [- £ /x/]

taldlhatd, tovdbbd
min. £ /x/ = max [}f /x/]
az aldbbi dbra szerint:

min £/x/ = £ /x,/ *

‘~‘~t:ﬁ:~=-._

—fn
mﬂx(- f/x/): £ /xO/ ]
16. dbra
Fiiggvény minimuma és-l-szeresének
maximimea

Az elmondottak alapjdn tehdt az

20 1»2log
X = by

Asx S by

A:x = Dby

iy

lo
I
"
B
g



feladat az

A~

I~
o' |
n

maXe

210 =

feladatra vezethetd vissza. A minimum feladatot tehdt a
célfuggvény =l=gyel t&rténd beszorzdsdval maximumfela-
dattd alakitjuk &t és éppen u
minthe maximumfeladattal 411lndnk szembe.

végezzilk a szimitdsokat,

Vegyiik a kdvetkezd feladatot:

X, Xss x3 = @
- Ay e g 210
212
n 4+ 4x2 + 2:3 = .1
x, + 2:2 E
<
X + x3 = 8
lel + 20x2 4 1613 = minimum
Az els8 két feltdtelt Vi és Vo tobbletvdltozdk bevezets-

gével egyenletté alakitjuk, s ekkor a feladat:

>

X1 o, 13, Vs Vo = 0
xq + 2x2 + 3x3 = = 10
X + 412 + 21;3 - ¥ : 12
x4 2%, = 7
£ 8
5 % ¥
lel + 20::2 + 16x3 = minimum.

Alakitsuk 4t a feladatot maximum feladattd dgy, hogy
a célfiiggvény minusz egyszeressnek maximumdt keressiik.
/Tudjuk, hogy ez az eredeti célfiiggvény minimalizdldsdt
jelenti/.



X1y Tps Xy Vis Vo 2 0
x o+ 2x2 + 3x3 S = 10
X, + 4x, + 2x3 e = 12
X, + 2x2 =
% 4+ x3 2 8
-10x; = 20x, -~ 16x3 = maximum!

0ldjuk meg a feladatot £s foglaljuk a szokdsos tdb-
ldzatba az eredményt.

i T e b

ny 1 2 2% La. 0 10
iy 1L 2 [T | 12
ug 1 2 0 ] 0 7
u, 1 0 1 0 0 8
-z =10 =20 =36 0 ) 0
®e 2 6 5 i, Tl 22
X Euz x3 vy Vs b

35ul 0,50 -1 0,50 4
x, 0,25 By50 0i - =0,25 3
u, 0,50 o ) 0,50 1
u ) 1 0] 0 8

4

- -5 -6 0 =5 60
s 0,5 2. ) 0,5 4
5 Fuy, Fuyov v ]

x3 | 0,250 -0,50 0,250 2
Xy 0,125 0,25 =0,375 2
g 0,750 -0,50 0,750 3
uy 0,750 0,50 =0,250 6
- 3,5 -3 ~3,5 72
. 0 0 0 0




G u, i“l b 1 Yo }
x4 =0,33 0,4 0 1
£ | =017 0,3  =0,5 1,5
. 3 1,33 -0 38 1 4
ay 22 . 0,6 -1 5
-z -4,66 ~1,7 0 86

Be,

Bug

abr
Hér
irt

Vegyiik észre a kivebkezdket.

A szdmitédsok sordn a -~z dritdke vigig pozitiv, szemben
a maximum feladatndl tapasztalt negativ el§jellel.
Termésretesen ennek megfelelden z 2rtike negativ.

E gzerint tehdt az optimdlis megolddsban z = =86, 2zaz
86 egysdgnyi vesztesdgiink keletkezett, g ez egy-
ben az elérhetd legkisebb vesztessg is.

A hermedik tdbldzatban™z dridke nuilldrs redukdldédott.
Innen kezdve a mdscdlagos célfiiggvényt elhagytuk, s =
szamitdsokat az elsddleges célfiiggvény szerint foly-
tattuk.

A legkevdsbg vesztesdges terméket 4 egységben termel=-
juk /x; = 4/, ugyanakkor a mdsodik termékbsl /a leg-
nagyobb-vesztesdget adébdl/ tiébbet termeliink

/x5 = 1,5/, mint a kevésbé vesztesdges harmadik termék-
b8l /13 = 1/. Ennek oka, hogy a mésodik termék nagyobb
mértékben jdrul hozzd ahhoz, hogy a mésodik feltételiin-
ket /legaldbb 12 egysdg teljesitése/ megvaldsitsuk,
mégpedig ennek végrehajtdsae okoz nagyobb nehdzséget.
Lissunk most egy gyeskorlati pflddt. Tegyilik fel, hogy
akkeveréket kivénunk optimalizdlni tejtermeléshez.

om takarmdny 411 rendelkezésiinkre amelyek beltartalmi
fkei 43 drei a ktvetkezdk:
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Kukorica Extr.napra. Buza
dara forgd dara
gzdrazanyag g /kg 912 908 909
nettd energia
laktdcidra MI/ kg 7,84 6,27 T+55
nyers fehdrje g /kg 91,20 364,11 136,35
ar Pt/kg 3,96 T4 3,71

Egy kilogramm tej el8£11itésdhoz szilkség van 3,1 Mega-
joule /MJ/ nettd energidra $s3 B7 g <fehdrjsre.

Legyen mdg kovetelménylink, hogy az 1 kg tej termelséssé-
hez adanddé abrakban legaldbb 0,15 kg kukoricadara legyen
és az extrahdlt napraforgddara és a buza dara mennylsige
nem lehet %$6bb 0,15 kg=-nal.

E szerint modelliink:

2

Xys Xps X 0
7,84 x, + 6,27 xy + 7,55 =, 2 54
91,20 x; + 364,11 x, + 136,35 x, 2 87,0
X 5 0,15
X5 B oouas T
x4 $ 0,15
3,96 ) + 7,4 x + 3,71 x; = min!

ahol
Xy a kukoricadara
X5 az extrahdlt napraforzd
Xy a buza dara adagba keverend§,-egyenlsre

ismeretlen-mennyissgei.

A modell megolddsa a kivetkezd takarminykeverskhez
vezet:

kukoricadara 0,15 kg
extr. napraforgd 0,15 kg
buzadara 0,14 kg

A keverdk dra 2,21 Ft
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. Bz az adag 400 gzdrazanyagot, 3,15 1iJ nettd enefgiét
€a 87 g nyers fehérjsét tartalmaz.

6.5, Néh megiesyzis & linedrig programozis
alepeseteihez

A tovdbbiakban réviden foglaljuk Sssze e linedris
programozdel feladetok alapeseteit €s a feladatok megoldd-
gdval kapcsolatos néhiny tudnivald.

Léttuk, hogy az

x 29 b %2 90
iz 8 %
2?5 max,

feladatot, tehdt amikor a feltételi egyenletek mindegyike
kisebb egyenld alakban van megfogalmazva és a célfliggvény
maximumédt keressilk normdl feladatnak nevezzitk.

Amepnyiben egy maximum feladatban a feltételeket na-
gyobb egyenls formédben irmdnk elS,a feladatot nem tudnénk
megoldani. Ilyen esetben ugyanis azt irnénk eld, hogy
legaldbb b mennyiségii erdforrdast fel kell haszndlni, de
bérmennyi¥ felhaszndlhatunk és keressiik a célf ény
/mondjuk a vdllalati jévedelem/ maximumdt. Nyilvéanvald,
hogy j&vedelmezd termelési tevékenységek egetén akkor
kap juk atlegnagyobb jﬁv;delma;é Ealzuzgrgelégttalvégte-
lenbe kiterjesztjilk. Ekkor a jovedelmi 8V elen na

nem kgrlg-

lesz. A feladstnak tehdt nincs felsl korldtjae
tos feladat/ igy nincs is megolddsa.

Az

209 bZoO
Lx 2 p
2?5 = RAX.

feladat tehdt nemkorldtos.

Amennyiben azonban s célfiiggvény-koefficiensek mind
negativ el5jeliiek, a feladat olyan, mintha. minimum fe-
ladat volna, mzaz ha ©5 = = Py minden esetben fenndll,

akkor az

Iy i

Hd [

]

g | = (e
H

L]

I;’ HIM
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feladat egyenlo az

£ =8
Ax Z b
ETE =« imin

felgdattal, s az ilven felasdatnsk ven /ha van/ optimdlis
megolddsa.

Forditsuk meg csak a reldcidkat és legyen feladatunk
az
Q

b

min,

A v

i

lo =
[ e

felgdat. Optimdlis megolddsként g zérusvektort kapjuk.
Természetes ugvanis, hogy s célfiiggvény akkor lesz minimdlis
ha nem csindlunk semmit, vagyis ha x = 0,

Amennyiben a feltételek kozott mindhdrom reldcidt meg-
taldljuk akkor mind a maximum, mind a minimum feladatnak
lehetséges optimdlis megolddsa.

6.10. Dualités

Az eddigiekben ldttuk, hogy a linedris programozdsi fe-
ladatok megolddsa sordn az arnyckarak a termelgsi erlforrd=—
sok bizonyos gazdasdgi felértdkeldsst teszik lehetdvé.
Léttuk azt is, hogy az drnydkdraknak milyen nagy jelentSgé-
glik van a gazdasdgi értékelsds sorén, Beglﬁsagukwal az erd=
forrdsckat - az adott feltdtelek kizdtt - feldrtd kelhetauk
s ddnthetiink arrdl, melyik er&forrdskapacitds bdvitése a
hatdkonyabb.

Lattuk, hogy az

I

sz $p

™

s}

Y
P~ X = max.

normél feladat az ugynevezett hidnyvdliozdk /segédvaltozdk/
bevezetisivel az

u+Az=p x 2 .
ETX = MaX.

IS

formdban is felirhatd, ahol az u vektor komponensei a dudlis
véltozdk, mig az x vektor komponensei a primdl vdltozdk,

linden linedris programoza51 feladathoz megadhatd egy
vele szoros kapcsolatban 1év§ ﬂaSlh linedris programozasi
feladat is, amelyet az ersdeti /ugyneves ett rimal/ feladat
dualaanak /dudlis feladatnak/ neveszziik., & dual feladat val-
toméli éppen am U vektor komponensel, azaz a dudlis vdltozdk
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Ag
1x $p T
RT X = max.
primdlis feladathoz tehat ez
*.“-.TB_ZE.

QT u = mine
dudlis feladat tartozik.

A dualitds ktnnyebb megértése céljdbdl induljunk ki egy
leegyszerdisitett gyakorlati feladatbdl. Tegyiik fel, hogy
egy vdllalet hdromféle anyag felhasgzndlédsdval hdromfile
terméket 411lit eld. Az elsd anyaghbdl 70, a mdsodikbdl 55,
a harmadikbdl 60 egység all rendelkezésre, A fajlagos
anyagszilkséglet és a fajlagos jovedelem ismereftcben fel-
irhatunk egy linedris programozdsi modellt, feladatul
tizve ki olyan termelési sszerkezet meghatdrozdsdt, amely
a legnagyobb jovedelmet biztositja %8 egyik enyaghdl sem
igényel tobbet, mint a rendelkezdsre 4116 kapacitds.
Legyen modelllink a kdvetkezd:

X1y Xps X3 2 0

£

X o+ 2x2 + 2x3 Z 70

3:1 + x, + %5 ; 55

x o+ 2%, + x3 = 60

70:1 + 80x, +SO::3 = max! ‘
Mint ldtjuk, a feladat induld tdbldja szimbdlikusan a
Z?
u A b

iz
2}

formdban is felirhatd. 0ldjuk meg a feladatot.
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xq X5 =3
uy 1 2 2 70
u, 3 1 1 5%
u 1 [2]. 1 60
-z 70 80 50 0
Il 'L].3 13
ug 0 -1 1 10
u, 245 -0,5 0,5 25
%, 0,5 0,5 0,5 30
-z 30 -40 10 -2400
Y2 e | -
ug 0 -1 10
% 0,4 -0,2 0,2 10
s 0,2 0,6 0,4 25
-z -12 -36 4 -2700
u2 u3 !11
) 0 -1 1 10
= 0,4 0 -0,2 8
s -0,2 1 -0,4 21
-z -12 -32 -4 -2740
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A megoldds tehdt:
8
x = 21 s U=90, = = 2 740
10
Az eldbb megoldott feladatot primfl feladatnak ne-

vezziik, Ezutdn azonban fogalmazzuk meg a feladat dudl-
Jjét, azaz a dqudl feladatot. Ez a kivetkezd:

up, Uy, Uy 2 0

2
u, 3u2 + u3 & T0
2u1 + U o+ 2u3 2 80
2u1 - u, + uy Z 50
70u1 + 55u2 - 6Ou3 5 mind
amelyhez gzimbolikusan felirva a
ET
x AT R
T | o

induld tdbla tartozik, Mint 14tjuk, a feladatban az osz-
lopok és & sorok szerepét felesersltiik, a < reldcidk
helyett > reldcidkat irtunk és a cédlfiiggvénit maximdlds
helyett ~ minimdljuk.

0ldjuk meg a feladatot

ul !12 .uj
) 1 3 70
x, 2 L 2 80
X3 2 1 1 50
-5 =70 =55 -60 0




e 1 5 L

1. Ua Xo
% 0 2,5 -0,5 30
ug L 0,5 0,5 40
o 1 0,5 -0,5 10
-z -10 -25 30 2400
o) 1 L5
u, 0 0,4 =0,2 12
usg 1 =0,2 0,6 36
x5 -0,2 ~m0,4 4
-z -10 10 25 2700
IJ Il Ie
u, 0 0,4 0,2 12
ug -1 0 1,0 32
uq 1 =-0,2 -0,4 4
-z 10 8 21, 2740

A megoldds tehdt

u = 12 3 X = gz =2 T40
32

Hasonlitsuk 8ssze a két feladatot és azok megolddsdt:

1o
-



Primal feladat
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Dudlis feladst

X1 Koy x3 Z 0 u;, Us s u3 2 0
Xy + 2%, + 2x3 g 70 u; + 3u, + g 2 70
3%+ Xy v Xy S 55 2u; + w, + 2u, 2 g0
Xy + 2x5 + x4 S 60 2up + oup Uy 4 50
70x; +80x, +50x3 = max! TOul +55u, +60u3 = min!
ET ET
T TR z | A" (2
2 | o b |0
x; X X3 uy uy us
ul 1 2 2 70 = 1 3 1 70
w 3 1 1] 55 % 2 al 2 80
Uy 1 2 1 60 x.1i2 T L 50
-z 70 80 50 0 -7 r70 =55 -60 0
x u x u u X,
1 3 3 I 2 5
u, 0 -1 i1 [ o) x| © 2,5 =0,5| 30
Uy 245 =0,5 G,5 25 u3 1 0.5 0,5 40
x, 0,5 0,5 0,5 30 xf 1 0,5 =0,5| 10
-z 30 =40 10 [=2400 -z 10 ~-25 30 (2400
Uy ) x5 Uy x X,
Uy 0 -1 I 10 ) 0 0,4 =0,2 12
x; 0,4 -0,2 0,2 10 uy 1 0,2 0,6 35
x,-0,2 0,6 0,4 25 x{ 1 -0,2 -0,4 4
-7 =12 =36 4 |=2700 wz 10 10 25 |2700
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o b i ! w o | %5
x| © -1 e u,| 0 0:4 0.2 32
x; | 0.4 6 0,2 B ug =1 0 1 32
%, [=0,2 : R, I8 | wl 1 0,2  -0,4 4
-z [=12 =32 =4 2740 =& |10 8 21 2740

A4 két optimdlis tébla Csszehascnlitésdbdl kénnyen €szreve-
hetjiilk, hogy ha & primdl feladatot megoldottuk, ennek opti-
mélis tdbldzatdbdl a dudlis megoldds, illetve a dudlis fela=-
dai optimdlis tdbldzatdbdl a primdl feladat megolddsa leol-
vaghatd. Kinddssze a sorok és ozzlopok szerepét kell felcme-
rélni és kizben a primdl feladat optimflis tdbldzatdnak utol=-
86 sordt, illetve a dudlis feladat optimdlis tdbldzatdnek
utolsé oszlopdt -l=-gyel beszmorozni.

Az optimdllis megoldds tehdt:

& primdl feladatndl a dudl feladatndl
8 4
- x = 23 u = 12
' 10 32
s = 2740 ' 2 = -2740

A oslfiiggvény Srtéke tehdt a két feladatban mzonos, /eldjele
kiilonbsz8/ azaz

RFE opte = g?g opt. = 2 T40

A primdl feladatban a célfilggvény maximumdt kerestilk,
mig & dudl feladatban minimumdt. Ez dltaldban is igaz, azaz
ha a primdl feladat maximumfeladat, akkor a dudl feladat
minimumfeladat, $és forditva, ha a primdl feladat minimumfe-
ladat, akkor a hozzd tartozd dudlfeladat maximumfeladat. A
dualitds tehdt szimmetrikus fogalom.

E gzerint tehdt a maximumfeladet dudlja minimunfeladat
és forditva:

Primdl feladat Duél feladat

&zé'h ATu 33
n e

[=8

L = min.

Io

X = max.



nv

(kS
+3
1<
i
e

=
1M

b

min.

o
IM
]

max,

[=4
1<
1]

EbbSl kdnnyen Sszrevehetjiik, hogy el18bbi esetben a
hidnyvédltozék u, utdébbi esetben a tGbbletvdltozdk ¥ a
dudlis véltozdk. Ha a feladatban egyenletek is szerepelnek,
akkor vagy két egyenldtlenssggel felirva a feltdtelt,
nyerjik a megfeleld dudlis valtozdkat, vagy pedig megtart-
juk az egyenletet, de a hozzd tartozd dudlvdltozdt csillag-
gal Jelsljilk /mestersdéges hidnyvdltozd/, amelyet a dudlis fe-
ladatban kotelezd a bdzisba bevonni. Az ilyen csillagos
/mesterséges hidnyvdltozd/ hidnyvdltozbkra nem kdtjiik ki a
nemnegativitasts

A dudlis feladat dudlja mage a primél feladat, E szerint
minden feladat dudljdnak dudlja.

A linedris programozdsi feladatok dudlis /kettds/ termé-
szete, mint 14ttuk, jél hasznosithatd a gyakorlatban. Ezt
mondja ki a dumlitds tétel: Ha a primdl s dudl feladatok
k8ziil valamelyiknek van megengedett megoldasa es viges Op—
TImoma, akkor a masiknak Es van megensedett megoldAsa &S
Véres optimuma, &5 & kot feladat optimalls csliugpvenysrts-
ke egyenlo. A tetel bizonyitasatol eltekintiink.

A dudlis megolddst, mint ismeretes, dArnysdkdrnak is ne-
vezziik, mert mintegy felértékeljilk az erdforrdsokat. Ugy is
értelmezhetjiik a dudlis feladatot, hogy minden termelésgi fo-
lyamat a termelds dusdlis oldalaként egy Srfakelssi folyama—
tot noz lstre, mintegy Ielcrtikelodnek a termelesl Tforrasok.
Feltehet Uk a kérdést, hogy az eldbbi vdllalat szdmdra mennyit
érnek a kiilénbdzl anyagok. Nyilvdn annyit, amennyivel segit-
aéglikkel képesek vagyunk emelni a vdllalati jovedelmet. Leg-
feljebb ennyit hajlandd a vdllalat fizetni ezen anyagoksrt,
hiszen ha azok enndél t8bbe keriilnének, mdr vesztessges volna
felhagzndldsuk.

6.11. Dudl szimplex mddozer

Induljunk ki az

Xiy X 2 0
1 2 v

4 + X, E 16

2 X 2 0
5 2 3

2x, £ 6
7

x, = 4

Bxl +4x2 = mMiNl.

minimumfeladathdl.
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Ennek megoldédsa /a tanultak alapjdn kdnny
hetjlik/

en ellendriz=-

3
= = ] z = 40
4
A feladat dudljs
>
Vs Vo Vs Vg = 0
. <
4v1 BNy F 2v3 2 8
ok eow Wy =
16v1 + 10v, + 6v3 + Jtlv4 = max.
0ldjuk meg a dudlis feladatot:
vy vy Vs Yy
x; 2 2 0 8
x, B 1. 0 1 4
-z 16 10 6 4 ¢]
x; v, Vs v,
v| 0,25 0,5 0,5 0 2
v,| =0,25 -0,5 1 2
=7 | =4 2 -2 4 =32
x; X, V5 ¥
vq| 0,5 =1 1 =1 0
Vol 0,5 2 wl; 2 4
-2 | =3 -4 0 0 ~40
4 megoldds tehdt
¥y = 7 = 40

o o~ O
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Most azonban a v, s v, oszlopokban az utolsd sorban O
van, tehdt a szémitdst foiytathatjuk azok bevondsdval. Ha
a v3-at vonjuk be a bdzisba, generdld elemként az elsd ele=
met “vdlaszthatjuk, a hdnyados igy 0, vagyls a megcldds nem
vdltozik. Eltérd megolddshoz jutunk azonban, ha vy=et vonjuk

be a bézisgba, amikor is a kivetkezd§ tdbldzathoz “jutunk:
Il 1'2 V3 v2
v 0,25 0 0,5 0,5 2
vy =0,25 1 =0,5 0,5 2
% -3 -4 0 0 =40

Most tehdt a megoldds

na

1ol =

A dudl feladatnak tehdt két optimdlis megolddsa van.
A primdl feladatnak csak egyféle megolddsa van. Ez abbdl is
kitlinik, hogy a dudlfeladat két optimdlis téblédzatdban a
primélvdl tozdkhoz ugysnakkora értékek tartoznak.

A feladatot tehd% megoldhaijuk primil feladatként és
megoldhatjuk dudlpdrjdnak megolddsdval., A tovdbbiakban egy
ijabb lehetfséggel, & dudl szimplex médszerrel ismerkediink
neg.

Az
i T . 0
o 4 X 2 16
in + x, Z 10
2:1 g 6
X5 2 4

e

8:1 + 4:2 = min,
feladetot normil feladattd alakithatjuk. BEkkor a kivetkezl-
ket nyerjiik:
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Xy X5 2 4]
-4.:;1 - x5 s =16
—2:1 - z S . =10
-2xy f -6

- I2 = - 4

-8:1 - 4:2 = maAX,.

Host tehdt normdl feladattal dllunk szemben. Ezt a
feladatot most ugy oldjuk meg, hogy a generdld elemet nem
egy oszlopvektorben keressiik a

b
min ——-1'— N &4 Z 0
54
hanem egy sorvektorban a
: s
min " a4 (_ 0
*\a
ij :

alapjén. Generdld elem tehdt most csak negativ elem lehet,
A pzémitdsok egyébként megegyeznek az eddig tanuliakkal.
0ldjuk meg tehat a feladatoti:

5 o
v -1 | -16
v,| -2 -1 =10
AL} -2 . 0 -6
¥yl o -1 =4
-z | =8 -4 0

A =b oszlopban most kikeresgsiik a legkisebb elemet. Bz
térténetesen a =16, Mogt ebben a sorban 1évE elemekkel
/=4, =1/ képezzilk a ~g~ elemeivel a kivetkezd hdnyadosokat:

—E%-——ﬂ:E, —:%—-,—=4
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Azt az osztdét vdlasztjuk generdld elemnek, amelynél a
legkisebb hanyadost kaptuk /=4-et/. Elvégezzlik a bézig-
cserét a primdl szimplex mdédszernsl tanultak alapjén és
a kivetkezd tdblédzatot kapjuk:

Vl xz
Il -0 9 2 5 i 4] ’ 25 4
Vo =0,5 =0,5 -2
3 =-0,5 0,5 2
v4 0 [=1] -4
- =2 -23 32

Folytatjuk a szdmitdat az eldbbiek szerint 4s a kdvetkezd
tédbldzathoz jutunk:

v

il 4
x, -0,25 0,25 i
72 =0,5 =0,5 0
vy ~0,5 055 0
X, 0 =1 4
-7 | =2 -2 40
Megoldottuk tehdt a feladatot.
A primdl feladat megolddsa:
3
x = s z = 40
e .
A dudl feladat egyik optimdlis megolddsa =
2~‘ i
T . ISR [
0
-b2od

Mivel a b vektorban a v, és v3-hoz nulla tartozik, a
azémitds folytathatd és megkapjuk a dudlis feladat mdsik
optimédlis megolddsdt, mint azt mir ldttuk.
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Természetesen, ha a dudl feladatnak t5bb alternativ
megoldésa van, akkor ezek konvex linedris kombindeidi
adjék az Usszes megolddst, azasz

ky u opty + k2 uopty, + ..s kn u optn
ahol
ky + Ey + ees + k, =1 8s ks Z SIS - IR,
Megjegyezzilk, hogy a dudl szimplex médszernél is taldl-
kozhatunk degeneracléval vagy 1ehetssges, hogy a feladat

nem oldhatd meg, azaz ugyanazon problémékkal taldlkozhatunk,
mint a primdl szimplex mddszerrel kapcsolatban tanultuk.

6.12, Mddositott szimplex mdédszer

Tekintsiik az aldbbi feladatot:

2 o

X, Xy X3, Xy» Xss xg ;i
I+ Xy + X3 + Xy + X5 + Xg 2 9
2xl + 4x2 + 2x3 + 2x5 + Xg = 18
2 f:‘].6

4x1 + 2%, + Xy =

10xl +12x2 + 5x3 + 514 + 6x5 + 2x6 = max,
01djuk meg primdl szimplex mddszerrel:
x, x5 x5 X, xg Xg

uy 1 il 1 1 1 1 9
Uy 2 ]I 2 (0] 2 L 18
u3 4 2 0] 1 0 0 16
-7 {10 12 5 5 6 2 0
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Il 112 13 I4 x5 x6

uy | 0,5 <0,25 0,5 0.5 0,75 4,5
x| 0,5 ©0,25°0,5 0 0,5 6,85 4,5
uy | 3 0,5 -1 1 =1 =0,5 7
~z 4 -3 -1 5 B =l -54

1'1 UZ x3 ul x5 x6

x4 015 _0925 0,5 1 055 0575 4,5
x, 0,5 0,25 045 0O 0,5 0,25 4,5
g 2,5]-0,25-1,5 -1 =-1,5 -1,25 245
ot 1,5 =1,75=3,5 =5 =2,5 =4,75 =76,5

ll3 112 ZX:B U.l I5 16

x, | =0,2 ~0,2 0,8 1,2 0,8 1 4
x, | -0,2 0,3 0,8 0,2 0,8 0,5 4
> 0,4 =0,1 0,6 =0,4=0,6 -0,5 1
-7 =0,6 =1,6 =2,6 =4,4=1,6 =4,0 ~78

Bdr vlszonylag nagyon evyszeru feladatot oldottunk meg,
mégis elég sokat kellett szamolnunk. Kdnnyen émzrevesszilk
azt is, hogy sok fdldsleges szamﬂlast végeztiink, hiszen
a bdzisgba csak a vdltozdk felét vonhattuk beée. Ha eldre
tudtuk volna, hogy az X3y Xg 3g Xg vdltozdk nem vonhatdk

be a bdzisba, azok oszlopaiban hem vageztuk volna el a
szdmitdsokat, hiszen e szdmitdsokra nincs sziikségink.
Gsakhogy ez - kiilndsen nagyobb, bonyoldltabb feladatokndl -
nem 1l4thatdé eldre.
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Azt tudjuk, hogy a bézisba legfeljebb annyi valtozd

vonhaté be, ahdny sor van a
hoz tartozdé oszlopban felesleges szémitdsokat végeztlink

minden 1lépésben. Felmeriil a kérdés, ho

feladatban és a ttbbli vdltozd-

an lehetne a felesg-

leges gzémitdsoket elkeriilmi? Erre a mdodositott szimplex
médszer alkalmazdsa nyujt lehetSséget.

Az ellbbl feladat a hidnyvdltozdk bevezetésével a kivete
kezSképpen irhatd fels:

2

Xys X 13, 14, xs, Tgs Ugs Uy u3 0
X] + Xyt X3 b Xy b Ty b Xg b Wy T ]
211 + 412 + 213 + 215 + X+ U, =: 18
4x; + 2x, + x, + uy = 16
10x = max,

1 +12::2 + 513 + 5x4 + 615 + 215 + Oul+0n3

Irjuk fel ennek alapjédn az induld szimplex tdbldzatot:

iy O WAt Sowmon® s A T (L R
uyf 1 1 1 1 1 1 119
Uyl 2 2 0 1 0 i 0.|18
uy 4 2 0 0 ) 0 0 1|16
-z 10 12 5 5 6 2 0 0 o| o

Az induld tdbla szimbdlikusan felirhatd a kivetkezdk

gzerint:

= u’
nfA EJ b
p.T Q.T

Hajtsuk moat végre az mdott példafeladaton az elsl bé-
zigcgerdét, azaz végezszik el az ég az u% cgersjst, de ugy,

hogy csak az E-nek az uj bdzisra“vonatkoz

gzamiteuk ki.

koordindtdit
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K8zben az oszloy321mbolumokat meghagyhatjuk, csak a sgorok
sZimbélumait alakltauk ugy dt, hogy jelsljik a=z x%-nek

a bizisba tortént bevondsat. L kévetkezs téblizato kapjuks
X; Xp Xy Xy X5 Xg Uy Uy Uz
uy 1 -0,25 0
x5 0 0,25 0
uy 0" =0,5 1
-7

Az E-nek az uj bdzisra vonatkozd koordindtdit igen
egyszeri volt kiszdmitani, hiszen mindSssze egy oszlopot
kellett vdltoztatnunk. :

Jeloljiik most a kapott mdtrixot
-1
]
Az el8bb dltaldnosan felirt

szimbdlummal,

A E b
L =
0 E? 9? 0

métrix vektorrendszerinek bdzisa

E 0

§0 ; = | —
ot

1k

pr SR o .
Ha az elsd bazistranszformdcid egetén a

, ¢

1 % :
bazishoz jutunk /ahol df-t ugy kapjulk, hogy az u'.transz-
formdlt oszlopdban a p -beli elemet beiktatjuk, vagyis a

példafeladatban Xg ég az u, eserdje esetin az u,-hdz tar-
tozo célfiiggvény koefflclens 12 lesz, vagyis a D -hez
o 0, 0, 0| helyett a il =0, 12, 0 celfuggvénysor
tart021k/, akkor az L, oszlopvektoraidak az uj bdzisra

vonatkozd koordindtdit az




adja. A Bil-et a By invertdldisdval nyer jiik:

=
2 o g
e say I 3
e l e
tehdt: i . = =]
D; 0 A E b
3 izt 1 T =
™ 2 Y B = 5
] -1 =1 7
B 4 BB ®
s | <1
Poo(gnt)  a-(an) - (Hxt )

Ha tehdt a Dil-et €8 a df-et meghatdrozzuk, megkapjuk a md-
godik szimplex tdbla Valamennyi vektordanak koordindtiit az
i} bdzisra vonatkozdlag.

" Példafeladstunkban
1 "0, 25 0
p_‘l'l I 0,25 0 és
0 ~0,5 1

= [o, 12, o]

Végezzilk el az 1, ~hez sziikséges szdmitdsokat:



B ~0,25
p;ta=|o 0,25
K -0,5

0,5 0

.| o5 3

3 0

232

.5 1
0,5 0

0,75
0,25
-0,5

Ellenfrizhetjiik az el&bbi szémitds mdsodik tdbldja
alapjdn, hogy ugyanazon eredményhez jutottunk, /Ha a fela-
datot E mdtrixszal bévitettilk volna, az X5 oszlopdban,

mint tud;uk [0, 1 C]

=t kapunk,

az E mdsodik oszlopdba keriil./

A Qil igmert.

1
=1
pite= |0
0

1 -0,25
0 0,25
0. =045

=[_10o 12, 5, 5, 6, 2] = [O, 3 0]0
=E-Os 12, 5, 5, 6, EJ b

=[4s 0, =1, 5, 0, '1]

-0,25
0,25
0,5
” [io, 12,
o\ [1 1
oll.|]z 4
] s 2

k. 12,

az L12

1

2

o]

1 1
% :
4 2
0, 6

L]

oszlop pedig

4,5
Lo 4‘,5
L0

; (gé, 12, 0] .

[ =
[ |

o
12

H o K
o oM
[

af D7l értskst az el6bd mAr ki kellett szémolnunk, azas
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1 ~8,25 @
af D"l—E) 12 czl o 0,25 0 0 :l
4 D77 = [0, 12. : = o980
0 =0,5 L -

1 -0,25 o|[s
- 47 D7'b = E, <18, Lz, o 0,25 of |18
0 =~0,5 1f]}16

s E)g "'3’ C] A8l E ‘54

16

Az adetokat tdbldzatba foglalva tehdt a kdvetkezSkben
kapjuk az uj tédbldzatot:

Il 12 I3 x4 IS 16 U.l u2 u3

111 0'5 0 0!5 1 O’S 0)75 1 “0,25 0 4,5
Uy 0,5 1 0,5 0 0,5 0,25 0 0,25 0 4,5
Xy 3 0 =1 1 =1 =0,5 0 0y 5 1 T
-z | 4 0 =1 B o el 0 =3 0 [=54

Most az % 0szlopdbél vdlasztunk generdld elemet, a
szokdsos mddon,

Ha igy folytatndnk, nem nyernénk semmit, hiszen most
is minden oszlop adatait kiszémoltuk. Lzt elkeriilvén, a
kévetkezdképpen jdrunk el:

Az el8bbi szdmitdsokbdl nem vigezzik el a gil A kigzd-
mitédsdt. Ekkor a kovetkezd tdbldzathoz Jutunk:
xl x2 JE'—J, x4 I5 KG ul u2 Ll3

fig T =0y85 © 4,5
U, g 0,25 © 4,5
Xy 4 05 T 7

-2 4 0 =1 5 0 =1 e =3 0 |=54
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A tdbldzatbdl eldontheto, hogy most az oszlopdban
kell generdld elemet vdlasztani. Elegendd 'I:é‘hét csak 8z x
oszlopdt kiszdmitani ahhoz, hogy generilé elemet vélaszthés-
sunk. Az Xy oszlopghoz tartozd elemeket a

~1
BT oy
formuls algpjan kapjuk meg, szaz =
1 =25 0 1 1
-1 2
DT 8y = 6 8,25 © ol = o
0 ~0,5 1 1 al

Most tehdt ezt az oszlopot a tdabldzatha beirvg, & kivet~
kezdket kapjuk:

Xl x2 X3 K4 X5 x6 ul u2 \13
uy g, il 4,5
u, 0 0 0,25 0 4,5
x, 1 5 .5 i 7
—z & @ o<1 5 0 <1 o =i 0 -54

Most a szokdsos mdédon kivdlasztjuk a generdld elemet.
Ennek segitségével ujra elvégezzilk g transzformdcidt és
kapjuk, hogy

1 -1 -1
D, A Ly L7 b

- T =1
ET (él 21)_ & (51.2 22) = (Qg o :E)

i1

tehdt kiszdmitjuk Dy~ ~et

Xy uy u, sy

1 ~0,25 0

0 0 0,25 0

1 0 ~=0,5 8
) uy uy u,

1 ~0,25 0

0 0,25 0

~F ° W0LE5 i




8282 =
1 =0,25
i 0,25
=1 ~0,25
Most aztdn_
"1 -0,25
-1
D" b = 0 0,25
-1 ~0,25
Mivel
1
Eg 2§l=[5¢ iz, q 0
=1
igy
Li S | .
wgz D2 = [—5, ..._[_’75.
és

= [5’ 1,75, (] 2

4

Fo 22 5. 5 & 7]

n

235 =

0

Q

1

0] 4,

[¢] 18 = 4,5

l_J 16 2,5
=0,25 (4]

0,25 o ES; 1,75, le
~0,25 10

9

1 =0,25 0 9

0 0,25 0 - s
1 «0,25 1 16

- 76,5

4 2 0 2 I w
8- .8 3 gl
i [895: 12' 8,5, 5, 8,5 6,7? =

E’5’ 0, =3,5, 0, =~2,59, -4,‘73
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EbbSl mdris eldonthetjuk hogy s kivetkezd lépéshez az
els6 oszlopbsn kell generalo elemet vdlsgztani, hiszen itt
taléljuk a celfuggvenx gordban a legnagvobb pozitlv gzémot
/itt mds pozitiv célfiiggvénykoefficliens mdr nines is/.

Ki kell tehdt szdmitanunk az elsd oszloPhnz tartozd
adgtokat, azaz

1 - =05 B 1 0,5
o1 3 e .
D;la; = |o0 0,25 © 2| = |o,5
“1 «0,25 1 4 2,5

Most mdr megszerkeszthetjilk az eldbb kiszdmitott sda~
tokbdl ‘gz uj téb;ézatot, 8za%

xl xa x3 x4 x5 g ﬁl u2 u3
Xy 0,5 1 =0,25 0 4,5
X5 0,5 _ 0 0,25 « 0 4,5
u3 225 =1 ~0,25 u O
~2:|1,5 0 =3,5 0 -2,5 -4,75 =5 ~1,75 o |-76,5

Az x. oszlopdban generdld elemet vdlasztunk, 2,5=-et
ég foly%atjuk g szamitdsckat.

Seémitsuk ki tehdt elfszér _le —at
' uy ugy 2y
1,2 -0,2 02
0,2 0,3 - w02
~0,4 ¢ =0,1 - 0,4
A o
45 -= |5 12, 10
és mint sz eldzdekbdl kiovetkeztethetd
-1 hl -1
D7 A Iy <237 B

1'3 = -
R, B (e S {7 S
2 (éa By ) s4 (Ea D E)
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A
. (Qg 251) i & i1e, 38, B, 5,6, 2] =
R VIO
- [5, 12, 10:] 0,2 6,3 X
0,4 0,3 0,4
G T R S A
g o = [10, ie B, B, & 2]_
4 2 I
e S S Bl
..l:;,4, 1,6, 0,6] a4 B B B 9 =
= AL B i B B

= [105 12, 5, 5, 61 2] = E—O! 12, 716’ 5, 7363 6]‘“
= lzjs é) ~2,6, 0, ~1,6, "g

mir mutatja, hogy a kivetkezd tdbldzat célfiiggvény sordban
mir nem taldlunk pozitiv elemet, tehdt optimflis t4dbldzat-
hoz jutottunk.

Az optimdlis tdblazathoz tartozd koordindtdk most

1.0 wiyy © «b0 9 [ -
' p=| o2 03" el 1wl =] a
=0, 4 ~0,1 0,4 16 1
a célfiiggvényérték :.-:
9

-(ig ]_3_51 11) = E,A,, 1.6, o,EI 18 |= =-78

ISJ
Mivel optimdlis tdbldzathoz jutottunk, a tdbldzat tovdb-
bi részének kiszdmitdsa szilkségtelen, bdr célszerii sz drnyék-

drak meghatdrozdsa is, azaz "

=1
[ 93

D
=3

amit azonban mdr ismeriink az elSbbibdl, minddssze elijelet
kell vdltoztatni, azaz
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= —3 51 = [_4’4’! '1!63 0,6]

4 feladatot tehdt megoldottuk, az optimdlis t4bla

X X5 x3 x4 x5 Xg Uy u, ug

x4 4
Xo 4
x4y L
-z 0 0 =2,6 0 1,6 =4 4,4 1,6 =0,6/-78

vagyis 8z oplimdlis megoldas

Z =28

x=|l, 4 0, 4, 0, {'

A médositott szimplex médszer alkalmazdsdnak skkor van
negyobb jelentdsége, ha az oszlopok széma tEbb, mint g sorok
szdmg. Ilyenkor lényegesen kevesebb szdmolds sziikséges a
feladat megolddsshoz.

6.13. Specidlis problémik

A médositott szimplex médszer alkalmazdsa sorin a Qil,

o3l, ..., D5! métrivoket hatdroztuk meg és segitségikkel a
Bt B DBV By eves DB

alapjdn elfdllitottuk a megengedett megolddsokat, valamint

a
T - T i
(dl Dl) b, -(gz D2) By diny (e D )

alapjdn a célfiiggvény sorit.

Hs az s+l-edik tdbldzatban az optimilis megolddst kapjuk,
gkkor g i
L)

gzorzat a primdl feladat megolddsdt adja és a célfiiggvény
maximuma
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Tegyilk fel, hogy & linearis programozds alkalmazdsdval
gyakorlatban késwmitink vdllalati tervet. Egyrészt a tervezés
folyamata is 148t vesz igénybe £s lshetséges, hogy mire a
terv elkészlil, megvdltoznsk a feltételek. Misrészt, ha fej~-
lesztéal tervet kégzitiink, annak megvaldsitdsa éveket vesz
1genybe. Tlyenkor kiilondsen ns a valdszinlisége anngk, hogy
valtoznak a feltételek. A feliételek vdltozdsa egyben ketse—
gessé teszi, hogy a linedris programozdssal elddllitott terv
tovdbbra is optimdlis-e, célszerii-e snngk megvaldésitdsa, vagy
pedig g tervet 4% kell dolgozni. Legttbbszir gz utdbbi 11
fenn. At kell dolgozni a tervet.

A terv dtdolgozdse, mint ldtni fogjuk, ha linedris prog-
ramozdssal terveztilk, viszonylag egyszerii. Médositjuk g mo=
dell megfeleld adatgit és a felsdatot ujra megoldjuk. Felmew-
riil gzonban a kérdés, hogy szikség van-e arra, hogy & szdmi-
tdsokat eldlrdl kezdve végig megismételik. Idtni fogjuk,
hogy a mddositott szimplex mdédezer alkalmazdsdval ez elkeriil-
hetd.

Mieldtt sz egzel kapcsolatos szdmitdstechnikai eljdrdso-
kat megismernénk, vizsgdljuk meg, hogyven jelentkezhet a mo=
dellben a feltételek megviltozdsa.

Mindenekeldtt megValtozhatnak az eroforraskap301tasok.
Kilonosen a fejlesztési tervek megValos1tasa soran gz eldi-
rdnyzottnidl nagyobb beruhdzdsi lehetdségek adddhatnsk, kor=-
szeriibb, nagyobb teljesitményii gépekel szerezhetiink be, v4l-
tozhat & munkserdkspacitas, stb.

Lehetséges az is, hogy felmeriil egy uj termék termelé.-
gének lehetdsége, ég el kell dénteni, célszerii-e snnak ter-
melése és ha igen, akkor milyen mennyiségben és hogyan kell
ennek érdekében a termelés szerkezetét megvdltoztatni. Ilyen~
kor a modellbe uj vdltozdét kell becpiteni. Ehhez hasonld
probléma, ha valamely termék termelésére *uj termeléstechnold-—
gidt dolgoznak ki és el kell donteni, hogy a régi vagy az 4j
technoldgidt célszerii glkalmazni ¢s ha az uj technoldgist al-
kalmazzuk, hopgyvan kell a termelés szerkezetét megvdlioztatni.

Véglil lehetseges, hogy & modellbe UJ feltételeket kell
beépiteni. Példdul a megviélitozott plac1 /értékesitési vagy
beszerzésl/ feltételeknek megfeleloen korldtozni kell néhiny
termék termelését, anvegfelhaszndldsdt, stb.

E vditozdsok jelentkezhetnek kiilon-kiilon és egyidejiileg
é8 g mir elkészitett terv jelentds megvdltoztatdsdt tehetik
sziikségessé. Ugysnezen problémdk meriilnek fel tervvaridnsok
kiszdmitdsakor is.

A vdllalatvezetdk sokszor panaszkodna? hogy hidba terw-
veznek, & tervet nem lehet megvaldsitani, mert a gazdasdgi
feltételek igen gyakran vdltoznak. Ez vaeldéban igaz, kiildnd-
gen 8 mezdgazdasdgban. Oktalansdg volna azonban olyan
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igénnyel fellépni, hogy a gazdasdgi feltételek hosszd iddn
keresztiil ne vdltozzanak meg. Ez s gazdasdgi élet megmere-
vitését, a gazdasdgi fejlédés megdllitdsdt jelentend, ami

~ cgak ezért, hogy az egyszer elkészitett tervet /minden
szimadatét illetCen/ teljesiteni tudjuk ~ aligha volna kivé-
natos.

A gazdasdgi élet szerenceére dllanddan vdltozik, fejlddik,
56t mondhatjuk, gyorsuld iltemben fejlddik, és a véllalatve=
zetés feladata, hogy az dllanddan vdltozd feltételeknek
megfelelden jél milkddjon s vdllslat. Ez pedig azzsl 3 kive-
telménnyel jér egyiitt, hogy alkalmgzkodni kell g vdltozd
feltételekhez, s a tervet sziikség szerint kell médositani,
dtdolgozni. EbbSl kivetkezik, hogy a tervezést nem szabad
egyszeri aktusként felfogni, hanem az egy parmanens folya-
mat, tehdt a tervet Allanddan a vdltozd gamdasdgl feltéte-
lekhez igazodva karbsn kell tartani.

A kbvetkez8kben megismerkediink szokkal sz eljdrdsokksl,
amelyek segitségével s szdmitdsok teljes megismétlése nél-
kiil lehet a tervet dtdolgozni, optimglizdlni.

6.13.1. Tervmdédositds a ksgpacitdsvektor /bL/ viltczdss
miatt

Induljunk ki a 6.12.~ben megismert példdbdl, azaz az

g B

Xys Eps X3 Xps Xy Xg &

¥ ot Xyt g o+ Xy o+ X5 o+ is i 9
2%y + 4%y + 2x3 + 2x5 + Xg Z 18
4x1 + 2x2 + E = 16

1Ox1 +12x, + 5x3 + 5x4 + 6x5 + 2x¢ = max.

Ismerjlik, hogy ennek megolddsa

Eopt = E—s 4, 0, 4, 0, (ﬂ

Tegyilk fel szonban, hogy idékdzben mddosult a termelss
kepacitds, azaz a b vektor. Mondjuk, hogy a b vektor min-
den eleme 50 %-kal bdviilt, tehdt az uj b vekfor, szaz b
a kovetkezd: g r13,5

P_’ = 1,5 E = 1,5 18 = 27,0
16 24,0
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Kérdés, hogy most ml volna a feladat optimdlis megoldd-
B8«

A 6.12.=b8l mdr igmerjik a Qflnet, amikor az utolsd
/optimdlia/ tabldzathoz jutottink

1,8 0,8 «0,2
o3t = 0,2 0,3 -2
ik =il 08

Azt is tudjuk, hogy

Y [}, 18, 1%]

Az uj b vekior ismeretében most az uj optimdlis megol-
ddat egyszeriien ki tudjuk szdmitani, azaz

1,2 -0,2 =0,2| (13,5
s = M s | 0,2 0,3 =0,2| [27,0] 46
<0,4 <0,1 0.&] [24,0] f.5

Konnyil észrevenni, hogy mivel a kapacitdsvektor minden
eleme 1,5=-gzdrdsére vdltozott, &z uj megoldds is az eldbbi-
neik l1,5-gztrdse, azaz

4 6
Er:ipt w 1.5 xoph= 1514 =18
L} 1;5

Ha tehdt a b vekior komponenseit k-szorosdra vdltoztat-
juk, ekkor = amennyiben b-vel volt optimédlis megoldds - a
kb-hez tartozd optimdlis megoldds kx ..

b D
Az uj optimumhoz tartozd célfilggvénydridk
1,2 ~0,2 -0,2 13,5}

-(_qg Q;}g = -[5,12,10] 0,2 0,3 =0,2 27,0} =

0,4 =0,1 o,ﬂ 24,0
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[13,5
=E‘!4: 1:61 Osé] 27,0
24,0

=117

aml az eldbbinek szintén 1,5-szbrdse, azaz 1,5 .(~=78)= =117.

He tehat a b vektor minden eleme egyforma ardnyban, k-
szorosdra vdltozik, az uj optimumot megkapjuk, ha az elobbit
k=-val szorozzuk.

Mds a helyzet, ha a b vektor elemei kiilsnbdzd ardnyban
vdltoznak. /A gyakorlatﬁén ditaldban ez a helyzet./

Tegyhk fel, hogy most a feladatban a b vektor a kovet-
kezdiképpen modosul' m

b? = Ea, a5, 18:l

Kiindulunk az ismert

Il XZ I3 14 ZX.'5 26 ul ll2 L13

x, 152 <0,9 <4
x, 040 048 =0,2
=y gk, =051 0t

tdbldzathdl dg folytatjuk a szdmitdst:

St il B 9 2,8T
o |
B 0,2 QB w02 22 |= | 4,8
ST T O M Y 18 1,4
és a célfiiggve Srtcke -
9
= (g_%‘ Q;)p_ “ S E,4, g, 6,6 22 |- -85,6
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A tdbldzzt t8bbi Srtéke nem fiigg a b Srtékstdl, tehdt
a b? vektorhoz tartozd uj tdbldzatunk a kovetkezd lesz:

xl I2 {B X4 I5 X6 I.ll 'Ll.2 UB
X, 105 w58 <0 | B
%, 0,2 0,3 =0,2 | 4,8
Xy ~0,4 0,1 0,4 [ 1,4
-z |0 0 =2,6 0 =1,6 =4 =-4,4 =1,6 =0,6 |-85,6

A megoldds strukturdja nem valtozott, azaz a b’-hez
tartozd megolddsban ugyanazon x. értdkek fordulnak el§,
mint a b-hez tartozd megolddsban, csupdn az Xy értikek
nagysdga vdltozott meg.

Ha ugyanis
ply 2 ¢

-_y —
akkor a megoldds strukturdja nem vdltozik, Ha azonban
iy ¢ oo

<]
a megoldds struktirdja is vdltozik.
Tegyiik fel most, hogy a médosult b vektor a kdvetkezd:

y=[9, 22, 1:J:|T

Ekkor
1,2  =0,2 0,2 9 3,6
951 b? = 0,2 B8  «b,p 22 | = | 5,6
-0,4 =0,1 0,4 14 -0,2

Most tehdt
i
'y ¢ o
vagyis az x vektor komponensei k&ztit negativ is van,
tehdt a szamitdst folytatni kell, mégpedig a médositott
dudl szimplex mddszerrel.



e T =

xl x2 13 I4 x5 IG ul u2 u3
= : 1,2 =0,2 =0,2 3,6
12 ;0!2 O,3 -0,.2 5,6
x, B4 WL B |-
f 16 GeiB Oedf ol =hyd 1,6 208 [o8sp
e
- (gg 951 1 [},4, Lols o,%] 22 | -83,2
14

A b vektor legkisebb komponense g ~0,2 gz X%, sordban
van, Tehdt ebben a sorban keresilink generild eldmet. A

gor elemeit megkapjuk; ha az A mdtrix 4] elemeit meghstirozzuk,
azaz

e s -0eg g L R T A3
gt wi|oe 08 02| 42 02 3 =
=-0,4 =0,1 0,4(14 2 0 1 0 ©
6 e E . TR
= 0 i 0,8 0 0,8 0;5
1 0 =0, 0 . =05 #0,5
Most tehdt tdbldzatunk a kivetkezSképpen alakul:
n X X3 X Xz Xg U Uy Uy
zJOo o o081 0,8 1 1,2 =0,2-0,2| 3,6

b0 L 0,8 B - 0,8 050,28 0,3:0,2] 5,6
5|1 o0 -0,6 0 =0,6-0,5-0,4 =0,1 0,4| =0,2

-5 |0 0 2,6 0 ~1,6 =4 =4,4 =1,6 =0,6] -83,2
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Generdld elemet vdlasztunk:

2ab o433, b o gy, i ;
=0,6 -0,6 =0,5

generdld elemiink tehdt a -0,6 lesz, az xs-hﬁz tartozd

oszlopban. /Megjegyezziik, hogy elegends lett volna az
A mitrix 4j elemeif csak az x;~hez tartozd sor éa xs-hﬁz

tartozé oszlopban meghatdrozni./
Folytatjuk tehdt & azdmitdst és meghatdrozzuk le

matrixot.
ul l12 \13
x,) 0,67 0,33 0,33
0,33 0,17 0,33
xd 0,67 01T -0,67
tehdt
0,67 0,33 0,33
24712 -0,33 P by 0,33
0,67 0,17 -0,67
ésm n
g [
Innen:
-1 ] e ] 7]
2! A % e

2y -
T T o= T =1 T =1
oG, -4 -(ah)zj

elapidn kiszém{tjuk az ug megoldéat, az ahhoz tartozd
célfiiggvényéridket és az uj tdbldzat cilfiiggvény soras,

azaz
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0'66 "0;33 0.33 9 3'33
lp = |-0,33 0,17 0,33| {22 |=| 5,33
0,66 0,17 -0,66| |14-| | 0,33

/Megjegyezzlik, hogy Qil kerekitett adatokat tartalmasz,
ezt a szdmitdsok sordn igyekeztiink kiszirni./

A célfilggvényértdk szdmitdsa:

P.T-Eiy-zlé- =[:10, 12, 5% 55 6y 2]-[[. 125 6].

0,66 -0,33 0,33 2 e Y | e [ v PR |
. [=0,33 0,17 0,33 2 . o E ok ol g -
0,66 0,17 -0,66 A i e s

= [wzi@Ts Oy =X, 0.0, =8,67

EbbSl 14thatd, hogy a szdmitdst befejeztiik, mert a cél-
fiiggvény sordban nincs pozitiv elem,

A célfiiggvény értéke
. 0,66 =0,33 0,33 9
< (sﬂ 2;110) = —[?, 185 6:| 0,33 0,17 0,33} |22 |=
0,66 0,16 -0,66[ |14
= =82,67

Az utolsd szimplex tdbldzatunk tehdt
X, X Xy X, Xz X5 Uy u, ug

x, 0,66 =0,33 0,33 3,33
12 "'0!33 OI:LT 0333 5!33
xg 0,66 0,17-0,66 0,33

=z {=23,81 6 =l B B <D,603,55 w1 11,60-52,61
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mivel 0,66 =0,33 0,33

It

iﬁ el ]:5. 12, 6] -0,33 0,17 0,33

0,66 0,17 ~0,66

E3’33, -1,33, -13 6§

feladatot tehdt megoldottuk. A megoldds:

1]

=

E =E. 5,33, O' 3,33. 0933’ (zl
és
z = 82,67

Ellenérizzik: = =]

5533 8,99

21,98

EEN ™
(S
o M
(SRS
o N o
o K M

13,99

[10, 12, 5, 5 6, 3| o = 82,59 ¥ 82,67

Az elmondottakat felhasznéihatjuk természetesen skkor
is, ha egy adott feladatot t6bb b vekiorral kell megoldani.
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6.13.2., TervmSdositds a cslfiiggviny viltozdsa miatt:

Az eldbbiek ismeretében mar nem nehéz megoldani a fela=-
datot, ha megvdltozik a célfiiggvény, vagy ha t6bb célfligg-
vénnyel kell a feladatot vizsgalni.

Ha g? vektor g’T-re valtozik, akkor vdltozik a gg is,
és ennek kovetkeztdében mindazon vektorokat 4t kell szdmolni,

amelyek alakitdsdban a Qg

T -
= éis Dy ).
0 i
= éis Dy ) b
o = (d_E 2;1) N
Nem vdltozik a

=1
D, A

gzerepet jdtszik. Ezek a kdvetke~ .

zlk:

(8
w

b

és az eldzd gzdmitdgokbdl ismert a
-1
Dy

Ha a célfiiggvény minden adata ardnyosan, mondjuk kK=-szo=-
rosdra vdltozik, akkor az x ., nem védltozik meg, csak a

hozzd tartozd célfiiggvényértsk, tehdt elegends, ha azt
k-szorosdra vdltoztatjuk. Ha tehdt

E,T S 2T
akkor
Zopte = Zopt.,

vagyis az optimdlis megoldds nem vdltozik és

2 = k Z.



Ha azonban a cs;fur‘vfhy komponensel kiiltnbszd aranyban
vdltoznak meg, akkor a 45 gltal érintett vektorokat az 4j
célftiggvénynek megfelel oen dtszémitjuk. He az igy nyert tab-
ldzathoz tertozd C°l;L”LV°HFSOIbEn nincs pozitiv elem, mé-
ris optlmal s tdblédzathoz jutottunk. Ha viszont a calfhgg-
veny gordban pOthlV elemet taldlunk, folytatni kell a szd-

mitdsokat a primdl szimplex modszerrel mindaddig, amig op~
timdlis tabl%zafﬁoz jutunk.

Tegylik fel, hogy a 6.12.=ban megoldott feladat colfdggva-
nye megvalt021k mivel az $todik termyk dra emelkedett 2s
igy a jbvedelem & egysdgrli 8 egységre emelkedett.

liost tehdt a
E? =[}01 12, 5y 5y 8, a

E'Tn[lo, 12, 5, 5, B8, {I

cdlfiiggvénnyel kell dolgoznunk.

helyett a

Ismeretes, hogy

1,2 =0,2 =0,2
-1 _ 02 0,3 =0,2
|—O,4 -0,1 0,4

1
i3 = [, 12, 16]

Ennek alapjsn

1,2 ~0,2 -0,2
- & D':;l - -{5 12, 1] 0,2 0,3 -0,2|=
j-0.4 -0 0,4

]
18 = ~78
]
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vagyis mivel a vdltozds olyan ferméknél kivetkezett be,
amely mSg nem szerepel a bazisban, ezek az eredmények az
eldzl tablédzathoz kdpdst nem vélioztak., He természetesen
olyan vdltozdhoz tartozd célfiizgvényérték védltozik meg,
amely a bézisban van, akkor a

m

L
&

védltozdsa miati a

(628
1]
m

is megvdliozik.
Természetesen a
B -(g’g‘ 251) 4
megvdltozik akkor i1s, ha a célfiiggvénykoefficiens vdltozdsa

olyan terméknély kivetkezik be, amely nem keriilt be a bdzis-
be, hiszen a p “vdltozik, vagyis:

Y
ET '(gg 251 A = E-o! 12, 5, 5, 8, 2J“Es4! 1,6, 0v§'
1

1l 14 1 1 1
- SR R S T & I:o, O, =246y O Ojls -4:|
4 2 0 1 0 0
szimplex tdbla tehdt a kdvetkezd:
Xy ¥, Xy X, Xy X Uy uy Uy
x, ;2 -2 0,2 | 4
x, G2 10,49 =02
= TR e )
-z | 0 0 =2,6 c 0,4 -4 =4,4 -1,6 =0,6 |-78

A téblézetbdl kitinik, hogy asz x5uhaz pozitiv célfiigg-
vényértdk tartozik, tendi folytatni- kell a szdmitdst a
primél szimplex mddszerrel, Ehhez elSbb az xg-hdz tartozd
oszlop adatait kell meghatérozni, azaz
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Y2 052 -0,0001 1o

2519_5 = 0,2 0,3 =0,2 '2 o,ai
~h =02 0,410 1 o

Vagyis kapjuk a kdvetkezd tdbldzatot:

le :x2 13 x4 15 16 ul U.E u3
x4j 0,8 1,2 -0,2 -0,2
x, 0,8 0,2 0,3 =0,2
x) ~0,5 Gt D% Tk
i [0 B w6 0 Bk S B ~3,8 0,5 =78

Meghatdrozzuk a generdld elemet:

A s
BEES gmeE
Mivel a hdnyadosok azonosak degenerdcidval dllunk

szemben, A szdmitdsokat a primdl szimplex mddszerrel foly=-
tatva, az aldbbi megolddshoz jJutunk.

§E=E~ O o - By B Q—IT
5z = 80

6.13.3. Iervmédositds uj termék /vagy ftechnoldgia/

Vegylik ismét a 6.12.-ben megismert feladstci, azaz

b £

Tys Ios x3, :4, 5 &= 2

I ot X, ot x3 b x4 + =g + Xg Z 9
211 + 4:2 + 2x3 + EXS S 11‘3
4xl - 212 + Ty 2 15
10x1 +12x, + 5x3 - 514 + 625 + 2xg = mAT.

Mint tudjuk, ennek megolddsa

x =[1, 4, C, 4, O, O]
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W

w T8
az optimdiis megoliddat szoﬂgalunuo szimplex t£bla pedig,
mint ismeretes, a8 kdvetkezd voli:
Ty Xy Xg Xy Xg X5 Wy Uy ug
T, 1,2 =0,2 =0,2 4
z, 0,2 0,3 =0,2 4
x -0,4 =0,1 0,4 1
-z 0 0=-2,6 0 =-1,6 -4 =4,4 =1,6 =0,6 |=~-T78

Tegyiik fel, hogy iddkszben felmerlilt két uj termék
termelésdének lehetoaoge, ezért a feladatot u3abb két

véltozdval kell kibdviteni: y; ¢ s yzuvel és igy a feladat
&z aldbbira médosul:
1 Xy x33 x4) XE’ J1s Fo 2 0 ¢
Iyt Ep+ X3 b T b Xgh Xt Yt Y 2 9
2x1 + 4:2 + 2x3 + 2x5 + X o+ 4y1 t Ja Z 18
411 + 2x2 + Xy + 23r1 + 2y, = 16
10z, +12x; + 5x3 + 524 + 6x5 + 2z, + Tyq + 8y2 = max.
Ez a feladat métrix alakban a kovetkezSképpen irhatd
fels
z 2 8 % : 2
i\‘;ll-’r. * dnl é B
T 1
DX + p5y = max.

Az eredeti feladat optimdlis tdbldzatdt ismerjiik. Ezt
most ki kell héviteni a kit uj véltpzdval, és elsd lépés-
ben azt kell meg&izsgalnl, hogy a p, elemei kozott az op-
timdlis tdbldzatban taldlhatd-e %al tiv koefficiens,

vagyis
(dED) L?, 8:[- [5, 12, 10] ;

27
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1,2 ~0,2 -0,2 1 1
052 0’3 -0,2 4 1 =
-0,4 -0,1 0,4 2 2

=[7, Eﬂ -El,c}, 58 0,§| 4 1 =
R e

Az ¥,-hbz tartozd célfipgvinykoefficiens tehdt pozitiv,
ezért a szdmitdet folytatni kell. Meg kell tehdt hatdrozni
az y,-htz tartozd oszlop elemeit, azasz

1,2 0,2 0,2 3 | o s
Diag = | 0,2 0,3 -0,2 o
2 0,3

~0,4 w1 0,4

Ennek alapjdn a kivetkezd szimplex tabldzat &11ithatd
tggze:

Xl X2 Xa X4 15 XG }’1 yz ul 112 u3

% o f 1,2 20,2 =0,8 2
X, 052 B2 0,3 =8 4
%y o TR M o Il e | s |

g |8 0 =2,6 0 =1,6 =4 =5 0,8=4,4 =1,6 0,678

Az ¥, oszlopdban generdld elemet vdlasztunk:

A BT, = ST ke % 3,93
0,6 Q5 0,3

Tehdt a 0,3 lesz a generdld elem. Most meghatdrozzuk gzlet s

majd az Gjabb tabldzathoz tartoand célfﬁggvéqyértékeketa
megolddsvektort, stb., £fs a szdmitdsokat a mdr ismert mdédon
mindaddig folytatjuk, amig optimdlis megolddshoz nem jutunk.



= 25 o

6.13.4. ITervmidogitds uj feltstelek csatoldsdval

Uj feltételek csatoldsa azt jelenti, hogy az eredeti

529
é.lng;
RT X = NmAX.
feladatot bdvitjuk ujabb
& X = Dby
(5 3
]
feltételekkel,

Fddigi ismereteink alapjdn nem lesz nehéz megérteni,
hogy az eredeti feladat optimdlis megolddsdra nyert op-
timdlis tdblézat most is felhaszndlhatd a bSvitett fela-
dat megolddsdhoz.

Most azonban a feltételek szdmédnak noveked$se megnivell
a bdzis méretdt £a az eddigi

—

B 0
§.0 =
o 1
bédzis helyett az uj bdzis
E; 9 9
B, = o B 2
o o 1

- e
Ha az s-edik 1l4pssben kaptuk az eredeti feladat optimdlis
megolddsdt, akkor az uj feladat szerintl bdzis a kovetkezd:

P —

, o @
B - I
& o 1

L —
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Ennek inversze:

o
D 0 o
i 9 & 25
Bl - ot s o
- gfpl of 1

Az eredeti feladat optimdlis tdbldjdbdl tehdt Q;IIel-

haszndlhatd €s elfdllithatd a bovitett feladat s—edik
bdzisdnak inverze.

A bdvitett tdbla felirdsa utdn el tudjuk dénteni, hogy
az eredeti megoldds optlmaliﬂ-e, Jyagy folytatni kell a
szdmitdsokat. Ha a bévitett tdbldban a b, vektor koordind-

tdi mind pozitivak, akkor a bivitett feladat optimélig
megolddsa megegyez1k az eredeti feladat optimdlis megolddsdval,
tehdt & szdmitdst nem kell folytatni, Ha a hE vektor koordi-

ndtdi kgzott negativ is taldlhatd, folytatni kell a szdmi-
tdst a dudl szimplex mddszerrel, Ugyancsak folytatni kell a
szédmitdst, ha a csatolt feltételek kiozdtt egyenlet is van,
mivel ennek teljesiilni kell.

Legyen feladatunk a kovetkezd:

Ty Fpy Xy Xy Xp Z (6]
X - X S 20
Xy + Ey g 30
X+ Xg + Xy i 10
Xy = X3 =X+ X5 = 0]
B +2%, +3x3 +4x4 + 515 = meX.

A feladat megolddsdt sz aldbbi optimdlis tdbldzat
szolgédltatja:

X % T3 Xy Xy uq u, us3 uy
Uy & 28 S 4] el
x3 0 X 0 0l 30
1 0] 10
x 0 0
X5 0 L 1 1] 40
-7 ~16 =12 0 0 0 '0 =8 -9 =5 330
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Bivitsiik a feladatot az

Xl =+ X3 Ly X5

N Il

40

‘12 + X3 + X4 o X5

feliélelek csatoldsdval.
A feltételek szémdnak novekedésével természetesen a

bézis méretei megndvekednek, vagyis sz induld t£bldhoz
tartozd bazis

E 0 o
3= |2 B o
LQT o' 1

Az gs=edik lépéshez /amely az eredeti feladat megoldd-
sdt szolgdlja/ tartozd bdzis

D, ¢] o
§5 b Qé 25 0
m T
LE.S Q L
Ennek inverze
p~d 0 0
i el -
- -D? D~ E
= 5 Ly =2 g
T -1 T
~3g By £ 1
4 D71 sz alapfeladat aptimdlis t4bl4jébél ismert, a

-Qé Qs szorzgt elfalliithatd, igy g bdvitett feladat

s=edik bdzisdnak inverze mdr adott. A bévitett feladatot
felirvg megvizsgdlhatjuk az optimalitds feltételeit.

Mivel az alapfeladat optimdlistdblijdban a

A
OT) s g e it Q'_;lﬁ

;
T 1 =1
; h@s iy 8

PN

L

LY



€3 &g .
B 9-1

o el
Qs’ g "p.sh
e LQE

szerepelnek, csupan a
= _‘ET

-1 - -1

-3k =bp - D32t b
=5 E2

vektort kell megvizsgédlni. Ha e vekitorngk minden eleme
pozitiv, akkor a bdvitett feladat optimuma megegyezik az
alepfeladat optimumdvsl. Ellenkezd esetben folyiatni kell
a szdmitdst a dudl szimplex médszerrel. Ugyancsak folytat=-
ni kell a szamitdst, ha a bévitésként csatolt feltételek
kozGtt egyenlet is szerepel.

Vizsgdljuk meg tehdt az el6bb megadott bévitett feladst
megolddsat:

. u1 x3 x4 x5 1 1 1 n5
S et S - SRR s (- IS | g -1 08 e
o R R S | g 9. %L-8
7301?\ 8 %R
L Ae
e
1L
E=
=2
B g
2
20
gl e o 3 il |30 16
-] =
b, -0, Db gd0 o 2 2 1 18_40

A bévitett feladathoz tartozd tdbldzat tehdt gz s-edik
lépésben a kovetkezd:



Xl Xg XB X4 X5 ul u2 u3 u4 U.5 UE

u] N B e e

) 6 & 6 o & @30

x, & ®. 108 W o

% @ 1.4 & B oo
;3

TIEE T R T S S B 1 o6

ug R T
-z Fl6 ~12 0 0 0] 0 -8 -9 =5 0] 0330

Mivel g bGVitEényben egyenlet van, a szamitdst foly~-
tatni kell, s az ug sorbdl vidlasztunk generild elemet,
amelynek elemeit a tdbldzatba beirtuk. Ezt a

1]
&,

formuldval oldottuk meg, ahol 1? a Q;

A

1 matrixngk azta

sordt jeloli, amelyb8l & generald elemet valssztjuk
/most 32525 sorban/, vagyis generdld elemet vdlasztunk
és folytatjuk a szamitdst, s a kivetkezd lépésben opti-
mélis megolddshoz jutunk, smelyhez a kovetkezd tdblézat
tartozik:

Xl 12 13 X4 15 \Jl u2 u3 u4 u5 'I.J.6
uq 1 L 0 0 -1 0 44
Xy 0] 1 0 0 0 0 30
Xy 0 0 1 0 0 03 10
I5 0 a 0 0 -1 0 24
Uy 0 G & BE 1 C] 16
ug 0 2 K 0 -1 1 24
~z |=6 =2 0 0 O 0 -8 =4 0 5 0 +250




7. FEJEZET

SZIMPLEX MODSZERREL MEGOLDHAT(, PARANMETERES, EGESZER-
ANLS MODELLER

A matematikgi programozdsi modellt dltaldnos formfban
a kovetkezd Usszevont formdban fogslmgzhatjuk meg:

= f/x/ = extrém

TR

2

o’
.

=

| [=]

Tudjuk, hogy ha zz f/x/ és ¢i/g/ linedris formik, ak-

kor linedris programozissal f£llunk szemben. A 6. fejezetben
lattuk, hogy a linedris programozdsi felada? a szimplex méd-
szerek valamelyikével megoldhstd, ha van a feladatnak megol-
ddsa.

A gazdasdgi gyakorlaetban elslsorban a linedris programo~
zdsl modellek kerillnek glkalmazfsra, mivel viszonvlag egysze-
riiek, kinnyen kezelhetSk. A linesritds feliételezése viszont
a Valosag lenweges egyszeriisitéséhez vezethet, hiszen a gazda~
ségi problemak legtobbszdr nem linedrisak. Valoaaban a gaze—
dasagi jelenségek hs nem is 11nearisak, linedris modellekkel
is jéi vizsgalnatok Jj6l kozelithetdk és a linedris modellek
nem okoznak jelentdisebb problemakat. Sok esetben viszont a
linedris modellek a valdsdg 1enyeges egyszerisitését kivdnnik
meg, ezért kénytelenek vagwunk mas megolddsokhoz folyamodni.

Ebbeun & fejezetben a _paraméteres programozdssal, az e~
gészértékii programozdssal és a nem11near15 programozas néhdny
esetével fogunk foglalkoznl. Az ismertetésre kerlild modellek,
mint ldtni fogjuk, szintén megoldhatdk szimplex mddszerrel.

A mez8gazdasdgl mérnsknek nem lehet feledata; hogy mate-
matikai progremozdsi modelleket kézi szdmitdssal oldjon meg.,
Kiilontsen nem keriil sor arra, hogy bonyolultahni zészériexi,
vagy nemlinedris modellckei oldjon meg egyszerld eszpkozdkkel.
Ma mir elérhetdk szamaru a na""teljesi+men3u seanitdgépek is,
amelyekkel oleadbban €s rdvidebb idS alatt tud mézg egyszeriibb
feladatokat is megoldani, illetves bonyolultabb, nagyobd fela=-
datok megolddsa ezek nilkil elképzelhetetlen.

A szamltogepan program
Az agrémmérnikok Zltel &
kégz programok vennak
kor lg celszeriibp azt xel‘ﬂ
zéval elkéazittetni, hiszen a programtél nags tekben fiigg a
feladat megolddsdhoz szikséges gépidd, ami m&gna*arozza a gep-
koltséget.

mgde_l

kész
T




A modellek mugvalaszﬁasa, o gazdasigi modell megszerkesze
te*e, g feladei megf : 28 viszont mindenképpen az apg~
rérmérnik feladata lezyen., Fnnélfogva a flgyelmet
e kérdés eArr kiveniul ;ran¥1+ana, gmihez viszont gz eddig
tanultak jo slapo® nyujtenak. A szémitdstechnikai kérdése~
ket tehdt = +ovandlakban lngfelaehh csak igen rividen tdr-
gyaljuk. Részletesebb tdrgyaldsukra a rendelkezésre 41194
oktatdsi keretek sem adnak alkalmat., A szdmitdstechniksi kér-
dések irént érdekldddk szdmdra az eddigi ismeretek alapot
adnak srra, hogy a2zt szakkinyvekbSl elsajdtitsdk.

T.l. Paraméteres linedris programozdsi modellek

Pareméieresnek newezzdk a%okat a linedris modelleket, a~
melyekben az 4, vagy ¢+ elemel kozott fiiggvények is
szerepelnek, Ha ez_k a FTlggvények epyvdliozdsak és e vdlto-
26k els3 fokusk, z modellt egyparsméteres linedris modellnek
neveszsiik. Hasonlé értelemben bheszélhetiink t6bbparaméteres
¢5 nemlinedris modellekrdl.

A%t61 figgden, hogy s modellben sz A, b vazy ¢ et elemei
6z0tt smerspelnek fiiggvények, a paraméferes modellek hirom
»Bbtet kiilonboztetjik meg:

-

1 Paraméteres prindl célfiigevény esete

ny

(L=

o
S

I

Ih
A

o

extrém

o
3
-+
.
=
cF
s
i
f

LES

%
HIEX
o

Pis]

juk tendt, hogy & primil célfiiggvény elemei fhggvenyek-
“* waﬁﬂax Legadvu. Mint ismeretes, a primilis celfuggveny
bond pgggdaasagl tartalommal birhat. Lehet célunk a jo=-
imglizdldsa, o pépfelhaszndldenak, a fdldteriilet
sdnak spl. takarminytermelés programozésanal/ mis=
‘Ma¢iﬂml_ac, stb. Azortan g faﬂiagos Jovedelem viltozhat
8% Arsk vdltozdsdnak, 3 te ymelés meretenek, vagy a koltseg-
zenyezokneL sth. & fliggvémydben. Hasonldképpen a termzlési
k¥ltedy f3 z beruhdzidsok, geph és s foldteriilet felhaszndld-
z mis tényerdkicl, mely filiggvénveketi megadva, para=
néteres feladathoz jutunk.
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Mdsrészt, ha egy feladatot adott célfiiggvény mellett meg-
oldunk, felmeriil a kérdés, hogy mi torténik, ha a fajlagos
hatékonysdgok /célfiigevény koefficiensei/ megvdltoznak. Mi-
lyen valtozds mellett nem vdltozik az optimdlis megoldds, il=-
letve a célfiiggvény koefficiensek milyen vdltczdss esetén kell
a megolddst /tervet, illetve programot/ mdédositani, uj opti-
mumot keresni. Hasonlé kérdésrdl van szd, amikor a maximdlis
jovedelemre tOreksziink, de tekintetbe vesszilk a bizonytalan-
sdgl tényezdt.

Ilyen és hasonld problémdk megolddsdra alkalmas a modell
paraméteres primidl célfiiggvény alkalmazdsa esetén.

2. Paraméteres technoldgiai matrix esete

v

=3

(1+2%) z

£
2

g

-]

2
AVETN

extrém

I+
n

A

ol t < Y

Most tehdt az A +{echnoldgiai mdfrix parametrikus. Vald-
Jéban a fajlagos munkserdszilkséglet, a fajlagos gép- €éa a=-
nyagsziikséglet, stb. is vdltozhat, illetve fiiggvenyként ad-
hatd meg. Milyen hatdsa van £ vdltozdsoknak, meddig /milyen
valtozdsck mellett/ msrad egy optimdlis megoldds tovdbbra is
optimdlis? A modell ilyen problémdk vizsgdlatdhoz nyujt segite
séget.

3. Parametrikus dudl célfiiggvény esgete

2

x=0
axSp+p
g
E? x = extrém

Most a b vektor paraméteres /a felsdat dudljéban, mint
tudjuk, ez Tesz a_célfiiggvény/. A mezlgazdesdgl gyakorlatban
is példdul valamely tehén napi tapldaldgnyagsziikséglete fiigg



a8 tejhozamtdl, Vialtozik = =
teriilet, a piscon éridkes

hatdsa ven e vélioza
dudl célfiiggvény peremetrizdl

nigerfkapecitds, sz dntdzhetd
srmekmennyiség, stb. Milyen
Lyen jellegii problémdk a
val vizsgdlhatdk.

Mi azzal az eseitel, amikoer am 4 technoldgiai mdtrix
parametrikus, nem foglglkozunk. Ugrancsak nem foglelkozunk
a pemlinedris parsméteres modellekkel és g tobbparaméteres
modellekkel,

A paraméteres modellecket jellemzi; hogy &ltaldban egynél
t8bb optimélis megolddsuk van a pareméter ertelmezési fario-
minya felett. 4z optimdlis megolddsck a paraméter Tiiggvényel.

A paraméterecs modellek megolddsédt -~ ha a primfl célfiigg-
vény parsméiteres = az gldbbi lépésekben végezzik:

l. E184llitjuk & primdlfeladat egy lehetséges bdzismegol~
disat /primdl vagy dudl szimplex médszerrel/.

2. Tudjuk, hogy optimilis mesgolddshoz akkor juitotiunk,
ha a primdl céifiiggvény elemei nempozitivek /kivételt ké-
peznek az*u elemel/. Ez csak agkkor teljeslil -~ mivel a pri-
mél célsor elemei linedris filiggvénvek = ha van olvan[jo,tj]

intervallum, amely felett az Osszes fliggvények nempozitivek.
Ekkor leolvashatd s modell optimflis megoldédsa:

[

&
s t = tl

A TR | BT e
VAT el VAR e TS
ha & |t t intervallum része sz |£ intervallum-

nagk, [o’ ﬂ ¥ [ ,p]

3. Ha sz optimalitds kritériumsi nem teljesiilnek, akkor
ujabb transzformicidét, vazy transzformicidkat végziink, fers
wészetesen g b vekborrz a szik kerezztmelbszetet véve figye~
lembe. i

4. Ea egy [?0, tl] karakterisztikus intervallumot meghg-

tdroztunk, midr egyszeril feladat a tovdbbisk meghatdrozdsa.
Azt vizagdlink, hogy = 't>t1 vazy 't<t0 paraméterértékek

melilett a célsor aktudlis elemel koziil melyik vdlik pozitive
¥4 a t legkisebt megvdltoztatdsdra [min. {t - tl] 5

Ennek g célelemnek oszlopvektordt tra@szformélwa, az l.
fermtartdss mellett vagy teljesedik 2. ¢és ekkor ujabb op=-
timdlis megolddst nverink:
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2 29 £, < '
x5 My ugT Sy BE Jils b S S %y,

vagy a 3. szerint eljdrva jutunk el gz opiimumhoz, felw-
téve, hogy a 1» §5| intervallum része az Ec,ﬁ:l inter-

vallumngk és g célfiiggvény korlitos.

t

Az eljédrdst a8 4.szerint ismételve folytatjuk, amig az
[.L;,& intervallum minden pontjdt be nem soroltuk vslamely
karakterisztikus intervallumba, vsgy meg nem Allapitottuk,
hogy a feladatnak nincs optimdlis megolddsa.

Legyen feladatunk gz:

v

X 4 X =0
8
13

LTS

x;l +x2

1A

X +2x2

(4+t) + (243 %) = max.
3<%t £ 5

Elkészitjiik az induld +t4bldt:

i %5
uy 1 | s
B z |az
=z | 4+t 2+3% ]

Az indulé tAblizathdl a szdmitds esak akkor indi‘hhahj
hs a célfiiggvény egyiitthatdi kozbtt pozitiv is van, teha%:

vagy 4 + t2 0, azaz t& -4,

vagy 2 + 38&D, azaz tg—-%—.

Vélasszunk generdld elemet az xq~hez tartozé oszlopban
éa végezzik el a transzformdldst.



f
o

(23]
I

- N 5

zy 1 1 ‘ 8

u, -1 [1] o

-Z ] =2+2% i-jE-Bt

vagyis az sdott megoldds optimslis, ha =4 é % é 1

o | us

xl 2 -1 3

Xy -1 1 5

-z ~b+1 2=2% | =22=-18%
%= A £21

vagyis az adott megoldds optimdlis, ha 1 g t€6

A feladat megolddsai tehdt a kovetkezbk:

e T z = (=32 - 8%)
=4%t8;

2 i e )

Eopt, = B4 Bl 3 z = {~22 ~ 18%
1 $cée

Ezzel

itervallummal a [-3, 5]
intervallumot
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A megolddsok tehdt nem vdltoznak a karskterisztikus ine-
tervallumon beliil. A célérték viszont egy intervallumon be-
1il linedris fliggvénye t~-nek. Ugyencsak egy intervallumon be-
1il is linedris fiiggvénye t-nek a dudlpdr optimdlis megoldd-
dg. Példinkban:

AL R

ul® - [6-% -2424

Eddigi ismereteink glepjén egyszeriien beldtjuk azt is,
hogy az:

1M
nv

2

AXSDh+ bt

LA

R?x = extrém

feladst megolddsdt, /famikor & dudl célfiiggvény parametri-
kusg/, dudlparjdnak megolddsdval nyerjiik, azaz:

>

T

[t
ARV
I

(Bs2’t)

]
E.
-y

ami viszont maximum feladatként irhatd fel, auzszm:

1=

T %
=LA f =
Anz-2

(--p't) n

]

max.

amelyet az eddig tenultsk felhaszndldsdval midr meg itu-
dunk oldani.
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Te2. Egésazértékii /finteger/ programozis

A gazdasdgi jelenségek lehetnek folytonos és diszkrét
jellegiiek. Az eddigiekben ismertetésre keriilt programozdsi
modellekben a vdltozdkra vonatkozdélag kizdrdiag az volt a
kikotésiink, hogy azok csak nemmegativ értéket vehetnek fel,
Ennélfogva megengedtiik, hogy a védltozdk nemnegativ tort ére-
tékeket is felvegyenek, vagyis azokat folytonos vdltozdknak
tekintettiilk, A gazdaségi programozis sordn azonban nem mine-
dig engedhetd meg & vdltozdk folytonos értéke, hanem gyakran
az ig kivdnalomként meriil fel, hogy a valtOZOR csak egész ér=-
téket vehetnek fel.

Gondoljunk csek arra, amikor a termelésl szerkezetet és
a termelési forrdsokat egyldeauleg, egymdssal szoros kap-
csolatban kivanauk optimalizdlni. Ilyenkor a gépsziikségletet
/gépparkot/ is optimalizdljuk. Nem javasolhatjuk azonban,
hogy a vdllalat valamely géptipusbél példdul 22,35 db=-ot
szerezzen be, hanem vagy 22 vagy 23 db gép beszerzéadt ja=~
vagsolhatjuk. A megoldédsként kapott eredmény utdlagos fel-
vagy lefelé torténd kerekitése jelentdsen ronthatja az ered=
ményt. Megoldhatjuk azonban a feladatot, ha eleve eldirjuk,
hogy ezek g vdltozdk kizdrdlag egész értéket vehetnek fel.
Ilyenkor gz optimumot eleve ugy &llitjuk eld, hogy ennek az
eldirdsnak eleget tesziink.

Hagonldéképpen meriilhet fel, hogy az 4llattenyésztési
viltozdkra eldirjuk az egészértékiiséget. A korszerii dllatte~
nyésztési telepek ugyanis meghatdrozoti méretekre késziilnek.
Hs ezek koz0tt vdlaszthatunk, akkor eldirjuk, hogy azok va-
1amelyiket létesithetjilk, vagy nem létesithetjilk, de létesi-
téolik esetén azokat az adott méret szerint kell megépiteni.
Ilyenkor Altgldban a vdltozd értéke csak O vagy 1 lehet, az=-
az o = 1 értékil vdltezdrdél van szd.

Ha a modellben szerepld valamennyi vdltozdra eldirjuk az
egéazértékiiséget, skkor tiszta esetrdl, vagyis tiszia
digzkrét feladatrdl beszéliink, hs viszont csaka VEltozdk
egy resze egeszértekil, akkor a feladatot vegyes feladatnak,
vagy vegyes egegzériékii feladatnak nevezzilk.

A tiszta diszkrét feladatot:

£
max, {ETX brez®, 35S h}

formdban, & vegves egészértékii feladatot pedig a:

<
max. {nf z+p5% | 5€E§1- 16132. A X+ 4 1;2}
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dltaldnos formdban irhatjuk le., /Természetesen max. he-
lyett min. is szerepelhet, ha minimumfeladatrdél van szd,
ill, mint twdjuk, s minimumfeladat dtalakithatd maximumfelg~
dattd./

Az _elsd esetben a lehetséges megolddsok halmazdt /I/ az
n dimenzids euklideszi tér nem negativ rdcspontjaibdl konst-
rualt gk vektorok adjdk, azaz azok a pontok, amelyekhez a4
véliozdk egész értékg koordindtdi tartoznak és természetesen
kielégitik sz A x £ b feltételeket és a cslfiiggvényre
vonatkozd eléirdsunkat, az aldbbl dbra szerint:

Xy 4

P
+ + o+
o+
* o# 4
Egészértéki megolddsok "

/rdcspontok/ 17. &bra

Az dbrdn megfigyelhetjil, hogy P g folytones modell
optimalis megolddsa, nem optimdlis megolddsa viszoni gz ew=
gészértékii modellnek, mert nem rdcspont, ezaz a P ponthoz
a vdltozdk nem egésmértéke tartozik. Olyan megolddst kell
tehdt keresniink, amelyben a vdltozdk egészértckiisége telje-
slil, de természetesen a lehetsdéges legnagyobb /maximum/ cél-
fliggvényérték mellett.

A mfsodik esetben vegyes egészértékil feladatrdl van szé.
Most a Tehetseéges megolddsok I halmazdt az p, dimenzids

guklidészl tér azon nem-megativ x yektoraibdi, €s az 1,
dimenzids euklidészi tér szon mem-negativ ¥ zrdcgpontjaibdl
kongtrudlt /x, y/ vekiorpdrok alketjik, amslyek kielegitik
az A fx, /& b reldcickat. Fzen az L halmazon kereasik s
maximumdt @z adott f /z, y/ oélfiiggvénynek, smelyrsl felw-
tesssziik, hogy korldtes az L feletit.
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Az egészértékil feladatot uwszfogalmezhatjuk egyszeriien
ugy is, hogy az:

it
1o

4

2? 29

feladatot adjuk meg, de eldirjuk, hogy az X vektor egész~
értéki koordindtdira kell a feladstot megoldani. Az x. vdl-
tozdk egéazéridkiiségét [zj szimbdélummal jeldljiik. /Hasonlé

irtelemben jérunk el vegyes feladat esetén, smikor g védltozdk-
nak egy részére irjuk eld sz egészéritékiiséget. A tovdbbigk-
ban d1ltaldban csak a tisztas esettel foglalkozunk, hiszen en=-
nek ismeretében a vegyes feladat is megeldnatd./

]
1N

maX.

Hogyan oldjuk meg a feladstot? A megoldds tobbféle mdd=-
szerrel is lehetséges. Arra nines lehetfségiink, hogy valameny-
nyl médszerrel részietessbben foglalkozzunk.

Ha az elébbi &brdt tekintjlik, ldtjuk, hogy a folytonos
megoldds optimuma /P/ nem ricspont. A halmazt szilkiteni kell.
Ezt ugy végezzilk, hogy alkalmas mdédon megvdlasztott uj kor-
litozd felidtelek bevezetdsével az eredeti hglmszbdl lemetsziink
22y bizonyos részt, E metszéseket mindaddig folytatjuk, amig
epészértékii megolddghoz nem jutunk. Ezt az eljérdst meiszési
modszernek nevezik, smelyet Gomory dolgozott ki.

4 feladatot gyskorlstilsg ugy oldjuk meg, hogy az egész-
értékil megoldds érdekében a feladathoz egy segédfiiggvényt
csatolunk, azaz:

5 f:.(xj e E‘:;) (3 = 3502, _..,n)

és =z optimél*s megolddst az ijl értékekre g:

2 w fa
2 = [ Xs =

e v R a
feltételes szélsd éridkkel keressiik.

; = min,

f""

A feladat megoldasat szimplex mdédszerrel a 41tal
kidolgozoti eljérds szerint egy egyszeri peldén Eeresztul
mutatjuk be.

Legyen feladatunk a kovetkezd: /L. kivetkezd oldalon/

Tadjuk, hogy [xj] az =, valtozd egésméridkét jeldli.

JA megoldasra a Gomcr“-*elg elijdrdst fogjuk alkalmazni, e-
1l6tte szonben néhfény fogaliat kell megismerniink,
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z20 és [xj']
i + 2x4 e 16
£
2x2 - x3 + 3x4 = 20
X +4x + X ﬁ 8
1 3 4
3x1 + Xy 4 Xg o+ 5x4 = max.

Egészrész fiigevé /entier-fuggvén&/ /ejtad: antyie~
fliggveny/. Valamely valds szdm egész részén azi az [g] szim-
bélummal jeltlt fantyie "a"/ maximdlis nagysdgu szdmot ért-
Jjik, amely eleget tesz az:

(6] £ = kikotésnek is.
Pl
(1 =5
[-4] = -4
0,21 = o
[-0,2] =-1
473 = 1
[-4/3 = -2
Az "a" velds szdm tort részén az:
a =~ [a]

kifejezés d1tal definidlt szdmot éritjiik.

Ha az igy nyert t6rt részt "t"-vel Jeldljilk, erre nézve
az adott definicid slapjdn feltétleniil teljesiil a:

0% tel reldeid.

Most bevezetjilk a Gomory~féle metszet fogalmit. Az adott:

<
81¥7 + 8o¥p + eee + 8, = b
egyenlitlenséghez rendelt Gomory-féle metszeien a:

>
tlyl ) 5 t2¥2 + eses + tnyn = t
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egyenldtlenséget értjilk, amelyekben a tl, tosesey tn nem-
negativ skaldrok, az 819 85y evsy 8y egyiitthatdk tort része~
it (a - [8])} Jjelentik, & + pedig a b tort részét (b - ﬂﬂ).
0ldjuk meg tehdt sz elébbi feladatot:

A feladatot elsé lépésben /szokds mondani I. interdciénsk
is/ megoldjuk folytonos modellként, a kivetkezdk szerint:

Xl x2 X3 X4
uy 1 0 0 2 16
u, 0 2 -1 20
u3 1 0 4 31: 8
-2 3 3 i 5 0
xl I2 X3 H2
up { =1 ~4/3 ~2/3 -2/3] 8/3
Xy o] 2/3  =1/3 /3] 20/3
ug -2/3 13/3 <1/3| 473
-z 3 =7/3 8/3 =5/3|-100/3

uy -1 =2/3 =11/3 ~1/3 4/3
X 0 2/3  =1/3 1/3| 20/3
Xy i =2/3 13/3 =1/3 4/3

=L

-z -3 -1/3 =31/3 =2/3} =37



& 18T ..

Amennyiben most x.-nek nem kellene egeszertekunek lenni,
megkaptuk velna sz optimdlis megoldast. Ugyancsak optimde-
lis lenne s megolddsunk, he minden x. érték egészériéki veol-
na. Mivel azonban x, Es x4 mem egészéricki, folytat-
ni kell a szdmoldsts

Tekintsilk eldszor az X védltozdt.

Képezzik az X, ~hez rendelt Gomory=-féle feltételt az utol=
86 szimplex tdbldzat x,=hez tartozd sordbdl, azaz:

- {8 B (4 Bk
4[]

‘azaz az X, sorban 16vS egylitthatdk €s egészéridkeik kozotti

kulonbsegnek a hozzdjuk tartozd vdltozdkkal alkotott szorza-
14t képezzik, majd ezek Usszegét, és azt keressuk hogy e se-
gédcélfiiggvény értéke ne haladja meg az i [xl értékeket.

/Vagyis tulajdonképpen a z’ = =(x, - éy = min. feltételes
szélsd értékkel keressilk az optimdIis mefolddst./

Igy tehat kapjuk, hogy:

oy () (B ) o (3o 2) 2
:(%‘ = 1) ’ vagyis:

ezt ~l-gyel beszorozvs, a reldcid irdnya megvdéltoztathatd,
tehdt:

; : ! 1 2 £ 9
Urllg =S Ea=~F i~ =3

Az utoled szimplex tdblézatban iktassunk be egy sort, -~
jeldljilk ezt Eaugyel Jkszi/. Tehdt:



u3 x2 xB Uy b
v | =l =2/3 £11/3  -1/3 4/3
=%l o s ams  an 20/3
x | 1 =2/3 13/3 -1/3 4/3
a5 | B A 2a | an
-z | =3 -1/3 -31/3 -2/3 | -373

A dudl szimplex médszerrel szadmolunk iovdbb. Kovetkezd
tdblézatunk:

u3 Eq x3 Xy b
uy -1 -2 -3 1 2
14 0 2 =1 -1 6
X 2k -2 5 1 2
e 0 =3 1 2 X
-7 =3 -1 =10 0 =37

Tehdt optimdlis tdbldzathoz jutottunk, a feladatot megol=-
dottuk, A megoldds s tdbldzatbdl leolvashatd. Ldtjuk, hogy
a valtozdkra epgészértdki megolddst nyertiink.

Természetesen a Gomory-Fféle eljdrdst mindiaddig folytat-
Juk, ameddig az egdamdridkiiség feltétele nem teljesiil /ha
van egydltaldn megoldds/,

Megjegyzés

A probléms bonyolultabb vegyes feladat esetén.

Al%sldban a dudlis szimplex mddszert célszeri alkslmazni,

A Gomory-féle meiszézi mddszer gyakerlati alkslmazdsiénil
szémiFistechnikal nehezsegek léphetnek fel, s nagyméretii fel=
adatok megolddsdnil kerekitésl hibdk miatt igen megbizhatat-
lan eredmenyre vezethet. Ezért az utdbbi iddkben eldtérbe ke~
riltek a kombinatorikus médszerek., Ezeknél donté szerepet jdt-
szanak bizonyes kombinatorikus megfontoldsck.
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Néhdny szdt a kombinatorikus médszerekrsl
Eléggﬁk

8./ Nemessk linedris tipusu feladatok megolddsdira alkale-
masak, hanem egyéb, nemfolytonos problémik megolddsdra is.

b./ Kerekitési hibdkra nem reagélnak olyan érzékenyen,
mint a metszési mdédezer.

¢./ A kombinatorikus mdédszerek eldnyei leginkdbb g 0 = 1
értékil vdltozdkkal vald szdmoldsndl domborodnak ki. Ez mnem
jelent lénveges megszoritist, hiszen bdrmely diszkrét vdlto-
z6 vizagdlats visszavezethetd 0 -~ 1 értéki vdltozdkra, pl.-
géptechnolégia 1, 2, 3, 4, stb. vdltozatban, illetve a vdlto-
zok szdms cstkkenthetd, ha azt a bindris szamrendszerben ir-
juk fel.

legyen feladat a kbvetkezd /hdtizsdk probléma/

Fgy gvalogturdzd n kiilonbszd tdrgybdél kivdnjs felazerelé.-
gét kivdlasztani, ugy, hogy a lehetd legnagyobb éridket vi-
hesse magdval. Korldtozd feltétel csupén az Osszsuly / amit
képes elvinni/.

A tdrgysk nem dsrabolhatdk.
Feladat:

Yy» Yoo 3«’3: :9'4’ 351 >=. 0 33 = [VJ]

Sily 167y + 15v, + 1373 + 9v, + 59 € 25 xg

Erték 2031 + 1532 + 8y3 + 1034 + 8&5 —» max.
A feladat értelmében /;g;ig%g;giiggg_gg;:angben felirva/
az aldbbl lehetéségek adddnak faz otféle valiftozd oziil melyik

szerepel vagy nem szercpel a csomagban/:

[oc000] (0) [10000] (20)
[oco0LT (8) [Lo001] (28)
[o0010] (10) [1001¢] (30)
(00011 ] (18) [1o011]
[oow00] (8) [0200]

. [oo101] (16} [iozo1]



™

foo11d) {18) fio11d]

foo1137 flo11i1)
[Prood {15) [1100q]
[o1001] {23) [L1001]
[pic1d {25) Rio1d
B1io1d] L1011
1109 {1104
P1iodd [I1101
forr1g f11:g
P111d fl1113

Az elfogadhaté megolddsokat famelyek g sulykorlditnak ele-
get tesznek/ alahuztuk, g kiszdmitottuk és mellé irtuk s hoz-
zd tartozé eélfiiggvény éridkeket.

Tehd t

Osszesen 32 féle megoldds koziil 13 féle megolddst taldl=-
tunk, amely a feltételeknek /sulykorldtnak/ eleget tesz.

A legnagyobdb célfiiggvény érték 3o az 1,0,0,1,0 vektorndl
taldlhets, tehdt az elsd és negyedik tdrgyat célszerii g
hitizsdkba pakolni, igy s suly 1649 = 25 kg é€s az elszdle
lithaté érték 20+10 = 30.

Ez az eljdrds szonben s gvakorlatban nem slksglmazhatd. U=
gyanis, ha a vdltozdk széms 50 /s ez 0O = 1 értéki feladatok-
ndl nem is nagy feladat/, sz tsszes lehetSsdégek gzdms 1013

ami midr igen negy szdm. Ha egy nagyteljesitményi szdmoldéberen-
dezég masoapercenkent 1000 megolddst tudna szédmbavennl, akkor
is 36bb, mint 25000 ev,\ tartana a vizsgdlat.

Ezért E§g£$g$j_;gg§§mlgg§§t szoktak alkalmazni. Ittt a8 lexi-
kO?"""‘flkHS elisrss hel‘,‘ei‘t eg@' :\,“an.zg tott graf pontosab’ban
egy in nvitott fa segitsé geve; vegezzik el a rendezest. Bz
lehetéve tesz alkalmas kitérdket, ledgaztatdsokat.

A médszer tovdbbfejlesztéselént tekinthetd a gzetvdlasztds
és korlditozds médszere. /Ereket Krekd B. OptimumsSzamitas c.
konyvében /Kozg. €8 Jogi Konyvkiasdd, 1972./ az érdekldddk
megtaldljdk. /
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Vegyes feladastok megoldhatdk particiondldssal is, amely~-
r8l a fenti konyvbdl szintén tdjékozddhatunk.

Q%akorlati szdmitdsok sordn, ha vegyes feladattal dllunk
szemben, ¢8 az egesSzertekil vdltozdk szdme nem nagy, vagy

tiszta egégzértékll feladatndl nem negyszdmu vidltozd esetén

alkalmazhatdé a kivetkezd megoldds:

8./ Megoldjuk s feladatot folytonos problémaként.

b./ A kapott eredmény kornyékén egészértékii megolddssoro-
zatot szdmolunk. Ilyenkor g vdliozdk egészértékiiségét egyen~-
letekkel irjuk el a folytonos megoldds kornyékén. Ezt az el-
jérdst dltaldban skkor célszeri alkalmazni, ha az adott gzd-
mitggéphez egészértékii megoldd programmal még nem rendelkes~
ziink.

Teld. Nemlinedris prograsmozis

Eddigi vizsgdlstaink sordn mind s feliételeket, mind pedig
a célfiiggvényt linedris formdban adtuk meg, vagyls azzal &
feltételezéssel éltiink, hogy mind s felf{ételek, mind s célfiigg~
vény a vdlitozdk linedris flggvénye. A linedris kapcsolatok
feltételezése viszont miAr onmagdban is a valdsdgos gazdasagil
problémik leegyszeriigitését jelenti. A pazdssdgi problémsk
8ltaldban sokkal bonyolultebbak €s gyskran nem tudjuk azokat
linedris modellel jellemezni.

Gondoljunk csak egyves termékek drdnak alekuldsdra. A pri-
mér zoldségfélék dra kezdetben, - smikor még azokbdl kevés
taldlhatd 5 piacon - igen magae, majd késSbb ~ ghogysn a pia-
el kindlat novekszik -~ egyre csidkken. A paradicsom Zrs kez-
detben ~ amikor még esak iiveghdzi paradicsom taldlhatd a pla=
con = lBo=200 Ft is lehet kg~onként, majd sz drak 4llandd
catkkenése tapasztalhatd fesetenként lehetséges természetesen
hulldmzds is/, s végiil lo=20 Ft-ra is lecsdkken, fiiggfen a
terméstél. Késdbb - szezon végén - ujabb emelkedés tapasztal-
haté. Ha pl. a parsdicsom = vagy hasonld termékek = évi dru~
termelését és adtlagdrdt Csszehasonlitandnk, azt tapasztale-
nink, hogy az dtlagdr nagymértékben fiigg a termelt mennyiség-
t61: amikor kevesebb terem, akkor drdgibb, bévebb termés ese~
tén olesdébb. Az éveket a termésmennyiség szerint sorba rendez-
ve, tendencidjdban az alibbi &sezefiiggést figyvelhetnénk meg
/18. &ébra/. /[ldsd kidvetkezd oldalon./

Az egységdr /vagy dtlagdr/ csidkkendse kiovetkeztében nyil-
vénvald, hogy a paradicsomitermelésbél eredl drbevétel sem a-
rényos a termeléssel, vagyis a termésmennylség és az drbevé-
tel kozott nem linedris a kapcsolat, hanem csckkend, ugyneve=-
zett degressziv Gsszefiiggés a jellemzd, amit a 19. 4dbra szem=
léltet.



atlagar A

"
> termes

Az dralakulds lehetaéges tendencidja
18, &bra

&rbevétel

- termelés

Az drbevétel lehetséges tendencidja

19. abra

De a termelési kéltségek sem grényosan vdltoznak g ter-
melt termékmennyiséggel. PEldddl amig nem szukseges uj be=
ruhazas, addig a termelés mennylsegenek ntvekedésével g ter-
mésndvekmeny kiltsége cso&keno, ezért az Ogszes kiltség nive-
kedése lasgubb utemu a termelés novekedésénél, azgz ilyenkor
koltsegdegre5321ova¢ taldlkozunk, a 20. ébra szerint, /ILdsd
. kdvetkezd oldalon./
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kb’l‘tség \ V4

—» termelés
Kdltségdegresszid

20, dbra

Elé6fordulhat ennek az ellenkezfje is. Ha példéil az ex=
port novelésére toreksziink - éppen s kindlat ndvekedésének
hatdsaként elddlld Arcsbkkenés miatt ~ a devizaszerzés no=-
vekedése a hazai rdforditds gyorsuld ntvekedését igényli a
2l. dbra szerint:

Hazgli A
rafor-
ditdsok

deviza=-
= forgalom

Novekvd kdltsépgek
21. &bra

Nem nehéz beldini, hogy az drbevétel és a kiltségfiige-
vény, valamint mds tenyezdk hatdsaként a termelés és a jo-
vedelem kidzdtt sem linedris a kapesolat. De a munkaerdfel-
hagzndlds, a gépfelhasznilis £s az anyegfelhaszndlds sem
arédnvos a termelés volumenédvel.



A gezdaségl vizsgdlatck sordn tehdt dltalaban nemlined-
ris Osszefiiggésekkel dllunk szemben.

Ha a meatematikal programczdsi azm:

44 /x/ Ee
o2/ 50

T T T ; f /x/ = max.
onlel S0

dltalénos formdban fogalmazzuk meg, ez a felirdsmdéd mir
nem jelent semmi megszoritdst. Mivel nem adtuk meg a konkret
fiiggvényt, csak a fiiggvénykspcsolatot jeleztiik, ez a modell
sppugy jelenthet linedris programozdsi modellt, mint vala-
milyen nemlinedris programozisi modellt.

Mielétt néhdny pemlinedris proersmozdsi feladatot konkré=-
ten megismeriink, az elobbiex elienere 18 célszeru kilemelni
a linedris programozds jelentdsépgét a kovetkezSk miatt:

8./ Elméletileg a linedris programozds van leginkdbb ki-
dolgozva.

b./ A kiilonféle nemlinedris programozdsi feladatok megol-
ddsdra kidolgozott mddszerek legttbbje valamilyen formdban
gzintén a linedris programczdst heszndljs.

¢,/ Elméleti kidolgozdsa és egyszerii kezelhetdsége miatt

a gyakorlatban leginksbb a linedris programozds keril alkal-
M&ZA STH.

Ta3.1l. Konvex és konkiv programozig

Emlékerzzink, hogy a 2.2.10 pontban a vektorok és matrixok
linedris kombindcidival kapcsclatban azt mondottuk, hogy ha
a skaldrszorzdk Osszege egy, akkor konvex linedris kombind-
eldrdl beszélimk.

Lz X5 € En és x5 € Enrpontok £1tal meghatarozoit szaka~-
szon tehdt azt az /Xy, %,/ szimbélummal Jeldlt szakaszi
értjilk, amely tartalmazza sz x, és &z X, Usszes konvex line=-
dris kombindeidit. Ezt szimbdlikusan s kovetkezdképpen
irhatjuk fel:



/s B/ = {E|x=XE + kEp, k 20

]
)
e s

»

>
ky = 05 Xy + Kk

Egy T /x/ fliggvényt konvexmek nevesziink, ha tetszdleges
X és X, - esetén:

T /x5 + X/ T /% + 2[5,/

{[FaN

teljesiil.
2 2

Ez egydimenzids fliggvény esetén azt jelenti, hogy a fligg-
vénynek megfeleld gbrbe két tetszdleges pontjdt osszekitd e-
gyenes szakasz minden felezd pontja a gorbe felett van, mint
ezt a 22, dbra szemlélieti.

ka1

Konvex Tliggvény
22, abra

Természetesen ugvanez igaz a két tetszdleges pontot doz~
szekotd teljes szakaszrs is faml az dbrdbdl is lathatd/.

Ha a fliggvény bdrmely két pontjit véve fel, mindig a:
il /51 + Ea/ T /%1/ # /_};2/

&
2 2




T

, szigoru egyenldtlenség érvényesiil, szigoruan konvex fiigg-
yényril beszéliink. Ugyanakkor a 23. 4brdn 13THATG Szakaszons
kent linedris filggvény konvex, de nem smigoruan konvex, hi-
szen & fuggvenyen olyan pontok is felvehetdk, ahol a:

T/ + X/ T /xS + T [xy/

2 2

.
>

Smakaszonként linedris fiiggvény
23. &abrs

Egy fligegvény /szigoruan/ konkidv, ha negativja /ezigoruan/
konvex. A linedris fiiggvény egyszerre konvex €s konkdv.

Az &5 /x/ £ 0 feltételekben szerepld & /z/ fiiggvényekrsl
konvex, vagy konkdv progrsmozdsi feladst eSetében feltételez~
ziik, hogy konvex fiiggvényvek, Ez a feltevés biztositjs, hogy
a lehetséges progrsmok K halmaza konvex halmaz. Ez elsGsor-
ban a matematikai kezelhetScég érdekeben fontos, de gyakorla-
ti szempontbdl nem jelent megszoritdst. Ha az #4i/x/ fiiggvények
linedrissk, abban az esetben a lehetséges programok halmaza
konvex polihedrikus halmgz, ami kétvdltozds esetben soksziget
jelent.

A 24-26, &brdk a korlditos, s nemkorldtos konvex, valamint
a nemk7nvex halmazokra mutatnak be példdt. /Idsd kovetkezd ol-
dalon.

A lehetséges programok halmazdnak konvexitdséra vonatkozd
dllitds konnyen beldthatd. Ha ugyanis x; €8 x,-re:
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N
QD"

Korldtos konvex halmez
24, dbra

7/

Nem korldtos konvex halmaz
25, dbra

\

=

e

Nemkonvex halmgz
26, &bra
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‘1/3_51/ f‘ O, ’2/}_1/ § Oyanesy ¢ m/}_c:]_/g 0, és a
® 2/ 30, @,/x5/ % 04euey & /x,/ 8 0 teljesil,akkor:

.+ &g

= -re az &, 02“." ®.

figgvények konvexitdss folytén:

1%, + X/ | e1/m/ + @i/5/ oD
Qi ” < : < - = 0, vagyis az
X + X5

is lehetséges program.
2

Konvex programozdsi feladatben az f/x/ eélfiigpvény konvex,
vagyis feladat s konvex fiiggvény maximsTlizgldsa, amivel viszont
egyenértékil a konkdv fiiggvény minimslizidlise. Hesonldéképpen
konkdv feladatban konkdv célfiiggvényt maximslizdlunk, vagy ez=-
zel egyenériékili a konvex célfiiggvény minimalizdldsa.

Amikor linedris programozdsi feladatot szimplex mdédszerrel
oldunk meg, ugy jdrunk el, hogy s feltételek dltsl meghatdro-
zott konvex poliéder szomgzédos csucspontjain haladunk végig
olymdédon, hogy mindig a célfiggveény szempontjdbdél jobb, szomszé-
dos csucsot keresgsiik. Ha ilyet mdr nem taldlunk, gz gdott csucs-
ponthoz tartozd pregram optimdlis progrsm. /A lehetséges prog-
ramok kézdtt nem taldlunk olyat, amely 8 kérdéses programnil
Jjobb volna a célfiiggvény szempontjibdl./ Az optimum tehdt 1li~
nedris programozds esetén mindig csucspontban van, mégpedig
olyan csucspontban, amelynél a szomszédos csucspontok a cél-
filggvény szempontjébsl nem jobbek. Ebben az esetben tehdt az
a program, amely kornyezetéhez képest optimdlis /lokslis opti=-

s 8z Osszes lehetséges programok kozott 1s optimalis 751 -

bélis optimum/. Elegendd volt tehdt az optimum keresése sordn
a polidder hatdrdn maradni.

Altaldnos esetben konvex halmazokndl csucspont helyett ext-
remilis pontokat vizsgdlunk. A konvex halmaz extiremdlis pont-
Jjén értjik az n pontot, ame nem belsd pontja e tlen
g halmaz pontjaiboél 411¢ sgzsgkasznak sem.Ilyenek & konvex




- 283 -

sokszog csucspontjai, a ktr keriiletli pontjai, sib.

Egy adott kovex halmaz tetszdleges pontja elddllithatd
extremdlis pontjsinak konvex linedris kombindcidéjaként. E sze-
rint egy tetszdleges x ponthoz felvehetfk olyan Zys Epseees
X, extr(}mélis pontok €8 nemnegativ kl, Kpyaeey kp /E§+k2+...+

“k = 1/ skaldrok, hogy:

b

x = klx_l + kzx_2 + see + lﬁ)%)

teljesiiljtn. Példdul a24.4brén.

SR E- RS §

Egyszeriien lehet bizonyitani szt is,hogy a konvex f/x/ cél-
fiiggvény esetén az optimum extremflis pontban is elérheds. Ha
ugyanis x optimdlis program, X1y Eps oo -I-p a lehetséges
programok konvex halmazdngk extremdlis pontjai és kl’ kz,...kp
nemnegativ skasldrok, akkor:

X o= kgx) + koXy + e +kpgt_p es

k1+k2+...+kp=1

€8 a konvexitds definiciéjdbél sddédik, hogy:
£
T/x/ = £/i0%) + KoKy +...+ kp%/ = klf/g:_1/+k2f/x_2/+...+kpf/§¥/

azaz nemcssk a gdrbe két tetszdleges pontja dltal meghatdro-
zott szakssz, hanem a girbe tetszSleges pontjal dltal meghatd-
rozott sokszidg is teljes egészében a giorbe felett fekszik,

He viszont gz Zys Epseoes EP extremdlis pontoknak megfele-

16 célfiiggvényértékek kisebbek 1en.nének, mint f/x/, vagyisfky/
</x /[ £/xy/ < £/%/5ees, f/;p/t. f£/x/, skkor az eldbbi egyen~-

16tlenséghdl kivetkezne,hogy:
W TLASE F AWAL IRV SV +kpf/£p/<k1f/3:_/+k2f/§/+. oot

+hpT/x/ = £/z/

ami ellentmondds.
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Hesonld okoskoddssal lehet beldtni, hogy konkdv célfiigg-
vény esetén s lokdlls optimumot szolgdltatd program egyszer-
smind globdlis optimum is /és szogoruan konkdv célfiiggvény
esetén csak egy optimdlis program létezlk /.

A 27. &brén K konvex sokszog adjs a lehetséges progra-
mok halmazdt, s keresgiik az f/x/ konvex fliggvény maximumit
adé programot. A célfiiggvény nivivonalait megrajzolva, lat-
juk, hogy az A pontban egy lokalis optimummal rendelkesziink,
/a lokdlis optimum nem feltétleniil jelent globdlis optimu=-
mot/, azonban s globdlis optimumot a B pontban taldljuk
/27. dbra/.

f/y = P4
£/x/ = P3
£/x/ = P,

t/z/ = Py

T

e

——
/PI<P2cPB<P4/

Konvex programozis
27. abrs

A 28. és 29, dbra a konkiv maximslizdlds két esetét
mutatja be. Egylk esetben s célfiiggvé abszolut maximue~
mét /ha semmilyen korldtozd feltétel nem volna/ a lehet-
séges programok halmezdn kiviil teldljuk. Ekkor sz optimum
a lehetséges programokat tartalmazd konvex soksztg hatdrsn
van, ha nem is feltétleniil csucspontban. A misik esetben

a celfiiggvény abszolut maximumdt bels$ pontban talaljuk.
Ilyenkor az optimum is bels§ pontban van.

A gyakorlatban dltaldban linedris feltételek mellett
konvex célfiiggvény maximalizdldsdra, vagy konkdv célfiigg-
vény minimalizdldsdra keril sor.
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(7

2/x/ = Ty
t/x/ = Py
£/x/ = B

/P1<P2(P3/

Konkdv programozds
28, &bra

\ 4

Konkdv programozds
29, &bra

v



- 286 =

Tlyen feladatok megolddsdangk egzakt mddszere, amikor
meghatdrozzuk a linedris feltételek dltal meghatdrozott kon-
vex poliéder dsszes csucspontjait, majd kiszamiiva az ezek-
hez tartozdé célfiiggvényértékeket, kivdlasztjuk azt a csucs-
pontot, amelyhez s legnagyobb célfiiggvényérték tartozik. Ez
lesz az optimdlis program. Mivel azonban viszonylag kevés
feltétel mellett is nagyon sok a csucspontok szdme, ez az
eljdrds nehézkes.

A gyakorlatban inkdbb szt az eljdrdst kovetik, hogy vé-
letlenszeriien vdlagztanak egy csucspontot. Az ehhez tsrto-
zé szimplex tdbldzat alapjdn transzformdcidkat végeznek
/hasonléan, mint a linedris programozdsnil, dttérés szomszé.-
dos csucsra/, mindaddig, amig s célfiiggvény értéke javite
haté. Igy egy lokdlis optimumhoz jutunk. Ezt a folyamatot
t6bbszor megismételve, a kapott lokdlis optimumok kdziil ki-
vdlasztjuk a legjobbat, s ezt a progremot optimdlisnak fow=
gadjuk el. Hogy a folyamatot hdnyszor ismételjik meg, az
figg a feltételek és a vadltozdk szamdtdl.

A konkdv maximglizdldsi felsdatrs kidolgozott dltald-
nos médszerek gltaldban kozelitd médszerek. /Kivéve g kvad-
zﬂiiggg_géliﬂggxﬁgx esetét, amelyre véges eljdrdsok is van~
nak./ E médszerek egy részenél egy lehetséges programbdl
indulunk ki, majd keresiink egy olyan irdnyt, amely mentén
haladva a program jevithatd, azaz a célfiiggvény értéke no=-
velhetd. Yy ilyen irdny mentén asddig a pontig megyiink, a-
meddig a célfiiggvény ériéke nbvekszik, vagy amelyen tul el-
hagyndnk a lehetséges programok halmazdt.

EbbSl a pontbél ismét keresiink egy olyan irdnyt, amely irdny-
ban haladve a célfiiggvény nivelhetd. Ezt addig folytatjuk,
amig taldlunk olyan irdnyt, smely mentén a célfiiggvény érié-
ke novelheté. Ha ilyen nincs, az adott pont opt lis megol-
dés. A tovdbbhaladds irdnydnak meghatdrozdsa vagy egy line-
dris programozdsi feladat megolddsdt igényli, vagy alkslmas
gzimplex t4bldbdl olvaeshatd le. A mdédszert a hatékony ird-
nyok mddszerének nevezik. Szemléltetését a 30. abran mutat-
Juk be. /Idsd kovetkezd oldalon./

T.3.2. Konvex és konkdv programozisi feladatok megoldd=-
B5a_srakaszonkent EinearizaIi modellel

Olyan progrsmozdsi feladatok esetén, amikor a feltételek
linedrisak, de a célfiiggvény konvex, vagy konkiv, egyszerii-
en tudunk kdzelitden kielégitd megolddst nyerni a kdvetkezd
eljérassal:

Helyettesitsik az fj/xj/ konvex /vagy konkdv/ filiggvényt
egy hur poligonjdval. E poligon minden szakaszihoz bevezetiink
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Hatékony irényok mdédszere
30. &bra

egy-egy uj] vdltozét, amikoris az fj fiiggvény a kovetke-
z§ formdt nyeri:

2 /My /
1
my1%5y0 ba O x; § by, ahol myy = ha_lil_ = tg ol g,

£/ /-f/ M/
2.4 ,.h_d?_E_.'ll_
s mjlhj1+m32xj2’ha hjl xjfhjz,ahol m;12 2 - Bp1

mjlhjl + mjzh32 + ese + mjkxjk, ha hjk-l & xj < hjk'

Szemléletesen mutatja ezt a 31l. &bra. /Ldsd kovetkeszd
oldalon. /

Természetbesen:

£, K. -
Mgy = Wyp T ees = Mgy ha fj/xj/ konvex fiiggvény /alul

rél konvex fiiggvény/ és

mgy ¥ my, 2o mys ha £3/x/ konkév figgvény /feliil-
r§l konvex/.
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f/hjll
> X
hyy hio Bk
Szgkaszonkénti linegrizdlt konvex filiggvény
31. &bra
Az : X 2 o
axfy
= >
T /xj/ = extrém
J=1

feladatban most az x, vdltozd sz x + Xyp t oeee Xy B28-
kaszvAltozdk ssszegévell helyettesithdts az £y/xy/ 0% oél-
fiiggvény pedig az mjlle + mj2xj2 + eae + mjkxjk tsszeggel,
hiszen ha az X3 vdltozd bekeriil az optimdlis programba, akkor

< s £

vagy xj = hjl' s gkkor x; = le, vagy hjl - xj 2 hj2’ g akkor
x5 = hjl + Xy0, ég igy tovdbb, s ekkor a célfiiggvény értéke
mjlle illetve mjlhjl - ijij' atb.

A feladat igy linedris programozdsi felasdattd alskul 4t,

amelyet a szimplex mdédszer valamelyikével meg tudunk oldsni,
g ezdltal az eredetl feladat egy kidzelitd mepgolddsdt kapJuk.

Példaként tekintsiink két egyszerili feladatot:
Legyen feladatunk az:
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v
=]

T %5

xl - 3x2 = 21

iy

211 + 412 40

3x§ + xg + 2x2 = min,

Vizsgdljuk meg eldszdr a feladat érielmezési tartomdnydt.
A Exl + 4%, = 40 feltételbdl kivetkezik, hogy ha X, = 0,

akkor xg T 26 és8 ha X = 0, skkor X, b 10 és az X i [°} miatt
0¥z 520 s 0% 2‘10

Az értelmezési tartomdnyokat bontsuk fel 3, illetve 2 sza-
kaszra g kovetkezdk szerint:

o IR - = ) X3  *o2 ‘

xl + '3 - X
6] 7 14 21 (o] 5 10

A 3x§ és az xg + 2x, konvex fiiggvények, amelyek meredek-
sége az Xy ésa x5 résztartomdnyaiban a kovetkezd:

xllo ¥ 14 21 x, |0 5 10

f/xlllo 147 588 1323  f£/x,/|0 35 120
m 21 63 105 m 6 17

Most a feladat kozelitd megolddsédhoz a kovetkezd linedris
programozdsi feladatot adhatjuk meg:

nv

iy  Ege U Eqgy  Fegs Koo

ny

Xq t X0 + x13 + 3x21 + 3x22 21

v

2x11 + 2x12 + 2x13 + 4x21 + 4x22 40

By =T LwLfidn e RS54

1,2

Sl Somgg voling b Sy % Ly Se G
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A feladatol szimplex médszerrel most mdr meg tudjuk ol~
dani, hiszen linedris programozdsi felsdattgl dllunk szemben,
Nyilvdnvald, hogy a megolddst:

Il = xll + Xlz + 113

X5 Koy + Xpo adja.

Hasonléképpen Jarunk el konkdv feladat megolddsa sordn is.
Eermészetesen a szakaszoknak nem kell feltétleniil gzonosgknak
enniiik.

Megjegyezzik, hogy mezfgazdasdgl feladatok sordn a vdlto~-
zéknak szakaszvdltozdkra torténd felbontdsdt gyakran célszerii
alkglmezni. Ilyenkor nem is mindig egy ismert nemlinedris cél~
fiiggvénybSl indulunk ki, hiszen azt sokszor nem is ismer]itk.

A felbontds lényege €s eredménye azonban lényegében ugyanaz,
mint amikor egy ismert nemlinedris célfiiggvénnyel dolgozunk.
Tegyiik fel, hogy valamely novény, pl. buza termelését Je-
lenti. Tételezzilk ~ fel, hogy a bizs Osszes teriiletére felsd
korlétot irunk eld, mondjuk l2occ hs-ban. Ha csak 800 ha bii-
zdt termelnénk, akkor gzt a legjobb talajon termelhetnénk. Az
ezen feliili termelést azonban kevésbé jé talajon tudjuk csak
biztositani. Mdris két szskeszvdltozdéra kell bontanunk x- =-et.
De lehetséges, hogy 8oo ha=on beliil essk 6oo ha terﬁletr& ele~
gendd vetdmaggal rendelkeziink a legbSvebben termd fajtdbdl.
Ekkor mér hdrom szakaszvidltozdra van sziikségiink. Tovabbi bon-
tds vdlhat sziikségessé s miitrdgyaigény biztositdsa, a gépesi-
tés megolddsa, 6ntozdtt vagy szdraz termelés, stb, szempontjde-
bél., E meghontds szerint természetesen mds lesz az egyes sza-
kaszvdltozdkhoz tartozd célfiiggvénykoefficiens is, azaz az
adott novénynél nemlinedris celfﬁggvénnxel dolgozunk, de sza=
kaszonként linearizdlt megkdzelitéssel oldjuk meg a feladatot.

Ilyen esetben természetesen eltér§ lesz szaksszonként a
munkaerdszilkséglet, gépsziikséglet, stb. is, azaz a feltétel-
rendszer sem linedris, de szakaszonként linearizdlt megko=
zelitéssel oldjuk meg. Mint 1lafjuk, a feladat ilyen megkdzelis-
tése gyakorlatilag igen hasznos, €és mivel szdmitdstechnikais=
lag nem jelent kiilondsebb problémdt, igen JS61 alkalmazhatd a
mezdgazdasdghan.

Te3.3. Hiperbolikus programozis

Hiperbolikus programozdsrdl beszéliink akkor, ha linedris
feltételrendszer /egyenletek és egyenldtlenségek/ nemnegativ
megolddsait tartalmazd L hglmgz felett olyan raciondlis
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tortfiiggvény maximumét keressiik, smelyben mind a szgml4lg,
mind g nevez{ legfeljebb linedris. A hiperbolikus programo-
zdes altalanosan a kovetkezdk szerint fogalmazhatd meg:

ny

1M
=]

I=

z
L1ES
g/z/
shol az f/x/ és g/x/ legfeljebb elsd foku polinomok, azaz
legfeljebb linedris fuggvények. Hs torteénetesen s g%x? nul-
lsdfoku, akkor linedris feladatrdl van szé. Ha sz £/ nul-
X & P e
ladfoku, gkkor sz 2757 fiiggvény adddik, viszont az 757

b

hd T

I

maximum

N
it
IH
]

maximumot a g/x/ =min. kielégiti, tehdt a probléma ilyenkor
is visszavezethetd kizitnséges linedris programozgsra.

Az f£/xz/ és g/x/ fliggvényeket részletesen fellrva, a kovet-
kezd dltmldnos formdt kapjuk:

T,
plxl + PpXy teeet ann o po P X~ D,
z = = ————

y E =
lel 4 021:2 teeot cnxn Co X - o

Tulajdonképpen a probléma t5bb célfiiggvény szerinti opti-
malizdldst jelent, hiszen a feladatban két célfiiggvényiink
van /mégpedig két linedris célfiiggvény/, & azt kivdnjuk biz-~
tositani, hogy hdnyadosuk s lehetd legnagyobb értéket /maxi-
nmumot/ vegye fel.

, & hiperbolikus elnevezést az indokolja, hogy az egyvdlto-
zds:

PX - D,
¥ =

cx-co

linedris turtfiiggvény képe az /x, y/ sikon hiperbola.
Szemléltetésképpen néhdny fliggvény grafikus dbrdit mutatjuk
be / 32. ébra/?



Hiperbolikus fiiggvények
32. dbra

H /x ¥ 1/ b/ 3=3§t1; /x*l/
H [x #1/ a/ Y = %:—1’—% 3 /X #=1/
jly |
|
b/ 1 [ gl
J R
BEEEE | P | Lle SR,
T ] ¥ =1,5
L l\\ I L L P
L] T \ I L} L E
D IJ;=-:L
|
T\
|
|
a/
N oty
/|
0T
#
// | =
: _|/7=_1,5
At
| X
x=1,/]
i
L
|
|
|
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A hiperbolikus programozis glkalmgzdsdra sokszor van
szilkeég gyakorlati gazdasdgi szdmitdsok sordn. A mezdgazda-
sdgi védllalatok & lehetd legnagyobb jovedelem elérésére ti-
rekednek, de nem mindegy az sem, hogy ehhez milyen Aron Jut-
nak. Lehet, hogy & maximdlis jovedelemttmeg elérése igen sok
glémunka~-rdforditdet vagy jelentfs beruhdzdst igényelne. Nem=
cagk a jovedelem itomege az irdnygdd, hanem azt is vizsgdlni
kell, hogy milyen a jovedelem és a koltségrdforditds viszo-
nya, azaz egy forint k6ltségre mennyi jévedelem jut, illetve
az eldbbieket véve alapil, egy forint beruhdzdsssl, egy fo~
rint munkardforditdsssl, egy dolgozdval, stb. mennyi jovede-
lem érhetd el, stb. Altaldban is a mezdgazdasdgi vdllalstok
/és mds vdllalatok/ tevékenysége nem itélhetd meg egyetlen gaz~
dasdgi mutatd alapjdn, illetve a vdllalat nem egyetlen mutatd
alakuldsdt veszi figyelembe, hanem t6bb mutaid egyideji vizs-
gdlatdra van sziilkség. Er egyben azt is jelenti, hogy a gya-
korlati tervezés /dontésmegalapozds/ sordn dltaldban tobb cél-
filiggvénnyel kell dolgoznunk, és azok abszolut értéke mellett
sok esetben ardnyukrs /viszonyukra/ is tekintettel kell len-
ni.

A gyakorlatban eléforduld hiperbolikus programozdsi felae
datok /amikoris a lehetséges megolddsok halmaza korldtos,
tehdt a halmaz konvex poliéder, és amelyeknél a tort nevezd-
Jje a lehetséges megolddsok tartomdnydban nem zérus/, szimp-
lex médszerrel megoldhaték., /A megoldds médszerét Martos Bé-
la magyar matematikus dolgozta ki./ A4z:

v

£=0

Ax=p}

WA

maximum

|

EE-Q

hiperbolikus feladat induld t£blajét ugyenugy szerkeszt~
jik meg, mint linedris programozédsi feladat esetén, csak
most a tdblédzatban két célfiiggvény sor szerepel, az elsd a
célfiiggvény szdmldlsjdt, a mdsik a nevez§jét tartalmazza.
A pgy illetve ¢ értéket a szamldld, illetve nevezd sordba

irjuk, az eréforrdskspacitdst tartalmazé oszlopba, azaz minte-
ha ezek erdéforrdsok lennének.

Természetesen, ha a feltételek kizttt egyenletek /esilla-
gos sorok/ vannagk, most is képeszniink kell a mdsodlagos céls-
fiipgvényt, s eldszdr e szerint végezzilk a szamoldst, s csak
ennek megolddsa utdn a hiperbolikus célfiiggvény szerint.
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Az induld +t4blézatba még egy sort kell bedpiteni a ko=
vetkezdk szerint:

Ul T T
Fr=p,e ~c,p

A tT koordindtdit s formula alspjdan minden szimplex tdb-
ldzatban ki1 kell szdmitani. A szimplex médszert slkalmazva,
g8 szémitdsokat mindaddig kell folytatni, amig tj >0, azaz

amig a tT vektorban pozitiv elemet taldlunk., A generild ele~
met dltaldban abban az oszlopban vilasztjuk, amelyben a

E? koordindtdja a legnagyobb.

Oldjuk meg gz:

Eys Epy Xg Z 0
<

X) Xy +X5 2 12
= 8

Il +X 3
X, +Xq = 5
2xl+ 4x2 +3x3 - 2

x1+2:5 +Xq 4 3

= maximum

hiperbolikus programozdsi feladatot.
Induld tdbldzatunk a kovetkezd:

J{l 12 13
uy h i i 12
*u, i ) a 8
g 0 1 5
P 2 4 3 2
e 1 2 L -3
#y 1 1 2 13
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A oélfiiggvény felfoghatd mondjuk ugy, hogy a azdmldld-
ban & termelési ériték, s nevezdben g termelési kioltség ta=
14lhaté, tehdt a feladst az 1 Ft termelési koliséggel elér-
hatd termelési érték maximslizdldsa. A oflfliggvény szdmldlé-
jéban 8 konstens tag lehet példdul a pgazdasagli &ltalénos
koltség ~ ami adott €s nem fligg /legaldbbis jelentdsen/ a
termelés gzerkezetétdl. A célfiiggvény nevezdjében 1évE kons-
tans pedig felfoghetd szintén egy fix kidliségként, mondjuk,
hogy a termékek értékesitésébdl adddd kiltségként. /Megie-
gyezzilk, hogy a p, és [ lehet nulla is egy feladatban. I=
lyenkor ezek hely®n az %indulé tdbldban O szerepel, de a
szamitisok sorin s O helyére valamilyen O=t461 kiilonbtzd szd-
mot fogunk kapni./

Mivel médositott normsl felsdattal dllunk szemben, mésod-
lagos célfiiggvényt képeztiink /*zf, s elészdr e szerint vé-
gezziik 8 szamitdst. Ilyenkor a i~ koordindtdinak kiszdmitd-
gédra nincs sziikségiink, csak majd amikor mir a md sodlggos cél-
fiiggvényt megoldottuk és a szdmitdst *~ szerint kell végez-
niink.

Az eldbbi indulé tdblizatbsl a harmadik sor harmadik osz=-
lopdban vdlasztva generdld elemet, a kivetkezd tdbldzathoz
jutunk:

% X, *u3
uy 1 0 -1 7
*u, a1, ol 3
g 0 A A b
Y 2 1 =3 =13
[ 1. 1 -1 -8
*yz 1 =1 =2 3

Mivel tovdbbra is a mdsodlagos célfﬁggvénv,szerint kell
szémolni, a 3? koordindtdit most sem sziikséges meghatdroz-
ni. A misodik sor mdsodik oszlopdbdél vdlasztva generdld ele~-
met, kivetkezd a tdblizatunk:



*uz x, *u3
uy i1 1 0 4
Xy i S =1 -1
Xq 0 1 1 5
P & 3 - -19
=1 2 0 =11
¥y, =1 0 -1 0

' A misodlstos célfiiggvényt megoldottuk, hiszen a mdsodla~-
gos célfiiggvény sordban a csillagos u,~-khez tartozd oszlopo=

. kat kivéve mingen oszlopban nulldt taldltunk. Meg kell tehdt

hatdrozni s i koordindtdits
3T =g’ = opT = =19 [-1, 2, O] = (-11) [-2, 3, ~1] =

- [19’ =38, O] = [223 =33, lﬂ = [—3, =5, -ll]

Az el5bbi t4blézatban tehdt a %' koordinitiit beirva, a
kovetkezlt kapjuk:

¥#u ¥*y

p - 3
uy -1 1 0 4 .
xy 1 o -l
Xq 0 1 1 5
D wf 3 wl -19
¢ =1 2 0 =11
t wif -5 =11 _11:% « 1,78

Mivel g $° koordindtdi kozdtt pozitiv elem mdr nincs, md=-
ris optimdlTs megolddshoz Jutottunk /ha volna pozitiv koor=
dindtdnk, folytatndnk & szdmitdst, eszerint vdlassziva gene~
r416 elemet/. Az optimdlis megoldds:
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T T
zw % 0 5 us=[4,0 0]

Leolvashatdé a tdbldzatbdl az is, hogy e termelési prog-
ram megvaldsitdsa esetén a termelési érték 19 egység, a ter-
melési kiltség 11 epység és 1 forint termelési kiltseggel
1,78 forint termelési érték d1lithats eld. Leolvashaté to=-
vadbbd, hogy a mdsodik termék termelése esetén egy termékegy-
ség 3 Ft=tal emelné a termelési értéket, de egyidejiileg a
termelési koltség is emelkedne 2 Pt-tal. Mivel itt a terme~
1ési érték és a koltség hdAnyadosa 3/2 = 1,5; ez rontand az
elébbi 1,78~as ardnyt, azaz a hiperbolikus célfiiggvény érté=-
két. Ugyanesak leolvashatjuk, hogy a mdsodik erdforrds egy
egységének megtakaritdsa 2 Fi-tal cstkkentenéd a termelési
értéket és 1 Ft-tal a termelési koltséget, Mivel itt az a-
rény 2/1 = 2, ez is rontans a célfiiggvényen. SE% a harmadik
erdforris megtakaritdsa a ktltség csokkentése nélkiil csdk-
kentend a termelési értéket, ami még kedvezStlenebb.

A célfiiggvény szdmldléjdt és nevezdjét fel is cserélhet-
tiik volna. Ekkor az egységnyi termelési érték elddllitdsdnak
kiltségét /koltségszintet/ kapjuk. Nyilvdn most nem & célfiigg-
vény msximalizdldsa, hanem éppen minimalizdldsa lenme érdeke
a vdllalatnak. /Ugyanigy lehet célunk az egységnyl jovedelem
elddllitdsdra felhaszndlandd termelési ktltség, vagy munkeae=-
r§, vagy munksbér, vagy beruhdzds, vagy import anyag, stb./

Eddigi ismereteink slapjdn szonban nem jelent problémf+t
szgmunkrs az ilyen feladst megolddsa sem, hiszen a:

P
SE~ &

= min,
L
DX~=DP,4

helyett 8 =l-gyvel szorzott célfiiggvény maximumdt keres-—
hetjiik, azaz:

vagyis =l=gyel a nevezdt gzorozzuk meg.

Természetesen hiperbolikus célfiiggvény gsetén is /de ha=
sonléképpen & konvex, vagy konkdv celfiiggvény esetén is/ fel-
meriil a termelési szerkezet és a termelesi forrdsok egyldejil



= 298 =

optimglizdldsdnak kérdése, illetve s programvektor és ka-
pacitdsok optimslizdldsdnak problémdja. Ilyen esetben viszont
ismét kivetelmény a gépek egeszértékilsége, vagyis hiperboli=-
kus vagy konvex, illetve konkdv vegyes egészértékil feladat=
hoz jutunk. E problémik részletesebb kifejtése azonban megha-
ladjs tananysgunk kereteit.

Te3.4. A Lanpgrange~féle multiplikdtor médszer

Tgnanyegunk nem teszi lehetévé, hogy a nemlinedris progra=-
mozdsi feladatok valamennyi me;oldési médszerével foglalkoz~
zunk, de ha csak réviden érintdlegesen is, szikséges megem-
lékezniink a Langrange-féle multiplikdtor médszerrdl.

Gyakran meriilnek fel ugysnis a gyakorlati gazdasdgi fel-
gdatok kozdtt olyanok, amelyek megolddsdndl ez a médszer ha=-
tékonyen alkalmazhatd.

A Langrange~-médszer j6l alkalmazhatd olyan feltételes gzél-
sférték~Ffeladatok megolddséra, emikor a feltételek epgyenletelk-
kel vannak megadva. Ez azt jelenti, hogy kereasiik sz f/x/

/z € E / flggvény szélsé értékét /maximumdt, vagy minimumdt/,

a $,/5/ =0 /k=1,2,...,m, mEn/ feltételek mellett.

Mir ismerjik, hogy a feltételi egyenle? jobb oldaldn eset~
leg eléforduld nemzérus értékek az ék/g;_/ fiiggvényekbe beol=-

vagzthatdk. A feladatbsn gzt 1s jeloliiik, hogz a feltételek
szgma nem nagyobb, mint a vdltozdk szdma /m = n/, mert e~
gyébként nince feltétleniil biztositva az egyenletek megold-
hatésdga.

Ha & lehetséges megolddsok:

H= (x| o, /x/ = 0, k=1,2,...,m} halmazdt te-

kintjik, a feladat ugy is megfogalmazhatd, hogy keressilk az
f/x/ flggvény maximumidt /vagy minimumdt/ @& H halmazon.

Feltegszﬁk, hogy:

a./ az £/x/ és & k/5/ Jk=1,2,...,m/ fFiiggvényeknek
léteznek parcidlis derivdlitjai s H halmazon és hogy

b./ ‘& pklgl =0 /fk=1,2,...,m/ egyenletekbfl n-m
gzdmi vdlltozd egyenérielmilien kifejezhetd.

E feltételek mellett tekintsiik gz:
m .
F/x/=1% /x/ + kilkk ¢, /x/
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fiiggvényt, ahol [Al, 12.,,,.AHJ egyelére ismeretlen
konstans vektor.

Az f/x/ fliggvény feltételes szélabérték helyei ekkor kie~
légitik sz:
arF

? Xy

=0y #pfEl = 0 M= Liliwaneits k= LiZjcansit

n +m egyenletbdl 4116 egyenletrendszert.

A Ay konstansokat Langrange multiplikdtornak nevezziik.
Az egyenletrendszer x-re €5 A~ra forténd megolddsa szol-

gdltatja a keresett staciondrius helyeket /ahol s fiiggvény de-
rivdltja O-val egyenld/ és az ismeretlen A vektort. Ez egy~-
ben azt is jelenti, hogy ha az:

?F

axi

-nak nincsen megolddsa, akkor az f/x/-nek ninesen szél-
36 értéke a @ k/EI = 0 feltételek melle¥t.

Tekintsiink példaként egy miitrdgyva-elosztdsi feladatot.
/ld=d: Szép Jend: Analizis. Kozgazdasdgi és Jogi Konyvkisdd.
Budapest, 1972./ Tegyik fel, hogy egy termellszivetkezet
hirom tdbldjan /A, B, C/ a talajtdl fiiggden mis-mis keverék-
mitrédgydt haszndl. A terméshozam €s a mitrigyafelhaszndlds
kozott természetesen kapcsolst van /a terméshozam fiigg a mii-
tragyafelhaszndldstdl éspedig nemliredris formdban/, s e
fiiggvénykapcsolatokat jeloljilkk rendre fl/xl/, f2/x2/, f3/x3/

fliggvényekkel, Tegyiik fel, hogy az 4, B, C t&bldk nagysdgdt
rendre 8, b, c-=vel jeldljiik.

A hirom tdbla egylittes hozsmdt ekkor a:
f/xl’XZ’xj/ = afl/xlf + bf2/x2/ + cf3/x3/
fliggvény reprezentdlja.

Az fllxll, f2/x2/, T /x3/ fiiggvények ismeretében &z
£/5y,%p,%;/ Tiiggvény 3 maximuma kiszdmithaté. Iz feltétel

nélkiili maximum, hiszen egyelére csak egy filpgvény szélsd
értéket kerestilk, feltétel /feltételek/ nélkiil.
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Tegyilk fel most, hogy a miitrdgya beszerzésére korldto-
zott pénztsszeggel rendelkeziink. Jeldljilk ezt az Gsszeget
s~gel. Legyen tl, tz, t3 rendre 8z A, B, C 14bldn hasz~-

ndlt keverékmiitrdgya egységdra. Ennek slapjdn az:
a tlxl + b t2x2 + C t3x3 = s

feltétel adhatd meg.

Ha e feltételek mellett hatdrozzuk meg az f/xl,xe,x3/

fiiggvény maximumdt, mdr felidteles szélsfértdk problémdt ol-
dunk meg. Legyen feladatunkban:

fllxlf = 4 + 3x1 - 2x§,

f2/x2/ 4 4+ 512 - xg

fjlxj/ 2 + 6x3 - 3x§

€s legyenek s tidblanagysidgok a kivetkezdk:

500 ha
200 ha

a
b
[ 100 ha

Tegyiik fel, hogy 20 000 Ft 411 rendelkezésiinkre miitrdgya
beszerzésére €8 az A tdbldn haszndlanddé keverék egységira
40, ugyanez a B tdbldt tekintive 30, a C tdbla vonatkozdsdban
pedig 20. Ennek slapjdn feltétell egyenletiink:

40 - 500 Xy o+ 30 - 200 I, + 20« 100 x3 = 20 000,
aml egyszeriigités utdn implicit alakban: .
g/xlsxganI = 10x1 + 3.'3:2 -+ 13 - 10 = O

E feltétel mellettl szélsd érték kiszédmitdsdra a Iang-
range-féle multiplikdtor médszert haszndlve, képezniink kell:

F/Xl, Xos 13/ = f/xlsngx3/ +A¢/xl'x2’x3/ e
2 2
= 500 (4 + 3x; - 2x1) + 200 (4 + 5%, - x5) +

2
+100 (2 + 6x4 - 3x3)-+1f10xl + 3%y + x5 = 10)
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fiiggvényt. A megoldandd egyenletrendszer:

9F
-] Xy

1]
o

500 /3 - 4x;/ + 10°A

ar
0 %5
ArF
3 X4

]
<

= 200 /5 -~ 2x2/ + 39

= 100 /6 - 6x3/ + A =0

0

1

10 X+ 3x2 + Xq = 10

FE négy egyenlet megolddsdbdl kapjuk, hogy:
x, = 0,345; x5 = L8853 x4 = 0, 865

g feladat optimdlis megolddsa. Ha a feladatot feltétel
nélkiil oldottuk volna meg, az:

*y = 0,T5; Xy = 2,53 .'XI3 =1

mitrédgys normdkat kapiuk volna. Ekkor viszont:
40+500+0,75 4+ 30-200 2,5 -+ 201001 =
= 15 000 + 15 000+2 000 = 32 000 Ft=ot

kellett volna felhaszndlni miitrdgys beszerzésre. Mivel a=-
zonban 20 000 Ft A11% rendelkezésiinkre, az:

X, = 0,345; x, = 1,885; Xq = 0,865 alapjdn:

40+ 500+0,345 + 30-+200:1,885 + 20+100- 0,865 =

= 6900 + 11 310 + 1 730 = 19 940 & 20 000 Ft ~ra

volt szilkség faz eltérés kerekitésekbsl adddik/. A megol-
dds szerint sz A +t4bldn 0,345 500 = 162,5 q, a B téblan
1,885+ 200 = 377 g és a C t4bldn 0,865 - 100 = 86,5 q mii-
trégya haszndlanddé fel.

Természetesen a példdban keverékmiitrdpgydt tekintettink. A

probléma lényegén azonban az sem védltoztat, ha a N,P,K miltra-
gyvékat a vdllalat keveri, vagy ha féleségenként szdrja ki a



tdbldkra, E miitrdgydk ardnydt /= tslajnak megfelelden/
meghetdrozhatjuk,

Az T, /x./ fﬁggvenyek alapjén meghatdrozhatjuk a vdrhatd
termesh&za&ot is tdblénként €s Ssszesen, Ez példdnkban a
kovetkezd:
£1/7/ = 4 g 3xq - 2x1 4 + 3-0,345 = 2-0, 3452
=4 + 1,035 = 0,238 = 4,797 q/ha, illetve
500 he=~on 2 398,5 q
£,/%5/ = 4 + 5%, = x5 = 4 + 51,885 - 1,885° =
=4 + 9,425 - 3,553 = 9,872 gq/hs, illetve
200 ha=on 1 974,4 g
£3/%5/ = 2 + 6xy = 3x5 = 2 + 6:0,865 = 30,8657 =
= 2 + 5,19 - 2’24 - 4'95 q/ha’ illetve
100 hg=on 495 q, vagyis az dsszes termés:
2 398,5 + 1 974,4 + 495 = 4 867,9 q.

Természetesen ilyen jellegli problémidk megolddsdhoz lsmer-
ni kell az fi/xi/ fliggvényeket. E tekintetben jél felhssz-

nglhatjuk a regresszids snalizist, illetve a termelési fligg~
vényeket.
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T.4. Dinamikus programozis

A pazdasdgl feladstok megolddsa Altaldban a ddntések so-
rozatdt igényli. Ez g donitéssorozat egymdshoz kapesdlddd
déntések rendszerét jelenti, amelyck iddbelileg, vagy térbeli-
leg, vagy i1débelileg is és térbelileg is kivetik e fat a~
szerint, hogy a gazdasdgi folyvamatok térbelileg és/vagy idé~-
belileg zajlanak le.

PEldddl a mezdgaszdasidghan,sdott novény termelési folyamata
idében zajlik le vetdstil a betakaritdsig, sz évek egymdsu-
tdnjai sordn valdsul meg g villalat gazdasdgi vdltozdsa, 1dé-
ben zajlik le egy-egy bernhdzds megvaldsitdsa. De térbelileg
zajlik le példdul s nbovények tdbldn vald elhelyezkedése, vagy
térben és iddben zajlik le g szdnids és vetés munkafolyamata,
ugyanakkor példddl az idében zajlik le s vetlmag csivézdsa,
stb.

A dinamlikus programozis az iddbeni folvematok vizsgdlatéra
gzolga e 8. Tekintve azonban,hogy termeaszetiil ogva
a rbell folyamatok az iddbell folyamatokhoz hasonléan vize=-

gédlhgtdk mddszertani szempontbdl a dinamikus programozds Jdl
alkelmazhatd a térbeli vizsgdlatok elvégzésére is, illetve
minden olyan vizsgdlat elvégzésére, smikor epymdstcél fiiggs
dontések megalapozdsdnak szilkségessége meril fel,

A fentiek slapjdn & dinamikus programozds fogalmdit ugy ha-
tdrozhatjuk meg, hogy dimamikus programozdsnsk nevezzik a
matemgtikail grogranozéa m?ﬁszergg; ameii e§§§§s§¢; Z§§§e§;§n

ontesek sorozatanak optimalizdlasara alkalmas.

Az iddbeli fiigpdség €& g dinsmikus programozdssal megold-
hatd feladatok nem egyéritelmiien fedik egymist. Ez nem ceak
abbdl adddik, hogy ~ mint mar emlitettilk - a dinamikus prog-
rgmozéd nem csak az 1débeli, de gvakran s térbeli folysmatok
vizsgdlatdra ls alkalmse, tehdt a dinamikus programozds alkal-
mas statikuns felsdatok megolddsdra is, hanem abbdl is, hogy
30k esetben vizsgdlatainkban sz id6t61l fiiged folyamsiokat is
vizagdlhgtjuk statikusan, gyakran a knnyebb megoldhatdsdg ér-

dekében. Ilyenkor legtébbszor az 1dSbeli folyamatot lépések-
re bontva statikusan vizsgdljuk.

Pegyiik fel példddl, hogy egy merdgazdasdgi vdllalat tervét
kivdnjuk elkésziteni ot éves idészakra., A feladat megoldha=-
t6 dinamikus progremozissal, kiindulva egy kezdeti iddpont=-
ban meglévd helyzetbSl, vizogdlva az Gt ev sordn sz idSben
lezgjlo, e sraépiilé gazdssdgi folysmatokat &s eljutva az
ot éves iddszak végsd sllapotdig. Ez igen bonyolult feladat
volna., Ha meggondoljuk egy év dinamikus vizsgdlata is igen
nagy feladatot jelent, de sz évek is egymdsra épiilnek, egy~-
mistél fiiggenek, mégpedig nem csak a folyasmat egészét, de
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dltaldban részeit tekintve is.

Megoldhatd & feladat ugy, hogy az egyes éveket statikus
problémaként kezeljilk, s csupdn az évek egymdsradpiiléaét,
egymdsutdnjdt vizsgdljuk dinamikus programozdssal. Ilyenkor
egy-egy €v tervét statikus programozdssal készitjiik, o e
statikus terveket foglaljuk dinamikus modellbe.

Eljédrhatunk ngy is, hogy az egyes évek terveinek elkészi-
tégére alkglmgzzuk a dinamikus programozdst, 8 az évek egy-
misutdnjdt statikus lépések sorezatdval vizsgdljuk,

Végiil eljdrhatunk ugy is, hogy, statlkus vizsgdlattal old-
gnk meg az évek tervezésdt, de azokat egymds utén, egymdsra
piilten, s igy jutunk el az 6t év terveinek elkészitéséhez.
Ez esetben stakfikus médszerrel dinamikus problémit oldoitunk
meg.

Idttuk tehdt, hogy dinamikus problémdt vizsgdlhatunk sta-
tikue médszerekkel,viszont statikus probléms vizsgdlata sorén
is slkalmazhatunk dinamikus mddszereket.

Tananyagunk korlitozott keretei nem teszik lehetdvé a
dinemikns programozds részletesebb kifejtését, dltaldban csu-
pédn a probléma érzékeltetésére, aslapjainak feltdrdsdra szo=-
ritkoshatunk, inkdbb s gazdasdgi alkalmazdst, dinamikus gaz-
dasdgl problémsk megolddasdnsk elvelt tartva szem elftt.

Lissuk egy egyszeriibb példa segitségével a dinsmikus
programozis lényegét. -

Rendelkemiink x mennyiségii pénzdsszeggel, melyet két ti-
zemnél kivdnunk bermhizdera forditani. Jeloljilk ezeket A-val
é8 B-vel, Forditsunk A iizem beruhdzdsdirs y pénzisszeget, igy
B szémidra marad x-y Osszeg.

Legyen @ beruhdzds politika hatdsdra, az egy év alatt
elérhetd haszon:

g /y/ és h [x-y/

= éa legyen dév végén az A illetve B ilizem berubidzott ér-
téke:

a fy/ és b [x-y/.
A H /x,¥/ = g/y/ + b /z-3/

a rendelkezésre 4116 x berubdzdsi tsszegnek az y és
x~y felosztdss esetén:
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f, /x/ = max, H /x,v/ osysx
optimdlis értéket ad.

Jelsljik ¥, /x/-el ezt az ¥ elséfokozati déntést, amely
déntés esetén ez az optimdlis haszon elérhetd.

A misodik évben [feltéve, hogy/ az A és B iizembe be=
rubdzott eszkidzdk részben, vagy egészben eladhatdk, azsz:

Xy =8 f¥/ +b [/x-3/

kezdetl érték felett rendelkezink, s azt kell hasonlé mé-
don szétosztani ¥y és it régzre. Emnek alapjdn a

migsodik év végén az eldzd évivel egyiift Osszesen:
f, /x/ = max. I:K /x,¥/ + H /xl,rll] = WAX. I:H Iz, 3/ +
0% a‘.f- x 0 -4 ¥ s x °
Og ¥1£x1
+ max. H /xl,xl/] = max, [H /x,3/ + 14 /11/]
03 xfx 0Sysx

optimélis haszon érhets el. /A maradék x, t8két akkor hasz-
nédljuk fel ngyanis legedélazeriibben, ha sz eRy év alatt elér-
het y /Il/ maximglis hasznot nyerjik./

Legyen:

I, =8 /:"1/ +b /1'-1"¥1/-

Az n év alatt elérhetd optimdlis haszen:

£ /x/ = max. {H Ix.3/ + Pl E? /x,:/:l}

0§y£’x
ahel £ _, Jeldll az elal év leforgésa utdn még fennmaradd:
F /23] =%y =a [y/ +D /x=3/

t6ke optimdlis kihaszndlisdbél a hdtralévd n-l1 €Ev alatt
optimglisan elérhetd haasznot.

Mivel a kegdik év utdn fennmgradd téke:
Xy =8 [¥ o/ + 0 x5y = T,/
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ezért n fokozatm fo = ¥o¥yreens¥p g dintéssorozat /poli-

tika/ wélasztdeéval n év utdn az x = x; kezdeti tGkébSl
a:

K /39'1’12"":’ _1/ = H /113/ + H /11’71/ +seet+ H

/x5 10 ¥/
figgvény maximums adja az optimdlis hasznet a:;

0 € Ty S Xy
e, =8 /Ay + b /ne-v/ /k = 0,1,000,0=1/

feltételek mellett.

A probléma tehdt egy elég bonyolult feltételesen szélsér-
ték-feladat, dltaldban a K maximumdt a fokozatos kizelités
médszerével hatdrozzuk meg.

Egyszeriibb és a mezdgazdasigl vdllalatok tervezése sordn
inkd{bb alkalmazhatd eljdrds, amikor a dinamikus tervezési
feladatot linedris programozdsi modellekkel oldjuk meg.

Ha példdil egy Otéves idészakra kivédnjuk egy mezmégazdasdgi
védllalat tervét optimalizdlni a linedris programozds alkalma-
gédsdival, akkor a feladatot kétféle médon oldhatjuk meg, szi-
multédn optimalizdldssal, vagy rekurziv optimalizdldsaal.

Szimultdn optimalizdlids

Elkémzitjilk minden részidfszak fminden év/ 1linedris prog-
ramozdsl medelljét, természetesen figyelembevéve am idfbeli
vdltozds sordn a fgjlages rdforditdsi és hozam adatok, azaz
a technoldégiai adatok megvdliozdsdt.

Az igy elkésziilt rdsz iddszakra vonatkozd /éves/ modelleket
kvizidiagondlis elrendezésben egy hipermodellbe épitjiik be.

Gondoskodmuank kell természeteSen a modellblokkok /éves terva
modellek/ mngre1e16 kapcsolatdnak biztositdsdrdl . Igy pél-
dédl az eldzd dvekben megtermelt jovedelem egy része a terme-
1lés bovitésére felhaszndlhats, ceak akkor épiiljon fel egy is-
$4116, ha azt a tovdbbi években is Jovedelmezien tudjuk hasz-
nositani, ath. 3

Az elmondottakat réviden matmatikal formuldval felirva a
kivetkezdket kapjuk:

5 =0
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<

A% ThH
4 <
= X, =b
fuy = =Ly e

L 1
z = X g; X; = max.

i=1
aﬁol:
Xy = az i~edik év programvektora
4y = az imedik év technoldgiel mitrixa
Ei = az i-edik év korldtvektora

Ei = a matrixblokkok kapcsolatira vonatkozd egyiitthatdék-
nek az i-edik évre vonatkozdé midtrixa

= g kapesolati feltételek korlitvektora

= a célfiiggvénykoefficiensek i~edik évhez tartozd vek-
tora.

A modellt vdzlatosan a 33. dbrdval szemléltetjiik /1. kovet-
kezs oldalon./

Rekurziv optimglizdlis

Rekurziv optimslizdlds sordn az egyes részidfszakok modell-
jét ondlldan, egyenként oldjuk meg ugy, hogy minden modell
feldpitéaénél figyelembe vessziik az elfzd modell /modellek/
megolddsait is.

Kiindulhatunk a kezd§ idSszakbdl, /felss évbsl/ és igy
haladhatunk az utolsd /befejezs/ iddszakig, de eljérhatunk
ugy is, hogy az utolsé 1d6szakbdél indulunk ki, tehdt a vég-
86 ¢él futolsd év/ optimumit hatdrozzuk meg és visszafelé
haladva kivdnunk elérkezni a kiindulé év dllapotdhoz. Az u-
tébbi eljdrds természetesen nehezebb, esetleg a kozbeess
feladatok tébbszdri megolddsdt teszl lehetdve, a modellek mé-
dgsitéséval, hogy valdban a kiindulé iddszsek dllapotdt érjik
els

A rekurziv programozds nem ad egzakt optimdlis megolddst,
csak kiozelitd midszernek tekinthetjiik. Elonye viszont, hogy
lényegesen kisebb modelleket kell megoldani /igsz, hogy t&bb~
szor/, valamint hogy az éves tervek kozitt nem csak linedris
kapcsolatok kezelhetlk.
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T.5. Sztochagztikus modellek

A sztochasztikus modellek részletesebb tirgyaldss megha-
ladja tananyagunk kereteit, s csupdn mibenlétének megismer-
tetése lehet a célunk.

Sztochasztikus modellekr5l beszéliink gkkor, amikor s mo-
dell paraméterei, vagy paramétereinek egy része nem egyértel-
niien meghatdrozott, determinisziikus, hanem wvaldésziniiségi
vdltozd. Ilyenkor a parsméterek valdsziniiségl fiiggvényeinek
meghatdrozdsdhoz a valdsziniiségezdmitds és a matematikal s~
tatisztika nylijt segitséget, gyskran akkor is, amikor vald-
Jjéban sem t8bbszdrds megfigyelésre, sem kisérletezésre nines
lehetéség, de amikor & vizsgdlt jelenségre, vagy hasonld je~
lenségre vonatkozdélag eldzéleg mir torténtek megfipgyelések,
kisérletek. Gyakran lehet bonyolult determinisztikus jelen=-
ségeket is sztochasztikus modellekkel vizsgdlni, smikor a
vizegdlt jelenﬂé% valamilyen valdsziniiségl eloszldsfiiggvény-
nyel jél leirhaté.

A sztochasztikus modellek felépitése #ltalibsn ugysnazt a
legikdt ktveti, mint g determinisztikus modelleké., Itt is van
kitiizétt cél, vapy vannak kitiizott célok, megadhatdk azok a
feltételek, amelyek s cél elérését behstdroljédk. Most azon-
ban valésziniiségli vdltozdkkal kell dolgoznunk.

A sziochasztikus programozds dontési modelljeinek elméle-
té a matematikai statisztikali dtntéselméleten és a matemati-~
kail programozds /f8ként a nem-linedris/ elméletén glapszik.
Két fontos irdnyzata alakult ki, az egylk a "valdsziniigég~-
gel korldtozmott programozds", g mdsikx a "kétlépesds sztochasz-
tikus programozds".

Legyen programozisi modelliink a kovetkezd:

x=0
ax £ p
aZs2
==
_?5 = min,

Ha most 2 a véletlentSl fiigg /tehdt egy véletlen vektor/,
valéaziniiségl torvényeit a veldsziniiaégeloszlds irja le. Té-
telezzllk fel, hogy a £ vektor /A y  komponenseinek vald-

sziniiségi eloszldsfiiggvénye Fi/z/ a kivetkezd:
P{/gi< z} = F;/2/ £ 1,8 e



- 310 =

shel m & I sorainak szdma.

¢ 448 véletlen vektor értéke, realizdciéja esetén minden
~-re:
>
vagy T, /z/= B 4, vagy ('r,_ /z/<my

ahol: x lkielégiti ax Ax S b, x= 0 feltételeket, T,
pedig a T mitrix l-edik soTa.”

Ha a:
2o /x) 2y
411 be, akkor az ezzel kspcsolatos vesztemég legyen uy
a killsnbség minden egységére, mig a mdsik esetben h,. Az LD
hi konstansok, i = 1,2,...,m., Az OBszkoliség vdrhatd ér-
téke G /x/ a kivetkez§:
x

mn
G/x/ = 121 uy /T:LE - z/f ri/z/ +

z
+ h
jm1 1@

i=
da
[ -]
J /z - Ti_IJ filea
14X

Eredeti feladatunkat most a ktvetkezdképpen fogalmazhat-
Juk meg:

v

=D
AxSD
2322

g‘r;:_ + g/x/ = min.

azaz minimelizdljuk az eredeti célfﬁggvéiz:r, valamint a
sztochasstikus paraméter véletlen Jellegébdl eredd reszte-
s#ég vérhaté drtdkének Gaszegét.

Ha a G/x/ fiiggvény kenvex, és a S i valésziniiségi vdlto~
zék filzl siriiségliiggvényel folytonossk, akkor a feladat
kenvex pregramonisi feladat.
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8. FEJEZET
SZALLITASSZERVEZES PROGRAMOZASSAL

B.l. A szdllitdsi feladat megfogalmazdsa

Tegyiik fel, hogy valamilyen anyag szdllitdsdt kell megszer-
vezniink, Induljunk ki abbdl az alapesethdl, hogx az elszdlli~
tandé anyag hérom raktdrban van elhelyezve és azt négy fel-
haszndlé helyre kell elszdllitani. Rogton felmeriil a kérdes,
hogy honnan, hova, mennyit, azaz a hirom tdroldhelyen 1lévé
menﬁyiaeget hogyan kell elosztani a négy felhaszndldhely ko-
z8%

Azokat a helyeket ghonnan szdllitani kivdnunk tdroldéhelyek-
nek, vagy feladdhelyeknek, ahova szdllifunk azoka® felhassz

clyeknek, Tendeltetesi helyeknek, fogaddhelyeknek Szokds ne~
Vezni.

NvilvénValéan a szdllitdsok programozdsdnak csak akkor van
értelme és jelentdsége, ha az egyes feladdhelyek és rendelte-
tésl helyek kozotti szdllitds koltsége eltérd. Ebben az eset-
ben van jelentdsége annak, hogy meghatdrozzuk melyik feladde
helyrél,melyik rendeltetési helyre, mennyit célszerl szdlli-
tani, hogy a s8zdllitdsi felasdatot a legkisebb szdllitdsi kolt-
géggel oldjuk meg. Amennyiben ugyanis a szallitasl KolGtEtgek
minden feladd és rendeltetési hely viszonylatdban azonossk
lennének, skkor a szdllitdsok bidrmilyen szervezése esetén szo~-
nosak lennének a szdllitdsi koltségek, vagyis a szdllitdsi
koltaég azempontjébol a szdllitdsszervezésnek nem volns jelen-
tésdge. Hasonldképpen veTheto Tel a szdllitasi tavolsagok mi-
nimalizdldisa, vagy més cél, amelyet a szdllitdsszervezésnél
figyelembe kivanunk venni.

Induljunk kl tehdt egy egyszeril esetbfl, amikor az 4,B,C
tdroléhelyekrsl az I,1I,III,IV rendeltetéal helyekre kell va-
lemilyen anyagot elszdllitani. Tegyilk fel, hogy a feladdhe-
lyeken tdrolt ©sszes snysgmennyiseg megegyezik a rendeltetési
helyek Osszes szilkeégletével, azaz Osszesen 30 egységnyi. /Egy-
szerii szdmokkal dolgozunk a 30 egység lehet tonna, teherautsd
rakomdny, vagon, vagy mis egységekben megadva/.

Legyen a feladdhelyeken tdrolt mennyiség egységesen lo egy-
ség, tehdt minden tdroldhelyrsl lo egységnyl anyag mzdllitha-
té el., A rendeltetési helyek igénye legyen 2,12,4,12 egység.
Meg kell még hatdrozni sz egyes feladdhelyek és rendeltetési
helyek kozotti szdllitdsok kbltségeit.

Az adatokat a kovetkezd tdbldzatba foglaltuk /[ldsd kivet~
kezd oldelon[.

A tdbldzat oldalrovataibas a tdroldhelyeket, fejrovataiba a
rendeltetési helyeket irtuk be. Az utolsd oszlop az egyes
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Tdrold= Rendeltetési helyek
Készlet
nelysk T I o W
A 10 8 6 4 10
B 20 16 8 14 10
C 18 18 16 8 10
Igény 2 12 4 12 30

helyeken tédrolt mennyiségeket, az utolsd sor a rendeltetési
helyekre szdllitandd mennyiségeket tartalmazza. Esetiinkben g
feladéhelyeken tdrolt mennyiségek €s az igények Osszege meg-
egyesik /30 egység/. A tdbldzat belsd részét kiliseé trix-
nak nevezzilk. Tartalmazza azokat a kiltségekeT, amefyeE 3
killgnbszd tdrold és rendeltetési helyek kézdtt felmeriilnek.

A feltintetett koltsépgek is kiilonbozd egységben lehetnek meg-
adva, pl. forintban, tizforintban, szdzforintban, dollarban,
stb.

Jeldljik xij-vel azt az egyenldre ismeretlen anyagmennyi-

séget, amelyet gz i-edik téroldhelyrdl a j-edik rendeltetési
helyre szdllitunk. Ezeket az értékeket természetesen ugy ki~
vanjuk meghatdrozni, hogy az Osszes szdllitdsi koltség mini-
mdlis legyen. Az elszdllitandd mennyiségeket tdbldzatba foge
lalva a kovetkezdket kapjuk:

Tdrold= Rendeltetési helyek

helyek T e 3IT oY
4 ®ao . W By A
B X1 Xpp Xp3 Epy
c

Ean.~ kg Eag ol SRgl

Konnyll észrevenni, hogy az ismeretlenekhez irt indexek
kozil az elsé mindig s tdroldhelyre, a mAsodik a rendelteté~
g1 helyre utal, azaz ghogyan & mitrixok esetében megszokituk
8% elsé 8 sorindex, miscdik az oszlopindex.

Hesonldképpen jeldlhetjilk példdul cij-vel az i-edik fala-

déhelyrdl a j-edik rendeltetési helyre torténd szdllitdsi
ktltségeket is, vagy fihvel az i-edik feladdhelyen tdrolt

anyag mennyiségét és rj-vel a j=edik rendeltetési helyen i~
gényelt anyasgmennyiséget. E szimbdélumok felhgszndldsdval
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az eldzd tdbldzatot felirhatjuk a kdvetkezdképpen:

Tarold= Rendeltetési helyek
Kéazlet
helyek I o
A B3y Ppe P3Oy £
B € Tga  Cpy 8oy f,
5 o 3
Igény By s X5 By T4

Feladatunk tehidt anngk meghatdrozdss, hogy melyik fela-
déhelyrdl, melyik rendeltetési helyre, mennyit szgllitsunk,
hogy valamennyi feladacdhelyrdl elszdllitsuk a tdrolt meny-
nyiséget és kielégitsilk valamennyi rendeltetési hely igé-
nyét, de az Gsszes szdllitdsi kiltség minimglis legyen, E
kovetelményeket 8 kivetkezd matematikai formuldkkal irhatjuk
eld:

z = loXjq + BXy, + 6x13 + 4x14 + 20x5q + 16x22 + 8x23 +
+ 14x24 + 18x31 + le32 + 16x33 + Bx34 = minimum!

Xy +XTyp +E3 + Xy = 10

Xop + XZgp + x23 + x24 = 10
Xqy + Xqp + X3 + Xgy = 10
Ty ¥ Xy ¥ Xy o R
Xyp + Xpp k X3p i
Xyq + Xpy + X33 = 4

= 12

Xy + Xpy + Xyy

g Eype Fp3n X9as Foyw Zooy Zons Eogy Tags Tabs

?
Zagy Xgy =0
Az elsd formula a célfiiggvény, amelyben az Osezes sSzdd=
1itdei koltedg minimalizdldsdt irtuk eld. A kovetkezd fore-
mulikban elfirtuk, hogy minden tdroldhelyrsSl el kell szdlli~
tani az ott tdrolt mennyiséget és minden rendeltetési hely=-
re oda kell szdllitani az igényelt mennyiséget. Végiil az
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utolsé formule a nemnegativitds feltételét fogalmazza meg.

8.2. A felsdat megolddsa szimplex médszerrel

Vezessgiik be g kivetkezd jelzéseket:

£= [Fll- Srzr Pamr Cagr Sour Sgpe Sgar Sap S
C3ps C33s C34]

£= [?11’ Tyge Fygy Fage Foax Fooy Zows Eoax By
X300 X330 %3]

b= [?1, f2’ f3, Tys Tpy T3y r4]

b R
X1 %22

I
n
5]

-

]_l
™

W
=

| ¥14 *24

x13
x23

oy

Koy
o

o O © ©

Ennek alapjén a linedris progremozdsi feladat a mir ismert
formuldkkal irhatd fel, azaz:

>

=0
Lx=1
£'x = minimdlis

Szerkessziik meg a mdr ismert konkrét feladat induld szimp-
lex tdbldjdt /ldsd kovetkezd oldalon/.

A feladat tehdt mddositott linedris programozdsi feladat,
ahol a8 célfiiggvény minimumdt /vagy minusz egyszeresének
meximumit/ keressiik.

A feladat optimdlis megolddss a kivetkezd:

Xg1 = 24 Xgp =6y Xy3 =0, Xy =2,
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I
[®]
-

X,y = 0y Xyp = 6, Xpq = 4, Xoy =
10.

x31 = 0O x32 =, O x33 = 0, x34
z = 284

) Ty Big F %ay Fop Fog oy Tan Rio. Jgs Fay
g A sl R e e 8 8 9am B Ll 10
uj O =080 e s J- Sen Lo 10
u§ (T o LR o ISR S 5 S S o PRt ¢ R o IAs S [ A 10
u; TR g N R o AL s Sl k| WU o R e 2
c (R el TS e I M SR IR R 12
el B R gl ol X e e D 4
u.‘; TP et i Tl o) o DS o sl (o R Ll o S 12
z |=10 =8 =6 =4 =20 =16 =8 ~14 =18 =18 -16 =8 6]
xg BT B e O e s P IR i LR BT 60

Viszonylag egyszerii feladatunk volt, hiérom feladdhely
négy rendeltetési hely ég hét feltételbdl £116 12 ismes
retlenes feladatot kellett megoldanunk. A szdllitdsi feladat
megolddsa viszonylag nagyméretil linedris programozdsi fela=-
dathoz vezet, aminek kezelése nehézkes lehet. Képzeljiik esak
el, ha meg akarndnk szerveznl, hogy a mezdgazdasigl ilizemek
biza termését az dllami tdroldhelyekre megfeleld szdllitds~-
szervezessel a legkevesebb szdllitdsi koltséggel oldjuk meg.
Mondjuk az dllam 1300 mezdgazdasdgl vdllalattdl vdasé&rolna
bizdt, és szt példddl loo 4llami tdroldhelyre kivdnnd beszdl-
litani. A legegyszeriibb esetben iz l4oo feltételbdl &116
130 ooo ismeretlenes feladatot kellene megoldsni. Szerencgé-
re vannak mds médszerek is a szdllitdsi feladatok megoldd~-
gdra.

8.3. Disztribucids médszer. Redukdlt kolitségmitrix.

A disztribucids, vagy szétosztdsi médszernek az a lénye-
ge, hogy klvalasztijuk a koltse trix legkisebb elemét, s
erre a helyre /ahol a legkisebb a szdllildsi kiltség/ a

meximdlis szdllitandd me iséget programozzuk. Ezutdn er~
T8l g helyrdl kiindulvg Sore vagy ogzlggirégxbgg haladva
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/béstya mozgdssal/ folytatjuk s szdllitdsok programozisdt /fa
széI%iféai Teladat szétosztdsat. Eljutunk egy lehetséges prog-
ramig, smely s feladat egy Jlehetségés, de nem biztos, hogy op-
timflis megolddsdt adja. Megéllapitjuk e lehetséges megoldds-
hoz tartozd célfiiggvény értékét, majd az adott, lehetséges
megolddst feliilvizagdljuk €s javitjuk 8 programot mindaddig,
amig 82 lehetséges.

Vegyiik az elébbi szdmezeri feladatot. & koltségmidirix leg-
kisebb elemét az elsd sor, negyedik oszlopban taldljuk /c14/,
Erre & helyre lo egységnyl anyag szdllitdsdt programozhate-
juk, hiszen az A tdroléhelyen lo egységnyi anyagot tdrolunk,
a IV. rendeltetési hely igénye 12 egység. Ez azt is Jelenti,
hogy a IV. rendeltetési helven még két egység igény kielégi-
tetlen. Oszlopirdnyban haladva a legkisebb kidltséget a harma-
dik sorban taldljuk, tehdt a IV.rendelietési hely fenmmaradd
2 egységnyi igényvét a C feladdhelyrdl célszerii kielégiteni.

E helyre programczva 2 egységet a IV.rendeltetési hely igé=-
nyét teljesen kielépitettik. A C t1droléhelyen azonban még
8 egység elszdllitdsra vdr. Most sor irdnyban haladunk, s
8 legkisebb gszdllitdsi kodltséget a III. oszlopban %aliljuk.
E rendeltetési hely igénye csak 4 egység. A 4 egységet ide
progrsmozva a I1I. rendeltetési hely igényét teljesen kielé-
gitjlik, de & C +tdroldhelyen még mindig rendelkeziink 4 egy-
séggel, amlt el kell szdllitani. Tovébb haladunk ‘tehdt sori-
rédnybe €s a II. rendeltetési helyhez jutunk, amelynek igénye
12 egység, Ide programozzik a € tdroldhelyen még meglévd

4 egyoéget, ami £1%sl 8 ¢ +tdroldhelyrdl minden mennyiséget
elgzdllitottunk. A II. rendeltetési helyen mépg 8 egységnyl
igény kielégitetlen. Most oszlopirdnyba haladunk és a B
tdroldhelyhez Jjutunk, Mivel az itt tdrolt mennyisép lo egység,
ebb8l 8 egységet IT, rendeltetésl hely szdmdra Juttatva a IT.
rendelftetési hely igényét kieldégitjilk, viszont a B tdrold=-
helyen még két egységnyi mennyiség elszdllitdsrs vdr. Most
gorirénybs hglgdva elér]iik gz I.rendeltetési helyet. Ennek
igénye éppen 2 egység, s ennek kielégltésével egyldejlileg a
B tédroldhelyrdl is minden mennyiséget elszdllitunk.

Foglaljuk tdbldzstbs a kiinduld feladatof, valamint az
eddigl megolddst, nyillal jeldlve s haladdsi irdnyt és a
szd11itdsi koltséghez,jobb felsS sarkdhoz odairva az sdott
helyre programozott szdllitanddé mennyiségeket. /Idsd kivet-
kez§ oldalon./

A tdbldzatbdl kénnyen kiolvashatjuk, hogy minden tdrold-
helyrfl elszdllitottuk a tdrolt mennyiséget és kielégitet=
tiik minden rendeltetési hely igényét. Vitathatatlan tebdt,
hogy & kapott megoldds az adott szdllitdsi feladat egy lehet-
séges megolddss, egy lehetaéges szdllitdsi program. Kérdés
azonban, hogy ez a megoldds optimdlis-e, vagyis ehhez g sgélu
litdsi programbhoz tartozike-e a legkisebb azdllitasi kéliség,
vagy ennél olesdbb szallitdsi program is lehetséges.
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$ 11 III IV
10 8 6 4 10
20 16 8 14 10
18 18 16 8 10
2 12 16 12
I 11 III IV
10 8 6 g2 10
B D0 . 16? 8 14 10
c 18 18t o 16te— @t 10
2 12 4 12 30

Hatdrozzuk meg eldszdr az adott szdllitdsi programhoz tar=
tozd spallitdsi kolitséget, célfiiggvényértéket. Ez a kivetke~
z6:

Z = 4-10 + B+2 + 16+4 + 18+4 4+ 16-8 + 10+2 =
=40 + 16 + 64 + T2 + 128 + 20 = 340 -

Mi mdr ismerjiik azt is, hogy & szimplex mdédszerrel megha-
tdrozott szdllitdsi program kevesebb koltsépggel valdsithats
meg, ennélfogva ez a szdllitdsi program nem lehet optimalis.
A programot tehdt javitani lehet.

Induljunk ki ismé{ az eredeti feladatbdl, ismét kikeresve
s legkisebb k&ltséget, s erre programczve a lehetséges maxiw
milis szallitdsi feladstot. Ezutdn keressilk ki a nagysdgrend-
re kiovetkezd legkisebb elemet és erre programozzunk. Ez most
az els sor harmadik oszlopdban volna, de mivel az elsd sor-
ban mdr nem programozhatunk /A tdroldhelyrdl mir mindent el=-
szdllitottunk/ a mdsodik sor harmadik és s harmadik sor negye-
dik elemére progremomhatunk /itt a szdllitdsi koltség 8 egy-
ség/. Ezutdn kovetkezik a mdsodik sor médsodik eleme, majd a
negyedik sor elsd és mdsodik eleme. Jeldljiik az elvégzett
feladatot tdbldzatban /ldsd kdvetkezd oldalon/.
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I T v
10 8 6 e 10
B 20 . 16? S 141 10
c 16° e 180 16 \ g2 10
2 12 T 12 30

A szdllitdsi koltség:

4.10 + 82 + 8-4 + 16+6 + 18:6 + 182 = 40 + 16 + 32 +
+ 96 + 108 + 36 = 328

A sz4llitdsi koltség most az eldbbi 340 helyett csak 328,
tehdt sikeriilt jobb programot elddllitani.

Kiséreljink meg ismét mds megolddst. Induljunk ki az elsd
gor mdsodik oszlop d1tal meghatdrozott helyrdl és irjuk eld,
hogy A tdroldhelyrdl II. rendeltetési helyre 10 egységet
szgllitunk, A II. rendeltetési hely fenmmaradd 2 egységnyi
igényét elégitsiik ki B  tdroldhelyrfl. A B tdroldéhelyen
fennmaradt mennyiségb8l programozzunkd-4 egységet a ITI.ésIV.
rendeltetési helyre. Végiil a C tdroldhelyen 1évs 10 egy-
gégbél 2 egységet az I. rendeltetési helyre,8 egységet a
IV. rendeltetési helyre programozzunk. Foglsljuk ezt a meg-
olddst tdbldzatbsg:

I I TII v
10 g g 4 10
B 20 162 g4 144 10
18° 18 16 g8 10
2 12 4 12 30

Ujabb progrsmot kaptunk. Az ehhez tartozd szdllitdsi
kéltség:

8+10 + 16+2 + 8+4 + 14.4 + 18+2 + 8+8 = 80 + 32 + 32 +
+ 56 + 36 + 64 = 300
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Ismét kevesebb a szdllitdsi kiltség, de a szimplex mbd-
szerrel tortént megolddsbél tudjuk, hogy ennél is lehetsé~
ges jobb szdllitdsi program. Kitiint az is, hogy a feladat~-
nak tobb lehetséges megolddss is van, ezekhez kiilénbozd céle
figgvenyértékek tartoznak, s célunk kivdlasztanli az optimd-
lis megoldédst, azt, amelyhez a legklisebb célfiiggvényérték
tartozik. PFelvetddik a kérdés, lehetséges-e az optimdlis
megoldds megtaldldsdrs a szimplex médszer mellett valamilyen
mis eljdrdst alkalmezni, smely gyorsabban, kevesebb és egy~
gzeriibb szdmitdsi munkdval vezet el a szdllitdsi felsdat
megolddsdhoz.

A prohléma megolddsdt segiti eld a kiltségmdtrix redukdld.
sa. Bz a koltségmdtrix olyan dtalakitdsdt seg%%i eld, NOgy &
kS1lteégmitrixban olyan kiltségelemek legyenek, amelyek irdny-
mutatéak a szdllitdsok szétoszidsdban.

A kiltségmdtrix redukdldsdt végrehsjthatjuk sorck, vagy
oszlopok szerint. Ugy végezziik, hogy & kiltségelemekblil le-
vonjuk a sorok, vagy oszlopok legkisebb elemeit.

Vegyiik az eddigi szdmpélddnkat és redukdljuk a koliség-
midtrixot eldébb a sorok, majd az oszlopok szerint és foglal-
Juk az adatokat tabldzatba:

Az eredeti koliségmitrix:

I ATy EEL v
A 10 8 6 4
B 20 16 8 14
C 18 18 16 8

A gorok szerint redukilt koltségmitrix:

T AgIE TIT v
A 6 4 2 0
B 12 8 0 6
c 10 10 8 0

Az elsS sorbdl 4-et,. mdsodikbsl 8-at, harmadik sorbdsl
8=at vontunk ki. Ertelemszerii természetesen, hogy most ha
egy lehetoépges szdllitdsl programot meghatdroznank & cél-
flgegvény kiszdmitdsa sordn a levont értékekkel is
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szdmolni kell.

Redukdljuk most s kapott kéltségmdtrixot oszlopok sze-
rint is. A III. és IV. oszlopokban a legkisebb érték O,
tehdt ezek &z ogzlopok valtozatlanok maradnak, Az elsl osz-
lop vismont 6-8l, & mdsodik 4~-el redukdlhatd.

Az oszlopok szerint redukdlt koltségmitrix:

iy II IZI v
A 0 0 2 0
B 6 4 0 6
[+ 4 6 8

Mostmir a redukdlt koltségmiatrix minden sordban és mine-
den ogzlopdban van O koltségelem. Most g redukdlt koltsédg-
médtrix szerint végezziik a szdllitdsck progrsmozdsdt ugy,
hogy sorok szerint haladva eldszdr a legelsS O elemre, majd
a kivetkezd O elemre programozzuk 8 maximdlis szdllitasi
feladatot. Ha 8 nulla elemekhez nem tudtuk a teljes mennyi-
séget programozni, skkor a kovetkezd legkisebb elemekre foly-
tatjuk a programozdst.

A feladat elvégzését tdbldzatba feglalva szemléltetjiik a
ktvetkezbk szerint,s redukdlt koltsépgmédtrixszal szemléliet-
ve,

T II III v
0° 0% 2 0 10
B 6 44 ot 6% 10
4 6 8 ol0 10
2 12 4 12 30

Megkaptunk ismét egy lehetséges szdllitdsi programot,
Szemléltessilk ezt az eredefl kiltségmdtrix felhaszndldsd-
val /ldsd kdvetkezd oldalon/.

A programhoz tartozd szdllitdsi koltség:

10+2 + 848 + 1644 4+ 8¢4 + 14:2 + 8:10 = 20 + 64 + 64 +
+ 32 + 28 + BO = 288
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% II III v
A 107 g8 6 4 10
B 20 16* gt 142 | 10
¢ 18 18 16 a0 | 10
2 12 4 12 30

Ez a program mir kozel jdr az optimdlishoz. Javithatd
azonban ez a program is. Nem programoztunk szdllitdst az
gor egyik nulls elemére, Bzt az elemet is figyelembevéve

411ithsté s kovetkezd megoldéds:

I II TTT v
A 0° g™ 2 0 | 10
6 45 ot & [as
¢ 4 6 8 o | 16
2 12 4 12 30
4z eredeti kdltségmidtrixszal szemléltetve:
I II fIT v
107 g° 6 ¢ |
20 16° gt 14 10
18 18 16 810 | 10
z 12 7 2 30

Z = 102 4 86 + 42 + 16+6 + 8:4 + 8-10 = 20 + 48 +

+ 8 + 96 + 32 + B0 = 284

elad
eld=

Ismét javitottuk tehdt a szdllitdsi programot. S6t most
optimdlis programhoz is jutottunk, de ezt csak azért tudjuk,
mert ismerjiik a szimplex mdédszerrel tortént megoldds ereds-
ményét. Sajnos egyébként nem tudndnk, hogy optimdlis prog=-
ramhoz jutottunk. Misrészt nagyobb meéretl felsdat esetén g



programok JBVltAaB mir igen nagy figyelmel igényel. Mindkét
probléma neh¢7segﬂke+ okozhet a gyskorlati szdllitdsi felas
datok megoliddsaben, enért ujabb mddszerrel is megismerkediink.

8.4, A Korda ~Vogel médszer

A tovdbbiskban s Korda~Vogei-féle kozelitd eljdrdissal is~
merkediink meg, Most is a redukdlt koltségmatrixbdl indulunk
ki, majd képezzilk g sorck és az oszlopok szerint a két mini-
mélis kdliscgelem kiilonbségelt. [Jeldljilk ezeket A w-vel./
Irjuk be ezcket egy Uj oszlopba, illetve sorba, hogy szem
e28tt legyvenek. Poglaliuk az adatokat tdbldzstba:

I S5t T, Iv a
A 0 0 2 4] 10 2
B 6 4 0 6 10 4
C 4 b 8 10 4
2 12 4 12 30
A 4 4 2 6

A legnsgyobb kiilonbséget a IV. oszlopban taldljuk. Prog-
rgmozzunk ennek pminimdlis elemeire maximdlis mepnyiséget,
azgz 8 C sor IV, cpzlopbg 1l0-et, sz A sor IV, oszlop~
ba 2~%, Ezdltgl a C +tédrclohelyrdél a teljes mennyiséget
elszdllitottuk és a IV, rendeltetdsi hely igényét kielégi~
tettilk, az A tédroléhely készlete 8 egység maradt.

Készitslnk Uj tdbldzatot, amelyben hagyjuk el a C sort
és IV, oszlopot, s sz A tdroldhely xészletét 8 egységre
médositsuk.

T II III v A
A 0° 0 2 0 8 2
B 6 4 " 10 4
¢ 5 " . . ; .
2 12 4 >
A 6 4 2 %
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Az uj tdblszatban u;ra képezzilk a sorok és oszlopok sze-
rinti kiltnbségeket és megismételjilk az elSbbi eljdrdst. En-
nek sorin kielégitjik az I. rendeltetési hely igényét éa
az A Tfeladdhely készlete & egységre csbkken, azaz:

T II tit v A
A ] o® 2 . 6 | &
B . 4 o4 . 10 4
¢ . A . " . é

: 12 4 b 2 .
A . 4 2 .

A tdbldzatban a B sorhoz és II. oszlophoz tartozd dif-
ferencia egyforma, egyardnt 4. Ilyenkor vagy tetszés szerint
vdlasztunk sort, vagy oszlopot, vagy azt a sort, vagy oszlo-
pot vdlasztjuk, shol a ktltségelemek nagyobbak,

A tEbldzatokba foglalt részmegolddsokat foglaljuk egy
tdbldzatba és mir meg is kapjuk az eldbbi optimdlis szdlli-
tdsi programot.

a o® 2 0? |10
6 48 ot &t
4 6 8 0tC 1 10
3 i ) |30

Megjegyvezzilk, hogy nem sziikséges minden 1épésben uj tdb-
lizetot szerkeszteni, elezendd a kihagyandd sorckat dthusni
és az uj differsncidkat meghatdrozni. Példdnk alspjdn: ldsd
kovetkezd oldalon.

8.5. Eegyenl8tlensézek és korldtozdsok a szdllitdsi fela-
datban

Eddig *elre;;ir= g
litandd mennyiség és a rendeltetési hel&ek igén ve megegyezlk.
A gyakorlatban ez a fel ;,elezes nem mlnﬂlg teljestl; gyak-
ran eléfordul,hogy a rendelési helyek osszc*'lgerve nem éri
el a t& rolohelvﬂken t8rolt Osgzes mennylséget, vegy & rende-
lési helyek igénye meghaladja a térolonelveken térolt Ssszes
mennviséget.




] IT IIT %v &1 | &2 | &
Al 62 o® 2 2 lio| 2] 2| 2
B | PR 19 | 4| 4] &
. - & 10 | :
T 3 T [®] LU i3

: 12 4 14 30
A 4 4 2 g
a 1 i
a3 A 2

Ha g feladatot linedris programozdsi feladatként szimplex
médszerrel oldjuk meg , akkor az azt eredményezi, hogy a
feltételeket egyenldtlenségekkel fogalmazzuk meg. Ismeretes,
hogy ilyen esetben az egyenldtlenség egyvenletté alakithatd
at. egységvektorok /ugynevezett hifnyvdltozdk, vagy tobblet~-
vitozdk/ beiktatdsdval a szdbanforgd feltetelekhez. A hidny=
valtozd itt azt mutatja, hogy s térolt mennyiségbdl mennyire

nines megrendelés /rendeléshifny/ a tdbbletvdltozd pedig a
tobblet megrendelést muiatja /rendeléstsbblet/.

Tegyilk fel példdul, hogy felsdatunkban a IV. rendelési
hely igénye 12 helyett 6 egység. A feladst linedris progra-

mozdsi modellje most /a feliételeket egyenletekké alakitva/
a kovetkezd: ldsd kdvetkezd oldalon/.

Az up, ug, usg tehdt szt mutsatja, hogy az A, B illetve

¢ t4roldéhelyen tdrolt mennyiségbdl mennvit kell tovdbbra is
térolni, Természetesen az ezekhez tartozd szdllitdsi kvltség
/a gélfﬁggvénykoefficiens/ nulla, hiszen itt nem torténik
szallitds,

A fenti logikdt kbvetjiik akkor is, amikor a koltségmdtriz=
ot ugy alakitjuk 4%, hogy névliepges dllomdst iktatunk be, a-
melyhez természetesen 0 koltségelem tartozik. Jeldljilk g néve-
leges dllomdst N=-el, akker & koltségmidtrix tabldzatunk a
kovetkezd:
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o D28 s

I TT ITT iv N
A 10 8 6 4 0 10
B 20 16 T 0 10
(o 18 18 16 8 0 10
2 2l 4 6 6 30

Csupdn megjegyezziik, hogy a linedris programozdsi modells-
ben a midnyvdliozdk jeldlhetdk X155 Xpgs Xgg szimbélumok=

kal, vagy Nl' N2’ N3 illetve 15, N25, N35 szimbdlumokkal
is é3 ezek elhelyezhetdk az:

Ey1s Xy Xyzs Eqge Tige Foqs Xops Fpgy Tohs Fog
gtb. elrendezésben is tetszés szerint.

Vegyik most azt az esetet amikor a rendeltetési helyek i-
génye meghaladja a tdroléhelyek kapacitdsdt, mondjuk az I.
rendeltetési hely igénve most 2 helyett 6 egység. Most névle~
ges térolohelxet épitink be a koliségmidirixba, amelyhez O
koltségelemeket rendeliink, szaz:

I IT IIT v
A 10 g 6 4 10
B 20 16 8 14 10
¢ 18 18 16 8 10
N 0 0 0 0 4
12 4 12 34

Prielemszeriien irhatjuk fel most is a linedris programo-
zdsi modell induld szimplex tdbldjdt.

Az eddigiekben azt feltételeztilk, hogy a feladat megoldd-
84t nem korldtozzuk. A gyakorlatban viszont gyskran kell a
feladathban korlaftozisokat is megfogalmazni.

Igy példdul lehetséges, hogy & rendelés nem éri el a té-
rolt mennyiséget, tehdt az anvagz egy részét tovdbbra is
tdrolni kell, azonban el skarjuk érni, hogy az el nem
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szdallitott anvagokat egvetlen tdroldhelyen tdroljuk, hogy
ne legyen sciikség egyidejlileg tobb helyen is az anyag Oreé-
sére, kezelésére, stb. Lehet kovetelményiink az is, hogy bi-
zonyos tédroléhelyril bizonyos rendelési helyre nem szabad
szdllitani. 4z ilyen korldtozasokat a szdllitdsi feladatban
konnyen tudjuk kezelni, egvszerien magas gzdllitdsi koltsé-
get, ugynevezett tiltétarifdt irunk el wzokra a helyekre
ahova nem szabaed SzZdllitdst programozni. Bzt & magas kiltsé=-
get M-el jeldljik.

Ha példddl a névlieges dllomdsok beiktatdsdval csak a C
tdroldhelyen engediink tovdbbi tdroldst, és ha nem engedjiik
meg, hogy A tdroldhelyrdl II. rendeltetési helyre szdllit-
sunk, akkor koltségmétrixunk a kiovetkezd:

I IT LI v N
A 10 M 6 4 M 10
20 16 8 14 u 10
c 18 18 16 8 0 10
2 12 4 6

A linedris programozdsi modellben ugyancsak elérhetjik
tiltétarifa alkalmazdsdvel, vagyis nagyon magas kiltség eld-
irdsdval a fenti kdvetelményeket, de tudjuk azt is, hogy a
linedris programozds erre mas lehetdségeket is kinsl.

8.6. Potencidlok mddszere

Az eddig tanult médszerck = a szimplex mddszer kivételé-
vel - nem teszik lehetdvé annak megnyugtatd eldtnbését,hogy
az elddllitott megoldas an optlmalls sza111ﬁasl p*ogramot adm
Ja—e, vegy csak az egyi 'Eﬁetseges prograTot kepiuk mege A
tovdbbiakban megismer] . potenciidlok médszerét, smely lehe-
t3vé teszi egy induld 1 tseges szallitasi program fokozgtos
javmtasat, g az igy el tott wujabb és ujabb megolddsokrdl
gzt is el tudjuk donie hozy gz optimdlis program-e?

Vegyiik az elabbiek}ﬂ“ maz megismert redukflt koltsdgmd frix-
ot és egy lehetsézes megolddsi: /lisd kivetkezd oldalon/.

A tdbldzatbdl 1L epgyes helyekrs mér szfllita-
sokat program02ua1x 5tt helyek/, mdsokra nem prog-
ramoztunk /ezek a szat helyzsk/.



T II TIT v
A 0° o° 2 0 10
B 6 44 ot 6° 10
c 4 6 8 010 | 10
2 12 4 12 30

A tdroldhelyek szdms 3, a rendeltetési helyek szdms 4,
8sszesen 7, a kotott helyek szdma 6. /A kotott helyek szdma
mindlg eggyel kevesebb, mint a tédrold~ és a rendeltetési he-
lyek egylittes szdma. Ezt sz értéket /kitott helyek szdmit/
kritikus szdmnak szoktdk nevezni.

Ha g fentl induld programban a kotott helyek mind nulla
elemnél fordulndnak eld a megoldds optomdlis programot jelen=-
tene. Ellenkezd esetben a program javithatd.

A program javitdsa s kovetkezdk szerint torténik:

Megvizsgdljuk mi torténik, ha valamelyik szabad helyet
bevonjuk a programba.

Vegyilk g mdsodik sor elsd elemét, ami szabad helyet mutat.
Has lde 1 egységet progremozunk, akkor a mdsodik sor mdsodik
elemére programozott mennyiséget 1 egységpel csdkkenteni kell,
az elsd sor misodik eleméhez 1 egységgel tobbet, elsd elemé=-
hez egy egységgel kevesebbet kell programozni. Tulajdonképpen
bidstyamozgdssal egy kort irtunk le. A

0% a— 08 ol w— o7
t helyett, tehit a | T
§ e gk gL — 43

megolddst kapjuk.

Nézziik meg a két "korhtz" /a két részprogramhoz/ tartozd
szdllitdsl kiltséget:

0°24+0:8+4-446-0 = 16 és 0+l + 0+9 + 4.3 + 6:1 = 18
A p7dllitdsi koltség tehdt ndvekedett 2 egységgel. Ezt a

Doy = 2
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szimbdlummal Jeloljitk, kifejezve, hogy amennyiben s mdsodik
sor elsd helyére egy egységet programozva valtoztatjuk meg
gz eldbbi lehetséges programot, akkor a szdllitdsi kolteég
2 egységgel megnidvekszik. Ezt a szabad helyet tehdt nem
célszerii bevonni a programba., A Aoy értéke egyszeriien

kigzdmithatd ugy, hogy s szabad helyrdl kiindulva a kdlt-
ségelemeket vdltozd eldjellel felirjuk és Gsszevonjuk, azaz
Ay = 3-240-0 = 1 -
Végezziik el a kortk alkotdsdt bdstyamozgdssasl minden
szabad hely figyelembevételével és hatdrozzuk meg a Ay
Ertékeket:

no

08 - 2

‘ T Ajj = 2-0+4=0 = 6,
iy o

B=—0

| 1 By = 0-0+4-6 = -2,
44— ¢

o e ?8

] 444-62 &gy = 4m046=440=0 = 6,

*10

4 —————= 0t

e ¢?

l i Asp = 6-046-4 = 8,

6 _____,,OlO

ghia— g?

¥ Ly = 8-046-0 = 14,

a ______010
Az eredmény tehdt:

Al3 = 6, Ay = =2, )

Doy = 6, Agp = 8, Asg 14.
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A Ay Srtékekbsl kitinik, hogy a szdllitdsi koltség
csgk azgltal csdkkenthetd, ha az elsé sor 4.oszlopdt vonjuk

be & programba, mégpedig minden egység diprogramozdsa 2 egy-
aéggel csdkkenti a szdllitdsi koltséget.

Kérdés gzonban, hogy a szdllitandé mennyiségbS8l hiny egy-
ség programozhaté 4t erre a helyre, Ezt mindig az adott kor
legkisebb eleme hatdrozza meg /hiszen egyik helyre sem prog-
ramozhatunk negativ mennyiséget/. Ez esetiinkben 2 egység le-
het, mivel ezen a koron ez a legkisebb elem.

Az optimdlis program tehdt:

Készitsik el ismét g tdbldzatot, ugy, hogy a kdt5tt helye-
ket D Jjellel jeldljilkk, a szabad helyekre pedig irjuk be a

megfeleld By értékeket. Ekkor a koltségvdltozdsok mitrixz-
gzdt kapjuk, azaz:

2 Ix IIT Iv

A 0 D 6 -2
2 0 a
6

0

8 14 0

Készitsiink a leirt mdédon kordket az optimdlisnak tekine
tett megolddshoz és hatdrozzuk meg g kiltségvdltozdsok mdte-
rixdt. Az adatokat g kiovetkezd tdbldzatba foglaltuk:

IT IIL

0 o

I
g
2
4

(i S s O

0
a
6

(=]
no
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Mostmar nem taldlunk negativ elemet a kolitségvdltozd~
sok mdtrixdban, tehdt a program tovdbb nem javithatd.

Magyobb terjedelmii feladatok megolddsdhoz szdmitdgépet
vesziink igénybe.

8.7. MNMezdgazdasdpi alkslmazdsok

A mezbgazdasdgbsn nem jellemzd a tipikus szdllitdsi prob-
léma, amikor t&bb tdroldhely /feladdhely/ és t6bb rendelteté.
g1 hely kbzttt kell a szdllitdsi feladatot programozni, An-
ndl inkdbb felmeriil ez s feladst a mezégazdasdgl termények
és termékek kereskedelmi szférdjdban, valsmint a mezdgazda-
sdg anyagelldtdsdbsn.

Nem mindegy példdul, hogy az dllsmi, vagy kereskedelmi
tdroldhelyekre s terménvek szdllitdsdt hogyan szervezzik,
meg, melyik mezdgazdasdgi vdllalat melyik tdroldhelyre szdl-
lit, Ugyancsak jelentds feladat lehet anngk megszervezése,
hogy & miitrdgydkat, vegyszereket és egyéb anyagokst melyik
vdllalat melyik kereskedelmi tdroldhelyrdl kapja.

Jelentls feladat volna a mezogazdasaggal kapcsolatos vas
suti szdllitdsok programozidsa.

A feldolgoz$ iparl, élelmiszeripari izemeknél is slkalmaz-
haté volna a szdllitdsok programozdsa, pl. melyik vidllalat
melyik feldolgozé lizemhez szdllitss a gylimdlesdt, &onzerv1pa~
ri terpékeket, cukorrépit, stb. feldolgozds céljdbdl.

. Nem kinnyi feladat ennek megoldasa, annil inkébb, mivel g
Teladat ©tndlld kereskedelmi és iparvdllalatokhoz kapcsolodik
ezek Bndlldan vésdrolnak fel és onalloan gértékesitenek, Ki le~
hetne dolgozni azonbsn ezek részére egy ajdnldst, dontési
vdltozatokat s felvdsdrlés és rtékesités kﬁrzetesitésére,
ami nem lenne kotelezd, de ismernék a vdllalatok, hogy az et~
t81 valé eltérés milven dldozatokksl jdr. Egy kotelezé felvi-
SarlaSl-erﬁekesit931, g2411itdsl terv, vagy kdtelezd kiorzee
tesités negyobb kdrt okozna, mint amilyen haszonnal jarna.
Nyugati orszdpgokban szonban élelmiszeripsri vdllalatok és
kereskedelmi cegek megulzasokau adnak kutatdknak a felvdsdre-
ldsok, illetve értékesitések kOrzetesitése szdmira, ajénla-
tok kldOlgOZ&S&Iﬁa Ezeket a korzetesitési ajdnlatokat termé-
szetesen csak addig veszik figyelembe a vallslatok, ameddig
az szamukra eldnyis.

A mezdgazdasdgi véllalstokndl kiilondsen nem meriil fel &
szdllitdsi feladat klaosszikus esete, azaz hogy T6bb tdrold-
helyr8l kell egyidejlileg egynemii terméket elszdllitani. De
& szdllitdsprogramczdssal azonos logikdn alapszik az a fela=
dat, hogy ha peélddul kiildnbdzd tdbldkon kell a blizdt kombdjn-
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nal betakaritani €és klilonbdzd tipusu és teljesitményii kom-
bédjnnok dllnak rendelkezésre, akkor melyik kombdjnbdl nixm

elosztduk a téblék kozdtt. MaArpedig a mezdgazdasigi munktz-
szervezésben igen sokfele ilyen elosztési feladat adddik.

Ugyanilyen elosztdsi feladat a miitrdgydk elosztdsa ti:l=x
kozdtt. Ez esetben a mﬁtrégyafelhasznélés adott t4bldn t5nh-
lethozamot ég tobbletkSltséget is jelent, azaz ezek killiz
ségeibll adéddan tobbletjivedelmet. Most tehdt célfiiggvenyin
nem g szdllitdsi koltség, hanem a tdbbletjovedelem lehex,
aminek természetesen a maximumdt keressgiik.

Sorolhatndnk még a mezfgazdasdgil alkalmazds lehetdse
de ezzel késébb,mds targy keretében feglalkozunk részle
ben. Ha azonban végiggondoljuk sz elSbbi rovid dsszefoglal=s
az alkalmazdsokkal kapcsolatban, sikeriil rdjonni arras is
hogy & szdllitdsprogramozds és s linedris programozds kyb-.:
igen szoros kspesolst van,

g
i
v

!\ 1]
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9. FEJEZET

Hilddiagramos eljdrdsok

A hdlédisgramos eljdrds otvozli a grafikus és numerikus
médazereket. JO1 alkalmazhatd tervezési, szervezési, ird-
nyitdsi, ellendrzési feladatok megolddsdra. Egyszeri, s fe~
ladatot grafikusan ébrdazolja, majd numerikus mddszerekkel
vizegdljas. A grafikus Abres gyakran egy kifeszitett héldhoz
hasonlit, ezért is nevezik az ide tartozd mdédszereket hdlddl-
agramos eljardsoknak, vagy haldtechniksi mdédszereknek,
vagy egyszeriien hdldtervezésnek.

A hilddisgramos médszereket olyan folyamatok vizsgdla-
tdra alkalmazzuk, amelyek 6ndllé részfolyamstokra bonthatdk
és célunk e részfolysmatok kozdtt a logikai és iddbeli
kapesolatok vizsgdlata, a sorrendiség és ilitemezés megiterve-
zése. A részfolyamatok logikai, és sorrendil kapcsoléddsait
grafikusan gbrdzoljuk, ami tulajdonképpen s folyamst logi-
kai modelljét képezi.

A hdlétervezési médszerek nem optimumszdmitdsi médszerek,
nem teszik lehetdvé anngk megdllapitdssat sem, hogy egy-egy
megoldds optimdlis-e, vagy milyen mértékben tér el az opti~
milistél. Ennek ellenére a hdldtechniks igen eredményesen
alkalmazhaté gazdasdgi problémdk vizsgdlatdra, gazdasdgi fe-
ladatok hatékonysbb megolddsdangk tervezésére.

Az elsd jelentdsebb publikdcidé 1957-ben jelent meg az
USA~ban. Kozolte a kritikus dt médsgerét /Critical Path
Method, vagy réviditve CPM/. Lgy evvel késGbb hoztdk nyil-
védnossdgra a progrsmellendrzd és kiértékeld techniks méd-
szerét /Program kvolutlon and Rewlew Technigue, vagy roévie
ditve  PERT/ médszert, amelyet s Poldris rakétsprogram meg-
tervezéséhez alkalmaztak. :

A késbbbiekben £8ként a CPM és PERT médszer tovdbbfej-
lesztéseként djabb mddszerek szlilettek, igy az erdéforrds
allokdcidéra a PAMPS mdédszer, a kiltségelemzésre a
PERT/COST 1illetve a LESS programrendszerek, majd Francia-
orszdagban a 60-as években keriilt kidolgozdsra a potencid-
lok médszere néven ismert /Metra Potentisl MEthpE, vagy
roviditve MPM/ médszer, amely a hidlészerkesztés szemlélet-
médjédban is eltér a CPM €s s PERT médszerektdl.

Magyarorszdgon eddig a hilddiagremos eljdrdsokat kuta-
t4dsi, fejlesztési, tervezési, beruhdzds tervezési és szer-
vezési feladatokndl alkslmaztfk nagyobbrészt. Mezdgazdasidg-
ban inkdbb csak kisérleti, kutatdsi alkalmazdsokat taldlunk,
gyvakorlati alkalmazdsa nem terjedt el. Valdsziniileg ennek
az is oka, hogy az alkalmazds médszertani kérdései nincse-
nek kellden kidolgozva.



Irdnyitott gréfrdl beszéliink, ha Lényeges =zz elempidrok
sorrendje 1s, azaz az osszekdtd élekkel kspcsolstban beszéle
hetiink kezdd ¢s végpontokrdl. Ilvenkor sz éleket nyilakkal

Jeloljiik.

Irdnyitott graf.

Az élek egymishoz csatlakozd sorozatas az Ut, vagy pdlys.
Irdnyitott grafokmdl dtrdél akkor beszélhetiink ha az élek
irdnyitdsuknak megfelelden csgatlskoznask egymdshoz.

<P <P

Ut az irdnyitatlan €s gz irdnvitott
grifban

Korpdlva és hirok az olyan dt, /vagy pédlys/ melynek kez-
45 €s végponija ugvanabban & csucspontban van. Legegyszeriibb

Ut a hirok, amely csak egyetlen €1b6l 411.

. ; Korpdlya és hirok sz irdnvitott grdfban.
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9.1. Grafelméletl hivatkozdsok

A hilddiagramos eljdrdsok Altal alkslmazott hdldk csii-
csokbdél /csomdpontokbdl/ és az ezeket Usszekidtd nyilakbol
e lekpo allnak. Az ilyen glakzatok matematiksi vizsgdla~
aval a graf-elmélet foglalkozik.

Grdf alatt olyan halmgzt értiink, amely egy alsphalmaz~
bél /pl. ponthalmazbdl/ és az alaphelmaz ellenparjsingk
halmazibdl £11.

Egy grafot oOsszefiiggd gréafnek neveszlink, ha annak bdr-
mely két pontja ossze van koive £llel, vagy ¢élek szorzatd-
val, azaz az élek sorozats bdrmely pontbdl bdrmely pontba
elvezet, Nem Usszefiiggd griafrdl beszéliink, hs a fenti
feltétel nem teljesiil

S
R,

nem Ggszefiiggd osszefliggd
gréf graf.

Egy grifot egyszerii grdfnsk neveszlink, ha bdrmely két
pontja kizdtt IegfteeEE cegk egy 61 lehetaéges, ellenkezd
esetben, nem egyszeri gdrfrdél beszéliink. A hildédimgramos
eljdrédsok egyszeri grdfokat alkalmaznak.

¢S

Egyszeri grif Nem egyszerii graf
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A k3rpilys mentes grdfokat finak is szokds nevezni.
Az irdnyitott fa /irdnyitott kOrpdlya mentes graf/ tartal-
mazhat 1ldtszdélagos korpdlydt, de az - az irdnyitdst is fi-
gyelembevéve - nem lehet kéruljdrhaté. 4 gyakorlatban meg-
veldsithato folysmat hfldja csakis irdnyitott horpdlyamen~-
tes graf lehet.

%&

Irdnyitott fa Irényitott fs, ldtszdla-
gos korpdlydkkal.

9.2. A kritikus Ut mepghatdrozdsa

A kritikus 4t mddszer /CPM/ a tevékenyssgek tervezésére
hatdrozott idStartemokat haszndl, szemben s PERT mdédszerrel,
amely hatdrozatlan, becsiilt iddtartamokkal dolgozik és al-
kalmas sztochasztikus folyamatok vizsgdlatdra.

9.2.1. Iopiksi terveszés

A kritikus Gt mddszerének slkslmazdsa soran mindenek-
eldtt szdmba kell venni s résztevékenységeket /illetve a
teljes folyamatot résztevékenységekre kell bontani/ s a
résztevékenysdgek kapcsolatsi alspjdn fel kell épiteni a
tevékenységek hdldjdt.
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Mindenekeldtt egy listdt késgzitiink a tevékenyssgekrsl
és megdllapitjuk a tevékenységek sorrendjét. A tevékenyss-
gek k6z8tt lehetnek Ffixtiv, vagy litszattevikenyssszek, mds-
ként lires_tevékenyséeek is, amelyek nem jelentenek tevikeny-
séget, csak azt jelolik, hogy pl. K, tevékenyséz csak G, te-
vékenység befejezdse utdn kezdldhet el.

A tevékenységek /A, B, C, ..., M/ csicspontokbél in-
dulnek és csdiespontokba vezetnek. Ezek a esicspontok a
tevékenysdgek kezdeteit ill. befejezéselt jelslik, s
szdmokkal vannak elldtva, s ezeket eseményeknek nevezsziik.
A tevékenységek jeltlhetdk szdmpdrokkal is, gy az /i,j/
szdmpdrral, ami azt jelenti, hogy az i-edik eseménybdl
kiinduldé és a j-edik eseményben végzddl tevékenységrdsl
van szé, 5 természetesen 1< j, vagyis az 1 sseminy meg-
elfzi a j ememényt. Ennek alapjdn a tevékenységek jeldlé-
gét el is hagyhatjuk, hiszen mindegyik £1rd8l 5tevékeny—
aégr8l/ tudjuk, hogy az az /i,j/ tevékenysdget jelenti.

9.2.2., IdStervezés

A logikal tervezés utdn meghatdrozzuk a tevékenységek
id&sziikségletét /hetekben, napokban, Srdkban tetszés aze-
rint/. Természetesen a ldiszattevékenységek idjigénye
nulla, Irjuk be a hdldba a tevékenysdgek idGigsnyst.
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feladat elviégzdsdnek
2t 2tfutdsi idejének,

zabb idétartamu 4t, amely
az utat kritikus utnak ne=
'sz*evekenys°gek eivegzdgé-
zdelen aﬂ 8z egfész feladat

alat' a feladat megol
ezik, mivel ezen azm

Jb“ bekivetkezd legk

elvégzdésének kdslelt

G243

Foglalj & %evékenységeinek idStartamdt
egy iditarton mitrixbe » azaz Irjuk be az /i,j/ tevékeny-
gégsk 1dftaviomdt ez i-edll sor j-edik oszlopdba.
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sorban t6bb pszlop=-
ctve he & j esemény-
Zitor & J oszlopban -
stote A litszattevékeny-
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A feladat tovébbi elvégzdasdnek knnyebb megsrtédséhez
€3 a rgvidebb térgyalhatdésdz drdeksben vezessiik be a ig=
vetkezd jeloléseket:

i = egy tetszdleges esemény sorszdma /41talé-
ban egy tevékenysdg kiindulé /kezds/
esemsénye,/

J = egy tetszfleges esemény sorszdma /4ltald-

ban egy tevékenység befejezd eseménye./

Ve (R = egy tetszdleges tevékenység kddja;
/.57 = &z i-edik ememénybll a j-edik eseményhez
vezetd tevékenység elvégzésének idStarta=-
ma /idSsziikséglete, dtfutdsi ideje/
t£/i/ = az i-edik egemény legkordbbi beksvetkezé-
sl iddépontja;
ts/i/ = az i-edik egemény legkésSbbi bekdvetkezési
id8pontja;
tfk/i,3/ = az fi,j/ tevékenység legkordbbi kezdete;
tfy/1,3/ = az /i,]/ tevékenysdg legkordbbi hefejezdse;
tak/i,j/ = az /i,j/ tevékenysdg legkésébbi kazdete;
tav/i,3/ = az /i,j/ tevékenység legkfasbbbi befejezdse;
o = a folyamat teljes &tfutdsi ideje;
P max/i,j/ = az /i,3j/ tevékenység maximdlis tartalékideje;
Pez fi,j/ = ez [fi,]/ tevékenysdg szabad tartalékideje;
P S = az fi.j/ tevékerység flggzetlen tartaldki-
deje; _
P min/i,j/ = az /i,j/ tevékenység minimdlis tartalékideje.

Az i-edik esemdny lezkordbbi bekdvetkezfsdnok idSpontia

Ef/ia az a leghosszabb idStart ; & ezdd 1dSponttsl
z i-edik eseminyilg jedd Yasz nyesy viégrehajtd-
géhoz sziikséges. EbbSL kbvetkezik, hogy amennylben asz

i-edik esemény tobb uten is elsrhetd, mindig a hosszabd

uttal szdmolunk.
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_Hatdrozzuk meg a tf/i/ idStartamokat az elébbi
hald alanjan:

i-= 1 eseményig egy dt vezet /0, 1/ emindl a j/0,1/
id&tartamot taldljuk, ami 7 egysdg. Tehdt

88/ = 1T

i =2 eseményig.

t2/2/ = $£/1/ + 3/1,2/ = 7 + 5 = 12
i=3

t2/3/ = t£/1/ + 3/1,3/ =7 + 3 = 10
i=4

t2/4/ = t2/2/ + y/2,4/ = 12 + 4 = 16
i=5

t£/5/ = #£/4/ + y/4,5/ = 16 + 1 = 17

t2/5/ = t£/3/ + 3/3,5/ = 10 + 6 = 16

t£/5/ = 17

Latjuk, hogy 1 = 5 eseményhez két Ut vezet /i = 4 és
i = 3-bdél/ § & hosszabbi utat vettilk szdmitdsba.

i=6

tt/6/ = £2£/2/ + y/2,6/ = 12 + 2 = 14
t2/6/ = 14
i=17
t2/7/ = t£/4/ + y/4,7/ = 16 + 10 = 26
$2/7/ = t£/6/ + 3/6,7/ = 14 + 0= 14

t1/7/ = 26
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i =B
t£/8/ = t£/5/ + §/5,8/ = 17 + 6 = 23
t£/8/ = t£/7/ + y/7,8/ = 26 + 4 = 30
i=9
t£/9/ = v£/7/ + y/7,9/ = 26 + 2 = 28
t£/9/ = t2£/8/ + y/8,9/ = 30 + 5 = 35
i=10

t£/106 = t£/9/ + y/9,10/ = 35 + 8 = 43

tf/lo/ = 43

A fentiek szerint tehdt a folyamat legkordbbi befeje-—
zésl id&pontja a kezdéstdl szdmitva /vazyis a folyamat
teljes dtfutdsi ideje/ T = 46
Ezt az idStartamot kritikus Gtnak nevezziik. Ez azt is
jelenti, hogy az adott atfutési 146 legaldbb 43 idfegy-
ség. /Hasonldképpen hatdroztuk meg az egyes események
legkorébbi bekbvetkezésdnek idejét./

A kritikus dton 14v3 tevdkenységek iddizénysben be=
kovetkezett vdltozdsok a teljes dtfutdsi id8 mddosuldad-
val jdrnak. Amennyiben a teljes dtfutdsi idd vdltozdsdt
el akarjuk keriilni fontos, hogy a kritikus dton 1lév§
tevékenységek hatdridejét betartsuk.

Az i-edik egemény legkordbbi bekdvetkezési idSpontja
eéyben az fi,j/ tevikenysdzs legkésdbbi befejezdgi iddpont-
Jat is jelen®i, hiszen az /1,j/ levékenyssg csak az
1-edik esemény bekdvetkezdse utdn kezdddhet.

Az i-egsemény legkésdbbi bekdvetkezssi iddpontja alatt
azt srijilk, hogy a hdld kezddpontjdtdl szdmitve legkésdbb
ekkor be kell kbvetkezni az i-edik eseménynek, Ez az
id8pont egyben az /i,j/ tevékenység legkordbbi kezdési
id8pontja is. A legkésdbbi bekivetkezdsi idépontok /ts/1/
kiszdmitdsait a hdldn visszafelé haladva végezziik és ahol
t8bbféle ut lehetséges = szdnitds eredményei k&ziil a ki-
sebb ériikit vesssziilk,

Szémitauk ki a ta/i/ értékeket az eldbbi hdld alapjén.
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ts/10/ =

- TR =

$£/10/ = 43

ta/S/ = ts/10/ - ¥/9,10/ = 43-8

tS/S/ =
it

t8/7/ =

ta/T/ =

ts/6/f =
5

ts/5/ =
4

ts/4/ =

ts/4/ =
3

t8/3/ =
2

ta/2/ =

ta/2/ =

ta/9/ = 35

ts/9/ - v/8,9/ =
ts/8/ = 30

tSfB/ = 3/758/
ts/9/ = ¥/7,9/

t8/7/ = 26

A

ts/7/ - ¥v/6,7/ =
ta/6/ = 26

]

te/8/ - ¥/5,8/ =

|t8/5/ = 24

t8/7/ - v/4,7/ =
ts/5/ - v/4,5/ =

its/4/ = 16

ta/5/ = v/3,5/ =
ta/3/ = 18

i

t8/6/ - v/2,6/ =
ta/4/ - v/2,4/ =

Ita/2/ = 12]

35

30
35

26

30

24

24

16

1o

35

30

26
38

26

24

16
25

18

24
12
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i=1
ts/1/ = t8/3/ = 3/1,3/ = 18 = 3 = 15
ta8/1/ = ta/2/ - y/1,2/ =12 =5 = T
i1=0
t8/0/ = ta/1/ = 3/0,1/ =T =7 =0

Foglaljuk most Gssze az eldbbi szdmitdsokat és az azok
alapjdn levonhatdé kdvetkeztetdémeket:

A j-edik esemény legkordbbl bekdvetkezési ideje
t£/3/ = max [tf/i/ +y /i,jﬂ

Vagyis a legutolsd i-edik esemény legkordbbi befejezési
igejéhez hozzdadjuk az y/i,j/ tevékenység leghosszabb ide-
Jjét.

Amennyiben
t2/1/ = ts/i/

azaz az i-edik tevékenység legkésdbbl befejezési €s legké-
a5bbi kezdésl idSpontja egybeesik az ezen eseményekhesz
tartozd it a kritikus 4t.

A t2/1/ éa ts/i/ értékeket dltaldban az idétartam
matrixhoz szoktdk irni, Ugy hcogy azt egy oszloppal kibdvi-
tik & t£/i/ 43 egzy sorral kibdvitik a ts/l/ értdkek szdmdra.
Szokds a mitrixot még egy gorral béviteni shovd a
ts/i/ = t2£/i/ értékeket irjuk be, mzaz jeldljlik. shol
ennek srtdfke nulla, azok & tevékenységek a kritikus utat
alkotjdk.

9.2.4, Iddtartalékok

Az eldbbiekben meghatdroztuk a kritikus utat, amely
azt mutatja, hogy az adott feltitelek mellett mi az az
id8tartem, amely a feladat teljes dtfutdsi idejéhez fel=-
tétleniil aszlkséges.
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Megvizugélhatjuk azonban, hogy pl. a termeldi kapacitdsok
bévitéaével nem lehet-e a kritikus utat roviditeni, 4 ter-
meldi kapacitdsok bgvitése most amzt szolgdlja, hogy a kri-
tikus uton 1évS tevékenysdgek elvégzésdhez szilksépes 1dst
ryviditsik. Lehetséges azonban, hogy a kritikus Gt mentén
18v5 tevékenyssgek 1d8igényét oly mértékben mikeriil caok-
kenteni, hogy megvdltozik maga a kritikus dt meghatdrozdsa.

Annak elddntéséhez, hogy a kritikus it megvdltozoti-e
segitségiinkre van a nem kritikus tevékenyeségek iddtartalé-
kainak meghatdrozdsa.

Figyeljik csak meg hdldnkat. Ahhoz, hogy az egyea te-
vékenyadgbSl az 6t8s tevékenységhez jussunk el, kétfdle
lehetdegdgiink van, Az egyik amikor a hirmes tevskenységen
keresztiil haladunk, a mdaik d% pedig & kettes és négyes
tevékenysigen keresziiil vezet. E15bbi esetben 9 idSegy-
£4e’;‘E utdbbiban 10 idfegység sziikssges az it megiételshes,
E18bbi Gt 1 idfegység tartalikiddvel rendelkezik, utdbbi-
nél nines iddtartalékunk, mivel a kritikus tdton haladunk.
4 tartalékidSvel kapcsolatos szimitdsokat a kivetkezlk
szerint végeghetjiik el.

Maximflis tartalékid§ meghatdrozdsdndl feltételezazilk,
hogy & tevskenysig & kezds esemény legkordbbi bekdvetke-
zéal 1d8pontjdban elkezdheil és megengedhetd, hogy a vég~
esemény legkéadhbi idSpontjéban fejezddjon be, azaz az
i3/ tevékenységhes rendelkezésre 4116 148 ts/j/ - v£/i/
maximdlis tartaldkids tehdt:

P max/i,j/ = t8/i/ - t2/i/ - y/1,3/

vagyis a rendelkezésre 4116 148 és a sziikséges 1dS kiildnb-
BéL£8.
Altaléban ezt az 1d8% nem szoktuk teljesen felhaszndlni.

Szabad tartalékidd az a tartaldkid§, amelynek minden
tevekenyssg esetsn tortsénd felhaszndldsa sem jelent hatdr-
id8 cgiszdat. Kisazdmitdsa:

PSz/i,3/ = t2/3/ - ¥2/1/ - y/i,i/

Figretlen tartaidkidd meghatdrozdsdnak célja a szabad
tartalekidd céiljaval azcnos, osak itt nem & legkorabbi,
hanem a még megengedhetd legkéalbbi iddpontokat vesassziik
a szdmitds alapjdul, aszas

PE/i,3/ = ta/j/ = ta/i/ - 3/1,i/

A szabed 83 a fliggetlen tartaldkidd felhaszndldss csak
akkor nem okoz hatdridé csiszdst, ha kiovetkezetemgek va=-
gyunk $s minden tevékenységnél egysrdnt vagy = szabad,
vagy a fiuzgetlen tartelékiddt vessziik figyelembe.
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10. FEJEZET

SZIMULACIOS MODSZEREK

10.1. A szimulicid fogalms €s alkalmazdsdnak lehetd-
ségel

Szimuldcid szinlelégt jelent, vagyis olyan hely~-
zetet teremteni, minths s nem valdsdgos folyamatok valosagosak
lennének. Azokrs sz emberekre, skik valamilyen betegséget szin-
lelnek gzt mondjuk, hogy csak szimuldlnak. Vaeldéjdban tehdt nem
betegek, csak ugy tesznek, mintha azok lennének, olysn helyze-
tet teremtenek, hogy ugy latszon, minthsg valdban betegek vol-
ngnak.

A gazdesdgl szimuldcid azt Jelenti, hogy a gazdssdg terii~
letén olyan szitudcidkat hozunk 1etre, mintha azok valdsdgo-
sak volndnak. Altaldban s pazdasdgi szimuldcid kiinduld slap-
jét matematikal modellek képezik, tehdt a szimuldcidt nem g
valdsdgos folyamatokon, hanem e folyamatokat jél kifejezd mg-
tematikai modelleken végezziik,

A szimuldcids médszerek igen soksziniiek, nincsennek merev
szabdlyokkal koriilhatdrolva, a legkiildnbdzdbb matematikal ele-
Jjérisokat is igénybevehetik és az alkalmazandd eljdrdsokat
mindig a vizsgdlt jelenség természete és a vizegdlat célja
alapjdn kell megvdlasztani. Nem tiizik ki a szimuldcids eljd-
résok optimumok egzakt meghatarozasat sem, bdr gyakran tore-
kednek az optimum megkezelltesﬂre. Legttbbsedr még azt sem
tudjuk megmondanl a sgimuldcids mdédszerek alkalmazdsa soran,
hogy mennyire kozelitettilk meg az optimumot. Gyskran nem is
célunk az optimum keresése, csupdn annak megdllapitdsdt kivdn-
juk elérni, hopgy hogvan viselkedik a vizsgdlt jelenség, vagy
folyamat kilonb&zd spitudcidkban, kiilenbozd hatdsokra.

4 szimuldcid kotetlensége miatt nagy lehetdségekkel rendel-
kezik, skkor is, amikor az analitikus médszerek mir nem, vagy
igen korldtozottan alkalmazhatdék. Fz is egyik oka annsgk,
hogy s szimuldcids mdédszerek gyorsan teret nvertek annak elle~
nére, hogy megjelenésiikkor mdr szdmos analitilkus mddszer ke-
riilt glkslmazdsra a gazdaessgi vizsgdlatokbsn.

4 vizsgdlt jelensép természetétdl és a vizsgdlat szemléle-
teét61 fligeben beszélink statikus és dinemikus szimuléeiodrdl,
ezen beliil szimultdn és rekurziv szimuldcidrdl. Mds szempontbdl
megkiildnbdztetlink determinisztikus és sztochasztikus szimulsd-
cidt. A szimuldcid sordn a vizsgdlt jelenség vdltozdk “lehet-
nek: folytonos €s diszkrét vdltozdk. Speecidlis tipusdt képezik
g szimulicidnak a heuriseztikus eljardsok, amikor az emberi
gondolkodds folyamatdira épitjik a szimuldlsast, az emberi prob-
1lémamegoldd folysmatot jétszuk le szdmitdgépen.

4 szimulscid gyakran egészen egyszerii megolddsokat alkalmaz,
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amikor a vizsgdlathoz szamltogepre nincs sazllkség, miskor
igen bonyolult logikal €9 matematikai feladstok megolddsidra
van szmilkségz, ami elknpzelnetetlen szdmitdgép nélkiil,

10.2. A szimuldcid folysmata

A szimuldceid ugyvan nem tartelmaz szlgurd kitottségeket,
de bizonyos Altaldnos elvek ift is vannak, smelyeket be kell
tarteni. A szimulsdcid folysmatainek rovid leirdsdban ezeket
az elveket foglgljuk dssze. Veldjaban ezeket az elveket mds
operdcickutatdsi eljdrdsok alkalmazdsa sordn is Tigyelembe
kell venni.

Az elsG lépés g feladst megfopalmgzdss. Innek sordn rig-
zitjik a vizsgdlat celjdt, kortlhstdroljuk a vizsgdlandd
problémdkat és teriiletet. Célul tlzhetjik ki elméleti, tudo=
ménvos vizsgdlatok elvevzeset, hlpOtEZlSek g€s feltételemések
ellenérezését, valamely jelenseg alakuldsinak vizsgdlatst kii=-
lénbézd karulmenyek kozott, vagy gyvakorlati dontesek megalgpo~-
zdsit.

A kivetkezd 1lépés a vizsgdlt teriilet tarulmanxozgsg. Innek

sordn informdcicdkat eylijtiink és elemezzilk a vizegdlset teriile-
t. Az informdicidk gyakran sok adat begyujtését, az elemzés
ezneknek sz adatoknak s logikai és matematikai elemzését igény~
1;. Fel kell tdrni g vizsgdlt jelensdég belsd strukturauat és
més Jelenségekhez vald kapcsolodasalt ezek természetét és
mozgd slehetdsdgeit. A vizspgdlt jelenség vagy terilet legt&bb-
szdr valamilyen rendszert jelent, smelynek belsd kapcsolatait
az alrendszerei ¢s elemei k&z8ttl kapcsolatok, kiils§ kapcso-
latait mds rendszerekkel €s alrendszerekkel, 1lletve mas
rendszerek elemeivel vald kapcsolatail jelentik. A rendszerek
vizsgdlata csakls rendszerszemlélettel lehet hatékony, ami-
hez negy segitséget nyijthatnak a rendszerelemzési mddszerek.

A kovetkezd lépés a matematikai modell, vagy matemgtlkal

modellek Gsszedllitdsa. Lehetséges ugyanis, hogy a szimuldcid
soran tUbb matematikei modellt, esetleg modellsorozatot alkale-
munk. A soromethoz tartozd modellek egymas eredmenyeit is
felhaszndlhatjdk és egymissal horizontdlis, vagy vertikdlis
kapcegolatban lehetnek.

ch
('J\

4 modell paramétereinek valdsdghili meghatdrozdsg dltaliban
igen lényeges. Esetenként azonban éppen g vizsgdlst céljénsk
helaes1tese szuksegesse teheti, hogv a valosagtol elvongtkoz~-
tassunk €s irraciondlis szitudcidkat is megvizsgdljunk.

A modell parameterel lehetnek tény adatok, normativ adatok,
vagy becsiilt adatok. A becsiilt adatok szarmazhafnaE objek-
tiv _becslési eljdrdsokbdl, vagy szubjektiv, szakertoI becalé-
Sekoo
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A modell matematikai Osszefiigzésel im igen kiilonbdzdk
lehetnek €s ennek sordn igen kiilonbtzd matematikai eljérd-
sokat alkalmazhatunik.

A matematikal modellek Hsszedllitdsa 23 ellsuorznse utdn
kerdl sor & modellek megolddsdra, szamlto dpes feldolgozd-
gdra. Ennek soran alkalmazhatunk mdr megirt szamltdgnpes
programokat vagy szuksag lehet szamltog pes programok meg-
irdsdra is. A gzimuldcids szamltogenes programok irdsdnak
megktnnyitésére szimuldcids programozdsi nyelveket fejlesz-
tettek ki /DYNAMO, SIMULATE FOE%YN SIMSCRIPT, SIMULA,
stb./. Ezek altaléban nem altalanoa eéld, hanem feladat-
orientdlt nyelvek.

Végiil a matematikai szémitdsok elvigzsse utdn /va
azzal egyidejlileg/ keriil sor az eredmények értékeldssre,
aminek sordn szakmailag éridkeljiik a megoldads eredményelt,
vonunk le kivetkeztetéseket, vagy jutunk el dontési lehe-
t6gégek éa javaslatok megfogalmazasahoz. Ennek sordn to-—
vdbbi matematikai vizsgdlatokra is sor keriilhet.

A fenti dltaldnos elveken bellil adddd sokritiiség is oka
annak, hogy = szimuldcidval foglalkozd szakkinyvek nem &dltala-
nos elméleti £s mdédszertani leirdsokkal Ioglalkozn&k, hanem
konkrst példdkat mutatnak be a szimuldcid kiilonbszd alkalma-
zdsaira. Ilyen példdkkal majd a szdmitdsiechnika mezlgazda-
sdgl alkalmazdsa tanagyagban fogunk taldlkozni. Bizomyos
azonban, hogy & szimuldclid még nem ;oglalta el a mezoguzda-
sdgban sem megilletd helyﬂt, s valészinileg ennek lényeges
oka, hogy nincsenek még kellden Lidolgozva a mezdgazdasagi
alkalmazdsok médszertani ksrdései dés nincsgenek meg az al-
kalmazdshoz sziksdges, kénnyen iizemeltethets szarﬂto épes
rendszerek sem. -
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11. FEJEZET

AGAZATI KAPCSOLATOK ELEMZESE
INPUT - OUTPUT ANALIZIS

Az input = output analizis /vagy rdforditdsok - kibo=-
csdjtdsok elemzése/ mddszert W. Leontief Szovjetdnidbdl
Bzdrmazott amerikai kzgazddsz kezdemdnyezte. Inkdbb nép-
gazdasdgl szintii vizsgdlatok sordn haszndljdk fel, a nép-

gazdasdg linedris programozdsi modelljére témaszkedik s
alapvetden a linedris programozds médszerét alkalmazza,

Tételezziik fel, hogy a népgazdasdgot n dgazatra oszt-
Jjuk fel / kiiltnbtzd részletezss lehetsdéges/. Jelbljiik az
egyes dgazatok évi termelését

Xy Zgs eeey xn-el.

Az egyes dgazstok termelésiik egy részét Snmaguk is
felhaszndlhatjdk, mds részét a t8bbi dgazatnak adjdk &t,
végiil egy részét fogyaszidsra, kivitelre ds kdészletek
novelésére haszndljdk. Eldbbieket jeldljilk X4 utébbit
yi—vel.

Az i-edik dgazat termelése tehdt

xi = xil + Iie + yge ok xin + yi

Lz ellbbiek alapjdn elkdészithetjiik az dgazati kapcso-
latok tdbldzatdt.

Brutto Agazat~ aramldasok Netto
termelés kozi - termelés

Xg *o1 ZoDp o on Jo

o E e *in !

¥ ' Bl - Fgp e Xan Y2

- - L L L]

A a1 By w#ph Fnn In

m El TLLE ss e Hln

x b2 Xy ee Xy
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A tdbldzatban baloldalt a bruttd termeldst tintetbiik
fel, jobboldalt a nettd kibocséitdst, kozcpen az Jdpazatkcszi
input = output mdtrixet taldljuk. Kiegdszitettilk m2g a
tablazatot a munkaerd sordval, suibdl kiolvashatjuk, hogy

az X nunkaerd k3t részre osalik, 4s Xo3 jelenti a J-edik
feazatban felhaszndlt munkaerdmennyisdget, ¥, pedig a nem
termeld dgban felhaszndlt / illetve a termeld dgazatokban
nem hasznositott / munkaerdt.
A tébldzat adatai megoldhatdk természetes egysézekben
venkor a métriznak csak soraira srielmezzuk 8% OSSzea=-
t/, vagy pinzdriikben /sorok s oszlopok Usszeaddsa is
-

irtelmezhetd/, amikoris a tdblédzatban &z m. éridkeket is
beirnatjuk, mint az egyes azazatok nyerese%et.

liost a ktvetkezd egvenleteket frhatjuk fel:

Termelédsi mérlesegvenletek:
0
x; = > s+ Ty Vi TR T R
L

Hunkserd mirleg:

B
5= g g T

Ha a mitrix elemeit pénzirtikben adtuk meg, akkor
a mdtrix oszlopai Hsszeadhatdk, s a kapott eredminyek
nutatjdk ez egyes dpazaick termeldse sordn felhaszndlt
termeldsl eszkozok xortgzsdt.

Pl. az alsd dgazatndl

kO18aiee
% & -:.: 4 “+ E-;— K {i= 1,2,...,[}/

i ol g=i g%
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mivel ez esetben X,; az_i-edik dgazatban foglalkoztatott
munkaerd termelési kdltsége.

lilvel &z i=edik &gazat nyeresége

A i

ezért az

]
fal
I
o

"

el

+
= =y
IVI 5

M

+

H

xf ol
Ooszegek kiltssgegyenletel, s kovetkezsskippen
n ‘n

J=1

és s 5 # x5

EbbSl megkapjuk az égazstkidzi dramldsok egzyensilydnak
egyenleteit, ha az egyenlet mindket oldalain elhagy,uk
az x; 4 agokat

n

. n
; Iij + }"i = in +§ in + IlLi
L . TE

A teljes tdrsadalmi termsk
n n n

= S = X:: + F

n
e By 5 - W

i=1 j=1 =

vagy
= =3
o Zai + x . +
e f=] Cxoi ¥ J=1 x; #* mﬁ/ =1 3= Ji = ol
n
+ m
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A fenti egyenletekb8l elddllithatd a

n n n

> L B JCoi"zmi

i=1 i=1 i=1
feltétel, azasz

8 nettd tadrsadalmi termdék egyenld a nemzeti jovedelemmel,

AT

[

L fi= 1,2, esey 0/
ij
- 235 0,8, weny Bl

megmutatja, hogy a j-edik dgazat egységnyi termeléssnek
elédllitasdhoz mennyit haszndl fel az i-edik dzazat termé-

kébfl, azaz a Ia%laﬁos %elhaaznélést, vagy technikai -
fechnoldgial egy ato aptull meg.

A j-edik dgazat dltal felhaszndlt munkaerd mennyisdg

Ennek alapjdn a termelés mérlegegyenletel az
n
x; = E ay4%5 + ¥y
J=1

illetve

5
X, = B, x_; ® Ya
1793 "W

Sl

Az utdébbi egyenletrendszer a kdvetkezlképpen is felir-
haté:
/1 - allfxi =8y Xy = ees - BT =Yy

85, X + /1 = azzfxé = ese = 8y = Y,

!
Me o s«

al X1 = 8pp Tp = ees * I =~ B lx = Ty



- 353 =

EbbSl kiemelhetjiik a technikai - technoldgiai mdtrixot;

1l = aq1 -8y, see - a1n
= 85y 1= 855 see = 8,

_Ll = ® . *
. . .

all Y| - 8.0 ees 1l - 2hn
£ J

ami felirhatd a kivetkezS formdban is:

1 0 4 ww 0 rﬂll 5.12 . o @ a14
M= E - é_ = [ T [~ 8.21 8.22 e o o &24
a 4 . - a
0 0 .-0 o1 8,1 o ¢ e 0 Bpy
L o e -

/Vesslik egybe a szallagmdtrixokndl megismert T
matrixszall/

Ennek alapjén a termelési mérlegegyenlet
& mésodik formuldt alkalmazva

/E=AZ=}
Ha vigzont az E - A mdtrixnak ven inverze, akkor
x=/EB-A/" g
és 8z M = E - A mdtrix

Minkowski - Leontief - féle mdtrix, amit a médtrixok
tipusaindl megismerhetiink,

He természetes egységekkel és nem pénzéridkben kivdnjuk
elemezni az dgazatl kapcosolatokat, akkor a kdvetkezlket
kapjuk:



Brutto ‘ i . Hetto

arinel Sy AgazatKQZLVQramlasok Fevnal g

Qo 951 Mozt o don 9

9 %1 g c B 41n a9

9 Gpp Gpp ¢ - 2n dp

8y 97 Qo W e Gnn An
ahol

Qys Q510 94 munkaerd
Qs Ggge 9 & bruttd termelis, dgazatkdzi termékmennyiségek
és 8 nettd kibocszdjtés.

4 termémzetes egységekben s a pénzériékben megadott
tdbldzatol kdzott kapcsclat teremthetd a

Bie Py wwes By
termékdrak segitsdgével, azaz
X = QiP5 Fyy = Gyge Pye ¥y o= 94Fy

A termelds technikai - technoldgiai egylitthatdi
természetes egységben

: G4 70w 2 veey BY
D'.LJ =
Q; J’ j"’-’ 1;2, ey n/
o
a murkeerffelhaszndlds /aap, dra stb./

boj = L5
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A termelés mérlegegyenletei természetes egyssgben
n

illetve
n
9 = < big 9= 9

A pénzériskben megadott kapcsolatokhoz hasonldan
juthatunk el ez

n

/1 =/ Q- ;il bis Q. = qg
feltételhez, majd a technikai - technolégial mitrix
kiemeldédsshez &5 a

/(E~-B/Q =g

8 innen a
) TR q

feltételekhez, ahol E - B Minkowski - Leontief f<le
mdtrix.

Tovdbbi Osszefiizggések az drak, bérek s nyeressgek
k5z6tti kapczolatok vizsgdlatdnoz.

-Ismerjlik illetve konnyen beldthaté, hogy
Ty = Ty Ry

Xo1® Fol01 = Foboi

xji= P_qji 3 P.b.. Q,

J J Jd1 1
my = riQi

ghol
ry o =mg

%

nem més, mint az i-edik dgezatban a termékegységgel elér-
hetd nyereség.
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n
BgQy = Bobgg Qg + D> Pybyy

J=1
8 az egyenlet mindkét oldaldt Q;-vel osztva kapjuk,
n
Pi = Poboi - E ijji + Ty
J=1

zat egységnyl termékének dra a tobbi termék esyssgird-
1, a munkabértdl, a nyereségtdl €s a technikai - techno=-
glai egyiltthatdktsl /o 4=kt51/.

ﬁ megmutatja azt az Ssszefiiggéat, hogyan fiigg az i-edik

16

Ha ezeket az egyenleteket részletesen felirjuk a
t6bbi tényezlt rogzitve az eg_venletrendszer megolddsdval
meg tudjuk hatdrozni a vizsgdlt tinyezdt.
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