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BEVEZETO

A jegyzetben attekintem a szimmetridknak a kvantumelméletben jatszott szerepét.
A teljesség igénye nélkiil azzal a céllal valogattam Ossze a témakoroket, hogy meg-
mutassam, miként miikddnek a szimmetridk mint a fizikai torvények torvényei,
mint altalanos elvek, amelyekbol megmaradasi torvények koévetkeznek és amelyek
megszoritjak a kolcsonhatasok milyenségét és a fizikai rendszerek dinamikdjat leird
mozgasegyenletek alakjat.

A jegyzetet minden fizika szakot felvett hallgato figyelmébe ajanlom, aki éppen
elkezdte kvantummechanika tanulmanyait vagy mar tdl van rajta. A jegyzet ugy
ir6dott, hogy akkor is értheté és tanulhaté legyen, ha valaki még nem ismerkedett
meg a kvantummechanikaval. Ezért elmondom a legfontosabb kvantummechanikai
ismereteket a ,,megeldlegezés szintjén”, azaz bizonyitas nélkiil, — altalaban ott, ahol
éppen hasznaljuk 6ket.

A jegyzet a targyaldsmdd tekintetében er8sen tdmaszkodik az [1] tankonyvre.



I. CSOPORTELMELETI BEVEZETO



1 A csoportokrdl és abrazolasaikrol

A G halmazt csoportnak nevezziik, ha értelmezve van rajta egy szorzasnak nevezett
csoportmivelet az alabbi tulajdonsagokkal: barmely g, g1, g2, g3 € G esetén

® 0192 € G,

® (9192)93 = 91(9293) = 919293 (asszociativitds),
e létezik e € G baloldali egységelem, eg = g,

e létezik g~! baloldali inverz, g~'g = e.

Ekkor a baloldali egység és inverz egytttal jobboldali egység és inverz is: ge = g és

ggil = €.

A csoportokat elemeik szamossaga szerint a kévetkezoképpen nevezziik:

e Véges csoport: a csoport elemeinek n szama pozitiv egész szam. Azt mondjuk,
hogy a csoport rendje n.

e Diszkrét csoport: a csoport elemeinek szama megszamlalhato végtelen.

e Folytonos csoport: a csoport kontinuum szamossagu elemet tartalmaz. Ha
a csoport minden eleme az ay,as,...,a, véges szamu valdés paraméter anali-
tikus fliggvénye, amelyek a valds szamegyenes valamely intervallumat futjak
be, akkor véges folytonos csoportrél beszéliink és n-et a csoport dimenzidéjanak
nevezziik.

A csoportot Abel-csoportnak nevezziik, ha a csoportmivelet kommutativ, azaz
barmely g1, 9. € G esetén g19o = G291 .

A G csoport G’ részhalmazat alcsoportnak nevezziik, ha az maga is csoport
a G-ben értelmezett miiveletre nézve. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy
G1gs* € G' barmely gi,g92 € G esetén. A G’ alcsoportot invaridns alcsoportnak
nevezziik, ha barmely g € G és ¢’ € G esetén gg’'g ! € G'. Az e egységelembdl 4116
alcsoport és G a G csoport trividlis invarians alcsoportjai.

A csoportokat az invarians alcsoportjaik alapjan a kovetkezéképpen osztalyoz-
zuk:

e egyszerl csoportok, amelyeknek nincsen nem trividlis invaridns alcsoportjuk;

o félegyszerli csoportok, amelyeknek nincsen nem trividlis abeli invarians alcso-
portjuk.



Az egyszerii csoportok halmaza sziikebb, mint a félegyszeriieké: minden egyszerti
csoport, félegyszerii, de nem minden félegyszerii csoport egyszerti.

Kiilonb6z6 csoportok osszehasonlitdsa leképezések révén lehetséges. A G cso-
portot a G' csoportra homomorf médon leképezhetének nevezziik, ha létezik G-nek
G'-re valé miivelettart6 leképezése. G-nek azt a K részhalmazat, amelyet a homo-
morfizmus az €' € G’ egységelemre képez le, a homomorfizmus magjanak nevezziik.
A homomorfizmus K magja a G csoport invarians alcsoportja. Ha a homomorfizmus
kolcsonosen egyértelmii leképezés, akkor azt mondjuk, hogy G és G' izomorf. Az
izomorfizmus magja a G egységelemébdl all6 halmaz.

A csoportokban valamely alcsoportjuk segitségével bal- és jobboldali mellékosz-
talyokat, majd a csoport felett a mellékosztalyokbdl allo faktorcsoportot értelmez-
hetiink. Ha g € G tetszOleges rogzitett elem és G’ alcsoportja a G csoportnak, akkor
a {99’} = 99" ({¢g'g} = G'g) halmazt, ahol ¢’ € G’ tetsz6leges, jobboldali (baloldali)
mellékosztdlynak nevezziik. Ha G’ invarians alcsoport, akkor gg'g ' € G’ és a bal- és
jobboldali mellékosztdlyok kovetkezésképpen megegyeznek. Ekkor a mellékosztalyok
csoportot alkotnak, amelyben a csoportmiivelet az alabbi tulajdonsagu:
(91G")(92G") = 9192G'"; €G' az egységelem és gG' inverze g~ 'G'. A mellékosztélyoknak
ezt a csoportjat faktorcsoportnak nevezik, jellése: G/G'. Ha a G csoport homomorf
moédon leképezheté a G’ csoportra, akkor a homomorfizmus K magja (invaridns
alcsoport!) altal generdlt G/IC faktorcsoport izomorf a G csoporttal.

A G csoportot a Gy és G, alcsoportjai direkt szorzatdnak nevezzik, azaz G =
gl ® g27 ha‘

e a két alcsoportnak pontosan egy kozos eleme van, az e egységelem;
e barmely két g, € Gy és g5 € Gy elem kommutdl, azaz ¢,9> = g291;

e barmely g € G csoportelem egyértelmiien bonthaté fel g = g;g- alakban, ahol
g1 € G1 68 g2 € Go.

A csoportokat abrazolhatjuk valamely vektortér f6lott értelmezett linedris opera-
torokkal. Ha a vektortérben bazist valasztunk, akkor a linearis operatoroknak ebben
a bazisban matrixok felelnek meg és igy a csoportot matrixokkal tudjuk dbrazolni. A
G csoportnak az L vektortérben vald dbrazolasan a T : g(€ G) — T'(g)(€ O(L)) ho-
momorfizmust értjiik, ahol T'(g) az L vektortéren értelmezett linedris operdtorok. Ha
az L vektortér véges d dimenzios, akkor az abrazolast véges dimenzidsnak nevezzik.
Ekkor (rogzitett bézis esetén) valamennyi csoportelem T'(g) képe egy (dxd)-s métrix.
Ha az L vektortérben létezik pozitiv definit skalarszorzat, akkor beszélhetiink unitér
abréazolasrdl, amikoris minden g csoportelemet unitér 7'(g) matrixszal abrazolunk.
ATy :G— O(Ly) ésaTy: G — O(Ly) abrazoldsokat ekvivalensnek nevezziik, ha
létezik az Lo vektortérnek Li-re valé A : Ly — L; kOlcsonosen egyértelmi leképezése



a Ti(g)A = ATy(g) tulajdonsdggal. Egy csoport Osszes lehetséges dbrazoldsainak
halmaza ekvivalens dbrazoldsok diszjunkt osztalyainak egyesitéseként &ll el6.

AT :G — O(L) dbrazolast reducibilisnek nevezziik, ha létezik legalabb egy
olyan nem trividlis L; altér az L vektortérben, amelyet valamennyi T'(g) linedris
operator invariansan hagy. Ellenkezo esetben az abrazolast irreducibilisnek nevezziik.
Reducibilis dbrazolas esetén (alkalmas bazisban) minden csoportelemnek

Ti(9) Q(9)
T(9)~< 09 Eé)) (1.1)

alaki matrix felel meg, ahol T1(g) L;-et dnmagdara képezi le. Ha az L;-re mer6leges
altér szintén invarians, akkor minden csoportelem azonos blokkdiagonalis szerkezettel
rendelkezd méatrixszal dbrazolhato:

Ti(g) 0O
T(Q)N( Og T2(9)>. (1.2)

Ekkor azt mondjuk, hogy a G csoport 1" dbrézoldsa L-ben az Li-beli T} és az Lo-
beli Ty dbrazoldasok direkt Gsszege: T'(g) = Ti(g) ® Tz(g). Ha az L teret teljesen
sikeriil felbontanunk invaridns alterek direkt Osszegére, L = Ly & Ly @ ... ® Ly,
akkor az dbrazolast teljesen reducibilisnek nevezziik, és irhatjuk, hogy T(g) =
Ti(g) @ To(g9) ® ... ® Tn(g). Itt valamennyi T; dbrazolds irreducibilis. A véges di-
menziés unitér abrazolasok mindig teljesen reducibilisek. A véges dimenzids unitér
abrazolasokat tehat mindig vissza tudjuk vezetni irreducibilis brézoldsokra. Ahhoz,
hogy az abrazolasokrdl teljes képet kapjunk, elegendd ilyenkor csak az irreducibilis
abrazolasokat felkutatni.

Megmutatjuk, hogyan lehet tenzori szorzassal dbrazolasokbdl tjabbakat szer-
keszteni. Ezzel lehetové valik majd egy csoport Osszes irreducibilis dbrazolasanak
felkutatdsa. Legyen Ty : G — O(Ly) és Ty : G — O(Ly) két dbrazolds. A

[T1(9) @ Ta(9)]ije = [T1(9)]i[T2(9)]5 (1.3)

Osszefiiggéssel értelmezett T} @ Ty : G — O(L; ® Lg) leképezés szintén dbrizoldsa a
G csoportnak; a neve tenzori szorzat abrazolas. Ha G = G ®Gs, és T} : G; — O(L4),
Ty : Gy — O(Ls) irreducibilis dbrazolasok, akkor a T =T, @ Ty : G — O(L; ® Ly)
abrazolas is irreducibilis. Ezt a tételt felhasznalva megszerkeszthetjilk egy csoport
osszes irreducibilis dbrazolasait.

A csoportokon bevezethetjiik a ,,kozelség” fogalmat, vagyis topologidt értelmez-
hetiink. Ezt kovetéen értelmezhet6 a hatarérték és a folytonossdg. A tovabbiakban
csak olyan csoportokat vizsgalunk, amelyek kolcsonosen egyértelmiien leképezhetéek
az n-dimenzids valés euklideszi tér valamely részhalmazdra. Jelolje P(g) € E, a g
elem képét. Tekintsiik ennek e sugari S.(P(g)) C FE, kornyezetét, azaz minda-
zon P’ pontokat, amelyekre |P' — P(g)| < €. A g csoportelem € sugari 3.(g) C
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G kornyezetén azon ¢’ elemek halmazdt értjiik, amelyeknek képei a g elem P(g)
képének e sugari kornyezetében taldlhatdk, azaz amelyekre |P(g') — P(g)| < e. A
kornyezet fogalmanak birtokaban a hatarérték és a folytonossdg a szokasos modon
definidlhat6. Pl. a g9 = g3 csoportmiivelet folytonos a go-ben, ha tetszdleges
€ > 0 esetén létezik olyan 6. > 0, hogy minden g € X5 (g2) csoportelemre |P(g19) —
P(g3)| < e.

A G csoportot topoldgikus csoportnak nevezziik, ha a csoportmiivelet mindkét
valtozojaban folytonos és az inverzképzés is folytonos. A G csoport kompakt, ha
a csoportelemek E,-beli képeinek P(G) halmaza kompakt (korlitos és zart). A G
csoportot lokélisan kompaktnak nevezziik, ha minden P(g) € E, képpontnak van
csak képpontokbdl all6 kompakt kornyezete.

A topolégikus csoportok fontos tulajdonsdga az Osszefiiggéség. Ez azzal kap-
csolatos, hogy a csoporton értelmezett gérbéket (utakat) lehet-e folytonosan egy-
masba ill. egy pontba deformdlni. A valds szamegyenes = € [0, 1] zart interval-
luménak a G csoportba valé folytonos g(z) : [0,1] — G leképezését a G csoporton
értelmezett folytonos gorbének (itnak) nevezziik. Azt mondjuk, hogy a G csoport
osszefiiggd, ha barmely két g;, ¢g» csoportelemhez taldlhaté olyan folytonos gorbe,
amelynek végpontjai g; és go, azaz létezik olyan g(z), hogy ¢(0) = g1 és g(1) = ¢».
A g(z) gorbét zértnak nevezziik, ha ¢(0) = g¢(1). Akkor mondjuk, hogy a g(z)
és az f(z) gorbék folytonosan deformalhaték egymadsba, ha létezik olyan, mindkét
valtozdjaban folytonos A(z,y) : [0,1]® [0, 1] — G leképezés, amelyre A(z,0) = g(z)
és A(x,1) = f(x). A G csoportot egyszeresen Gsszefiiggének nevezziik, ha minden
zart, gorbéje folytonosan egy pontba deformalhaté (azaz az f(x) = f ,,gérbébe”). A
nem egyszeresen Osszefiigg6 csoportot tobbszorosen osszefiiggének nevezziik. Utdbbi
esetben a folytonosan egymdésba deformalhaté zart gorbék diszjunkt osztalyokat
alkotnak. Ha m ilyen osztaly van, akkor a csoport m-szeresen Gsszefiiggd.

A fizikai alkalmazasok soran csak olyan abrazolasokat fogunk vizsgalni, ame-
lyek folytonosak, azaz amelyekre g — ¢’ esetén T'(g) — T(g’). A tObbszorésen
Osszefliggd csoportok abrazoldasai tobbértékiieknek adodnak, ha ragaszkodunk az
abrazolas folytonossdgahoz. A helyzetet azonban leegyszeriisiti az a tény, hogy
minden tobbszorosen osszefiiggd G topoldgikus csoporthoz egyértelmiien 1étezik egy
egyszeresen Osszefiiggé G topolégikus csoport, amely homomorf médon leképezhetd
G-re. G-t a G csoport univerzalis fedécsoportjanak nevezziik. Mivel a fedécsoport
egyszeresen 0sszefiiggo, azért csak egyértékii folytonos dbrazolasai vannak. FEzenkiviil
meg lehet mutatni, hogy a G csoport minden abrazoldsa a feddcsoportjanak egy
egyértéki dbrazolasat valdsitja meg. Ahhoz tehdt, hogy megtaldljuk a G csoport
Osszes (egy- és tobb-értékii) dbrazolasat, elegendd a G feddcsoport Osszes (egy-
értékii) abrazoldsat keresniink.

A topologikus csoportok kozott a fizikai alkalmazasok szempontjabdl kiillonosen
fontosak a Lie-csoportok. A G topoldgikus csoportot n-dimenzids Lie-csoportnak
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nevezziik, ha az e € G egységelemnek létezik az aldbbi tulajdonsigokkal rendelkez6
N kornyezete:

e N pontjai E,-beli képeinek parametrizdlasahoz pontosan n darab valds ay, as,
..., a, paraméter sziikséges;

e az N kornyezetbdl vett tetszéleges két gq(aq, . ..ay), ga(b1, ..., b,) elem gygo =

gs(ci, ..., c,) szorzatanak és barmely g(ay,...,a,) elem g7'(dy,...,d,) in-
verzének a képét megadd paraméterek a g; és g, képét megadd paramétereknek
analitikus fliggvényei: ¢; = ¢;i(ay,...,an,b1,...,b,) és d; = di(ay,...,a,). A

paramétereket célszerti ugy valasztani, hogy az egység elem képe FE, origdja
legyen: e = ¢(0,...,0).

Ezt a fejezetet néhany fontos tétellel zarjuk. Véges ill. folytonos kompakt
csoportokra a kovetkezo allitasok igazak:

e Az ekvivalens abrazoldsok minden osztalyaban van egy unitér abrazolas.
e Barmely unitér abrazolas teljesen reducibilis.

e Minden unitér abrazolas véges dimenzios.

Ezért akar véges csoportok, akdr folytonos kompakt csoportok esetén elegendd a
véges dimenziés, irreducibilis, unitér, inekvivalens abrazolasokat megkeresniink.

Ha a csoport nem kompakt, akkor minden nem trividlis unitér dbrazolasa
végtelen dimenzios.

Egy félegyszerii csoport (s igy egy egyszerii csoport) folytonos dbrazoldsai mind
teljesen reducibilisek.

2 Lie-csoportok és Lie-algebrak

Legyen G egy n-paraméteres Lie-csoport és T : g — T(g) annak egy folytonos
abrazolasa. Tekintsiik az e egységelem Y (e) kdrnyezetében 1év6 g = g(aq, as, . . ., ay)
elemeket. Segitségiikkel definidljuk a csoport abrdzoldsdnak un. infinitezimélis
generatorait:

_9T(9) _
I, = . [E— (k=1,2,...,n). (2.1)

11



A Lie-csoportok talan legfontosabb tulajdonsaga, hogy az infinitezimalis generdatorok
kommutatorai kifejezhetok mint az infinitezimalis generatorok lineéaris kombinéciéi,

I, 1] = Zc,wlg (j,k=1,2,...,n), (2.2)

ahol a cij csoportszerkezeti dllandok fiiggetlenek az abrazolastol. A csoportszerkezeti
allandék a csoportot kimeritéen jellemzik és az alabbi tulajdonsdgoknak tesznek
eleget:

Z( hﬁczz + Czschl + Cﬁczs) = 0. (24)
h=1

Az L Lie-algebran olyan valés linearis vektorteret értiink, amelyen értelmezve
van az [z, y| miivelet az aldbbi tulajdonsigokkal:

[z,y] € L,
[a:,y] = —[y,x],
[, [y, 2] + [z, [, yl] + [y, [2,2]) = 0 (2.5)

bérmely z,y, z € L esetén. Ha [z, y] = 0, akkor azt mondjuk, hogy x és y kommutal
(uis. ha az algebrat linedris operatorokkal dbrazoljuk, akkor a [...,...] mivelet az
operatorok szokasos kommutdtorat jelenti). A Lie-algebra rangja azon baziselemek
maximalis szama, amelyek egymassal paronként kommutalnak. Az L Lie-algebra
abrazolasan a Lie-algebranak valamely linearis vektortér linearis operatorainak hal-
mazara torténé x — T'(r) leképezését értjiik, amelyre:

T(ax+ Py) = oT(x)+ BT (y), (2.6)
T([x,yl) = [T(x),T(y)] (2.7)

tetszéleges x,y € L és «, [ valos szamok esetén.

A Lie-csoportok és a Lie-algebrak kozott szoros kapcsolat van. A G Lie-csoport
valamely dbrazolasanak infinitezimalis generatorai egy Lie-algebrat abrazolnak, a
csoporthoz tartozé Lie-algebrat. Ebben az [; infinitezimalis generdtorok bazist
alkotnak és teljesitik a (2.2) azonossdgot.

Forditva is igaz, hogy a Lie-algebra barmely abrazolasa meghatarozza a hoz-
zatartozo Lie-csoport egy dbrazolasat. Ezt a kovetkezoképpen lathatjuk be:

e Bevezetjiik a Lie-csoport egy-paraméteres alcsoportjainak fogalméat. A G n-
paraméteres Lie-csoport egy-paraméteres alcsoportjan a g(t) (—oo < t < 00)
csoportelemek halmazat értjik. A t paraméter alkalmas megvalasztasaval
elérhetjiik, hogy ¢(t1)g(ts) = g(t1 + t2), g(0) = e. Valasszuk meg t-t igy.
Az a; (i =1,...,n) paramétereket kifejezve a ¢t paraméterrel, el6all g(t).
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e Meghatarozzuk az egy-paraméteres alcsoportok abrazolasainak alakjat. Legyen
T(g) a G csoport egy folytonos dbrazoldsa. Ekkor valamely egy-paraméteres
alcsoport abréazolasa a T'(t) = T'(ay(t),as(t),. .., a,(t)) egy-paraméteres ope-
ratorral adhaté meg. A t paraméter valasztasanak kovetkeztében

T(t1)T(t2) = T(ts + t2) (2.8)

és T(0) = 1. Elemi szamoldssal ad6dik, hogy

dr(t), &[0T (t) dax 2
p |t0—2[ dap Ot |t:0—k2::1[lccka (2.9)

k=1
ahol ¢, = Oay/0t|i—¢ és felhasznaltuk, hogy az e egységelemnek a;, = 0 és ¢t =0
felel meg.

Derivaljuk ezutén a (2.8) Osszefiiggés mindkét oldaldt ¢; szerint, majd vegyiik
az eredményt a t; = 0, to = ¢ helyen:

dT(t)
dt

dT(t)
Cdt

=0T (t) = (2.10)
A bal oldalon a t = 0 helyen vett derivdlt helyére helyettesitsiik be a (2.9)
kifejezést, majd integraljunk ¢ szerint. Eredményiil azt kapjuk, hogy egy egy-
paraméteres alcsoport minden elemének abrazolasa kifejezheté az abrazolas
infinitezimalis generdtorainak a segitségével az alabbi alakban:

T(t) = exp <§n:[kckt>. (2.11)

k=1

e Megmutathatd, hogy az Osszefiiggé Lie-csoportok minden eleme benne van
valamelyik egy-paraméteres alcsoportban, igy az 6sszefiigg6 Lie-csoportok min-
den eleme felirhat6 a (2.11) exponencidlis alakban. Unitér dbrdzolasok esetén
szokas az I operatorok helyett a J, = —il; operatorokat bevezetni, amelyek
hermitikusak. Ekkor (2.11) az aldbbi alakot olti:

T(t) = exp <ikz:chkt>. (2.12)

A Lie-algebra egy adott abrazoldsa tehat az infinitezimadlis generdtorok és a
Lie-csoport elemei abrazolasainak exponencidlis alakja révén meghatarozza a Lie-
csoportnak is egy abrazolasat. A(z) (Osszefiiggd) Lie-csoportok dbrazoldsainak felku-
tatasa ezért visszavezethetd a csoporthoz tartozé Lie-algebrak abrazolasainak felku-
tatasara. A Lie-algebrdk abrazolasainak reducibilis vagy irreducibilis volta ha-
sonloan értelmezhetd, mint a Lie-csoportok abrazoldsainak megfelelé tulajdonsagai.
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A Lie-csoportok és -algebrak abrézoldsainak osztalyozasdban alapvetd fon-
tossdgui szerepet jdtszanak az un. Casimir-operatorok. Legyen {)\;} az L Lie-
algebra bazisa; [\, ;] = Yo, cfj)\g. Casimir-operatornak nevezziik az algebra
bazisvektorainak minden olyan kifejezését, amely valamennyi bazisvektorral kom-
mutdl, azaz amelyre [C, \;] =0 (i = 1,2,...,n). A Casimir-operdtorok altaldban
nem elemei az algebranak, mert nem linedris kifejezései a bazisvektoroknak. Lie-
algebra (-csoport) esetén a Casimir-operatorok az infinitezimélis generatorok olyan
kifejezései, amelyek a Lie-algebra  (-csoport) dbrazolasanak valamennyi elemével
kommutalnak. Ezért, ha az abrazolds irreducibilis, akkor a Casimir-operatorok
az egységoperator szamszorosai. A Casimir-operatorok sajatértékeinek segitségével
osztalyozhatjuk tehat az irreducibilis abrazolasokat. Meg lehet mutatni, hogy az ir-
reducibilis dbrézolasok teljes jellemzéséhez sziikséges Casimir-operdtorok szima pon-
tosan megegyezik a Lie-algebra rangjaval, vis. az egymadssal paronként kommutald
infinitezimédlis generatorok szamaval. Racahtdl szarmazik az a tétel, hogy min-
den félegyszerii csoporthoz, amelynek rangja r, 1étezik r darab fiiggetlen Casimir-
operator. (Ezek természetesen egymadssal is paronként felcserélhetdk.)

Ha a Lie-algebra félegyszerii, akkor rogton szerkeszthetiink egy Casimir-ope-
ratort. Képezziik a

_ 0k
Gij = Zcikcjl
Kl
matrixot és g inverzét, 3°; g gjr = 0. A

C = Y g7\ (2.13)
ij

operator Casimir-operator, ez az un. kvadratikus Casimir-operator.

3 Specialis csoportok

3.1 A 3-dimenziés forgatasok

Az E3 val6s 3-dimenzids euklideszi tér forgatdsain olyan R transzformacidkat értiink,
amelyek a tér egy O pontjat (nevezziik orignak) és a tér pontjainak tdvolsdgait
invaridnsan hagyjak. A forgatasok az egymas utani végrehajtasukra mint miveletre
nézve csoportot alkotnak. Ez az O(3)-csoport. Valamely rogzitett bazisban az O(3)-
csoportot valos 3 x 3-as R, matrixok abrazoljak:

=7 ' =R: = Z; —>£UjI:Rjk£Uk, (31)
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barmely 7 € E3 esetén. A forgatdsok a vektorok hosszat és egymassal bezart szogeit
valtozatlanul hagyjak, amit gy is kifejezhetiink, hogy a skaldrszorzat invarians:

3 3
f_':inyi — Ty’ = szy, = 7. (3.2)
i=1
Ebbdl kévetkezik, hogy az R j;, matrixok ortogondlisak:

3
RRT = [, azaz Z Rinkj = 6zk (33)

j=1

Az ortogonalitds feltételébdl kovetkezik, hogy (detR)? = 1. Ennek megfeleléen
a csoport két diszjunkt részhalmazra bonthaté. Az egyikbe tartoznak azok az ele-
mek, amelyekre detR = +1, a masikba pedig azok, amelyekre detR = —1. Az
utobbi részhalmaz egyik eleme az I, tértikrozés:

I, = | 0 -1 0 |. (3.4)

Az egyik részhalmazbdl a masikba nem lehet folytonos gérbe mentén eljutni. Ezért
az O(3)-csoport nem sszefliggd. Azokat a transzformécidkat, amelyekre detR = +1,
valédi forgatdsoknak nevezziik. A valédi forgatdsok koézott megtaldljuk az O(3)-
csoport egységelemét is (egységmatrix), ezért a valédi forgatasok az O(3)-csoport
SO(3) alcsoportjat képezik.

A valédi forgatdsok alcsoportja invarians alcsoport, hiszen barmely R €0(3)
és R, € SO(3) esetén det(RR,R™') = +1. Az O(3)-csoport valamennyi eleme
egyértelmiien felirhaté egy valddi forgatds és I vagy I, szorzataként: R = IR,
vagy R = I;R, alakban. Ez egyrészt azt jelenti, hogy létezik egy O(3) — SO(3)
homomorfizmus, amelynek a magja a P={I, I} abeli alcsoport. Masrészt, az O(3)
csoport a homomorfizmus P magjanak és a valédi forgatdsok SO(3) alcsoportjdnak
direkt szorzata: O(3) = SO(3) ® P. Ezért O(3) Osszes irreducibilis dbrazoldsa mint
SO(3) és P irreducibilis dbrazoldsainak direkt szorzata all el6. Mivel P Abel-csoport,
azért csak egy-dimenzids abrazolasai vannak; ezek I, [, — 1 és I — 1, Iy, — —1.
A tovabbiakban elegendd ezért csak a valddi forgatasok irreducibilis abrazoldsait
keresniink.

A valodi forgatdsok 3 paraméterrel adhatok meg. Ez lehet a 3 Euler-szog
vagy az 7l egységvektor, amellyel parhuzamos tengely koriil forgatunk és a for-
gatds w (0 < w < ) szoge. Az utébbi parametrizalds kiilonésen alkalmas arra,
hogy a valddi forgatasok csoportjanak topologidjat vizsgaljuk. Az SO(3)-csoport
kolcsondsen egyértelmiien leképezhetd az E3 euklideszi tér origdja koriili m sugaru
gombalakd tartomanyra: az R,(7,w) csoportelem képe az J = wil vektor hegye
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altal kijelolt pont. Mivel azonban az 77 irdny és a —7 irany korili 7 szogi elforgatas
ugyanaz az elforgatds, azért a m sugari gomb atmérdinek végpontjait azonosaknak
kell tekinteniink (egybe kell ejteniink), ha nem akarjuk megsérteni a leképezés egy-
egyértelmiiségét. Mivel a képpontok igy nyert halmaza korlatos, zart és Gsszefiiggo,
azért a valodi forgatasok SO(3) csoportja kompakt, Osszefiigg6 csoport.

Az SO(3)-csoport azonban nem egyszeresen Osszefiiggé. A csoportra kétféle
zart, gorbe rajzolhatd: (i) azok a zart gorbék, amelyeknek a képe a 7 sugard gdmb
ugyanazon pontjabdl indul ki, mint amelyben végzédik; (ii) azok a zért gérbék, ame-
lyeknek a végpontjai a gomb feliiletének diametralisan atellenes pontjaiban vannak.
Amig az (i) tipusu zart gérbék dsszehizhatdk egyetlen pontra, addig a (ii) tipustiak
nem. A zart gorbéknek két osztdlya van, amelyek nem deformalhatok at folytonosan
egymasba. A 3-dimenzids valddi forgatasok csoportja tehat kétszeresen Gsszefiiggo.

Végezetiil belathaté az is, hogy két valédi forgatds egymds utdni alkalmaza-
sanak eredményét és a valodi forgatdasok inverzeit megado paraméterek a megfelelo
csoportelemek paramétereinek analitikus fiiggvényei. Az SO(3)-csoport tehdt két-
szeresen Osszefiiggd, kompakt, 3-paraméteres Lie-csoport.

A kétszeresen Osszefiiggé SO(3)-csoport (egy- és kétértékii) irreducibilis dbra-
zolasait megkaphatjuk, mint az univerzalis fedécsoportjanak (egyértékii) irreducibilis
abréazolasait. Az SO(3)-csoport univerzalis fedécsoportja az SU(2)-csoport: a 2 ® 2-
es, komplex elemii, unitér, unimoduléris (a determindns értéke +1) méatrixok cso-
portja. Az SU(2)-métrixok a 2-dimenziés komplex vektortéren hatnak és invaridnsan
hagyjak a (v, w) = Y, o vjw; skaldrszorzatot, ahol v és w a 2-dimenziés komplex
vektortér tetszoleges vektorai.

Definicidjuk kovetkeztében az SU(2)-mdatrixok dltalanos alakja:

v {5 L), 85

ahol a és b tetsz6leges komplex szdmok, amelyekre |a|? + [b]> = 1. Vezessiik be az
a = ag + iaz és b = ap + ia; definiciéval az a; (i = 0,1,2,3) valés paramétereket
(32, a? = 1); ekkor

V = aol +idd, (3.6)

ahol @ = (ay, as, a3) és & = (04, 0y, 0,) a Pauli-métrixok:

e (U0) e (03 (L 0) e

Vezessiik be az a paramétert az a?> = Y3_, a? Osszefiiggéssel. Ekkor irhatjuk, hogy

ap = cos(w/2) és a = sin(w/2), ahol 0 < w < 2m, és ekkor az SU(2)-matrixok
altalanos alakjara

V(7,w) = cos(w/2) + ifid sin(w/2) = exp(ificw/2) (3.8)
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adodik, ahol 7 az @ iranyaba mutaté egységvektor. Ez az Osszefiiggés megfelel-
tetést létesit az SU(2)-matrixok és a 3-dimenzids euklideszi térbe irt m sugari gdmb
pontjai kozott. A gomb feliilletének pontjai (w = 27) mind a V(7,27) = —1 cso-
portelem képei. Most tehat minden zart gorbét folytonosan Gssze lehet hizni a
gomb tetszoleges pontjara. Ezért az SU(2)-csoport egyszeresen Osszefiiggé kompakt
Lie-csoport.

Az SU(2) — SO(3) homomorfizmust az a leképezés valdsitja meg, amely az
SU(2)-csoport £V(7i, w) elemeihez ugyanazt az R, (i, w/2) matrixot rendeli. Mint
az az el6z6 fejezetekben elmondottakbdl kovetkezik, a 3-dimenzids tér valddi for-
gatasai SO(3) csoportjanak csak egy- és két-értékii abrézolasai vannak, amelyek
mind az SU(2) fed6csoport egyértékii dbrazolasai. Ezért elegendd a kés6bbiekben
csak az SU(2)-csoport véges dimenzids, unitér, irreducibilis dbrazoldsait meghatarozni.

Hatdrozzuk most meg a csoportszerkezeti allanddkat. Az SO(3) és az SU(2) al-
gebra izomorf. Ennek egyik abrazoldsa az 6n- vagy mas néven alapabrazolas, amikor
az algebra elemeit 2 ® 2-es komplex matrixokkal abrazoljuk. Ekkor az dbrazolds ex-
ponencidlis alakjira vonatkozo6 altaldnos (2.12) képlet és az SU(2)-métrixok alakjét

megadé (3.8) képlet Osszevetésével az infinitezimalis generdtorokra
1 1 1
J1 == 50'95, JQ == §O'y, J3 == §O'z (39)
adodik. A Pauli-méatrixok alakjit felhasznélva igazolhatjuk,hogy az SU(2)-algebra

generatorai a
3
[T Tl = 1) €jmd, (3.10)
1=1

kommutatorrelaciot elégitik ki. Innen leolvashatok a csoportszerkezeti allandok.

Az SU(2)-csoport egyszerii és a rangja 1 (az SU(2)-algebranak nincs két kom-
mutdlé baziseleme). Utébbibol kovetkezik, hogy az SU(2)-csoportnak az irreducibilis
abrazolasait egyetlen Casimir-operdator sajatértékeivel egyértelmiien lehet jellemezni.
A

3
C = > J (3.11)
i=1
operator kommutal valamennyi J; (i = 1,2,3) infinitezimdlis generétorral, igy Ca-

simir-operator. Ennek sajatértékeit fogjuk hasznélni az SU(2)-csoport irreducibilis
abrazolasainak jellemzésére.

3.2 Az SU(3)-csoport

Az SU(3)-csoport a komplex 3 ® 3-as, unitér, unimoduldris matrixok csoportja. A
csoportelemek 18 valés paraméterrel jellemezheték, amelyek kozott az unitaritasi
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feltétel és az unimodularitas 10 valos osszefiiggést jelent, igyhogy a csoport fiiggetlen
paramétereinek szama 8. A csoport altaldnos eleme

8
U = exp (ichFk> (3.12)
k=1

alaki, ahol ¢; tetszdleges valdés paraméterek és Fy 8 linearisan fiiggetlen 3 ® 3-as
hermitikus matrix, az infinitezimdlis generatorok:

1 010 1 0 —i 0
F, = 5 10 0|, F, = 3 i 0 0|,
000 0 0 O
1 1 0 0 1 0 01
Fs = 3 0 -1 0|, F, = 3 00 0],
0 0 O 1 00
1 00 —i 1 0 00
Fs = 3 00 0 |, Fs = g 00 11,
i 0 0 010
1 0 0 O 1 10 0
Fr=-100 —i|, Feb=——=]101 0 (3.13)
2\o i 0 2v3\ 0 0 -2
A generéatorok az alabbi kommutécids relaciot elégitik ki:
8
[Fi Byl = 1) fijeF, (3.14)
k=1

ahol f;;; barmely két indexére nézve antiszimmetrikus. Az el nem tind f;j;; értékek
az aldbbiak:

f123:17 f147:f246:f257:f345:1/27
f156 - f367 = _1/27 f458 = f678 = \/5/2 (315)

Az F métrixok megvaldsitjak az SU(3)-algebra 6ndbrazoldsat. Az 6ndbrazoldsban
az Fj, matrixok az aldbbi antikommutacids relaciokat is kielégitik:

1 8
(F,F} = gaijf + > dijuF, (3.16)
k=1

ahol d;;, barmely két indexében szimmetrikus és az el nem t{ind értékek:

dias = disy = dose = dgag = dss5 = 1/2,
doar = daes = d3zr = —1/2,  di1s = dogg = d333 = 1/\/37
dsss = —1/V3, dus = dsss = degs = drss = —1/(2V/3). (3.17)
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Az fi;r és d;jr mennyiségek az alabbi Osszefiiggésnek tesznek eleget:

8 8
Z(dijkfklm + frjdiem) = Z i jm frit- (3.18)
k=1

k=1

Az SU(3)-csoport félegyszerii, kompakt és egyszeresen Gsszefliggd Lie-csoport.
A csoport rangja 2. Két Casimir-operator szerkesztheto, a kvadratikus

8 2i
Ci=> F’= 3 > fijnEiFjFy, (3.19)
i=1 ijk
és a kobos
ijk

Az SU(3) irreducibilis dbrazoldsai C; és Cy sajatértékeivel egyértelmiien jellemezhetdk.
Megintcsak elegendé lesz a véges dimenzids, unitér, irreducibilis, inekvivalens abra-
zoldsokat megkeresniink. Ezt azonban kicsit még késébbre halasztjuk.

A gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl még érdemes az algebra egy masik
bazisat is bevezetni:

T:t:Flil:iFQ, Ui:FGj:iF7,

2
Vi=F, +iF, Ty=F;, Y =-_F. 3.21
+ 4 5 3 3 \/38 ( )

Erdemes megemliteni, hogy Ty, T_ és Ty az SU(3)-algebranak az SU(2)-algebraval
izomorf részalgebrajat alkotja, tovabbd, hogy [T3,Y] = 0.

3.3 A homogén Lorentz-transzformaciék csoportja

Homogén Lorentz-transzformacionak a Minkowski-tér z# vektorainak olyan
ot — " = AP Y (3.22)
transzformacioit nevezziik, amelyekre
77" =t (3.23)
Ebbol kévetkezik, hogy a homogén Lorentz-transzformaciok valos matrixai a

AN g N = guo (3.24)
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osszefiiggéseknek tesznek eleget, ahol

1 0 0 0
) 0 =1 0 0
0 O 0 -1

a Minkowski-tér metrikus tenzora. A (3.24) egyenlet 10 Osszefiiggést jelent, mivel
a metrikus tenzor szimmetrikus, igy a homogén Lorentz-transzformacioknak 4 x
4 — 10 = 6 paramétere van. Ezek a transzformacidk alkotjak a homogén Lorentz-
csoportot; jele Lp,.

Az (3.24) egyenletbdl (detA)? = 1, azaz detA = +1 addédik. A —1 deter-
minansi homogén Lorentz-transzformdaciok halmaza nem tires. Oda tartozik az I
tértiikkrozés és az I; idémegforditas:

1 0 0 0 -1 000
0 -1 0 0 0 100

I = 0O 0 -1 0 |’ I = 0 010 (3.26)
0 0 0 -1 0 00 1

Az (3.24) Gsszefiiggések koziil vegyiik azt, amelyet v = 0 = 0 esetén kapunk; ebbdl:

(AP = 1432 21 3.27)

=1

A homogén Lorentz-transzformdcidk kozott vannak tehat olyanok, amelyekre A% >
1 és olyanok, amelyekre A% < —1. Az utébbira példa az I; id6megforditdsi transz-
formacio. Az L, csoport, mint halmaz, diszjunkt részekbdl all:

()
(11)
(I11)
(V)

detA = +1, A% >1,

detA = -1, A% >1,

deth = —1, AD < —1, (3.28)
detA =+1, AY < -1.

ININ IV

Az (I) részhalmaz tartalmazza az L) csoport egységelemét, az azonossagi transz-
forméciét. Igy (I) maga is csoport, az in. val6di ortochron (més néven a lesziikitett
homogén) Lorentz-transzformdciok csoportja; jele Lp,.

Tekintsiik a V' = {I, I, I, Iy = II;} halmazt, amely £, négyelemii, abeli
alcsoportja. Létezik egy olyan homomorfizmus, amely leképezi az L, csoportot a V'
alcsoportra. Ennek a magja Ly, igy L, invaridns alcsoport. Meg lehet mutatni,
hogy a homogén Lorentz-csoport Osszes irreducibilis dbrazoldsat meg lehet kapni a
V' és az L, alcsoportok irreducibilis abrazolasaibodl.
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AV abeli alcsoport irreducibilis dbrazolasai:

Ty: I —1, I, —1, I, — 1, Iy — 1

Ty I —1, I, —1, L, —» -1, Iy — —1
Ty I —1, I,— -1, I; =1, Iy — —1
T3: I —1, I, — -1, I, - -1, I4— 1.

(3.29)

A tovabbiakban az L, alcsoporttal foglalkozunk. Amig a homogén Lorentz-
transzforméaciok £, csoportja topoldgiailag nem osszefiiggd, addig a valédi ortochron
Lorentz-transzformécidék Ly, csoportja Osszefiiggd. Ez is egy 6-paraméteres Lie-
csoport. A valédi ortochron Lorentz-transzformaciok csoportja tartalmazza alcso-
portként a 3-dimenzids térbeli forgatasokat. A megfeleld transzformaciok matrixa
az alabbi alaku:

Ag = (3.30)

R

o O O =

A térbeli forgatasokon kiviil a valédi ortochron Lorentz-transzforméciok kozott van-
nak az un. Lorentz-l0kések, amelyek az egyik inerciarendszerr6l a masikra vald
attérést irjak le. (Ezek atlokik a megfigyel6t az egyik vonatkoztatdsi rendszerbdl egy
ahhoz képest valamilyen sebességgel mozgd masikba.) Ilyen pl. az a Lorentz-16kés,
amely a z-tengellyel parhuzamosan v sebességgel mozgo rendszerre valo attérést irja
le:

a 0 0 b
Ae) = 8 (1) (1) 8 : (3.31)
b 0 0 a
ahol a és b (a> =1+, a > b > 0) kifejezhetSk az ¢ rapiditds segitségével:
a = cosh ¢, b = sinh ¢. (3.32)

(A fizikdban a rapiditds szokdsosabb jele y.) A rapiditds és a vonatkoztatasi rend-
szer v sebessége kozott a kapcsolat: v = tanh . Hasonld alakuak a mésik két
tengellyel parhuzamos Lorentz-lokéseket leird transzformaéciok is. Mivel a Lorentz-
lokéseket megadd sebesség 0 < v < 1, azaz v # 1, azért a valédi ortochron Lorentz-
transzformaciok csoportja nem kompakt. Meg lehet mutatni azonban, hogy L,
lokalisan kompakt.

Az L, csoport minden eleme felirhato két térbeli forgatas, R, és Rs , és egy
z-tengely irdnyd, (3.31) alaki Z Lorentz-10kés szorzataként: A = R1ZR,. Ezt a
tulajdonsdgot felhasznalva be lehet latni, hogy az L, csoport kétszeresen sszefiiggo.
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Ekkor egy- és kétértékii irreducibilis dbrazoldsai vannak, amelyek az univerzalis
fed6esoportjanak egyértéki irreducibilis abrazolasai.

A valédi ortochron Lorentz-transzformaciok csoportjanak fedcsoportja az
SL(2,C) csoport, a 2 x 2-es, komplex, unimodularis matrixok csoportja. Most meg-
szerkesztjiik az SL(2,C) — Lp, homomorfizmust. Rendeljiik az z# négyesvektorhoz
az

20+ 3 2t —iz?
T — H —
=20y ( 2l 4ig? 20— g3 (3.33)

hermitikus matrixot, ahol oy a 2 X 2-es egységmaétrix és o; (i = 1,2,3) a Pauli-
matrixok. Ez a megfeleltetés kolcsonosen egyértelmi, uis.

= %Tr(fau). (3.34)
Megmutatjuk, hogy minden o € SL(2,C) matrixszal definidlt

i— i’ =azal (3.35)
transzformacionak megfelel egy valodi ortochron Lorentz-transzformacio. Ez igy is

van, mert detaw = 1 miatt

7', = detd’ = det = 2tz (3.36)
A transzformdci6 tehat homogén Lorentz-transzformaci. Mésrészt SL(2,C) egysze-
resen Osszefliggd és tartalmazza az azonossagi transzformaciot. fgy minden
a €SL(2,C) folytonosan az egységmétrixba transzformalhatd. Ekkor azonban az a-
val meghatérozott (3.35) transzforméciok a valodi ortochron Lorentz-transzformaciok.
Az « miétrixhoz tartozé Lorentz-transzformacié A(«) métrixdt a transzformdacid
definicidja alapjan hatarozzuk meg:

1
2" = A () = §Tr(§:'0u)

= —Tr(aia'o,)
1 .
= §Tr(ax o,a'oy,)
1
= 5Tlr(cw,,cﬁau) z”. (3.37)
Mivel z¥ tetszoleges, ebbdl az egyenletbol
1
AM(a) = §Tr(aa,,offau) (3.38)

adodik. Belathatjuk, hogy az @ — A(«) leképezés homomorfizmus.
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Még megmutatjuk, hogy L;, minden A eleméhez létezik olyan o € SL(2,C),
amelynek képe A. Meg kell tehat mutatnunk, hogy tetszoleges adott A transz-
formaciohoz 1étezik olyan «;, amelyre

i =aia', azaz A4 2Y0, = az’o,al, (3.39)
ahonnan
Ao, = ao,al. (3.40)

Ha egy o matrix kielégiti ezt az egyenletet, akkor természetesen —a is megoldds. Ha
A w-sz6gi (0 < w < ) forgatds a térben az 7 egységvektorral kijeldlt irdny koriil,
akkor a megoldasok:

w

e : : o
fo [ cosy—insing —i(n, —iny)sin § ‘ (3.41)
—i(ng +iny)sing  cos ¥ +in, sin §

Ebben a specidlis esetben « unitér és SL(2,C)-nek az SU(2) alcsoportjahoz tartozik.
Ha A egy z-tengely irdanyt 1okés, akkor a megfelel6 o matrixok:

N ( (a +Ob)1/2 . _ob)l/2 ) | (3.42)

Mivel £, minden eleme felirhaté térbeli forgatasok és egy z-irdnyt 16kés segitségével,
azért belattuk, hogy L, minden eleméhez 2 métrix tartozik SL(2,C)-ben, amelyek
csak elGjelben kiilonboznek. A homomorfizmus csak az I és —I matrixokat képezi
le az azonossagi transzformaciora (L, egységelemére).

A fejezetet azzal zarjuk, hogy megszerkesztjiik a valédi ortochron Lorentz-
csoporthoz tartoz6 Lie-algebrat, amely azonos az SL(2,C)-algebraval. Ehhez para-
metrizaljuk az infinitezimalis A* (detA = 1, A% > 1) Lorentz-transzforméciokat a
kovetkezoképpen:

2" = (g" + e")a” = A" (e)a”. (3.43)

Itt e = —e”* 6 fliggetlen, val6s paraméter. (Az e tenzor antiszimmetrikussdga
abbdl kovetkezik, hogy a transzformécié az z* négyes-vektor hosszat invaridnsan

hagyja, o'"z', = x#z,.) Ha a transzformicié matrixait 6nmagukkal abrazoljuk,
akkor
AH _ oou ] WaY:
W(e) = g+ e (M), (3.44)
irhat6, ahol M?7 = —M?” jeloli a valédi ortochron Lorentz-transzformaciok 6 fiig-

getlen infinitezimalis generatorat. Az 1/2 szorz6 azért 1ép fel, mert az egyenlet jobb
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oldalanak masodik tagjaban az 0sszeg kétszeresen tartalmazza az ugyanattol a para-
métertdl szdrmazé jarulékot. Az utébbi egyenletet és a (3.43) egyenletet Osszevetve
leolvashatjuk, hogy az infinitezimalis generatorok az én-abrazoldsban a

1
S (M), = (3.45)

egyenletet elégitik ki. Ennek megoldésa:
(M), = g"g5, — 979l (3.46)
Az infinitezimalis generatorok on-abrazolasban felvett alakjat felhasznédlva kony-
nyen igazolhatjuk az abrazoldstol fiiggetlen, aldbbi kommutdcids szabalyokat:
(M"Y MP] = gl M"P + g"P M** — g"? M"" — ¢g"° M*°. (3.47)
Vezessiik be az alabbi operatorokat:
j’ — i(M23, M31, M12),
K = i(M", M% M%) (3.48)

Ezekre a fentiek alapjdn az aldbbi kommutéciés szabélyok kovetkeznek:

3
T, T = 1) €,
k=1

3
(K, K;] = =1 €ijidi,
k=1
3
k=1

Az L,,.-algebra szerkezete vildgosabban latszik, ha attériink az alabbi bazisra:
1 ) 1 )
M =5(J; +iK), Ny =5(J; — 1K) (3.50)
Az 1j bazis operatorainak kommutatorai:
3 3
[M;, M) =1 €1 M, [Ni, N;] =1 €N,
k=1 k=1
[M;,N;] = 0. (3.51)

Innen l4tjuk, hogy az Ly,-algebra izomorf az SU(2),,®SU(2) y algebraval. Az algeb-
ra rangja 2. Ezért az irreducibilis abrazoldasok jellemzéséhez két Casimir-operator
sajatértékeire van sziikség. Ezek lehetnek

. 1
72 v
J —K2 — 5 /_“/M/—L y
e 1
—JK = "My M,, (3.52)
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vagy M 2és N 2. A J és K operatorok segitségével barmely valédi ortochron Lorentz-
transzformécié (dbrdzoldstdl fiiggetleniil) az

A =exp {—i(fﬁw — [?ﬁgo)} (3.53)

alakba irhaté, ahol 71 és U egységvektorok, w az 7 irdany koriili elforgatas szoge,
¢ pedig annak a U/ irdnyban v sebességgel mozgd vonatkoztatdsi rendszernek a
rapiditdsa ¢ = artanhv, amelyre a szdébanforgd transzformaécioval attériink. Bér
az Lp-csoport és az SU(2)®SU(2)-csoport algebraja azonos, a két csoport mégis
lényegesen kiilonbozik. (Ly, nem kompakt, SU(2)®SU(2) pedig kompakt.) A
kiilonbség onnan ered, hogy a valédi ortochron Lorentz-transzformacidkat ugy kapjuk,
hogy a iJ;, iK; generatorok valos egyiitthatokkal képzett linedris kombinécidit irjuk
az exponensbe, mig az SU(2)®SU(2) csoport esetén az iM;, iN; valds egyiitthatds
linearis kombindaciéit. A két eredmény minoségileg kiilonb6z6, mert ha az iJ;, iK;
valos egyiitthatos linearis kombindacioit atirjuk az iM;, iN; linearis kombinacidiva,
akkor az egyiitthaték komplexek lesznek, vis. az eredmény nem tekinthetd tobbé a
csoportelemek szokdsos exponencialis alakjanak.
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II. SZIMMETRIAK A
KVANTUMMECHANIKABAN
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4 Szimmetriak a fizikaban

A fizikdban akkor beszéliink szimmetriardl, ha kiilonb6z6 megfigyelok a fizikai tor-
vényeket azonosaknak taldljak. Ha nem akarunk a megfigyelére hivatkozni, akkor
ezt ugy fogalmazzuk, hogy szimmetriarél akkor beszéliink, ha a fizika torvényei
a kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben azonosak. Beszélhetiink egy konkrét
fizikai rendszer szimmetridirél. A kiilonb6z6 megfigyelok ugyanazt a fizikai rendszert
mas vonatkoztatdsi rendszerekbdl nézve, valamilyen a vonatkoztatasi rendszertol
fiiggetlen tulajdonsagot fedeznek fel. Ilyenkor az adott fizikai rendszerre vonatkozo
torvények a kiilonb6z6é vonatkoztatasi rendszerekben azonosak. A természet szem-
pontjabol azonban azok a szimmetridk a lényegesek, amelyek valamennyi fizikai
rendszernek kozos szimmetridi. Az ilyen szimmetridkat a természet szimmetridinak
nevezziik. Az utébbi esetben valamennyi fizikai rendszerre nézve igaz, hogy az éket
jellemz6 torvények fliggetlenek a vonatkoztatasi rendszertol.

Aszerint, hogy egymdstol milyen értelemben kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendsz-
erekben adédnak azonosaknak a fizikai torvények, kiillonboz6 szimmetridkrol beszé-
liink. A megfigyel6k pl. lehet, hogy csak abban kiilénbdznek egyméstol, hogy a tér
kiilonboz6 pontjaiban helyezkednek el. Lehet, hogy ugyanazon a helyen vannak, és
csak az oraik jarnak kiilonbozoképpen. Lehet, hogy a megfigyelok egymashoz képest
kiilonb6z0 sebességgel mozognak. S6t olyan is elképzelhetd, hogy a megfigyelok csak
abban kiilonboznek, hogy minden toltést ellenkezo elGjeliinek definidlnak. Mint az
elmondottakbdl kitiinik, a vonatkoztatasi rendszert kicsit altaldnosabb értelemben
hasznaljuk, mint tanulmanyaink kezdetén. A vonatkoztatasi rendszer tulajdonképpen
(elképzelt) méréberendezések azon egyiittese, amellyel a vizsgalt fizikai rendszeren
az allapotdnak meghatdrozasahoz sziikséges méréseket (egy gondolatkisérletben) el
tudjuk végezni.

Valamilyen specialis szimmetria azt jelenti, hogy az egymastél valamilyen
specialis médon kiilonb6z6 megfigyeldk a fizikai torvényeket azonosaknak taldljak. A
fizikai torvényeket matematikai egyenletek alakjaban fejezziik ki. Az, hogy a fizikai
torvények kiilonboz6 vonatkoztatasi rendszerekben azonosak, azt jelenti, hogy ezek-
ben a vonatkoztatasi rendszerekben a fizikai torvényeket azonos alaki egyenletek
irjak le. Azt szokds mondani, hogy az egyenletek alakja kovarians. Fogalmazzuk
most meg az egyenletek kovariancidjanak jelentését kicsit pontosabban. Az egyik
megfigyel6 vonatkoztatasi rendszerérél a masikéra vald attérést transzformacidk
irjak le, amelyek csoportot alkotnak. A fizikai torvényeket kifejezé egyenletek ko-
variansak, ha az egyenletek mindkét oldala a transzformaciok fenti csoportjanak
ugyanazon abrazolasa szerint transzformalédik.

A szimmetridk kovetkezménye altaldban, hogy bizonyos fizikai mennyiségek
értéke idében allandé. A megmaradési torvények hatterében mindig valamilyen
szimmetria all. Erre mar a klasszikus mechanikaban is szép példakat talalunk.
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Tegyiik fel, hogy az S fizikai rendszert azonosnak taldljak olyan megfigyeldk,
akik csak abban kiilonboznek, hogy egymashoz képest dllando 7 eltéréssel jarnak az
oraik. Ekkor a rendszert leir6 H Hamilton-fliggvényre:

H(t)=H(t+7) (4.1)

tetszéleges t és 7 esetén. Ez azt jelenti, hogy a Hamilton-fiiggvény nem fiigg explicit
maédon az id6t6l: 0H /0t = 0. Ekkor

dH

azaz a rendszer energidja megmarad6 mennyiség. Az energiamegmaraddas tehdt az
idobeli eltolasokkal szembeni szimmetridnak a kovetkezménye a klasszikus mecha-
nikdban.

Tegyiik fel, hogy az S rendszer invaridns a térbeli b vektorral torténd el-
tolasokkal szemben. Ekkor

H(Faaﬁa) = H(Fa + baﬁa), (43)

ahonnan infinitezimalis eltoldsok esetén

H(raapa) — H(raapa) + Z 87? b (44)
adodik. Mivel ennek az egyenletnek tetszoleges b vektor esetén fenn kell allnia,
OH  dP
0= = —— 4.5
se-- (45

kovetkezik, ami az S rendszer impulzusanak megmaradasat jelenti. A térbeli eltolasi
szimmetria tehat az impulzus megmaradasat eredményezi.

Kovetkezd példank a forgdsszimmetrikus S rendszer, amelyre
H(’Fa; ﬁa) — H(RFaa Rﬁa)a (46)

ahol R egy tetszoleges, 71 irany koriili w szogi elforgatas. Infinitezimalis elforgatasok
esetén:

RF, = 7y + Wit X 7y, RP, = P + W X P, (4.7)
ugyhogy
oH oOH
0= Iy X —— + Po X =— | fiw, 4.8
;(T o, TP apa>"“ (48)



azaz

i, dr, dL
_ 7 _pox ) = 2 4.
! Z<T“th paxdt> dt’ (4.9)

a

ami a rendszer L impulzusmomentumanak megmaradéasat kifejez6 egyenlet. A
forgasszimmetria tehat az impulzusmomentum megmaradasat eredményezi.

A kvantummechanikaban a szimmetriat a koévetkezOképpen fogalmazhatjuk
meg. Az S fizikai rendszer allapotai egy Hilbert-tér vektorai. Az O és az O' meg-
figyel6k, mindegyik a maga sajat vonatkoztatasi rendszerébdl nézve, az S fizikai
rendszernek ugyanahhoz az éallapotdahoz a 1o és a Yo allapotvektort rendelik a
Hilbert-térben. Ezt annak alapjan teszik, hogy elvégzik a fizikai mennyiségek egy
teljes rendszerének mérését, és dltalaban azt talaljak, hogy kiilonb6z6 eredményeket
kapnak. Legyenek most ¢p és ¢o az S fizikai rendszer egy masik dllapotat leird
allapotvektorok rendre az O és az O' rendszerben. A kvantummechanikai mérések
(egy adott vonatkoztatdsi rendszerben) mindig azt jelentik, hogy annak a valészinii-
ségét hatarozzuk meg, hogy egy v allapotot megtaldlunk egy maésik ¢ allapotban.
Ezt a valoszinliséget a két allapotvektor skalarszorzata abszolutértékének négyzete
adja meg: |(¢,®)[>. Szimmetriarél akkor beszéliink, ha a meghatdrozott médon
kiilonb6z6 tetszoleges O és O' megfigyelOk az S fizikai rendszer barmely két allapota
esetén az egyik allapot mésikban valé megtaldlasanak valészintiségét fiiggetlennek
talaljak a vonatkoztatasi rendszertol:

(Yo, 90)[> = |(Yor, dor) |- (4.10)

5 A kulonbozo6 vonatkoztatasi rendszerekben
végzett megfigyelések kapcsolata

5.1 Az allapotok és a fizikai mennyiségek transzformacidja

A kvantummechanikdban a szimmetridkat a (4.10) egyenlet fejezi ki. Innen latjuk,
hogy a szimmetriadk matematikai megfogalmazasa szempontjabol sziikség van annak
a kapcsolatnak a kideritésére, ami a kiilonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben végzett
mérések eredményei kozott dll fenn. Ha O és O két megfigyeld, akkor az O vonatkoz-
tatdsi rendszerérdl az O' vonatkoztatasi rendszerére valé attérés gy foghato fel mint
az S fizikai rendszer allapotai Hilbert-terének Snmagara val U (O’ < O) leképezése.
Ha O az S fizikai rendszer valamely dllapotat a 1o allapotvektorral irja le, és O’
ugyanezt az allapotot a ¢o vektorral, akkor a

Yo = U + 0) o (5.1)

29



egyenlet definidlja a szébanforgd leképezést. Ezek a leképezések az egymds utdni
végrehajtdsra, mint miiveletre nézve csoportot alkotnak, amelynek egységeleme
UO « 0) és az U(O" + O) transzforméci6 inverze U(O + O').

Wigner Jen6tol szdrmazik annak a tételnek a bizonyitasa, hogy az Z;l(O’ —
O) transzformdcié vagy linedris unitér vagy antilinedris unitér. (Az A operdtort
antilinearisnak nevezziik, ha tetszoleges 1, ¢ vektorok és a, b komplex szamok esetén

Aar) + bop) = a* A + b*Ag.)

Tekintstiink most egy tetszéleges fizikai mennyiséget, amely az S fizikai rend-
szert jellemzi. Ennek a kvantummechanika szerint egy & onadjungalt operator felel
meg. Ha a 1) dllapotban az o mennyiség mérése bizonyossaggal egy meghatarozott
eredményt szolgaltat, akkor 1) az & Onadjungalt operator sajatvektora és a mért
érték ezen operator (mindig valds) sajatértéke. Ha a ¢ dllapot nem sajitvektora az &
onadjungalt operatornak, akkor az « fizikai mennyiség mérése a sajatértékek valame-
lyikére vezet, azonban az egyes esetek megvaldsulasanak valdsziniisége altalaban
kiilonb6z6. A fizikai mennyiség értéke tehat ugy tekintheté mint egy valdszintiségi
valtozd, amelynek vérhaté értékét a (v, aap) skaldrszorzat adja meg. A kvantum-
mechanika klasszikus hatdresetében (h — 0) ez a varhaté érték veszi at a megfelels
klasszikus mechanikai o, fizikai mennyiség szerepét. (Feltéve, hogy létezik ilyen
mennyiség a klasszikus mechanikdban.)

Tegyiik fel, hogy a fizikai mennyiségek leirdsiara két tetszoleges megfigyelo
ugyanazokat az &; onadjungdlt operdtorokat haszndlja. Pl. ugyanazt a helyzetvek-
tort, impulzust, impulzusmomentumot, spint stb. figyelik meg az S rendszeren.
Jelolje {a;} a fizikai mennyiségek egy teljes rendszerét, azaz olyan maximalis szamd,
fiiggetlen mennyiséget, amelyekbol a rendszert jellemz6 minden m&s mennyiség
leszarmaztathaté. A rendszer dllapotdt O a o vektorral, O' pedig a 1o vektorral
irja le. Ha az a; mennyiségeknek vannak klasszikus mechanikai megfeleldik, akkor
azoknak O és O rendszerében felvett értékei

dia = filara,azq,...) (5.2)

osszefliggésben dllnak egymdssal, ahol f;-k meghatdrozott fiiggvények. A kvantum-
mechanikai varhaté értékeknek ugyanilyen osszefiiggésben kell egymaéssal lenniiik,
hogy helyesen kapjuk vissza a klasszikus (A — 0) hatdresetet. Ebb6l kovetkezik,
hogy tetszoleges 1o allapot esetén fenn kell allnia a

(Yor, &0) = fi( (Yo, a1v0), (Yo, o), ...) (5.3)

Osszefiiggésnek. Ezt a kvantummechanika és a klasszikus mechanika kozti megfelel-
tetésbdl kovetkez6 Osszefiiggést olyan esetekre is posztuldljuk, amikor a széban
forgd fizikai mennyiségeknek (vagy azok koziil valamelyeknek) nincsen klasszikus
mechanikai megfelel6je. Ilyenkor feltessziik, hogy léteznek olyan f;(a1, o, .. .) fiigg-
vények, amelyek kapcsolatot teremtenek az O és O' vonatkoztatasi rendszerben
végzett mérések eredményei kozott.
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A tovabbiakban mindig olyan esetekrdl lesz sz, amikor az f; fiiggvények a
valtozdikban linedrisak. Ilyenkor a (5.3) egyenlet

(Yor, aj00) = (Yo, fi(6n,da,...)00) (5.4)
alakot olt. A bal oldalon 4ll6 skaldrszorzat
(Yor, b)) = (wo,afdjal/)o) (5.5)

alakba irhaté at, ha felhaszndljuk, hogy vo = Uo. Mivel a (5.4) egyenletnek
minden allapotra fenn kell dllni, azt kapjuk, hogy

Z/A{TCAY]Z/A{ == fj(&la 6[2, .. ) (56)

egyenletek allnak fenn. Ezeket felhasznalhatjuk a vonatkoztatési rendszerek kozotti
transzformdcié U operdtora konkrét alakjanak meghatdrozasara. Az f; fliggvényeket
a megfeleltetési elv vagy analdgia alapjan hatarozzuk meg.

Annak eldontése, hogy valamely konkrét transzformacié operatora unitér linedris
vagy unitér antilinedris, ugy lehetséges, hogy a fizikai mennyiségek operatorai kozotti

kommutétorokat balrél U -val, jobbrdl U-val szorozzuk. Ha olyan esetet néziink,
amikor a kommutator egy képzetes szdm (pl. egy altaldnos koordinéta és a hozza
kanonikusan konjugalt impulzus kommutétorat), akkor

[fj(&la@%---);fk(@l,&%---)] = :I:Cjk:j:[&jv&k] (58)

ad6dik, ahol a felsé (alsd) elSjel annak felel meg, hogy az U operator linedris
(antilinedris). Az (5.8) egyenlet bal és jobb oldaldt kiilon-kiilon kiszdmolva el
tudjuk donteni, hogy melyik el6jel a helyes. Ez megmondja, hogy a transzformécié
operatora linedris vagy antilinedris.

Kiilon kell még beszélniink a kiils6 terek operatorainak transzformacios tulaj-
donsagairol. Ugy gondolhatjuk, hogy a kiilsé tér forrasa valamilyen S’ fizikai rend-
szer. Ha ugyanazzal az operatorral irnank le a kiilso teret minden vonatkoztatasi
rendszerben, akkor ez azt jelentené, hogy nem ugyanattdl az S’ forrastél szarmazo
kiils6 tereket hasonlitunk 6ssze a kiillonbozé vonatkoztatési rendszerekben. Nyilvan,
ha ugyanazon forrastol szarmazé teret nézziik kiilonboz6 rendszerekbdl, akkor azt
altaldban kiilonbozonek taldljuk. Legyen g az a transzformdcid, amely az O és az
O’ vonatkoztatdsi rendszer kozott kapcsolatot teremt. Ennek a Hilbert-térben az
U operdtor felel meg. Legyen ©;(7) egy tobbkomponensii téroperdtor, amelynek
varhatoé értéke a

(Yor, §5(MYor) = gix(Yo, ¢x(F)bo) (5.9)
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osszefiiggésnek megfeleléen transzformalodik. Ekkor
(o, UG (MUYo) = gjx(to, or(F)to), (5.10)
ahonnan
g er(FIUT = @(F) (5.11)

kovetkezik.

5.2 Az idobeli eltolasok és a mozgasegyenletek

Tekintsiink most két olyan megfigyelot, amelyek csak abban kiilonboznek, hogy az
oraik konstans idébeli 7 eltolodassal jarnak:

HO) = t(0)—r. (5.12)

Mindketten ugyanannak az S rendszernek az idébeli fejlodését figyelik meg. Az a
o (t) allapot, amit az O’ megfigyel6 a sajat éraja szerinti ¢ pillanatban figyel meg
természetesen az S rendszernek ugyanaz az allapota, mint az a o (t 4+ 7) allapot,
amit az O megfigyel0 a sajat oraja szerinti ¢t + 7 pillanatban figyel meg:

Yo (t) = vYolt+7). (5.13)

Jeloljiik most a vonatkoztatési rendszerek kozti transzformécié U (O’ < O) operatorat
T(t',t)-vel, ahol t' =t + 7:

Yo (t) = To(t). (5.14)
A két utobbi egyenlet egybevetésébol:
Yolt+7) = T(t+7,t)o(t) (5.15)

Konnyen belathatjuk az aldbbi tulajdonsagokat:

~

>

T(tt) = I,
T, t) = T ")T(t",1)
[T, )™ = T(t1). (5.16)

A T(t’ ,t) operator Wigner tétele értelmében unitér. Mivel a 7 paraméterrel foly-
tonosan nulldhoz tartva az azonossdgi transzformaciot kapjuk vissza, azért T'(¢', t)
csak linedris lehet.

Az igy bevezetett T(t’,t) linearis unitér operatort evolucioés operatornak ne-
vezzlik, mert ez az operator fejleszti az allapotot idoben. Ha meghatarozzuk az
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evoluciés operator alakjit, akkor ismerni fogjuk az S rendszer dinamikijat. Az
alabbiakban differencidlegyenletet vezetiink le az evoluciés operatorra. Ez egytuttal
a fizikai rendszer mozgasegyenlete. Célunk eléréséhez felhasznéljuk a klasszikus és
a kvantummechanika kapcsolatat. Ha h — 0, akkor a kvantummechanikai varhato
értékek a megfelelo klasszikus mechanikai mennyiségek értékeibe mennek at, és a
fizikai mennyiségek operatorainak kommutatorai a megfelel6 Poisson-zardjelekhez
tartanak:

(¢7&¢) — el
—%[a,é] 5 {ow Balp. (5.17)

Legyen «; egy klasszikus mechanikai mennyiség, amely nem fiigg explicit médon az
idotol, ekkor

dacl
dt

ahonnan infinitezimalis 7 esetén:
agq(t+7) = ag(t) +7{aq(t), Hy(t)}p. (5.19)

Ezt az Osszefiiggést a kvantummechanikdnak a klasszikus hatédresetben (A — 0)
reprodukalnia kell. Ezért irhatjuk, hogy

{aclchl}Pa (518)

(G4 7), 060+ 7)) = (6(0),09(0) — (00, [0, AN (520

Hasznéljuk fel a (5.15) egyenletet és azt, hogy a fenti egyenletnek tetszéleges v(t)
allapotra fenn kell allni, ekkor:

THt +7,6)aT(t +7,t) = a— %T[@, H()]. (5.21)
Az igy kapott egyenlet nem més mint az (5.6) egyenlet megfelelGje. Szorozzuk az
egyenlet mindkét oldalat balrél T (¢, ty)-val és jobbrol T'(t, t)-val:

~

THt+ 7, t0)aT (t+7,t0) = TT(t, to)aT(t,to)
—% TTH(t, o) 6, H()]T(t, to). (5.22)
frjuk az evolucios operatort
Tt +7,t0) = (f _ #F@)) T(t, 1), (5.23)

ahol az evoluciés operdtor uniteritdsa miatt az F operdtor onadjungélt, F = [t
Ekkor az (5.22) egyenletbdl

F(t) = H(t) (5.24)

33



ad6dik, aminek segitségével a (5.23) egyenlet

ih% = H(t)T(t,ty) (5.25)

alakot olt. Ez az evolucids operator keresett differencidlegyenlete.

Az evolucids operator (5.25) differencidlegyenletének formélis megoldasa:

~

T(t,ty) = Pexp

—% / t ﬁ(t')dt'} | (5.26)

ahol az idorendezés P operdtora az alabbiak szerint van definialva:

~ ~ A(tl)B(tQ) 1 < 1o
P(A(t)B(t = " D 5.27
bl = { g0l < (5.27
Ha a Hamilton-operator fliggetlen az id6tol, akkor az evoluciés operator
Tt 1) = exp {—%ﬁ(t - to)] (5.28)

alakot o6lt.

Szorozzunk ra az evolucids operator (5.25) differencidlegyenletére jobbrdl a
(o) vektorral. Ekkor a

dip(t .
m% = H(t)b(1) (5.29)
Schrodinger-egyenletet kapjuk eredményiil, amely az S fizikai rendszer idébeli fejlo-

dését az allapotvektor segitségével irja le.

Az (5.20) egyenletbél megkapjuk a fizikai mennyiségek varhaté értékeinek
idobeli valtozasat leird egyenletet:

i wO.a0(0) = 0.l AW +in (s0, 25 000) 630

ahol a jobb oldalt kiegészitettiik a masodik taggal, amelyre akkor van sziikség, ha
a fizikai mennyiség az id6tol explicit mddon is fiigg. Innen latjuk, hogy az « fizikai
mennyiség akkor és csak akkor mozgasallando, ha

.. 0a(t)

[&, H(t)] + ih——= = 0. (5.31)

A fizikai mennyiség tehat akkor mozgdasallando, ha a varhato értéke idoben allando.
Ilyenkor a fizikai mennyiség & operdatoranak sajatértékei és a valdsziniiségek, hogy
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azokat a rendszer felveszi, id6ben allandék (még akkor is, ha & explicit médon is
fiigg az id6tol).

A fentiekben megtaldltuk tehat a kvantummechanika klasszikus hataresetével
val6 6sszehasonlitas alapjan az idébeli eltolds operatoranak az alakjat. Ez az operator
linedris és unitér és a rendszer idébeli fejlédését irja le, amiért evolucios operatornak
nevezziik. Segitségével megfogalmaztuk a fizikai rendszer olyan dinamikai lefrasat,
amikor az allapotvektorok idotol fiiggenek és az idotdl explicit médon nem fiiggo
fizikai mennyiségek operatorai fiiggetlenek az id6tol. A kvantummechanikai rend-
szerek dinamikdjanak ezt a fajta leirasat Schrodinger-képnek nevezziik.

A dinamikai leirds egy masik lehetosége az, hogy az allapotvektorokat id6tol
fiiggetleneknek tekintjiik és a fizikai mennyiségek leirdsara hasznalunk idotol fliggo
operatorokat. Ez az utdbbi leirds az un. Heisenberg-kép. Ehhez tgy jutunk, ha
bevezetjiik a

b = Tt o)y (t) = v(to) (532)
allapotvektorokat és a fizikai mennyiségek
ap(t) = THt, to)a(t)T(t, to) (5.33)
operatorait. Ekkor az (5.30) egyenletb6l
20 ) ()] + iR (aa@) (5.34)
dt ot ),

ad6dik mozgdsegyenletként a Heisenberg-képben. Az (5.34) egyenletet magéra a H
Hamilton-operatorra alkalmazva kapjuk, hogy:

dHy(t)  (0H()
yr :( o )H (5.35)

Ha az « fizikai mennyiség megmaradd, akkor az (5.34) egyenlet jobb oldala zérus
az (5.31) egyenlet kovetkeztében. A megmaradé fizikai mennyiségeket tehdt id6ben
alland6 operatorok irjék le a Heisenberg-képben:

dév (1)
dt

Az (5.35) egyenletbél ezért kovetkezik, hogy a rendszer energidja idében allandé, ha
a Hamilton-operdtor nem fiigg explicit médon az id6tol.

0. (5.36)

5.3 Az evoluciés operatorok kapcsolata

A rendszer idébeli fejlodését figyelhetjiik kiillonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekbol.
Legyen pl. O és O' két tetszoleges megfigyel6, akik ugyanannak az S rendszernek
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az idobeli fejlédését a

vo(t) = T(tto)olto),

ill. a

Yor(t) = T'(t to)vo(to) (5.37)

egyenletekkel frjak le. Azt kérdezziik, hogy mi a kapcsolat a T'(,to) és a T"(t, to)
evolucios operatorok kozott. Wigner tétele értelmében létezik olyan linedris vagy
antilinearis unitér operator, amelynek segitségével

Yo(t) = Ut)olt). (5.38)
Ezt hasznélva, elemi szdmolassal adodik, hogy

T'(tto)lU(te) = U)T(t,t0). (5.39)

5.4 Az energia transzformacigja

Az O megfigyel6 az S rendszer iddbeli fejlodését az

L do(t) -
IBT = H(t)yol(t) (5.40)

Schrodinger-egyenlettel irja le. Szorozzuk ezt az egyenletet balrdl azzal az Z](t)
operatorral, amely megadja a mésik, O' megfigyel6 rendszerére val6 attérést az (5.38)
egyenlet révén:

il (1) ZO = UWOHOU ) Ut bo(t). (5.41)

Adjuk hozza az egyenlet mindkét oldaldahoz az

ih(d”()>wo(>

tagot:

$in o = @RI W) o0 +in (dd—) U (o (t). (542

Ez az egyenlet a

36



Schrodinger-egyenlet az O' vonatkoztatasi rendszerben, ahol a Hamilton-operator:

H() = U®HOUN () + 1haa—z;{lﬂ(t). (5.44)

Ezzel megkaptuk a Hamilton-operator transzformacigjat.

Hatdrozzuk meg ezutdn az energia transzformécidjat. Képezziik az (5.44)
egyenlet mindkét oldaldnak vérhaté értékét a 1o (t) dllapotban és hasznaljuk ki,
hogy U unitér:

(or (1), H' (o () = i(wo(t),ﬁwo())

D o )) (5.45)

Az energia varhato értéke tehat az

Eo(t) = iEo(t)iih<sz(t)@> (5.46)

Osszefliggés szerint transzformalodik. A jobb oldal elsé tagjaban a negativ eljel is
lehetséges. Ezért az a félelmiink tdmadhat, hogy antilinearis transzformécié esetén
az energia negativva is valhat. Latni fogjuk késobb, hogy ez mégsem fog el6fordulni,
mert ilyenkor a masodik tag jaruléka biztositja, hogy az eredmény pozitiv.

6 Szimmetria elvek, megmaradasi torvények
és kivalasztasi szabalyok

Tegyiik fel, hogy az S fizikai rendszert az O és az O' vonatkoztatasi rendszerbol nézé
megfigyelok azt taldljdk, hogy az S rendszer dinamikdjat ugyanaz a Schrodinger-
egyenlet irja le:

i dWo

O: - H
dt 1/)07
I dz/)O’ !
O : = H / 61
dt 1/)07 ( )

ahol H' = H. Ekkor az U transzformécié, amely az O és az O' vonatkoztatdsi
rendszerben végzett mérések kapcsolatat irja le, szimmetriatranszformacié. Nyil-
vanvaléan a két rendszerben az evoluciés operdtorok is megegyeznek: T7(¢, 1) =
T(t,ty). Felhasznélva az &ltaldnos érvényii (5.39) egyenletet, szimmetriatransz-
forméacid esetén az

Tt to)(to) = UMNT(t,t0) (62)
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osszefiiggést kapjuk. Ez azt fejezi ki, hogy mindegy, hogy a t, pillanatban tériink at
az O vonatkoztatasi rendszerrél az O'-re és abban fejlesztjiik a ¢ pillanatig a rend-
szert, vagy el6bb O-ban fejlesztjiik a rendszert a ¢ pillanatig és utana a ¢ pillanatban
tériink 4t O’-re. Ha ez igy van, akkor azt mondjuk, hogy az U transzformécié az S
fizikai rendszer szimmetridja.

A fizikdban minket dltalaban olyan szimmetriak érdekelnek, amelyek valameny-
nyi fizikai rendszernek, vagy legaldbbis a fizikai rendszerek egy b6 halmazanak kozos
szimmetridi. A valamennyi rendszerre érvényes szimmetridkrol azt szoktuk mon-
dani, hogy azok a természet szimmetriai. Az utobbi szimmetridk 1étét altalaban
elvként szoktuk elfogadni a fizikai elméletek megalkotasa soran. A szimmetriaelvek-
bol kivalasztasi szabalyok és megmaradasi torvények kovetkeznek. A fizikus éppen
az utébbiak megfigyelése révén kovetkeztet a természet szimmetridira.

6.1 Kivalasztasi szabalyok

A mikrovilag torvényszeriiségei megfigyelésének egyik modja ugynevezett szorasi
kisérletek végzése. Ilyenkor valamilyen (t6bbnyire gyorsité) berendezésekkel ré-
szecskéket allitunk elé valamilyen kezdeti allapotban, egymastél altalaban olyan
tavol, hogy a kolcsonhatasuk elhanyagolhaté; gy mondjuk, hogy aszimptotiku-
san szabad allapotban. Ezutan a részecskéket iitkoztetjik, amikoris kdlcsonhatasuk
eredményeként valamilyen végtermékek keletkeznek. Ezek aztan megint szétrepiilnek
és mire az iitkozés helyétol nagy tavolsdgban detektaljuk Oket, addigra a kolcsonha-
tasuk elhanyagolhatéva valik: ismét aszimptotikusan szabad allapotba keriilnek. Az
ilyen szorasi kisérletek leirasara a kvantummechanikdban az S i S-operdtor szolgal.
Ennek definicidja

Sy = lim  T(0,8)T(t, to)T;(to, 0), (6.3)

t—00,tp——00

ahol Tf és T a végsd és a kezdeti aszimptotikusan szabad allapot evolucids operatora.
Annak az amplitudéja, hogy a szérasi folyamat a ®; aszimptotikusan szabad &lla-
potbdl indul és a @ aszimptotikusan szabad dllapottal végzédik, (g, Sy ®P;).

Nézziik mostan, mit is jelent a fizikai rendszer, pontosabban a szérédo részecskék
kolesonhatasanak U (t) szimmetridja a szérasi amplitudé szempontjabél. Valamely
O' vonatkoztatasi rendszerben

St = Hool,%?i _OOT}(O,t)T’(t,tO)ﬂ’(tO,0), (6.4)

ahol
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és hasonlo osszefiiggések dllnak fenn az aszimptotikusan szabad kezdeti és végso
allapotok evolucids operatoraira az O és O' rendszerben. Kovetkezésképpen

S = U0)SpuU(0), (6.6)

)

ami megadja az S-operdtor transzformdcidjat az O vonatkoztatasi rendszerrdl az
O'-re val6 attérés soran. Ha most U szimmetriatranszformacio, akkor

T'(t,ty) = T(t,t) (6.7)

és hasonl6 Osszefliggések igazak az aszimptotikusan szabad kezdeti és végallapot
evolucios operatoraira, ezért

Sk = Sp, (6.8)

)

azaz az S-operator szimmetriatranszformacio soran invarians marad. Ezt Osszevetve
a (6.6) egyenlettel

[Z/[(O), sz] = 0, (69)
azaz az S-operator kommutal a szimmetriatranszformacio operatoraval.

Linearis szimmetriatranszformécié esetén ebbdl a ténybol kovetkezik az a ki-
valasztasi szabdly, hogy csak a szimmetriatranszformacié ugyanazon sajatértékéhez
tartozo allapotok kozott lehetséges dtmenet. Valoban, ha ¢; és ¢ olyan aszimp-
totikusan szabad allapotok, amelyek az Z:{(O) operatornak rendre az u; és az uy
sajatértékhez tartozo sajatallapotai, akkor

0= (5, [U(0), Spilps) = (uy — ;) (0, Spipi), (6.10)

ahonnan u; # w; esetén (yy, S ripi) = 0 adédik. A szimmetriatranszformdcié
kiilonbozo sajatértékeihez tartozd sajatallapotok kozotti atmenet tehat tiltott, azaz
az amplituddja (s igy a valdszintlisége is) zérus.

A szimmetria még masképpen is kifejezhetd. Legyen ¢; és ¢ tetszdleges kezdeti
és végallapot, ekkor
(67, 5pi) = (25, UO)U(0)S5:6)
(U(0)¢5, U (0)S U (0)U' (0)¢)
= (U'(0)¢; szUT( )9i). (6.11)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy az S-operdtor tetszéleges két allapot kozotti
matrixeleme megegyezik ugyanezen két allapot transzformaltja kozotti matrixele-
mével, ha ez a transzformécié szimmetriatranszformacio.
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6.2 Megmaradasi torvények

Ha a szimmetriatranszformécié linedris, akkor megmaraddsi torvény(ek)re vezet a
szimmetria. Az (5.44) egyenlet mindkét oldalara részorzunk U (t)-vel és felhasznaljuk,
hogy szimmetria esetén H'(t) = H(t). Ekkor azt latjuk, hogy a szimmetria kovet-
keztében

AUty o . OU(t)
—= = [U(t),H(t h——= = 0. 6.12
= ), )+ in (612)
Innen, ha a szimmetriatranszformacié nem fiigg explicit médon az id6tél, akkor
U, H(t)] = o. (6.13)

Ha még raadasul U onadjungalt is, akkor ez azt jelenti, hogy u egy meg-
maradé mennyiség operatora. Ha - mint altaldban - &/ nem oOnadjungalt, akkor
két onadjungdlt operator,

u+ut, & U-u (6.14)
képezheto a segitségével, amelyek megmaradé fizikai mennyiségek operdtorai. Ezért,
ha a szimmetriatranszforméciék véges vagy diszkrét csoportot alkotnak, akkor kétszer
annyi megmaradé mennyiség jellemzi a rendszert, mint amennyi a transzformaciék
csoportja elemeinek szama. Ha a szimmetriatranszformaciok folytonos csoportot
alkotnak, akkor a csoport elemei nem fiiggetlenek. Megtanultuk a csoportok &b-

razolasaival kapcsolatban, hogy ilyenkor a csoportelemek n darab fiiggetlen in-
finitezimalis generdtorral fejezhetok ki

Ut) = exp (iiasjs(t)> (6.15)

alakban, ahol a, valés paraméterek. Helyettesitsiik ezt az alakot a (6.12) egyenletbe
és derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat as szerint parcidlisan, majd vegyiik az

eredményt az a1 = as = ... = a, = 0 helyen:
N aJ,
[Js, H] + ik % = 0. (6.16)

Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy egy n-paraméteres folytonos szimmetriacsoporthoz
pontosan n darab megmaradd fizikai mennyiség tartozik, a csoport n darab in-
finitezimdlis generatora. (Megjegyezziik, hogy mint fizikusok a J, hermitikus ope-
ratorokat is generatoroknak nevezziik, kis pongyolasdggal.) Az, hogy valameny-
nyi J; generator megmaradd mennyiség, még nem jelenti, hogy mind ,,j6 kvan-
tumszamokra” vezet. A csoport rangja meghatdrozza, hogy hany Casimir-operdtor-
ral jellemezhetok a csoport irreducibilis dbrazoldsai. Ennyi jé kvantumszam, azaz
egyidejiileg mérheto fizikai mennyiség biztosan van. Ezekhez jonnek még azok az in-
finitezimalis generdtorok, amelyek egymassal kommutalnak, ezek maximadlis szamat
is a csoport rangja adja meg.
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6.3 Multiplettek

Tegyiik fel, hogy az S fizikai rendszer szimmetriatranszformaciéinak operatorai nem
fiiggnek explicit médon az id6tél. Ekkor a szimmetriacsoport valamennyi eleme és
generatora kommutdal a Hamilton-operatorral:

~

U, H =0, [J,,H]=0. (6.17)
Legyen ¢ a Hamilton-operdtor sajatallapota,
Hy = Ev. (6.18)
Ekkor
HUy =UHY = UEY = EUYy, (6.19)

azaz valamennyi Zflz/; vektor, amely a ¢ dallapotbdl a szimmetriacsoport transz-
formacidival kaphatd, ugyanahhoz az energiasajatértékhez tartozo allapot. Az U
allapotvektorok tehat egy invarians alteret alkotnak a rendszer dllapotainak a Hilbert-
terében.

Legyen tovabba a szimmetriacsoport egy r rangu félegyszerii Lie-csoport. Ekkor
1étezik r darab linedrisan fiiggetlen C' = C)\(jl, Jo, ..., fn) (A=1,2,...,r) Casimir-
operator (Racah tétele). Ezek definici6 szerint mind kommutélnak a csoport gene-
ratorainak mindegyikével és kovetkezésképpen egymassal is paronként:

[Cy, J,] =0, [Cy,Cy] = 0. (6.20)

Masrészt, mivel a generatorok kommutdlnak a Hamilton-operatorral, azért a Casimir-
operatorok is:

[C\,H] = 0. (6.21)

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a Hamilton-operatornak és a Casimir-operatoroknak
van kozos sajatfiiggvényrendszere.

A félegyszerii Lie-csoportok unitér dbrazolasaihoz tartozé Casimir-operdtorok
mindig hermitikusnak vélaszthatok. Tegyiik fel ugyanis, hogy C' Casimir-operétor,
amely nem hermitikus. Ekkor a C'+C" (nyilvdnvaléan) hermitikus operatorrél meg-
mutathatd, hogy Casimir-operator, azaz, hogy a csoport valamennyi infinitezimalis
generatoraval kommutal. Ez a tétel a fizikai alkalmazasok szempontjabol azt je-
lenti, hogy ha hermitikus Casimir-operatorokat valasztunk, akkor azok annyi darab
megmaradé fizikai mennyiséget szolgaltatnak, amennyi a szimmetriacsoport rangja.
Ezek mind egyidejlileg mérhet6 mennyiségek, vis. a sajatértékeik ,,jé kvantumsza-
mok”.
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Belathato tovabba, hogy az r darab linedrisan fiiggetlen Casimir-operator teljes
rendszert alkot abban az értelemben, hogy barmely A operdtor, amely a csoport vala-
mennyi generatordval felcserélhetd, azaz amelyre [A J s] = 0, a Casimir-operdtorok
fiiggvénye: A = A(CI,C’Z, .. .,C’T). A fentiekbol kovetkezik, hogy amennyiben az
S fizikai rendszernek egy félegyszerti Lie-csoport a szimmetridja, akkor a rendszer
Hamilton-operatora a csoport Casimir-operdtorainak fiiggvénye:

H = H(C.,Cs,...,C). (6.22)

Ebbdl kovetkezik, hogy az energiasajatértékek a Casimir-operatorok sajatértékeinek
fiiggvényei: E = E(Cy,Cy,...,C,).

Tudjuk, hogy r darab fiiggetlen Casimir-operator sajatértékei egyértelmiien
meghatarozzak a szimmetriacsoport egy-egy véges dimenzids irreducibilis Abrazolasat.
Ezért a fizikai rendszer minden egyes energiaszintjéhez olyan invarians altér tar-
tozik, amelyen a szimmetriacsoport (félegyszerii Lie-csoport) véges dimenzids unitér
matrixokkal irreducibilisen dbrazolhaté. A szimmetridaval rendelkezo fizikai rend-
szer energiaszintjei tehat elfajultak. Az elfajultsdg fokdn a megfelel6 irreducibilis
abrazolas dimenzidjat, azaz az adott energiaszinthez tartozd invaridns altér dimen-
zidjat értjiik. Az adott energiaszinthez tartozoé dllapotok jellemzésére felhasznalhatjuk,
hogy a csoport n darab generatora kozott van pontosan r darab, amelyek egymassal
paronként felcserélhetok: jsl, jSQ, cee fsr. Vilaszthatunk tehat egy olyan bazisfiigg-
vényrendszert, amelynek tagjai a

H,C,,Co,....Co dy  Jays ) s, (6.23)
operatorok
E,C,Cy,...,Coymg ,mg,, ..., ms, (6.24)

sajatértékeihez tartozo kozos sajatfiiggvényei. Ha a Casimir-operdtorok rogzitett
sajatértékei esetén az mg, (i = 1,2,...,r) sajatértékek rendszerének kiilonbozo
megvalasztdsara osszesen d lehetOség van, akkor az adott energiaszint d-szeresen
elfajult.

A fizikai rendszer szimmetridja tehat multiplettek 1étezéséhez vezet. A mul-
tiplett-szerkezet jelenlétébol pedig, megforditva, a rendszer valamilyen szimmetrid-
jara kovetkeztetiink. Hogyan vessziik azonban észre, hogy az egyes energiaszintek-
hez tobb allapot is tartozik? A gyakorlatban mindig gy, hogy valamilyen médon
megsértjiilk a rendszer szimmetridjat ,,egy kicsit”. Ennek kovetkeztében az ere-
detileg egy adott energiaszinthez tartozé allapotok energidja kicsit kiilonb6zévé
valik. A rendszer nivésémdjan azt latjuk, hogy az energiaszintek egy-egy ener-
giaérték korul csoportosulnak. Az energiaszintek felhasadasat tudjuk megfigyelni
annak kovetkeztében, hogy a rendszer szimmetridjat valamilyen mas rendszerrel
vagy kiilso térrel valo kélcsonhatds kicsit megsérti. A szimmetridanak ezt a fajta meg-
valésulasat és megsériilését a szimmetridk Wigner-féle megvaldsuldsanak nevezziik.
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A multiplettek megfigyelésének klasszikus példdja az atomi energiaszintek Zeeman-
és Stark-effektus kovetkeztében torténé felhasaddsa.

A multiplett-szerkezet figyelembevételével a kivalasztasi szabalyokat gy is fo-
galmazhatjuk, hogy atmenetek csak egy-egy multipletten beliil lehetségesek, mig a
kiilonboz6 multiplettek kozotti atmenetek tiltottak. Ezt a kovetkezéképpen lathatjuk
be. Szimmetria esetén a szimmetriacsoport valamennyi eleme kommutal a S fi
operatorral, ezért a csoport valamennyi generatora és a csoporthoz tartozé Casimir-
operatorok is. Az S-operator tehdt tekinthet6 az r darab fliggetlen Casimir-operator
fliggvényének. Kovetkezésképpen az S £ operator matrixa a Hamilton-operdtor és a
Casimir-operatorok kozos sajatfiiggvényeibdl allo bazisban diagondlis. A kiilonboz6
multiplettek kozott tehat nincsen dtmenet. A természetben a szimmetriat persze
megint annak révén vessziik észre, hogy a szimmetria megsériil. Ekkor fogunk talalni
a kiilonb6z6 multiplettek kozott in. tiltott atmeneteket, amelyek azonban sokkal
kisebb valészintiségliek, mint az egyazon multipletthez tartozo allapotok kozotti
megengedett atmenetek.

6.4 Szuperkivalasztasi szabalyok

A kvantumelmélet alapelvei kozé tartozik a szuperpozicié elve, amely kimondja,
hogy barmely két allapot linearis szuperpozicidja is egy allapota a rendszernek.
Ezért lehet tulajdonképpen az allapotokat matematikailag egy linearis vektortér,
a Hilbert-tér vektorainak tekinteni. A Hilbert-térben vannak azonban olyan vek-
torok, amelyek fizikailag nem valdsithaték meg. Nem lehet példdul két kiilonbozé
elektromos toltésti, bariontoltési, ritkasagu stb. allapot szuperpoziciojat kisérletileg
eléallitani. Errél a tényrdl ugy szokds beszélni, hogy vannak szuperkivélasztasi
szabélyok. Altalaban létezik a fizikai mennyiségek (toltések) olyan {©} rendszere,
hogy ezen mennyiségek kiilonb6z6 sajatértékrendszereihez tartozé allapotok linearis
kombinacidi a természetben nem val6sulnak meg (nem valdsithaték meg). Minden
allapot ezen mennyiségeknek kozos sajatallapota. A {©} mennyiségek valamely
sajatértékrendszeréhez tartozo allapotok alterét koherens altérnek nevezzik. A fen-
tiek értelmében a szimmetriatranszformaciok a koherens altereket koherens alterekbe
képezik le. Ezért olyan bazisban, amelyben a {@} operatorok diagonalisak, a szim-
metriatranszformécié matrixa

X

~

U~ X (6.25)
X

X

blokkszerkezetet mutat, ahol minden sor és oszlop egy koherens altérnek felel meg,
és minden oszlopban és sorban csak egy blokk nem azonosan zérus. Meg lehet mu-
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tatni, hogy a szimmetriatranszformacio operatora minden koherens altérben csak egy
tetszéleges fazisfaktor erejéig van egyértelmiien meghatarozva, amely alterenként
kiilonbo6zonek is valaszthato.

A szimmetriatranszforméciok nem fiiggnek attol, hogy melyik a kezdeti O és a
végsé O rendszer, hanem csak attdl a g transzforméciotél, amelyik a két rendszert
Osszekapcesolja (matematikai értelemben). Ezen azt értjiik, hogy ha O és O két
masik vonatkoztatdsi rendszer és ugyancsak a g miivelet visz az egyikbol a masikba,
akkor a Hilbert-téren a megfelel6 transzformaciok egy tetszoleges fazisfaktor erejéig
megegyeznek:

U+ 0)=UO" « O) =U(y). (6.26)

Ennek a kovetkezménye, tobbek kozott, hogy ha a ¢ szimmetriatranszformaciok egy
G csoportot alkotnak, akkor a Hilbert-tér megfeleld U(g) transzforméciéi ennek a
csoportnak az abrazolasait adjdk az egyes koherens alterekben.

7 A tér és az ido folytonos szimmetriai

7.1 Az id6beli eltoldsi szimmetria

A 7=4ll. id6beli eltolds operatora a Hilbert-térben:

~

Uty = T(t+r,1t)

_ Pexp{—ﬁ/tt”dt'ﬁ(t')}. (7.1)

A rendszernek az idobeli eltolasok akkor és csak akkor szimmetridi, ha tetszoleges 7
esetén:

+if (—%H (t + 7)U (1) + %Zf{f(t)ﬁ (t))
= H(t+ 1)U, (t) — Ht)U,(t)
= (H(t+7)— H(t) U (t). (7.2)

A derivalas soran az operatorok sorrendjében figyelemmel voltunk a P idorendezo
operator hatasara. A fenti egyenletbol kovetkezik, hogy idobeli eltolasi szimmetria
esetén:

H(t) = H(t+7), (7.3)
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azaz a Hamilton-operator nem fiigg explicit médon az id6tol:

OH
— = 0. 7.4
ot (7-4)
Ekkor viszont
OH dHy
0=|— = —— 7.5
( ot )H dt (7.5)

ami azt jelenti, hogy a rendszer energidja megmarad.

7.2 A térbeli eltolasok

Legyen az O' rendszer az (' vektorral eltolva az O rendszerhez képest a térben. Ekkor
egy pontszerii részecske ezen rendszerekben mért helyzetvektorara és impulzusara
az

70 =70) 1, HO") =FO0) (7.6)

Osszefiiggések allnak fenn. Ebbél kévetkezGen az (5.6) egyenletek az aldbbi alakot
oltik:

DiFD, = 7—1I, (7.7)
DipD, = p

Az (5.8) egyenletekbdl &; — 7 és 4y, — P helyettesitéssel
[D}FDy, DIpDe) = [F = £, = + [F, 1] (7.9)

adédik, ami mutatja a jobb oldal pozitiv elGjele révén, hogy az eltolasok D, operétorai
linedrisak.

Az eltolas operatora a részecske impulzusanak operatoraval kommutal és a
helyzetvektor operatoraval nem, ezért az impulzus operatoranak fiiggvénye. Ekkor
irhatjuk, hogy

Dy(p) — FDe(p) = IDy(p)- (7.10)
Hasznaljuk az operatorok
Foinl hop (7.11)
71 _
aﬁ? p p
dbrazolasat. Ennek segitségével:
D 1) (7.12)
—ih— = : .
op " ¢



Megkovetelve az eltolasok operatorainak uniteritasat és onkényesen 1-nek vélasztva
a fazisfaktort, a megoldas:

Dy = exp{%ﬁi}. (7.13)

Innen latjuk, hogy a térbeli eltolasok csoportjanak generatorai az impulzuskom-
ponensek. Ez a csoport Abel-csoport, mivel az impulzuskomponensek felcserélheték
egymassal. Az eredmény konnyen altaldnosithato sokrészecskés rendszerekre. Ekkor
a rendszer teljes impulzusanak operatora szerepel az eltolasok operatorainak kite-
véjében.

A rendszernek akkor és csak akkor szimmetridi a térbeli eltoldasok, ha tetszole-
ges [ esetén [D,, H] = 0, ami azt jelenti, hogy a rendszer teljes impulzusa megmarad.

Hatarozzuk még meg a rendszer hullamfiggvényének transzformacidjat térbeli
eltolas esetén. Legyen fr az i operator sajatvektora:

Ffe = 7fr. (7.14)
Hullamfiiggvényen az fr sajatvektor és az allapotvektor skalarszorzatat értjiik:
O (frvo) = Yo (7), O:  (frvo) = vol(r). (7.15)
Az (7.14) egyenletbol:
DIFDy - D} fr = D} fr,
- DD = DI
FDifs = (F+0)D}fy. (7.16)
Irhatjuk tehat, hogy
Difr = frpr (7.17)

Az utébbi egyenletet felhasznalva az O és az O" vonatkoztatasi rendszerbeli hullam-
fliggvények kozott az alabbi osszefiiggést kapjuk:

wo'(F) = (.f;f": wO') = (ff": Dle)
= (D};ff‘a wO) = ( P40 1/)0)
= o(F+0). (7.18)

7.3 Forgasi szimmetria. Az SO(3)-multiplettek

ElGszor a valddi forgatdsok SO(3) csoportjahoz tartozé méatrixok néhdny tovabbi
tulajdonsagat emlitjiik meg.

46



1. Legyen Ry a csoport egy tetszéleges eleme, akkor
R(Rot,w) = RoR(7,w)R, " (7.19)

2. A forgatasokat masképpen, az in. Euler-szdgek segitségével is parametrizdalhatjuk.
Egy tetszéleges forgatast ekkor ugy allitunk eld, hogy elészor a 3. tengely koriil for-
gatunk « szoggel, majd az igy kapott 2’. tengely koriil 3 szoggel és végiil az 4j 3.
tengely koriil v szoggel:

R, B,7) = Ry (7)Ra(B)Rs(a), (7.20)

ahol 0 < a,v < 2m, és 0 < B < w. Az 1. tulajdonsag segitségével a 2’ és a
3’ tengelyek koriili elforgatdsokat kifejezhetjiik a megfelel6 szogii, 2 és 3 tengelyek
korili elforgatasokkal:

Ry(v) = Rx(B)Rs(7)Ry'(B),
Ry(B) = Rs(a)Ra(B)R5' (a). (7.21)

Ezeket az Osszefliggéseket felhaszndlva, valamint azt, hogy a 3. tengely koriili
forgatasok Abel-csoportot alkotnak, kapjuk az Euler-szogekkel parametrizalt for-
gatasok altalanos alakjat:

R, 8,7) = Ra(B)Rs(v)Rs(a)
= Rs(a R3 ' (@)R3(7)Rs(a)
= Ry R3(7)- (7.22)

Az egyes tengelyek koriili forgatasok mdtrixai elemi szamoldssal adédnak:

cosw —sinw 0 cosw 0 sinw
R3(w) =] sinw cosw 0 [, Ra(w) = 0 1 0 :
0 0 1 —sinw 0 cosw
1 0 0
Ri(w)=] 0 cosw —sinw |. (7.23)

0 sinw cosw

Keressiik meg ezek utan azokat az R operétorokat, amelyek lefrjak az R for-
gatasok kovetkezményét a Hilbert-térben. Vizsgaljuk elGszor az 7 egységvektorral
parhuzamos tengely koriili forgatdsokat. Vizsgdljuk egyetlen pontszerii részecske
esetét. Hasznaljunk hengerkoordinatdkat és a hozzdjuk kanonikusan konjugalt im-
pulzusokat, mint a részecskét jellemzo fizikai mennyiségek teljes rendszerét. A for-
gatas csak a ¢ polarszoget valtoztatja meg. Az ehhez kanonikusan konjugalt im-
pulzus a részecske impulzusmomentuménak 7 iranyu vetiilete, fi.J,,. Az O és az O
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rendszerben mért polarszogek kapcsolata: ¢(0') = ¢(O) +w. Az (5.6) egyenletek a
jelen esetben az

R9oR=¢+w, RIR=1J, (7.24)

alakot 6ltik. Innen kovetkezik, hogy R csak a .J, operdtor fiiggvénye: R = R(.J,).
Ekkor az els6 egyenléség alapjan:

R,¢] = —wR. (7.25)

Hasznaljuk a szogelfordulds és az impulzusmomentum vetiiletének

0 A
0= 1h———— hJ, — hJ, 7.26

abrazolasat. Ennek segitségével

OR
—ih = — 2
i A wR (7.27)

adodik, ahonnan az unitér megoldas:

~

R = exp{—ijnw}. (7.28)

Hasonlo kifejezést nyerhetiink a forgatas operatorara egy N-részecskés rendszer
esetén. Olyankor a (7.28) kifejezés kitevGjében a rendszer teljes impulzusmomen-
tumdnak 77 iranyu vetiilete szerepel.

A (7.28) kifejezést felirhatjuk a tér 3 fiiggetlen irdnya (az 1, 2 és 3 tengelyek)
koriili forgatasokra. Bevezethetjiik tovabba az b = wi 3-komponensii mennyiséget,
amelynek segitségével a forgatasok

R = exp{—ifu?} (7.29)

alakot 6ltenek. Ha most az R operatorokat magukkal a 3 x 3-as SO(3)-matrixokkal
dbrazoljuk, akkor beldthatjuk, hogy a J; (1 = 1,2,3) impulzusmomentumkompo-
nensek éppen az SO(3)-csoport infinitezimdlis generatorai. Csakugyan, tételezziink
fel infinitezimalis w szogl forgatdsokat és irjuk, hogy

Ri(w) = I — iJw. (7.30)

Hasonlitsuk 0ssze ezen egyenletek jobb oldalat a (7;23) matrixok sorfejtett alakjaval
infinitezimdlis w esetén. Ekkor leolvashatjuk a .J; operatorok SO(3)-mdatrixokkal
torténd abrazolasat:

(Je)im = —i€km- (7.31)
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Ezek utan konnyen igazolhatjuk elemi szamolassal, hogy az impulzusmomentumkom-
ponensek teljesitik a generatorokra kotelezd érvényti

[T, Jk] = i€y (7.32)
relaciokat.

Tekintsiink ezek utdn egy tetszoleges, «, [ és v Euler-szogekkel megadott
forgatast. Erre az aldbbiak teljesiilnek:

~ ~

RIFR = R(a,B,7)F = Rs(a)Ra(B)Rs(7)F
= Ra(@)Ra(B)e e 1%

= 723(04)6+i7j3 (RZ(B)F) e s

= Rs (a)6+17J3 6+1ﬁJ2T—'671BJ26*17J3

— ot HiBh Hads b —lads 150 o —inds (7.33)
ahonnan az
R(a,B,7) = R = e 1@lee 182p 71775 (7.34)

megfeleltetés adodik.

Az S fizikai rendszer forgdsi szimmetridja azt jelenti, hogy barmely R operétor
felcserélhet6 a Hamilton-operdtorral, R, H] = 0, avagy mdasképpen valamennyi
impulzusmomentumkomponens felcserélheté a Hamilton-operatorral, [J;, H] = 0.

Az SO(3)-csoport rangja r = 1. Az irreducibilis dbrazoldasok multiplettjei tehdt
A2
egyetlen Casimir-operator sajatértékeivel jellemezheték. Ez lehet a J | az impulzus-
momentum négyzetének operatora. Az irreducibilis abrazoldsok bazisvektorainak
2

valaszthatjuk a H , J és Js operatorok kozos sajatvektorait. Az aldbbiakban meg-
keressiik az SO(3)-csoport Osszes irreducibilis 4brazolasait.

El6zéleg bevezetiink egy a fizikdban hasznalatos, Diractél szarmazé jelolést,
amely rendkiviil egyszerlivé teszi a matematikai irdasmodot:

Y — |,
(Yo, 1) — (alB),
(o, Athg) —  (a]A|B). (7.35)

Ezekutdn minden skaldrszorzat formalisan egy "bra-" ({...|) és egy "ket-" (|...))
vektor szorzata. A Hilbert-tér egységoperatoranak felbontdsa az {|n)} ortonormalt
bazisvektorok altal kifeszitett egy-dimenzids alterek projektorainak Gsszegére ebben
a jelolésben

L= Y Il (7.36)
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alaku.

Szerkessziik meg az SO(3)-csoport irreducibilis dbrazoldsait. Vezessiik be ehhez

~

Jo = Ji+ik (7.37)

un. léptetd operatorokat. Ezek az alabbi csererelacioknak tesznek eleget:

s, J ) =Jy, [, J ]=—J, [, J.]=2Js, (7.38)
és segitségiikkel

"2

-

J =02+ = J2+Js+J_J,, (7.39)
Jo= J. (7.40)
Legyen |m) a J; operator m sajatértékhez tartozé normalt sajatvektora valamely

brazolas L terében. Képezziik a J,|m) vektort. Errél megmutatjuk, hogy a Js
operatornak az (m + 1) sajatértékhez tartozo6 sajatvektora, hacsak nem J, |m) = 0:

JsJom) = [Js, Jy)|m) + J Js|m) = (m + 1).J|m). (7.41)

A j+ operator tehat felfelé 1épteti egyesével a Js sajatallapotok sajatértékeit. Ha-
sonldan belathato, hogy a J_ operator pedig lefelé lépteti egyesével a sajatértékeket.

Tegytik fel, hogy f+|m> # 0. Jeloljiik ezt az dllapotot normalds utan |m + 1)-
vel. A J, operétor ismételt alkalmazaséval és ismételt norméléassal kapjuk az |m+k)
(k=0,1,2,...) dllapotokat. Ha az abrézolds véges dimenzids, akkor létezik olyan
k = j maximalis érték, amelyre J, |j) = 0 adédik. Erre az allapotra:

Ry =ili), T ) =6+ Dl (7.42)

Alkalmazzuk a J_ operatort ismételten a |j) dllapotra. Normélds utdn az |j — n)
vektorokat kapjuk, amelyekre:

Fliony=jG+Dli—n)  dli—my=G-nlj—n) (143

ahol n =0,1,2,... lehet. Véges dimenzids abrazolast csak akkor kapunk, ha létezik
olyan j —n = ¢ érték, hogy J_|¢) = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy

0 = (¢e|JtJ_|e)
= ({([J+J-10)
A_)Q R R
= ({1 —J5+ Jsl0)
J+1) =€ -1), (7.44)
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azaz { = —j. Az |l) vektort azonban véges szamu lépéssel kapjuk a |j) vektorbdl,
azért a (j — ¢) kiilonbség egy n = 0, 1,2, ... nem negativ egész szam, igy j — (—j) =

25 = n. A véges dimenzids irreducibilis abrazolasok tehat a 7 = 0, ;, 1, g, ... egész
és félegész szamokkal jellemezhetdk és (25 + 1)-dimenzidsak.
A2

Viélasszunk az egyes dbrazolasok terében olyan bazist, amely a J és a Js
operatorok kozos sajatvektoraibol all:

Tlimy = 3+ Dlim). (7.45)
J3lgm) = mljm). (7.46)
Ekkor
(Gm|JLTeljm) = (jm|JzJe|jm)
= GmlT = B dylimy = j(+1) —mm £ 1), (7.47)
ahonnan

Jeljm) = [ +1) = m(m+1)]V?|j,m+1), (7.48)

ahol a gyokvonas eredményének fazisfaktordt az altaldanosan elterjedt Condon-Shortly-
féle konvenciénak megfeleléen 1-nek valasztottuk. Az igy valasztott bazisban a for-
gatasok operdtorait a

(! |R(ev, B,7)|jm) = D (e, B,7)mim (7.49)

matrixok abrazoljak. Felhasznélva a forgatésok (7.22) alakjat, amely természetesen
az abrazolasaikra is érvényes,

Dj(aa 67 fy)m'm = lam! <]m |R2( )!jm>6717m
= @—lam & (B)mrme™ "™ (7.50)

irhatd, ahol bevezettiik a

& (B) s = (e %2 | jm) (7.51)

valés ortogondlis matrixokat. Mivel az 4brdzolas unitér, azért a D’ (v, 3, ) métrixok
unitér matrixok. Szamos tovabbi fontos tulajdonsiguk, amelyekre most nem térhe-
tiink ki, rendkiviil jol haszndlhatova teszi 6ket a kvantummechanikai szamolasokban.
A fentiek alapjan ezek a matrixok adjék meg, hogy elforgatds utan az R|jm) vektor
hogyan fejezheto6 ki a bazisvektorokkal:

. J .

R(a,ﬁ,’y)bm) = Z Dj(a7577)m'm|jml>' (752)

j

m'=—
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Forgasszimmetria esetén célszerti gombi polarkoordinatakat hasznélni. Ilyenkor
a j = [=egész értékekhez tartozé sajatvektorok az in. gémbfeliileti fiiggvények:

1/2
Yim(0, ) = (M> [D'(,0,0)mo] - (7.53)

47
A fizikai alkalmazasokban a j = [=egész abrazolasok irjdk le egy részecske palyaim-
pulzusmomentum-sajatallapotait.

Az elektron spinjének leirdsira a j = 1/2 dbrézolds alkalmas. Az elektronrél
a megfigyelések alapjan tudjuk, hogy adott impulzusi allapota kétféle lehet. Az
elektron energiaszintjeinek kétszeres elfajultsagarol kiilso, gyenge magneses tér be-
kapcsolasa utjan gyézoédhetiink meg. Ha a kétszeres elfajultsagot a forgasszimmetria
kovetkezményének tekintjiik, akkor nyilvdnvaléan az elektron belsé (nem a térbeli
eloszldsdt megadd) dllapotai Hilbert-terének 2-dimenziésnak kell lenni. A j = 1/2
abrazolas az, amelyik két dimenziéban abrazol. Azt mondjuk, hogy az elektronnak
s = /2 nagysigi a sajatimpulzusmomentuma, az Gn. spinje. A fent megadott
(7.45), (7.46) és (7.48) képletek alapjan ebben az dbrazoldsban:

(P ) (D) a2

ahonnan az adédik, hogy az 1/2-spinii részecske spinoperatorai a Pauli-métrixok:

Ji = % (i=1,2,3 j=1/2). (7.55)

Végiil beszéljiink arrdl, hogyan lehet a tenzori szozassal képzett magasabb di-
menzios és altalaban reducibilis abrazolasokat irreducibilis dbrazolasok direkt Gssze-
gére felbontani. Legyen D7 és D7’ két tetszéleges irreducibilis dbrazolds. Meg lehet
mutatni a kovetkezoket:

e A DI®QDI" 4brazolas infinitezimélis generdtorai J/ @7+ ®.J¢ | ahol a felsd in-
dex az egyes abrazolasokra utal. Ennek a fizikaban az a jelentés tulajdonithato,
hogy igy kell képezni két impulzusmomentum 6sszegének operatorat. Pl. egy
részecskének [ a palyalmpulzusmomentuma és 5 a spinje, akkor az eredd tel-

jes impulzusmomentum operatora ] =+ s ahol elhagyjuk dltaldban annak
jelolését, hogy az egyes tagokat az [ impulzusmomentum sajatérték és az s
spin altal meghatarozott (20 + 1) és (2s + 1) dimenzids vektorterek direkt
szorzatterében kell abrazolni.

e A D/ ® D7 reducibilis abrazolds egyértelmiien felbonthaté alacsonyabb di-
menzios irreducibilis dbrazolasok Osszegére:

D@D’ = DUV Ilgpli'Hlg @D teDH  (7.56)
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A fizikdban azt mondjuk ennek megfeleléen, hogy egy j és egy j' impulzus-
momentum sszege a J = |7 —j'|, |7 —J'|+ 1, ..., j+ " értékeket veheti fel.
Mindegyik esetben az impulzusmomentum vetiilete (2.J 4 1)-féle értéket vehet
fel. Ezen szabdly szerint kell tehat egy részecske palyaimpulzusmomentumat
és spinjét Osszeadni, vagy két részecske impulzusmomentumanak ereddjét is
igy kell meghatarozni.
e A tenzori szorzat abrazolds (25 + 1)(25' + 1) dimenzids terében hasznalhatjuk
52 52
aj ,Js J ©s g% operatorok kozos sajatvektorait, [jm)|j'm’). Vilaszthatjuk
L5242

azonban bazisként a J , J3,j ésj operatorok kozos sajatvektorait, |JMjj'),

2

ahol az ered6 impulzusmomentum J = j+; '. A kétféle bézis k6zotti kapcsolat
a csoportelmélet segitségével meghatarozhato:

./

UMY = S Gmiml I mlim). (7.57)

m=—j m/'=—j'

Itt a (jmj'm'|JM) egyiitthatok valés szamok, az in. Clebsch-Gordan-egyiitt-
haték. A fenti Osszefiiggés meg is fordithato:

jt+s’ J

m)li'm’)y = 3. Y (Gmi'm/[TM)*[TM). (7.58)

J=lj—j'| M=—J

Megjegyezziik még, hogy a Clebsch-Gordan-egyiitthatoknak a J impulzusmomen-
tum harmadik komponensétdl valé fiiggése

(]m]ImI|JM) ~ 6M,m+m’ (759)

alaku.

7.4 Forgasi szimmetria. Részecske centralis potencialban

Tegyiik fel ezek utan azt a kérdést, hogy egy zérus spinti részecske hullamfiiggvénye
hogyan transzformélédik a térbeli forgatdsok soran. Jelolje megint fr az 7 operator
7 sajatértékhez tartozo sajatvektorat. Hasonlé megfontolassal, mint az eltolasok
esetén, az O és a hozza képest elforgatott O vonatkoztatasi rendszerben a hullam-
fiiggvények kapcsolatara az alabbiakat kapjuk:

Yo (F) = (R'fr,100) = (fr-17%0)
= Yo(R™7). (7.60)
Itt felhasznaltuk, hogy

Rifr = frois, (7.61)



avagy atjelolve, fr — |F),

RHRF} = |7, (7.62)
ill.

RA = R (7.63)

Vizsgaljunk most egy centrdlis potencidlban mozgé részecskét. A részecske

energianivéihoz (2 + 1)-dimenziés multiplettek tartoznak. Bézisallapotokként ve-
~2

zessiik be a H, J és Js operdtorok (E,l,m) sajatértékekhez tartozd kozos g,
sajatvektorait. Ezeket koordinata-fiiggvényekkel reprezentalhatjuk:

Ve () = (fr, YEim) = (F1EIm). (7.64)

Az 7 vektort tekinthetjiik a z-tengely irdanyu res vektor elforgatottjanak, ahol €3 a
z-irdnyu egységvektor. Ekkor

~

|’F’> = |r797()0> :R(Oé - %B: 977: 0)|T€3>

e_ij3‘pe_ij29|7“€3>. (7.65)
A (7.63) egyenlet alapjdn nyilvanval6 tovabbd, hogy
e Whrg) = |rgy), (7.66)
azaz
Js|rés) = 0. (7.67)
Kovetkezésképpen irhatjuk, hogy:
(ré&s | Blm'y = (r&s e’ | Elm!) = ™ (réy| Elm), (7.68)
ahonnan m' = 0 és igy a vizsgalt matrixelem
(rés|Blm') = Smotbm(r) (7.69)

alakot olt. Mindezt felhaszndlva, a hullamfiiggvény alakjara a forgasi szimmetria
alapjan az aldbbiakat kapjuk:

VEm () = (r,0,¢|Flm) = (ré’3|lA%T(g0,9,O)|Elm)
!
= > (ré|Elm') [Dl(go,H,O)qm,

m'=—I m
!
= > S0 (1) [Dl(gp, 9, O)mmf]
m/'=—1
= Ym(r)Yim(0, ). (7.70)
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Ebben az alakban csak a ¢y (r) in. radiélis hulldmfiiggvény alakja fiigg a potenciél
alakjatol.

Végezetil még megvizsgaljuk azt az esetet, amikor egy részecske szorddik
centralis potencidlon. A potencidl centrumatél nagy tavolsagban a részecske sza-

. L A2
bad mozgast végez. Ennek leirdsira haszndlhatjuk a p'impulzus és a H = /2m
Hamilton-operator kozos

) = [p, 8, ) = R(p,6,0)|pés) (7.71)
~ A—.\2 ~
sajatvektorait. Mdasrészt a forgasszimmetria kovetkeztében a H, J és J; paronként
felcserélhetdk, s igy kozos |plm) sajatvektoraikat is valaszthatjuk bazisnak. Meg
lehet mutatni, hogy a kétféle bazis az alabbi kapcsolatban van egymassal:

pim) = [ d2Yin (6, 9)lpteo), (7.72)
) = 3 3 Vo)) (r.73

A masodik 6sszefiiggést gy is szokas emlegetni, mint a sikhullamok parcidlis hulla-
mok szerinti kifejtését.

Kérdezziik most meg, hogy mi jellemzi a szérasi folyamatok S-matrixat centrélis

potencidlon sz6r6dé zérus spinti részecske esetén. Keressiik a kezdeti [p;) = [pés)
allapotbdl a végsé |py) = |pfy) allapotba vald dtmenet amplitudéjat:
(D157l = 32 > (pbplplm) (plm| Sy |pl'm) (pl'm’|pes).  (7.74)
Im U'm

Itt felhasznalhatjuk, hogy a forgasszimmetria miatt a szérasi operator csak az im-
pulzusmomentum négyzetének fiiggvénye (a Casimir-operator fiiggvénye):

(plm|Spilpl'm’y = G Gy Si(p). (7.75)
Ezt behelyettesitve, a keresett atmeneti amplitudo
PrlSpl7) = 3 Yim(0,0)Yis(0,0)Si(p)
l;l 20+1

= 2

=0

Fy(cos 0).5,(p) (7.76)

alakot olt. Itt felhaszndltuk a gombfiggvények és a Legendre-polinomok kozotti

! 20+ 1
> Yim(0,0)Y;,(0,0) = o Py(cos ) (7.77)

m=—1

Osszefliggést.
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7.5 Forgasi szimmetria. Irreducibilis tenzorok

Azt mondjuk, hogy a (2j + 1) darab ¢,,(7) (m = —j,—j +1,...,j —1,7) fiiggvény
egy j-edrendii irreducibilis tenzor komponensei, ha a térforgatdsok soran az alabbi
modon transzforméalédnak:
J .
Vo = Y Y (RTP)D(R) . (7.78)

m'=—j

A (21 + 1) darab Y}, gombfeliileti fiiggvény egy l-edrendii irreducibilis tenzort
alkot:
!
Vin(RiA) = Y Y () D'(R)mm. (7.79)

m/=—I

Az | = 1 gombfeliileti fiiggvények és az 7 helyzetvektor komponenseinek gdmbi
polarkoordinatakkal kifejezett alakjat osszehasonlitva kapjuk, hogy:

Yio ~ 2, Yii ~x+1y, Yi 1~z —iy. (7.80)

Ezek az aranyossagok egyuttal azt is jelentik, hogy a helyzetvektor koordinataiboél
képezett fenti kombinaciok egy elsérendii irreducibilis tenzort alkotnak. Hasonlé-
képpen tetszoleges A vektor Descartes-komponenseibol képezett

A=A, -4 A=A, +i4,, Ag=A4, (7.81)

i)
mennyiségek egy elsérendii irreducibilis tenzor komponensei.

Az irreducibilis tenzorok egy masik fontos példdja az s = 1/2 spinii részecskék
kétkomponensii (Pauli-féle) hullaimfiiggvénye. Ezek a hulldimfiiggvények a D'/?
abrazolast valésitjdk meg:

1/2

V(7 = Y Y (RT'FDVA(R),. (7.82)

o=—1/2

Az irreducibilis tenzorok hasznalata a kvantummechanikai szamolasokat ké-
nyelmessé teheti, mert ezeknek a mennyiségeknek egyszerii a transzformécidja a
forgatasok soran.

Legyen A, k-adrendfi irreducibilis tenzoroperator, vagyis olyan (2k + 1)-kom-
ponensii operdtor, amelynek Ay, komponensei a forgatdsok sordn az

k
RIALR = > AwDMR)y, (7.83)

q'==k
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A A—;Z A
szabaly szerint transzformalédnak. Képezziik ennek hatasat a H, J és J, operatorok

k6zos |njm) sajatvektoraira:

Apglngm) =S ('5'm'|Agglnim)n’j'm’). (7.84)

nljlml

Ezt 6sszehasonlitva a (7.58) képlettel 1atjuk, hogy a két egyenlet megfelels oldalam
allo mennyiségek azonos moédon transzformalédnak a forgatasok soran. Ezért ], k
és 7' ki kell elégitse az impulzusmomentumok 6sszeadasi szabalyait, maskiilonben az
(n'§'m’| Apg|ngm) métrixelem eltiinik. A tenzoroperitor el nem t{iné matrixelemei
tehdat csak azok lehetnek, amelyekre:

=lk—jl,lk—jl+1,...,k+7; m =m+q. (7.85)

Ezek a matrixelemek, az analdgia alapjan, ardnyosak a (jmkq|j’'m’) Clebsch-Gordan-
egyiitthatokkal. Az ardnyossagi tényez6 mar csak a j, 7', k és n, n' kvantumszamoktol
fiiggd, in. redukalt matrixelem:

(n'j'm! | Agglngm) = (jmkqlj'm')*(n'§'|| Ag[|nj). (7.86)

Ez a Wigner-Eckart-tétel. Ennek a fizikai kévetkezménye az, hogy az (nj) multiplett
m-edik dllapotdabdl az Ay tenzoroperator hatdsdra az (n'j") multiplett kiillénbz6 m'
allapotaiba torténé atmenetek meghatarozott eldgazasi aranyoknak tesznek eleget:

pknin'i") |(jmk my —m|j'm})[?

! !
m<m [ my<—m

. 7.87
Gk mb —ml )P (7.87)

Ha a forgdsi szimmetria valamely perturbalé kolcsonhatas révén kicsit megsériil,
akkor az energiaszintek felhasadnak és igy a kiillonbozé m — m) és m — m)
atmenetek mérhetové valnak. Ekkor ellendrizni lehet az eldgazasi ardnyok mérése
alapjan a gyengén sériilé szimmetria meglétét.

7.6 A specialis Galilei-transzformaciok

Tekintsiink két vonatkoztatasi rendszert, O-t és O'-t, amelyek a ¢ = 0 pillanatban
egybeesnek és amelyekben az érak egyforman jarnak. Mozogjon O' az O rendszer-
hez képest v sebességgel. A két rendszerben a megfigyel6k ugyanarra az S fizikai
rendszerre vonatkozd megfigyeléseiket azonos t pillanatban hasonlitjak ossze.

N-részecskés klasszikus mechanikai rendszer esetén a részecskék helyzetvek-
torai és impulzusai kozotti kapcsolat:

Fa(O,) = Fa(O)_gotQ
ﬁa(ol) — ﬁa(o)—maﬁo, (788)
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ahol m, az a-adik részecske tomege és a = 1,2,..., N. Ennek megfeleléen a kvan-
tummechanikai rendszerre vonatkozé (5.6) egyenletek az aldbbi alakot 6ltik:

a Uﬂt;
— M. (7.89)

=P

> ﬂl>

1
1>

Q@ Q»

Gt
Gt

a
a

]

i)

a

Ha az (5.8) egyenleteket az (7, p,) kanonikusan konjugélt operdtorokra alkalmazzuk,
akkor

(G176, G"5,G] = [Fa — Tot, D — matho] = +[7a, 1] (7.90)
adodik. Innen latszik, hogy a G operator linearis.

Keressiik a G operatort szorzatalakban:

(7.91)

alakot Oltik. Haszndljuk az els6é egyenletben a Py — 110/ 0Py, 1%’,1 — P, impulzus-
reprezentaciét, a masodik egyenletben pedig a 7, — 7, p, — —ihd/0r, koordina-
tareprezentaciot. Ekkor

., 0 .
—1haﬁag = plg,
-2 h = maioh (7.92)
or, ‘

egyenletek adddnak. Ezeknek unitér megolddsa (az allandé fazis dnkényes rogzitése
utén):

>
I

exp {—%170 Z maFa} ) (7.93)

Valéjaban mindkét operdtor tartalmazhatna egy tetszéleges, id6tol és sebességtol
fiiggd fazist, ezért a Galilei-transzformécidk alakja altaldban:

~

G = (t v)exp {%f’ﬁot} exp {—%Mﬁﬁo} , (7.94)
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ahol M = 25:1 m, a rendszer teljes tomege, v egy fazisfaktor és R= Efle ma%a/M
a tomegkozéppont helyzetvektoranak operdtora. A v fazist ugy valasztjuk meg,
hogy a szabad részecskék rendszere invaridns legyen a Galilei-transzformacidkkal

szemben, azaz

ihaa—f +[G, Hy] =0 (7.95)
legyen, ahol
Hy = i 5—“2 (7.96)
=1 2my

a szabad részecskék rendszerének Hamilton-operatora. Elvégezve az id6 szerinti
parcialis derivalast,

[FIO, Q] = <ihf1—171 - 13770) G (7.97)

adodik. Mivel Hy feleserélhetd a G operdtor elsé két tényezdjével, ezért az egyenlet
bal oldalan all6 kommutator:

PN is . i >
[Ho,g] = 7(’57 UO)GXP{%PUM} {HU,GXP{—EMR%H )
2 .

- u N .
= —v(t, ) exp {%Pﬁot} ( 2% + 170P> exp {—%MRUO}

Muv? 5\ s
_ ( 2“0 +50P> G. (7.98)

(Itt felhaszndltuk, hogy koordindtareprezentacioban ﬁa — —ih%a.) Helyettesitsiik
be az eredményt a (7.97) egyenletbe:

Mug 07
- = ih—vy". :
5 ih—y (7.99)
Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa:
. M 2
V(t,5) = exp {% ;Ot} , (7.100)

ahol a tetszoleges, vj-t6l fiiggd fazist 1-nek vélasztottuk.

Mindezeket egybevetve a Galilei-transzformaciék operatora a Hilbert-téren

5 il s i~
G(t) = eXp{ﬁingt}exp{ﬁPvgt}exp{—ﬁMRvo} (7.101)
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alaku. Felhasznalva az

elef = AtBealdAl (7.102)
azonossagot, valamint hogy
is, i 5 i
[%ont,—%MRU()] = —%M'Ugt, (7103)

irhatjuk, hogy

A i1 1 /5 o\ 11,5 S
g(t) = exp{ﬁ§]\/[v§t} exp{ﬁ (Pt—MR) vg}exp{§ﬁ[Pt,—MR]vg}
- ap{%(ﬁt—ﬂlﬁ)%}. (7.104)

A kapott eredménybdl leolvashatjuk, hogy a Galilei-transzformaciok infinitezimdlis
generatorai a (ﬁt - M ﬁ) operator Descartes-komponensei. Ha a kvantummechanikai

rendszer Galilei-invaridns, akkor
d(ﬁr—Mﬁ)
dt

Ho— . (7.105)

Ha ezenkiviil a rendszer még a térbeli eltolasokkal szemben is invaridns, akkor a

teljes impulzusa is megmarad, azaz dPy /dt = 0, azaz ilyenkor

iR, Dy
% _TH ) 7.106
PP VAR (7.106)

adodik, ami kifejezi a tomegkozéppont megmaradasat.

A Galilei-transzformaciok alakjat felhaszndlva megkapjuk a Hamilton-operator
transzformaciés képletét:

) = G0amg +in e
- mwﬁ@ghf?ﬁﬁ—%ﬁ, (7.107)
ahonnan az energiara
Eor :Z%—%@mwéMﬁ (7.108)

adodik. Ez a megfelel6 klasszikus mechanikai kifejezés pontos analogonja.
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8 A tér és az ido diszkrét szimmetriai

8.1 A tértukrozési szimmetria. A paritas

Tekintsiink egy egyrészecskés fizikai rendszert. Legyen az O és az O’ két vonatkoz-
tatasi rendszer, amelyeknek az origdja egybeesik, de a koordinatatengelyeik iranyitdsa
éppen ellentétes. Ekkor a klasszikus hataresetben a részecske helyzetvektorara és
impulzusara

r(0) ==r(0),  pl0) =—-p(0) (8.1)

Osszefliggések allnak fenn. Ennek megfeleléen a kvantummechanikdban az (5.6)
egyenletek a

Ptrp=—7  Plpgp=—p (8.2)
alakot Oltik, ahol P unitér operator. Mivel a fenti transzformacioé sordan az 7 X
P palyaimpulzusmomentum nem valt eléjelet, ugyanezt feltételezziik a részecske

spinjér6l is. Ha az (5.8) egyenletet az 7, véltozé-parra alkalmazzuk, akkor le-
olvashatjuk, hogy a tértiikrozés P operatora linedaris:

[_7%7 _]%] = +[7A?7]A5]' (83)

Vizsgaljuk meg, hogyan transzformalédnak tértiikrozés soran a helyzetvektor
és impulzus operatoranak |r) és |p) sajatvektorai:

i) = 77, plp) = ),

PFPAPI) = 7P|, PPP'PIp) = FPIp),

P|7) = a()] = 7, Plp) = b(p)| - ), (8.4)

ahol a P operator uniteritdsabol kovetkezéen a(7) és b(p) egységnyi abszolitértékii
komplex fiiggvények. Rogzitésiikhoz képezziik az

(AP = bE) 7~ D) (85)

skalarszorzatot. Ez a koordinatasajatallapotok teljességét felhaszndlva az alabbi
alakba is irhato:

A

WP = [ AP B)
= [ da(E ) = 7))
= [ (a7 + 715

= a(=7)(=7p)
= a(=)(" = P). (8.6)
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Ezt dsszehasonlitva a (8.5) egyenlettel, adédik, hogy @ = b = all.. Eljiink ezutén
az a = 1 vélasztassal. Ekkor az alabbiakban foglalhatd ossze a tértiikkrozésnek a
koordinata- és az impulzus-sajatfiiggvényekre kifejtett hatasa:

PR = | -7,
Pl = |- (8.7

A tértitkrozésnek az |7) és |p) sajatvektorokra kifejtett hatdsa alapjan P? = I.
MA4srészt az uniteritds miatt PPt = f, ugyhogy a tértiikrozés operatora onadjungalt:
P = Pt. Mindezekbdl az is kovetkezik, hogy a tértiikrozés operdtoranak sajatértékei
valésak, és +1-gyel egyenlok.

A fentieket felhaszndlva a tértiikrozés hatasa a hullamfiiggvényre koordinata-
ill. impulzus-reprezentaciéban:

Piy(i) = (FIP[) = (=) = b(—7),

Py(p) = (pIP|Y) = (—plv) = ¥ (~5). (8.8)

Hatarozzuk meg a tértiikrozés hatasat a palyaimpulzusmomentum sajatfiigg-
vényeire, azaz a gombfeliileti fliggvényekre. Hasznaljunk gombi polarkoordinatakat.
Ekkor nyilvanvaléan:

]5|F} = ]5|7“ ny = |r — ), (8.9)
aminek a segitségével

PYiu(il) = (il P|tm) = (~it]tm)
= Vi (1) = (~1) Yo () (8.10)

alakban adédik a keresett Osszefiiggés.

A tértiikrozés operatora fliggetlen az id6tol, ezért a tértikrozési szimmetria
azt jelenti, hogy a rendszer Hamilton-operatora felcserélhetd a tértiikrozés operato-
raval: []5, H | = 0. Mivel a tértiikr6zés operatora onadjungélt, ezért a P ilyenkor
megmaradé fizikai mennyiséget képvisel, amelyet paritasnak neveziink. A kvantum-
mechanikai rendszerek energiasajatallapotai tehat a paritdsra nézve is sajatallapotok:
pozitiv vagy negativ paritdasiak. Altaldnosan is meg lehet mutatni, hogy ha az ener-
gianivé elfajult, akkor is mindig 1étezik jol definidlt paritasi bazis a Hilbert-térnek
az adott energiaszinthez tartozé alterében. A fentiek alapjan az ¢ palyaimpulzus-
momentumi egyrészecske-dllapot paritdsa (—1)*.

Kotott allapotu osszetett rendszer esetén a tértiikrozési szimmetria azt je-
lenti, hogy a rendszer hullamfiiggvénye energiasajatallapotban egyuttal paritds-
sajatallapot is. A sajatértéket az Osszetett részecske belsd paritdsdanak nevezziik.
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Egy N-részecskés rendszer esetén a paritds operdtora minden egyes részecske

helyzetvektorat és impulzusat atforditja az eredetivel ellenkezd irdnyba. Ezért a
rendszer paritas-operatora az egyrészecskés paritas-operatorok szorzata, amelyek
egymassal kommutalnak:
P = PP,... Py. (8.11)
Vizsgaljuk azt a szérdsi folyamatokra jellemzo esetet, amikor két Gsszetett részecske
¢ relativ palyamomentumu allapotban {itkozik. A kezdeti allapotban a részecskék
kolesonhatésa elhanyagolhato, ezért energia- és egytttal paritassajatallapotban van-
nak. Legyen a paritasuk m; és my. A rendszer hullamfiiggvénye ¢ (7, ..., T, Fit,- - -5
FN) = ’QZ)I(FI — FQ, e ;Fk—l — Fk,)'l/)z(Fk+1 — Fk+2, e ;FN—I — FN)nm(ﬁ) alakfl, ahol
az 1. részecske k darab, a 2. részecske N — k darab részecskét tartalmaz, 1, és
1y jelentik az Osszetett részecskék belsé hullamfiiggvényeit, és 71 a két Osszetett
részecske tomegkozéppontjai dltal meghatarozott irany egységvektora. Tértiikrozés
soran nyilvanvaléan valamennyi relativ helyzetvektor és az 71 egységvektor is el6jelet
valt. Ennek kovetkeztében:

Prp = P(4h1¢h V) = mma(—1)"p. (8.12)

Az Gsszetett részecskék belso paritdsai és az egymaéshoz viszonyitott palyamozgasuk-
bél adédé paritdsuk dsszeszorzédik: P = mmo(—1)%. Ezt a szabalyt felhaszndlhatjuk
természetesen a szorasi kisérlet végallapotdra vonatkozoan is. Példaul az 1 + 2 —
1" + 2' folyamat esetén a paritds megmaradasa azt jelenti, hogy:

71'17'('2(—1)& = 7T117T21(—1)£f. (813)

Mivel minden részecskének lehet elvben belsé szerkezete, csak esetleg nem
ismerjiik, ezért megvan az a szabadsagunk, hogy egy részecske belsé paritasat onké-
nyesen rogzitsiik. Ezutan a szorasi kisérletek segitségével rogzithetjiik a részecskék
egymashoz képesti paritasat s ezaltal a belsé paritasukat. A tértiikrozési szimmetria,
azt jelenti, hogy a természet torvényei nem fiiggenek attol, hogy a kiszemelt részecske
paritasat +1-nek vagy -1-nek vélasztottuk.

A tértiikrozési szimmetria a tapasztalat szerint nem altalanos érvényi. Az erds
és az elektromdgneses kolcsonhatési folyamatokban a paritds megmarad. Ugyanakkor
a gyenge kolcsonhatds sordn a paritds megséril. C.S. Wu 1956-ban megfigyelte,
hogy a C0o% izotép S-bomldsa soran keletkezd elektronok elszeretettel az atom-
mag spinjével ellentétes iranyban emittalédnak, azaz szogeloszlasuk anizotrép. Ha
a tértiikrozési szimmetria nem sériilne meg a gyenge kolcsonhatds soran, akkor a
kovetkezoknek kellene igaznak lenni:

Tegyiik fel, hogy az elektronok anizotréop szogeloszlasiat az O rendszerben figyeltiik
meg. Az O' rendszerre vald attérés sordn az atommag spinjének iranya nem valtozik,
ugyanakkor az emittalt elektronok helyzetvektorait és impulzusait -1-gyel kell szoroz-
ni. Ezért az O'-ben nyugvé megfigyel6 azt latna, hogy az elektronok elszeretettel az
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atommag spinjének iranyaban emittalédnak. A tapasztalatnak azonban nem szabad
attol fiiggni, hogy a kisérletet melyik rendszerbdl nézziik, ha fennall a tértiikrozési
szimmetria. Ez akkor és csak akkor lenne lehetséges, ha az elektronok szogeloszlasa
izotrép lenne. A tapasztalat azonban nem ez. Ezért a tértiikrozési szimmetria
valéban megsériil.

8.2 Az idémegforditasi szimmetria

Kiilonbozzon az O és az O' vonatkoztatasi rendszer csak abban, hogy az S fizikai
rendszer azon eseményeihez, amelyekhez az O-beli megfigyel6 a ¢(O) pillanatot ren-
deli, az O'-beli megfigyels a t(0O") = —t(O) pillanatot rendeli. Ez azt is jelenti, hogy
a t(0O) = 0 pillanatban a két rendszer egybeesik. Wigner tétele értelmében létezik
egy a Hilbert-tér folott értelmezett unitér operator, amely kifejezi az ugyanahhoz a
t(O") =t és t(O) =t pillanathoz tartozé dllapotvektorok kapcsolatét:

Yor(t) = O(t)dol(t). (8.14)

A O(t) idéfiiggsd operator helyett (ami megfelel az 4ltaldnos targyalds U(t) operd-
toranak) célszeriibb bevezetni azt a € operdtort, amely az egyes események altal
meghatarozott azonos objektiv id6pillanathoz tartozé allapotvektorok kapcsolatéat
irja le:

vor(=t) = Ovol(t). (8.15)

Emlékezziink, hogy t(O) = t és t(O') = —t vannak ugyanahhoz az eseményhez
rendelve. Az igy bevezetett f operstor nem fligg az id6tol, mert a definidl6 egyen-
let két oldalan all6 allapotvektorok ugyanahhoz az objektiv id6pillanathoz tartoz-
nak. A @(t) és a 0 operatorok definicigjabdl, valamint az evolucids operatornak az
allapotvektorra gyakorolt hatasabol adéddan:

O(t) = 0T(—t,t) = T'(t, —t)6. (8.16)
Innen kovetkezik az is, hogy 0 unitér.
Tekintsiink egyetlen részecskét. Ugyanabban az objektiv idopillanatban fenn-

allnak a helyzetvektor és az impulzus O-ban és O'-ben mért varhaté értékei kozott
az alabbi oOsszefiiggések:

(o (1), 7:%0'(’5)) = (Yo(-1), WAO(—t)),
(Vo (t), Por(t)) = —(Yo(=1), Pbo(-1)). (8.17)

Hasznaljuk fel a 0 operdtor definicigjat. Ekkor a varhaté értékek fenti osszefiiggé-
seibdl az (5.6) egyenleteket az alabbi alakban kapjuk:

ot = 7,
05 = —p. (8.18)
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A fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a palyaimpulzusmomentum operatora id6tiikrozés
soran eldjelet valt:

' (Fxp)f = —Fxp. (8.19)

Ennek analdgidjara megkoveteljiik, hogy a részecske spinjének operatora ugyancsak
valtson elGjelet:

~

0t = -5 (8.20)

Ha ezek utén az (5.8) egyenleteket az 7, kanonikusan konjugalt véltozéparra alkal-
mazzuk, akkor latjuk, hogy 6 antilinearis operator:

0170, 6150 = —[7, 7. (8.21)

A 6 operdtor konkrét alakjanak meghatarozasahoz sziikségiink lesz a komp-
lex konjugdlds operdtordra és annak néhdny tulajdonsdgdra. Igy most eldszor ezzel
foglalkozunk. A komplex konjugalas K operdtorat koordindtareprezentacioban defi-
nialjuk:

(Fsa|f(|zp> = (Fso|y)*, (8.22)

s a2
ahol |1} a részecske tetszéleges allapota, |F'so) pedig az 7, § és az s, operatorok

7, s(s + 1) és o sajitértékekhez tartozé kozos sajatvektora. A komplex konjugdlds
operatora az alabbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:

e K antilinearis. Ez az aldbbiak szerint lathaté be:

(Fsa|Klavs + Bis) = (Fsolah)* + (Fsal fs)*
H(Fso|ip1)* + B*(Fsolis)*
*<FSU|I:(|1/)1> + 5f<7780|f(|1/)2>
= (Fso|a* Ky + f*K)g). (8.23)

(07
(07

Itt |1h1) és |i)o) tetszbleges allapotok és v és (3 tetszileges komplex szamok.

e A K operdtor unitér, mert tetszOleges ¢ és i) allapotok esetén:
(kg Ky) = 5 [ dr(msolK1o) (7sol K1)
= 3 [ dr(Esolo) ol
= (Y[, (8.24)

ahonnan

K'K=KK'=1. (8.25)
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e Impulzusreprezentaciéban a komplex konjugdlas operatora a kovetkezoképpen
hat:

(ool klw) = [ dr(pl (ol Kly)
= [ dr(ptry (Faoly)
= (~psolv)". (8.26)
e A definiciéjabol kovetkezéen K2 = I, mert
(Fso|K?|¢) = (Fso|K|g)* = (Fso|). (8.27)

Felhasznalva még, hogy K unitér, adédik, hogy a komplex konjugalas operatora
onadjungalt: KT = K.

e Teljesiilnek az alabbi operator-osszefiiggések:

KK = T, (8.28)

KjK = —p (8.29)
A (8.28) egyenletet az aldbbiak szerint ldthatjuk be:
(Fso| KPK|y) = (FsolFK|4)* = 7 (Fso | K |v)*

= {soly)
= (Fsolry). (830)

A (8.29) egyenlet bizonyitésa:

(Fso| KPK ) = (FsolpK|1)* = ihV(Fso| K|i)*
= iWVFsoy) = —(Fso|ply). (8.31)

e A komplex konjugaldas operatora a spin operatoraival az aldbbi felcserélési
relacidokban &ll:

K&K =8, KSK=-5, RSE=S. (8.32)
Ennek a belatasahoz képezziik az alabbi skaldrszorzatot:
(frxsos KSiK) = (frxsos SiKY)* = (Sifrxso Kib)*

(S’iff;Xsaa 1/))
= Z(SiXSO'7XS’0")(fFXS’O"71/))7 (833)

s'a’
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%2 N
ahol x,, az S és S, sajatvektorai. Az impulzusmomentum operatorainak
matrixelemeit a forgascsoport irreducibilis dbrézoldsainak tanulmanyozasa soran
meghataroztuk. A (7.46), (7.48) matrixelemeket felhaszndlva kapjuk, hogy

~

(Xs’a’a SA’CEXSO’) = (XSO’) Sst’a’)a
(Xs’(f’; Sstrr) _(Xsaa Sst’U’)a
(Xs’(f’; SZXSO’) - (Xstra Ssz’(r’)- (834)

Pl. az els6 egyenl6ség bizonyitasa:

(ngsaa Xs’(f’) - (Xstr; ‘SA’I;XS’U’)* = (Xs’(r’a SIXSU)*
= (S:vam Xs’a’) = (XS’O”7 S:vaa)*

A

— (Xsm SCEXS’O”)' (835)

A (8.34) egyenléségeket behelyettesitve (8.33) utolsé soraba, i = z és i = 2
esetén a jobb oldalon (frxss, Sit0) adédik, mig i =y esetén —(frxso, Sy1). Ezt
osszevetve a bal oldallal megkapjuk a keresett osszefiiggéseket.

A komplex konjugdlds operdtordnak fenti tulajdonsdgait tudva, keressiik az
idotiikrozés 0 operatorat

~

§ = KY (8.36)

alakban, ahol a )y operator a spinallapotok terében hat és unitér, mert 0 és K is az.
Mivel 02 = ¢y, ahol ¢y egységnyi abszoliit értékii komplex szdm, azért

92 = (K)(KE) = K22*% = 9*%,

St = I*,
Y o= eyl
T = &y,
o= (6%
cg = =1 (8.37)

Ennek egyik kovetkezménye, hogy

0> = +I. (8.38)

Hasznaljuk fel, hogy 0 valamennyi spinosszetevo eléjelét ellentétesre valtoztatja,
K pedig csak az y-komponensét. Ebbdl adodik, hogy az

A

i85 -8,

A~ A

_Sza
=5, (8.39)

z

Jrgy

N n»
™M I
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egyenletek adjak meg a S operatornak a spinekre a hatésat. Innen latjuk, hogy )
az y-tengely koriili 7 szogii forgatas a spinallapotok terében:

S = exp {%wsy} . (8.40)
(Behelyettesitéssel meggy6zodhetiink a megoldds helyességérol.)

Egyetlen s = 1/2 spinii részecske esetén a D2 irreducibilis 4brazolds tere
adja a részecske spinallapotainak Hilbert-terét. Ezen a spin-operatorokat a Pauli-
matrixok abrazoljak: S; — %O’i. Ekkor

S = exp {igay} =g, = ( _01 (1) > , (8.41)
és
02 = col =55 = —1. (8.42)
Tegyiik fel, hogy a rendszer F' darab azonos, 1/2 spinii részecskébdl all. Ekkor
. h
Sy — 2 az::l(aa)y (8.43)
és
5 = i(oy)yi(02)y - - -i(op)y, (8.44)
amibol
0? = col =S8 = (—1)F'T (8.45)
kovetkezik.

Ennyit az idotiikrozés operatoranak alakjarol. Most még megmutatjuk az
idotiikrozott dllapotok néhany tulajdonsagat:

e Pératlan szamu 1/2-spinti részecskét tartalmazo rendszer barmely ¢ allapotanak
idotiikrozottje ortogonalis az eredeti dllapotra:

(v,00) = (=1)" (0, 00) = (-1)" By, ¥)", (8.46)
ahonnan paratlan F' esetén: (61, 1)) = 0.

e Egyetlen 1/2-spinii részecske esetén 0 konkrét alakjat felhasznalva kapjuk az
aldbbi tulajdonsagokat:

~

11 1 1 A
9§§>—‘b—5>’ 0
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Erdekességként jegyezzik meg, hogy a szupravezetés jelensége azon alapul,
hogy két elektron, amelyek id6tiikrozott allapotban vannak, egy zérus spini kotott
allapotot, un. Cooper-part alkot. Amig a szabad elektronokra a szilardtestben
véges nagysagu ,,surlédasi” er6 hat, addig a Cooper-parok gyakorlatilag stirlédés
mentesen tudnak az anyagban mozogni. Teljesen hasonléan, az atommagokban
is létrejohetnek olyan koriilmények, amikor az idétiikrozott allapotokban 16v6 nuk-
leonok gyengén kotott Cooper-parokat alkotnak. Ez azt eredményezi, hogy az atom-
mag anyaga (anyaganak egy része) szuperfolyékonnyd vélik és ezaltal ugrasszertien
lecsokken az atommag tehetetlenségi nyomatéka.

A Hamilton-operator transzformécidja az antilinedris ©(¢) transzformécié so-
ran:

~

H'(t) = —é@ﬂﬂﬂé%ﬂ44h%?é%ﬂ. (8.48)

Helyettesitsiik be ide az id6tiikrozés operatoranak (8.16) alakjit és hasznaljuk fel,
hogy

~

. OT(—t,1) 0 it
—ih———2 = —ih—P —/ dt’Ht’}
Y ot exp{h L APH(E)
= T(—t,t)H(t) + H(—t)T(~t,1). (8.49)
Ekkor elemi szamolas utan
H'(t) = 0H(—t)6" (8.50)

adodik eredményiil.

Miutan megismerkedtiink az id6tiikrozési transzformacié hatasaval, most vizs-
galjuk meg az idotiikrozési szimmetria kovetkezményeit. [dotiikrézési szimmetriarol
akkor beszéliink, ha az O és az idétiikrozott O' vonatkoztatdsi rendszerben az S
fizikai rendszert ugyanaz a

A~

H'(t) = H(t) (8.51)

Hamilton-operator irja le. Felhaszndlva a (8.50) Osszefiiggést, id6titkrozési szim-
metriaval rendelkez6 fizikai rendszer Hamilton-operatora a

H(t) = 0H(—t)6 (8.52)

egyenletnek tesz eleget. Ha a rendszer az idébeli eltolasokkal szemben is invarians,
akkor Hamilton-operdtora fiiggetlen az idotol, és ezért az idotiikrozési szimmetria
azt jelenti, hogy a Hamilton-operator felcserélheté az idotiikrozés operatoraval:

[0,H] = o0. (8.53)
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Ennek ellenére az idémegforditasi szimmetridhoz nem tartozik megmaradé fizikai
mennyiség, mert # nem linedris operator.

Az idomegforditasi szimmetria az un. mikroszkopikus reverzibilitasban jut
kifejezodésre: egy mikroszkopikus folyamat atmeneti valoszintiisége és az idoben meg-
forditott folyamat atmeneti valdszintisége ugyanaz, ha a megforditott folyamat az
eredeti végallapot idotiikrozottjébol indul és az eredeti kezdeti allapot id6tiikrozott-
jében ér véget. Ezt az aldbbiak szerint latjuk be:

1. Az idémegforditasi transzformacio tulajdonsagait felhaszndalva irjuk, hogy:
Vo (t) = T'(t, to)bor (te) = T'(t, t0) 0o (—ty), (8.54)
masrészt, hogy
Vo (t) = 0o (—t) = 0T (—t, —to)1bo(—ty). (8.55)

A két egyenletsor Osszevetése alapjan:

~ A

T'(t,to) = O0T(—t, —tp). (8.56)
2. A fenti tulajdonsagot felhasznédlva, megkapjuk az S-operator transzformaciéjat
idétiikrozés soran. Induljunk ki az S-operator alakjabol az O rendszerben:

Shi = My oo, tgs—ccT}(0,8) T (¢, )T} (%0, 0). (8.57)

Sztirjunk be a jobb oldalon a tényez0k kozé, valamint elé és utdn egy-egy +7]
operatort 00T alakban (8sszesen négyet, hogy az el6jel ne véltozzon):

S*}i = iy o0, 15— 0BTy (0, —t)T'(—t, —to)T;(—to, 0)6F

. N - N t
= im0, tps—oal) [T} (—t0, 0T (—t, —10) T} (0, —1)]

ot
AT A A A T oA
= 0 [limyss oo, 1900 T3 (0, 20) T (to, )Ty (2, 0)] 61
= 95],0. (8.58)

3. Ha a rendszer idémegforditasi szimmetriaval rendelkezik, akkor az evoluciés
operator és idomegforditottja megegyezik, tigyhogy:

Sy = 0S],01. (8.59)

Szorozzuk ezen egyenlet mindkét oldaldt balrdl és jobbrol is 10 = +I-vel,
akkor az egyenlet az

Sy = 0150 (8.60)

alakot 6lti.
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4. Legyen ezek utdn ¢; és ¢ a rendszer tetszbleges kezdeti és végdllapota. A
megfelel6 dtmeneti amplitudo:

(67, S7i0i) = (¢f7éT‘§;rfé¢i) :(é¢fa‘§;rfé¢i)*
= (0, Sif 06y). (8.61)

Innen leolvashatjuk a bizonyitani kivant allitast.

Pl. ha egy pisi01 és egy pass0s allapotu részecske szérodik és a végallapotban
lesz két részecske a plsio1’ és phs,oo’ allapotban, akkor ennek a folyamatnak az
atmeneti amplitudéja ugyanaz, mint az idébeni megforditottjanak, amikor egy —p/ s, —
o1’ és egy —phse — oo’ allapoti részecske szérddik a —pis; — o1 és —pPasy — o
végallapotokba.

9 Belso szimmetriak

9.1 Az izospin

Ellentétben a tér és az id6 szimmetridival, most olyan szimmetridkrol fogunk beszélni,
amelyek a fizikai rendszerek valamilyen tovdbbi, nem térbeli szabadsagi fokaival
kapcsolatosak. Arra, hogy ilyen szimmetridk is vannak, ugy joviink ra, hogy bizonyos
fizikai rendszerek energiaspektrumaban olyan multipletteket talalunk, amelyek nem
magyarazhatok a tér és az id6 méar megismert szimmetridival.

Az egyik klasszikus példa erre az izospin-szimmetria. Az atommagokat felépito
protonok és neutronok nyugalmi tomege kb. 1 GeV. Ugyanakkor a proton tomege
kb. 1 MeV-tal, azaz 0.001 GeV-tal kisebb mint a neutron tomege. FEz a ki-
csiny tomegkiilonbség az erds (nukledris) kolesonhatas jellemzé energiaskaldjén el-
hanyagolhaté. Ha a protont homogénen toltott gombnek tekintjik, akkor a kol-
csonhatas Coulomb-energidja ugyanilyen nagysdgrendiinek adddik. Ezért - Heisen-
berg érvelését elfogadva - ugy tekintjiik, hogy a proton és a neutron ugyanannak
a részecskének két kiilonbozo allapota. A részecskét nukleonnak nevezziik. A nuk-
leonallapot kétszeresen elfajult. Ezt a tényt gy tekintjiik mint egy SU(2) szimmet-
ria kovetkezményét. A szébanforgd szimmetriat izospin-szimmetridnak nevezziik.
Az izospin-csoport generdtorait 7} (1 =1,2,3) jeldli. A csoport irreducibilis dbrazo-

s 2
lasai a T operédtor T'(T + 1) sajatértékei szerint osztdlyozhatdk. A 2 multiplicitdsi
nukleon nyilvdnvaléan a T = 1/2 &dbrazolast valdsitja meg. A nukleon izospin-
allapotainak Hilbert-tere tehat 2-dimenziés. A T3 = +1/2 éllapotot a protonnal, a

T3 = —1/2 allapotot a neutronnal azonositjuk:
A 1 . 1
Tlp) = 5lp),  Tsln) = —5In). (9.1)
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(Hogy igy és nem forditva, az csupan konvencié kérdése.) Az izospin operatorait
a T = 1/2 &brazolas terében a Pauli-métrixok &brazoljak: T; — 7;/2. Ezeket -
spintol valé megkiilonboztetés végett - jeloljiikk most o; helyett 7;-vel. Tudjuk, hogy
az SU(2)-csoport generatorai egy 3-dimenzids euklideszi térben végzett forgatdsokat
generalnak. Az izospin esetében ez azonban nem a koordinata-tér, hanem valamilyen
absztrakt bels6é tér, amelyet izo-térnek neveziink. Azt mondjuk, hogy a nukleon
kétszeres elfajultsaga annak a kovetkezménye, hogy az erds kolcsonhatds az izo-
térben végzett elforgatdsokkal szemben invaridns. Az izo-tér v irdnya koriili £ szogi
elforgatast a Hilbert-térben az U(ve) = exp{—iveT} operitor irja le. Az izospin
generatorai az

k=1

SU(2)—e}lgebrénak tesznek eleget. A nukleon példajan latjuk, hogy az elektromos
toltés () operatora az izospin 3-adik komponensével

A P |
QR = e <T3 + 5) (9.3)
osszefiiggésben all:
Qlp) =elp),  Qln) =0. (9.4)

Azzal, hogy talaltunk egyetlen két-allapoti rendszert, amelynek 1étét az izospin-
szimmetria kovetkezményének tudtuk be, még nem nyertiink volna sokat, ha ennek
a szimmetridnak mas irreducibilis abrazolasait nem taldlndnk meg a természetben.
A tapasztalat azonban az, hogy a konnyi atommagok alapéllapotai izospin-mul-
tiplettekbe rendezhetok. So6t, néhany, az alapallapotokbdl nem teljesen kirakhaté
multiplett hidnyzé dllapotait sikeriilt gerjesztett allapotként felfedezni (izobar analég
rezonancidk). Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy a magerdk nem sértik meg az izospin-

szimmetriat. Ezt masképpen gy mondjuk, hogy a magerdk toltésfiiggetlenek. Ez
~ 2

azt jelenti, hogy a konnyl atommagok Hamilton-operatora jé kozelitéssel csak a T’
Casimir-operator fiiggvénye. Persze a Coulomb-energia mindig jelen van a Hamilton-
operatorban. Ez konnyl atommagok esetén olyan kicsi még, hogy perturbacionak
tekinthetd. A nehéz atommagok esetében azonban a Coulomb-kolcsonhatas miatt
az izospin-szimmetria mar olyan er6sen megsériil, hogy nehéz vagy nem is nagyon
lehet az izospin-multipletteket megtaldlni.

Az atommagok T izospinje az egyes nukleonjaik f’a izospinjének oOsszege:

T = ST, (9.5)

a=1
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Az Osszeadast az impulzusmomentumok Osszeadasi szabdlya szerint kell végezni.
Mivel az egyes nukleonok izospinjeinek T5 komponensei 6sszeadédnak, azért az A
nukleont (/N neutront és Z protont) tartalmazé atommag izospinje 3-adik kompo-
nensének sajitértéke Ty = $(Z — N), a toltése pedig Q = eZ = e(T3 + 1 A).

Azt a tényt, hogy az atommagok Hamilton-operdtora felcserélhet6 az izospin-
csoport generatoraival igy szoktuk emlegetni, hogy a magerok toltésfiiggetlenek. Ha
elhanyagoljuk a Coulomb-kélcsonhatas és az aszimmetria-energia jarulékat, akkor
az atommagok Hamilton-operatora csak az izospin négyzetének fiiggvénye: H =

~

H(T ). A magerdk toltés-fiiggetlenségének kovetkezménye, hogy két proton és két
neutron kozott ugyanaz a nukledris kolesonhatds, ha a |pp) és a [nn) dllapot csak
abban kiilonbozik, hogy a protonokat neutronokra cseréljik:

(pp|HpuklearislPp) = (nnlHyyklesris|nn) - (9.6)

Az izospin-szimmetridra tovabbi szép példa a pionok multiplettje. A semleges
7% mezon nyugalmi tomege 135.00 MeV, a toltott 7+ és 7~ mezonoké 139.59 MeV.
Ezt a hdrom allapotot egy izospin-triplett 3 tagjanak tekintjiik:

T=1T3=1) = —|r "), T =1Ts =0) = |7°),
T=1T3=-1) = 7)), (9.7)

ahol a fazisokat a jobb oldalon onkényesen valasztottuk, az dltalanosan elfogadott
konvencionak megfeleléen. Ez a harom &llapot az izo-térben végzett forgatasok
soran ugy transzformélddik, mint egy 7' = 1-rendii irreducibilis SU(2)-tenzor 3 kom-
ponense:

T \TT;) = [T(T+1)—Ty(T5 £ 1)]'2|T T3 1),
T5|TTs) = Ts|TTs), (9.8)

ahol T'=1, T3 = —1,0,+1. Sokszor kényelmesebb a

i

V2

Lty ), ) =

|m) = 7 (I7) = 177)),  |ms) = Imo)

(9.9)

bazist hasznalni. FEzek az dllapotok az izo-térben végzett forgatdsok soran ugy
transzformélédnak, mint az (izo)-vektorok Descartes-komponensei:

A 3 3

Tilmy = Y _(T)jwlme) = 1) €ijelmn). (9.10)

k=1 k=1

(Mindkét bazis ortonormélt.)

73



9.2 A G-paritas

Az er0s kolcsonhatds izospin-szimmetridjat a nukleonok, a pionok, a rho-mezonok
valamint az atommagok multiplettjei és az elemi részecskék szdamos erés bomlasi
folyamatanak eldgazasi ardnya igazolja. Ezért elfogadjuk azt a nézépontot, hogy
az erosen kolcsonhaté részecskéknek, a hadronoknak, vannak a belso, izo-térben is
szabadsagi fokaik, nemcsak az ,,evilagi” koordinatak terében. Az izospin-szimmetria,
az izo-térben végzett forgatdsokkal szembeni szimmetria.

Tudjuk, hogy a kozonséges tér tiikrozésével szembeni szimmetria kovetkez-
ménye a paritdas megmaradasa. Feltehetjiik a kérdést, hogy hogyan viselkednek az
erosen kolcsonhatoé részecskék az izo-tér tiikrozésével szemben. Az izo-tér tiikrézésén
azt a G miiveletet nevezziik, amely az izo-tér tetszoleges p vektorat atforditja az
eredetivel ellentétes irdnyba:

Gp = —p. (9.11)

Ennek megfeleléen az izospin-allapotok Hilbert-terében egy olyan G operétor irja le
az izo-tér tiikrozésének hatdsit, amely a pion-triplett |m;) bazisdllapotaira

Glm) = —|m) (9.12)

moédon hat. A |m;) bazis ugyanis, mint kordbban lattuk, ugy transzformalédik,
mint az izovektorok Descartes-komponensei. A pionok tehat a G operator —1
sajatértékéhez tartoznak. Azt mondjuk, hogy a G-paritasuk -1.

Keressiik meg az utobbi specidlis abrazolasbol kiindulva a G-paritas operatorat.
Ehhez el6szor bevezetjiik a toltéskonjugacié C' operatorat, amely a részecskék tol-
tésének elojelét ellentétesre valtoztatja. A T = 1 abrazolasban:

Clat)=|r7), Clr)==%), Cla")=x"), (9.13)
azaz
Clm) =Im),  Clm) = —|m),  Clx*) = =), (9.14)
ugyhogy ebben az dbrazoldsban
X 1 0 0
cC— |0 -1 0 ]|. (9.15)
0 0 1
Ennek a specialis abrazolasnak az alapjan konnyen belathatjuk, hogy

~

G = exp{-irTy} C. (9.16)
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Valéban ahhoz, hogy a |7) izo-vektor mindhdrom komponense eléjelet véltson, a
toltéskonjugalds elvégzése utan még az izo-tér masodik tengelye koriil egy 7 szogi
forgatast kell elvégezni, ami megforditja a |7) izo-vektor 1. és 3. komponensének az
elojelét is.

Ha az erds kolcsonhatas vezérelte bomlasi folyamatokban az izo-tér tiikrozése
szimmetriaként jelentkezik, akkor a G-paritasnak meg kell maradni. Kérdés, hogy az
er0s bomlasi folyamatok soran talalunk-e olyan tiltast, amelyet kivalasztasi szabaly-
ként értelmezhetiink és amely indokolja az izo-tlikrozési szimmetria feltételezését.
Nos, a tapasztalat szerint az w—mezonok 3 pionra, a p—mezonok 2 pionra bomlanak.
Az w—mezonok 2—pionos és a p—mezonok 3—pionos bomlasai a tapasztalat szerint
tiltottak. Ezeket a tiltasokat a tér-ido szimmetriai és az izospin- szimmetria alapjan
nem lehet megérteni. Konnyen magyarazatot nyernek azonban, ha a G-paritast
elfogadjuk megmaradd mennyiségnek és az w—mezonnak -1 a p—mezonnak pedig +1
G-paritast tulajdonitunk. Ekkor a tiltott folyamatokban a G-paritds nem maradna
meg. Vegyiik figyelembe, hogy a kezdeti ill. a végéllapot G-paritdsa a kezdeti
ill. a végallapotban taldlhaté részecskék G-paritdsainak a szorzata. (A G-paritds,
akarcsak a paritds, multiplikativ megmaradé mennyiség.) A mezonok G-paritdsa az
er0s bomlasi folyamataik alapjan ellentmondéas mentesen bevezetheto, a fenti médon
okoskodva tovabb.

A nukleonok esetén a G-tiikrézés nem lehet szimmetria, mert a toltéskonjugdlas
(amely a pozitiv t6ltésti protonbdl negativ toltésii antiprotont csinél) kivezet a nuk-
leonok multiplettjébol.

9.3 A hipertoltés és a barion-multiplettek

Ha megvizsgaljuk a nukleonok és az atommagok izospin multiplettjeit, akkor kony-
nyen rajohetiink, hogy a toltéskozéppontjuk nem a zérus toltésnél van. Mivel az
izospin harmadik komponensének a sajatértékei kozott adott T'—hez tartozé irre-
ducibilis dbrazoldsban van egy minimalis 73 = —71" és egy maximaélis T3 = +1 érték,
a toltés sajatértékének is van egy minimalis és egy maximalis értéke, Qin ill. Qpaz.
Az izospin-multiplettek Y hipertoltését a toltés-kozéppontjukkal definialjuk:

1

1
§Y = §(Qmm+Qmax) (917)

A nukleonok esetén YV = 1.

Adott T esetén az izospin-multiplett egyes tagjai a ,,toltés-tengely” mentén,
a toltéskozéppontra szimmetrikusan, e tavolsagra helyezkednek el egymdstol, mert
T egyesével valtozik —T—t6l +T—ig. Igy érvényes a Gell-Mann és Nishijama-féle
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képlet:

Q = e <T3 + %Y) : (9.18)

amely megadja egy izospin-multiplett tagjainak a toltését.

Az atommagok esetén A =N+ Z, T3 = 3(Z — N), és Q = eZ = e(54+ T3),
amit a Gell-Mann-Nishijama-formulaval 6sszevetve Y = A adédik.

Az 1. és a 2. dbran az Y — T3-sikon dbrazoljuk rendre az 1/2 spinii, pozitiv
paritasui (%Jr), és a 3/2 spini, pozitiv paritdasi (%Jr) barionokat. A mellékelt tablazatokbdl
kitiinik, hogy az egyes abrakra rajzolt részecskék kozel azonos tomegiiek. Ez arra
vezet, minket, hogy megprobaljuk az egyes barion-abrakat valamilyen szimmetria
multiplettjeiként értelmezni. A kdvetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy az SU(3)

szimmetria alkalmas erre.
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1. dbra: A J™ = %—1— barionok.
Részecske | Jel | Q | T T; |Y | Tomeg | Elettartam
(MeV) (s)
Nukleon | p | +1]1/2 | +1/2| 1 | 938,3 00
n | 0 [1/2]-1/2 | 1| 9396 960
Lambda | A | 0 0 0 0| 1116 | 2,6-1071°
Sigma | Xt | 1 1 1 0| 1189 | 0,8-1071°
010 1 0 0| 1192 | 5,8-1072°
X111 -1 [ 0] 1197 | 1,5-10°1°
Xi = 0 [1/2] 1/2 [-1| 1315 | 2,9-1071°
= -1 (1/2|-1/2|-1| 1321 | 2,9-10°1%
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2. dbra: A J™ = %+ barionok.

Részecske | Jel | Q| T T5 | Y | Tomeg | Elettartam
(MeV) (s)

H AT 12 13/2(+3/2 ] 1| 1232 |5,49-10%
i AT 1 3/2) 1/2 | 1] 1232 |5,49-10%
p A |0 [3/2]-1/2 | 1| 1232 |5,49-10"%
e A= |-1[3/2]-3/2 | 1| 1232 |5,49-10"*
r SFT1] 1 1 [0]1382,3|1,78-107%
0 >0l 1 0 | 013820 |1,78-107%
n > ol-1|1/2] -1 | 0] 13874 |1,78-10"2%
0 =010 |1/2] 1/2 |-1]1531,8 | 9,410 %
k = | -1 1/2|-1/2|-1] 15350 | 9,4-107%
Q- [-1] 0 0 [-2] 1672 | 0,810
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9.4 Az SU(3)-szimmetria
9.4.1 Az SU(3)-csoport

A 3.2 fejezetben mar megismerkedtiink az SU(3)-csoport legfontosabb tulajdonsa-
gaival. A bevezetett F,, (a =1,2,...,8) 3 X 3-as métrixok a csoport infinitezimalis
generatorai az in. ondabrazoldsban. Szokds a fizikdban helyettiik a A, Gell-Mann-

matrixokat is haszndalni: F, = %)\a.

Tetszbleges dbrazolasban az SU(3) generatorokat F,—val fogjuk jelolni. Ter-
mészetesen az infinitezimalis generdtorok algebraja fliggetlen az abrazolastol. Igy az
F,-kra vonatkoz6 valamennyi korabbi Osszefiiggés az F,-kra is érvényben marad.

A korabbiakban T; (i = +,0) jel6léssel definidlt generdtorok egy SU(2)-rész-
algebrat definidlnak. FEzeket az izospinnel fogjuk azonositani, amikor az SU(3)-
csoportot a barionok osztdlyozasara fogjuk felhaszndlni. Az egyes barionabrak
ugyanis izospin-multiplettekbdl tevodnek Gssze. Definicié szerint:

T.=F +iF,  Ty=F. (9.19)
Vegyiik észre, hogy
[T,,T_] = 2T5. (9.20)

Definiadljuk ezek utan az alabbi, U- és V-spinnek nevezett operatorokat:

. . ~ ~ 1.~ - 173,
U:I: = F6 j:iF7, U3 = §[U+,U_] = 5 <§Y - T3> )

. . ~ ~ 1.~ - 173, -~
V:t = F4 + iF5, VE), = §[V+,V_] == 5 <§Y +T3> 5 (921)
ahol
N 2 -
Y = _F (9.22)

V3

Az infinitezimalis generatorok felcserélési torvényeit felhasznalva konnyi megmu-
tatni, hogy az U- és a V-spin generdtorai is egy-egy SU(2)-részalgebrit alkotnak.
Az SU(3)-algebra tehdt teljesen szimmetrikusan hdrom darab SU(2)-részalgebrat
tartalmaz.

Az SU(3)-csoport rangja 2, ezért az irreducibilis dbrazoldsok egyértelmiien
jellemezheték 2 fiiggetlen adattal ( két Casimir-operdtor sajatértékével). Egy SU(3)-
multipletten beliil a bazisallapotok ugyancsak két adattal jellemezhetok egyértelmii-
en, a két felcserélhetd generator, T 6s Y sajatértékeivel. Egy adott (véges dimenzids)
irreducibilis dbrazolds terében hasznédlhatjuk tehét a |T3Y) bazisvektorokat, amelyek
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Ty és Y kozos sajdtvektorai. Az SU(2)-algebra tulajdonsigait médr ismerve tudjuk,
hogy a T, Uy és Vi operatorok léptetnek, rendre a T3, Us és V3 sajatértékeket
+1-gyel. Ez azt jelenti, hogy az aldbbi mdédon 1éptetnek

T, : ATy = +1, AY =0,

) 1

U, ATy =5, AY =1,

. 1

Vi ATy =%5, AY ==L (9.23)

A fentieket a 3. dbraval illusztraljuk.

U-Linien V-Linien
A

e 3¢

o 2o

T-Linien

3. dbra: A léptetd operatorok hatdsa a T3, Y -sikon.
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Az SU(3)-csoport véges dimenzids irreducibilis dbrazoldsait meg tudjuk szer-
keszteni a léptetd operatorok segitségével. Minden véges dimenzids irreducibilis
abréazolasban van egy ,,jobb széls¢” allapot a (T3, Y)-sikon (4.abra). Ezt az dllapotot
a T,, Vi, és U_ operdtorok zérusba viszik 4t. Az dbrazolds abrajanak keriilete
mentén elindulhatunk ebbdl a ,,jobb szélsé” pontbdl a V. operator alkalmazasaval.
Altaldban p lépés utan a V_ operator (p + 1)—dik alkalmazdsa nulldt eredményez.
Van ilyen p egész szam, mert az dbrazolds véges dimenzids. Ezekutdn az abrazolas
abrajanak keriilete mentén ugy tudunk tovabbhaladni, hogy a T operatort alkal-
mazzuk. Tegyiik fel, hogy ¢ egész szamszor tudjuk alkalmazni, majd a (¢ + 1)—edik
alkalmazdsa zérust eredményez. Ilymédon megkaptuk az SU(3)-csoport D(p, q) éb-
razoldsa abrdja keriiletének egy darabjat. Mivel a 3 SU(2)-csoport teljesen szimmet-
rikusan van jelen az SU(3)-csoportban, azért az irreducibilis 4brazoldsok dbrainak az
origd (T3 = Y = 0) szimmetriacentruma. Igy a D(p, ¢) irreducibilis 4brazolas teljes
kertiletét uigy kapjuk meg, hogy a mar megtaldlt keriiletdarabot kiegészitjiik a 120°-
os és a 240°%-os elforgatottjaval. Az igy kapott keriilet haromszog vagy hatszog alaki.
A bels6 pontok a kiilsé keriilet darabjaival parhuzamos szakaszokbdl allé héjakon
helyezkednek el. A héjakon az allapotok multiplicitasa kiviilrél befelé haladva rendre
1, 2, sth., azaz egyesével no.

I\

/( e />>>“’;j

p mal

4. dbra: A D(q,p)-dbrazolasok sematikus képe a T3, Y -sikon.
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Be lehet latni, hogy a D(p, q) irreducibilis abrézolds dimenzidja

1= Lo+ D+ D tat2),

a kvadratikus Casimir-operator sajatértéke

1
C, = 5@“Hm+f)+p+%

és a ,,jobb széls¢” allapot kvantumszamai

1 1
R=§@+% ngm—w

(9.24)

(9.25)

(9.26)

Az 5. dbran bemutatjuk az SU(3)-csoport legalacsonyabb dimenziés irre-

ducibilis dbrazolasainak abrait.
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1y

. DI11)=1(8]
o(1,0)=[31?/% T
,2/3
_ % 4
DON=(3)"2
> Q— .

-1
DI20)=16] ; e

DI0.2)-(6]

Singulett 7
DI0D)= (1] *‘{H ./ \,
Y NS

D(30)=(10]

D{0,3)[10]

5. abra: Az SU(3)-csoport legalacsonyabb dimenziés irreducibilis dbrazoldsainak &brai a
(T3,Y)-sikon.
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AJP = %Jr barionok tehat a D(1,1) irreducibilis dbrazoldst valdsitjdk meg, a
JP = %Jr barionok pedig D(3,0) abrazolast. A fenti multiplettek antirészecskéi (B =
—1) egy D(1,1) és egy D(0, 3) irreducibilis dbrazoléast valésitanak meg. Torténetileg

el6szor Sakata jott ra arra, hogy az %Jr barionok a D(1, 1) dbréazolds szerinti oktettbe

rendezheték. Ez az in. Sakata-féle nyolcas ut. Ezutdn megkisérelték a %Jr barionre-

zonancidkat is SU(3) multiplettbe rendezni. Minden allapot (részecske) ismeretes is
volt egy D(3,0) dbrazolashoz, kivéve a T3 = 0,Y = —2 allapotot. Ilyen részecskét
ugyanis nem figyeltek meg a korabbi mérésekben. Késobb felfedezték az {2~ bari-
ont, amely kvantumszamai és tomege alapjan jol beleilleszkedett a hidnyzo helyre
és teljessé tette a D(3,0) multiplettet. Ez az SU(3) szimmetria igazoldsdnak egyik
fontos 1épése volt.

9.4.2 A kvarkok

Lattuk, hogy a barionok SU(3)-dbrazolasokat valésitanak meg. Ezek az abrazolasok
azonban nem a legegyszeriibbek az SU(3)-csoport irreducibilis dbrazoldsai kozott.
Feltehetjiik a kérdést, hogy a legegyszeriibb dbrazoldsok megvalésulnak-e a termé-
szetben. Miért fontos ez a kérdés? Azért, mert a magasabb dimenzidés abrazolasok
mind felépithet6k a D(1,0) = [3] és a D(0,1) = [3] dbrazolasokbdl (sét ezek
barmelyikébdl is) tenzori szorzassal. Ha ez igy van, akkor viszont azokat a részecs-
kéket, amelyek ezeket az abrazolasokat megvalésitjak, lehetne a barionokat felépito
részecskéknek tekinteni. Ez az elgondolds Gell-Manntol szarmazik, aki a feltételezett
részecskéket kvarkoknak nevezte.

Az SU(3)-csoport legkisebb dimenzids dbrazoldsa az egyetlen, T3 = Y = 0
allapotot tartalmazé szinglett abrazolds. Ezt az abréazoldst trividlisnak nevezzik.
Beléle nem épitheték fel tovdbbi dbrazoldsok. Hasonld a helyzet az SU(2)-csoport
esetéhez, amelynek a 7 = 0 dbrazoldsdbdl ugyancsak nem szerkesztheték tovabbi
abrazolasok.

Az SU(3)-csoport legkisebb, nem trividlis dbrazoldsai a 3-dimenziés D(1,0)
és D(0,1) abrazoldsok. Bel6liikk tenzori szorzédssal felépitheté az Gsszes magasabb
dimenziés dbrazolds, hasonléan mint ahogy az SU(2)-csoport j = 1/2 abrazolasabdl
megszerkeszthet az SU(2)-csoport Gsszes tobbi irreducibilis dbrazoldsa. Nevezziik
a D(1,0) = [3] dbrdzolds hipotetikus részecskéit kvarkoknak. A 3-dimenziés ab-
razolasnak legalabb egy izospin-dublettet tartalmaznia kell ahhoz, hogy beldle az
izospin-multiplettek megszerkeszthetok legyenek. Vezessiik be erre a

1) = ‘%Y> |g2) = ‘—%Y> (9.27)

jelolést, a harmadik, izospin-szinglett allapot pedig legyen
las) = [0Y7). (9.28)
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Mivel az SU(3)-algebra teljesen szimmetrikusan tartalmazza a T-, U- és V-spinek
SU(2)-algebrajat, azért a |¢) allapotnak vagy U-, vagy V-szinglettnek kell lennie.
Ha a

Uslgy) = 0, (9.29)
akkor a D(1, 0) = [3] dbrézoldst kapjuk. Ekkor felhaszndlva, hogy Us = 1(3Y —273):

N 4 . 2 A 1
Yigp) = (zUs + =T =-|q1). 9.30
1) = (505 + 353 la) = 5l (9:30)
Masrészt, az izospin dublett egyazon hipertoltéshez tartozik, ezért
. 1, - . 1
Usle) = 5 (3Y — 213) |g) = 5la2)- (9.31)
Ekkor viszont az U-dublett méasik tagjara
. 1
Uslgs) = —§|Q3>- (9.32)
Végiil tehat
. 4. 2. 2
Vlas) = (505 + 5Ts) las) = —=las)- (9.3

A fenti [3] dbrazoldst megvaldsito részecskéket kvarkoknak nevezziik. Szokdsos el-
nevezésiik:

up: [u) = lgr) = [33),
down: ) = lg2) = [-33) (9.34)
strange: sy = |g3) = |0 — §>

A kvarkok feltételezett bariontdltése B = 1/3, mert - mint ldtni fogjuk - a nyolcas 1t
3 kvarkbol all6 rendszer révén valdsulhat meg és ezeknek a barionoknak egységnyi
a bariontoltése.

Ha a 3-dimenzids dbriazolas |¢;) dllapotat a V-szinglett dllapottal azonositjuk,
akkor a D(0,1) = [3] dbrdzoldst kapjuk. Az allapotokat a B = —1/3 bariontoltésii
antikvarkokkal azonositjuk. Szokasos jelolésiik:

= =5 -3)
@ =l =|5 - 3).
5) = las) = 0§> (9.35)



A kvarkok elektromos toltése a Gell-Mann-Nishijama-képlet alapjan:

A 2

Qluy = Zlu),

Qldy = —zld),

Ols) = —g 5). (9.36)

A kvarkok tehdt torttoltéssel rendelkeznek. Szamos kisérletet végeztek, amelyekben
torttoltésii részecskéket kerestek. Ezekben a kisérletekben azonban nem sikeriilt
bizonyitani, hogy léteznek szabad torttoltési részecskék. Ugyanakkor, mint alabb
latjuk majd, a barionok és a mezonok SU(3)-szimmetria alapjan torténé osztalyozédsa
arra enged kovetkeztetni, hogy a barionok 3 darab kvarkbodl, a mezonok pedig egy
kvarkbol és egy antikvarkbol felépiil6 kotott rendszerek. A kvarkok léte mellett
a dont6 bizonyitékot az elektronok protonokon torténé mélyen rugalmatlan szérasa
szolgaltatta. Ezekben a nagyenergias szorasi kisérletekben ugyanis ténylegesen meg-
figyelték, hogy az elektronok 3, pontszeri toltésen szorédnak, s azokat a kvarkokkal
lehetett azonositani. A kisérleti tények azt latszanak igazolni, hogy szabad kvarkok
nincsenek; a kvarkok csak a hadronok belsejében, , bezarva” talalhatok meg. Ez a
kvarkbezaras jelensége.

Térjiink most ezen kis kitéré utén vissza az SU(3)-csoport [3] és [3] dbrdzold-

saihoz. A [3] dbrdzolds infinitezimdlis generdtorai a Gell-Mann-mdatrixok:

(Fo)ss = (@lEulas) = 50 (9.37)

(a=1,2,...,8) és (i,j = 1,2,3). Az altaldnos, 6, (a = 1,2,...,8) paraméterekkel
jellemzett SU(3)-forgatasok a kvarkéllapotokat a

' = Ug@)lag) = (7120 ) (9.35)

szerint forgatjak, vagyis mint 3-dimenziés komplex vektorokat.
A [3] 4brdzolas infinitezimalis generdtorai:

(Fa)is = 5 0 (9.39)

Az éltalanos, 6, paraméterekkel jellemzett SU(3)-forgatds az antikvark-allapotokra
_ T8 AL B
@) = Uy0)lg) = (¢ 2% ) g (9.40)

L

hatdssal van. Meg lehet mutatni, hogy [3] és [3] inekvivalens irreducibilis 4brézolasok.
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9.4.3 Magasabb dimenziés SU(3)-abrazolasok.
Hadron-multiplettek

Az SU(2)-csoport esetében megtanultuk az impulzusmomentumok Osszeaddsédnak
szabdlyait. Ezeket felhaszndlhatjuk, hogy a D'/? dbrazolasbdl tenzori szorzéssal
megszerkessziik a magasabb dimenziés abrazoldsokat:

DL/2 ®D1/2 — D'o DO,
D2 ® D/2 ®D1/2 _ (D1 @ DO) ®D1/2
D*? @ D'/? @ D'?, (9.41)
stb.

Az SU(3)-dbrdzoldsokat akdr [3], akdr [3] dbrdzoldsbdl meg lehet szerkeszteni
tenzori szorzassal:
Bl@B] = [6]e[3],
Bl®[3] = [6]@[3] (9.42)
Mivel azonban a barionok és az antibarionok kiilonbozé multipletteket alkotnak

pozitiv ill. negativ barionszammal, azért a fizikaban mindkét dbrézolasra sziikségiink
van.

A D(p, q) dbrazolashoz a kovetkez6képpen jutunk el. Képezziik a

B]®...98] ® B]®...®[3
p—szer | q— szor (9.43)

tenzori szorzat abrazolast. Ez fizikailag azt jelenti, hogy p darab kvarkbdl és ¢
darab antikvarkbdl Osszetett részecskéket szerkesztiink az SU(3)-szimmetria altal
megszabott csatolasok betartdsaval. Ha |T3Y) és |T3Y) jelolik a kvark- ill. anti-
kvarkallapotokat, akkor a tenzori szorzat abrazolas bazisa:

| T3(1)Y (1)) -+ [ T5(p)Y (P)|T(DY (1)) - - |T5(9)Y () (9.44)

Mivel
p+q

A A

;5 = ;Tg(i),

R p+g

Y = Z?(i), (9.45)

azért az Osszetett részecske izospinjének harmadik komponense és hipertoltése rend-
re:

Yy = iy<¢)+iy<¢). (9.46)



Az igy szerkesztett tenzori dbrazolas reducibilis. A legnagyobb dimenzids irre-
ducibilis 4brézolas benne éppen a D(p, q) dbrazolas.

A hadronok az aldbbiak szerint osztalyozhatok. Vannak a nem zérus bari-
ontoltéssel rendelkez6 barionok és megfeleld antibarion parjaik. A barionok 3 darab
kvarkbol allé kotott rendszerek. A harom kvarkbdl allé rendszer a

Ble B3] = (6o 3)®[3]=[10]e 8 &8 & [1] (9.47)

redukciés szabdly értelmében vagy oktett, vagy dekuplett abrazolast valésit meg.
Mindkettore lattunk példat.

A mezonok ¢g kotott rendszerek. A
Bl@ [3] = [8] & [1] (9.48)

szabaly értelmében a mezonok nonettekbe rendezhetok, amelyek egy oktettet és
egy szinglettet tartalmaznak. Az aldbbiakban kozoljiik mezonok abrazolasait és
legfontosabb tulajdonsagaikat.
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6. dbra: A JP =0~ pszeudoskalar mezonok.

Részecske | Jel | Q | T 15 | Y | Tomeg Elettartam
(MeV) (s)
Pionok 7t |41 1 1 0 | 139,57 2,60 1078
70 | 0 1 0 0 | 134,97 0,89-10°1¢
T -1 1 -1 0 | 139,57 2,60 1078
Kaonok K™ | +1|1/2]41/2| 1 | 493,82 1,235-10°%
K| 0 |1/2|-1/2 | 1 ]497,82 |50 % K, + 50 % K;
K- -1|1/2] -1/2 | -1 | 493,82 1,235-107%
K| 0 |1/2|+1/2|-1] 497,82 | 50 % K, + 50 % K,
Rovidéletd | Ky | 0 [1/2| -1/2 | 1 | 497,7 0,88-1071°
KO
Hosszuéletti | K; | 0 |1/2| -1/2 | 1 | 497,7 5,77-1078
KO
Eta- n 0 0 0 0| 548,6 ~ 1072
mezon
Eta-vessz6— | ' | 0 | 0 0 0| 958 > 6,610
mezon
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7. 4bra: A JP =1~ vektor-mezonok.

Részecske Jel Q| T Ts Y | Tomeg | Elettartam
(MeV) (s)

R6— pt +1| 1 1 0 773 4,3-10~%

mezonok - 11 -1 0 773 | 4,3-107%

P° 0 0 0 0 773 4,3-10"2

Omega— w 0 0 0 0 | 7827 | 6,6-102
mezon

Kaon— K |1 [1/2|x£1/2[£1| 892 |1,3-10 =

rezonancidk | K** , K** | 0 |1/2 | £1/2 |41 | 898 | 1,3-107%

Fi- ® 0 0 0 0 1019 | 1,6-10 2
mezon
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9.4.4 SU(3)-abrazolasok tenzori szorzdsa és redukcidja

Az SU(2)-csoport irreducibilis dbrézoldsainak tenzori szorzdsa soran a D't és a D72
abréazolas tenzori szorzata szétesik a |j; — jal, |1 — jo| + 1, . . ., j1 + J2 eredd impulzus-
momentummal jellemzett abrazolasok direkt Osszegére.

Most a megfelel6 szerkesztési szabalyt ismertetjiik, amelynek segitségével két
irreducibilis SU(3)-dbrazolas tenzori szorzata kiredukdlhat6. Vegyiik az egyik &b-
razolds abrajat a (T3,Y)-sikon és vegyiik fel az origébdl a multiplett egyes tag-
jainak megfelel pontokba mutato vektorokat. Toljuk el ezt a vektor-abrat tgy, hogy
origdja rendre a masik abrazolds abrajanak pontjaiba keriiljon. A tenzori szorzat
abrazolas abrajanak pontjai az igy kapott vektorok végpontjai. Minden pont any-
nyiszorosan szerepel, ahdny kiilonbozo vektor kozos végpontja. Ezutan megnézziik,
hogy a kapott abrat hogyan tudjuk eldallitani az irreducibilis dbrazolasok ismert
abrainak egymdsra helyezésével. Az eljarast a 8. dbra szemlélteti a [3] ® [3] abrdzo-
las példajan.

(3] ® [3] =

8. dbra: A [3] ® [3] dbrdzolds megszerkesztése.
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9.5 A kvarkok zamata

Azt az SU(3) szimmetriat, amelynek alapjan az el6z6 fejezetben osztalyoztuk a
kvarkokat és a bel6liik felépiil hadronokat, zamat- (angolul ,,flavour”-) szimmetria-
nak nevezziik. A részecske-fizikai kisérletek azt mutatjik, hogy az u-, d- és s-kvarkok
mellett tovabbi kvarkok is 1éteznek.

Keresztezett elektron- és pozitron-nyaldb iitkozésében, kb. 3 GeV tomegko-
zépponti energian Ting és Richter (1976) nagyon keskeny rezonancidt észlelt. Az
ij részecske a J/1¢ nevet kapta. A kiilonlegessége az, hogy a bomlasi szélessége
rendkiviil kicsi, kb. 0,00006 GeV a tobbi rezonancia 0,1 GeV nagysdgrendii szé-
lességéhez képest. A Heisenberg-féle hatarozatlansigi elv értelmében a kvantum-
mechanikai rezonanciaallapot I' energiaszélessége és a rezonancia 7 élettartama for-
ditva ardnyos egymadssal: T' = 1/7. Ezt figyelembe véve a rendkiviil kicsiny rezo-
nanciaszélességbol arra lehetett kovetkeztetni, hogy van valamilyen megmaraddsi
torvény, ami megtiltja a J/1 rezonancidnak az erGs kolesonhatdssal torténd el-
bomlasat. A legegyszeriibb titja az Gj kvantumszam bevezetésének az volt, hogy egy
tovabbi kvark, a badjos (charm) c-kvark létezését feltételezték. Ezt az kiillonbozteti
meg a mar ismert kvarkoktdl, hogy azoknak a bajossaga C, = C; = Cs = 0,
mig a c-kvark bdjossidga definici szerint egységnyi, C. = 1. Masrészrol a c-kvark
egy SU(3)-szinglett a T' = T3 = Y = 0 kvantumszamokkal. Megfigyelték, hogy a
J/1 hiarom pionra tud elbomlani. Ennek a végallapotnak a bdjossiga zérus. Ha
a bdjossdg megmarad a J/¢ erés bomldsa sordan, akkor a .J/i¢ béjossdga is zérus.
Ez csak 1ugy lehet, ha egy c és egy ¢ alkotta kotott rendszer. Ezekutan a rezo-
nancia szokatlanul hosszu élettartamat, azaz rendkiviil kicsiny szélességét konnyen
megérthetjiik. El6szor is a J/1-mezon nem tud olyan mezonokra elbomlani, amelyek
bédjosak, hiszen néla kénnyebb ilyen mezonok nem léteznek. (A késGbb felfedezett D-
és F-mezonokra valé elbomlds - 1d. 9. dbra - tehat energetikailag nem lehetséges.)
Ugy kell tehdt elbomlania, hogy a cc-par megsemmisiil, szétsugarzddik gluonokkd,
majd azokbdl a megfeleld szamu ui-, dd-pér keletkezik, amelyek a hdrom pion
felépitéséhez szitkségesek (1d. dbra). Azt, hogy az ilyen tipusi, csak gluonokat tartal-
mazo6 kozbensd allapotokon keresztiili bomlasok nagyon kis valdsziniiségiiek, azt mar
a ¢-mezon, az alapallapoti s5 kotott rendszer erés bomlasaibél lehetett tudni a .J/1)-
kisérletek idején. (A ¢-mezon erés bomldsainak csak kb. 16 szézalékdt teszi ki az
az eset, amikor az ss-par annihilalodik. A t6bbi esetben nyilt ritkasdggal rendelkezd
mezonokra torténik a bomlds, ami itt energetikailag lehetséges (Id. dbra).) Azt a
szabalyt, hogy egy mezon olyan bomldsai erésen tiltottak, amelyek soran a mezont
alkoto kvark-antikvark-par el6szor szétsugarzodik, az Okubo-Zweig-lizuka-féle tiltasi
szabdlynak (OZI-szabély) nevezik. A J/i kivételesen hosszu élettartamaért a ba-
jossag megmaradasa és az OZI-szabdly felelds.

Abbdl a ténybdl, hogy a tapasztalat szerint a bajossag megmarad6 mennyiség,
az is kovetkezik, hogy a kvarkok - és igy a hadronok - vilaiganak szimmetriaja bévebb,
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A ¢- és a J/i-mezon bomldsai.

¢ KYK- 47%

¢ - K°K° 35%

¢ — w¥g=a® 16%
Energetikailag
tiltott

ozi - tiltott

9. dbra: A ¢- és a J/1-mezon bomldsai.
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mint amit az SU(3)-csoporttal le lehet irni. Az 0j szimmetria-csoport alapdbrazolasa
a mar ismert SU(3)-triplettb6l (C' = 0) és egy bédjos SU(3)-szinglettbdl (C' = 1) &ll.
Az 1j, bévebb szimmetriacsoport rangja 3 kell legyen. Az alapabrazolas allapotait a
T3, Y és a C béjossag kell, hogy jellemezze. Ezeknek a kovetelményeknek az SU(4)-
csoport eleget tesz. Az SU(4) csoport alcsoportként tartalmazza az SU(3)-csoportot.
Igy az osszes mar ismert SU(3)-abrazoldst megtaldljuk valamely SU(4)-dbrazolds
részeként.

Késébb felfedezték a J/1) gerjesztett allapotait, valamint a kompenzdlatlan
béjossdggal rendelkez6 D- és F-mezonokat. Ezeket az SU(4)-abrazoldsok alapjan
sikeriilt osztalyozni. Meg kell azonban jegyezni, hogy az SU(4)-szimmetria lényegesen
er6sebben sériil, mint az SU(3)- vagy az SU(2)-szimmetria. A szimmetria sériilésének
mértékét az egyazon multipletthez tartozo részecskék nyugalmi tomegeinek kiilonb-
ségei jelzik. A tomegkiilonbségek nagysagrendje az izospin-multipletteken beliil
O(AM) < 10 MeV az elektromdgneses kolcsonhatds miatt, az SU(3) zamat-multi-
pletteken beliil O(AM) = 0.1 GeV, az SU(4)-multipletteken beliil pedig O(AM) =
1 GeV.

1977-ben p + N iutkozésekben kb. 10 GeV tomegkozépponti energidn ujra
szokatlanul éles rezonancidkat taldltak. Ezek az T-mezon és gerjesztett allapotai.
Rendkiviil kicsi bomlési szélességiik megmagyardzasara ismét ujabb kvark ill. meg-
maradé tulajdonsig 1étét kellett feltenni. Ez a b-kvark (az angol ,,bottom” vagy
,,beauty” szavak kezd6betiijébdl), és az 1j megmaradé tulajdonsig a b szépség, a-
melynek értéke az u—, d—, s— és c—kvarkok esetén zérus, a b—kvark esetén 1.
Az Y—mezon az alapallapot kotott bb rendszer. Tovabbi, igazsag-zamatot (,,top”-
vagy ,,trueth”-) hordozé kvark 1étére taldltak kisérleti bizonyitékot a XX. szd. végén.
Azt azonban nem tudjuk a kisérleti adatok birtokdban megéllapitani, hogy van-e
olyan zamat-szimmetria, amelynek alapabrazolasat valositjak meg a kvarkok. Kérdés
tovabba, hogy hényféle kvark(-zamat) létezik.

Arra, hogy hanyféle kvark van a természetben, kozvetett tton tudunk ko-
vetkeztetni. Az erds és az elektro-gyenge kolcsonhatas egyesitett elmélete az un.
Standard Modell. Ebben a modellben feltételezziik, hogy a fermionok, azaz hogy a
kvarkok és a leptonok parosaval csaladokat alkotnak, és — szimmetrikusan — minden
leptoncsalddnak van egy megfelel6je a kvarkcsalddok kozott:

Kvarkok ‘ Leptonok

u, d e, U,
s, ¢ iy Yy
b, t T, Uy
777 777

A XX. szd. végén sikeriilt a hatodik kvarkot, a t-kvarkot (,,top” vagy ,,truth”)
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kisérletileg egyértelmiien kimutatni. Kérdés azonban, hogy hany fermioncsaldd van
a természetben. Nagy pontossiggal megmérték a gyenge kolcsonhatast kozvetito
semleges vektorbozon, a Z° bomlasi szélességét (idGegységre vonatkoztatott bomlasi
valészintiségét). A Z° vektorbozont iitkoz6 elektron- és pozitronnyaldbbal végzett
kisérletben 91,18 GeV tomegkozépponti energian keltették. A Z° vektorbozon azon-
ban nem stabil, hanem bomlékony, s igy a tomegkozépponti energia fiiggvényében
egy rezonanciat észleltek (10. dbra), amelynek szélességét a Z° élettartama szabja
meg. A teljes bomldsi szélesség T’ az egyes ff kvark-antikvark-parokra torténd
elbomldsok I'y parcidlis szélességeinek Osszege: I' = > ;. Az Osszegzés az Osszes
kvark-zamatra torténik. Nyilvan, minél tobbféle kvark-zamat 1étezik, anndl konnyeb-
ben tud a Z° elbomlani, anndl nagyobb a szélessége. A 10. dbra mutatja, hogy az
az elméleti szamitds, amely pontosan 3 darab kvarkcsalad létezését feltételezi, jol
illeszkedik a mérési pontokra. Ugyanakkor 4 kvarkcsalad feltételezése mar tul széles,
2 kvarkcsalad feltételezése pedig til keskeny rezonancidat eredményez.

“y A Z bUsgos Wmege
'} PPN IPUNIPEPE SPTNTUPE B L PPN IPWPEPITNS BRI B N
3 " 0 9t 82 L2 o 5
Milkised slekvvonvolt

10. dbra: A Z° rezonancia-gorbéje.
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Egy maésik becslés a neutron élettartaménak pontos ismeretén és a Vilagegye-
temben taldlhaté hélium és hidrogén aranya alapjan ugyancsak azt valdsziniisiti,
hogy a fermioncsaladok szama 3. A becslés lényege a kovetkezo. A Vilagegyetem
tagulasanak korai szakaszaban volt egy pillanat, amikor a neutronok és a protonok
mar létrejottek és egymassal a gyenge kolecsonhatds révén kémiai egyensilyba keriiltek
Kb. 10 MeV hémérsékleten ugyanannyi neutron bomlik el 5-bomldssal, mint ameny-
nyi a protonok és az elektronok iitkozése révén keletkezik. Az egyensilyi neutron-
proton arany: exp{—(E, — E,)/kT}. A Vilagegyetem tdguldsa ¢és hiilése sordn a ne-
utronok képzddési valdsziniisége rohamosan csokken és a bomlasuk valik dominédnssa.
Teljesen el is bomlandnak, ha kb. 1 MeV hoémérsékleten nem valna stabilla a
deuteron. fgy a neutronok egy része, miel6tt elbomlana, a protonokkal kotott
deuteronokat alkot. Még alacsonyabb hémérsékleten, kb. 0,1 MeV-on, a *He atom-
mag is stabilld valik. Az atommagok felépiilése tovabb folyik és (a deuteronokbdl
nukleonok befogdsdval) hélium-atommagok keletkeznek. Itt az atommagok felépiilése
megall, mert a hélium-atommagok nukleonokkal valé titkozése nem vezet stabil
végallapotra. A Viladgegyetemben a neutron-proton ardny jelenlegi értéke a meg-
figyelt hélium-hidrogén aranybol hatdrozhaté meg. Marmost az, hogy mennyi ne-
utron ,,tudott bemenekiilni” az atommagokba, az attél fiigg, hogy milyen gyor-
san hiilt a Vilagegyetem és hogy mennyi a neutronok élettartama. Utobbit 1991-
ben a korabbindl lényegesen pontosabban megmérték Grenobleban: 7, = 876, 7s.
A Vilagegyetem tagulasanak és hiilésének litemét a sugdrzasi energia p, siirtisége
hatarozza meg az dltalanos relativitas elmélete értelmében. A statisztikus fizikabol
viszont tudjuk, hogy T hémérsékletii rendszerben p;, = g—;N(T)(kT)“. Itt N(T)
szamértéke attol fligg, hogy a sugarzasban hanyféle fermion vesz részt. Ha 3 fermi-
oncsalad létezik csak, akkor a sugarzasban az elektron, az elektron-, a miion- és a
r-neutriné vesznek részt és ekkor N(7) = 43/4. Ha még egy negyedik fajta neu-
triné is lenne, akkor N(T') = 57/4 lenne. A neutron ismert felezési ideje elegendGen
pontos ahhoz, hogy a hélium és a hidrogén ardnyanak mért értékét Osszevetve a
tagulasi modell alapjan végzett szamolasok eredményeivel meg lehessen becsiilni a
fermioncsaladok szamat a természetben. A 11. abra ilyen szamolas eredményét mu-
tatja a barionok és a fotonok aranyanak fiiggvényében. A vizszintes és a fiiggoleges
vonalak a megfigyelt értékeknek felelnek meg. Lathatd, hogy a fermioncsaladok
legval6sziniibb szama 3.
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Hélium / Hidrogda

0™ sxi0™"*

Barion/Foton

11. dbra: A He/H-ardny a barion/foton-ardny fiiggvényében N = 2,3, 4 darab
fermioncsalad esetén.
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III. TERIDOSZIMMETRIAK A
KVANTUMELMELETBEN
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10 A valdodi ortochron Lorentz-transzformacidok
véges dimenzids irreducibilis abrazolasai

A relativisztikus kvantumelmélet egyik alapelve a specidlis relativitas elve, amely ki-
mondja, hogy az inercialis vonatkoztatasi rendszerekben a fizika torvényei azonosak.
Masképpen, az inercidlis vonatkoztatasi rendszerek fizikailag egyenértékiiek. Ahhoz,
hogy az elméletet olyan alakban fogalmazzuk meg, hogy a mozgasegyenletek alakja
minden inercidlis vonatkoztatasi rendszerben azonos legyen, a fizikai mennyiségek
és a térmennyiségek leirasdhoz olyan matematikai objektumokat kell hasznalni, ame-
lyek a Lorentz-transzformaciok véges dimenziés irreducibilis 4brazoldsai szerint transz-
formélodnak. Ekkor a mozgasegyenletek 7 = 0 alakban irhatok, ahol a baloldalon
a Lorentz-csoport véges dimenzids irreducibilis abrazolasa szerint transzformdlédo
mennyiség all. Ez a mozgasegyenletek 1in. kovarians alakja.

10.1 A véges dimenziés irreducibilis abrazolasok osztalyo-
zasa

Miutén az Ly, —algebra izomorf az SU(2)®SU(2) algebraval, az L, —algebra véges
dimenzids irreducibilis dbrézoldsai a két SU(2)-algebra véges dimenzids irreducibilis
abrazolasainak direkt szorzataként adédnak. Legyen a direkt-szorzattér bazisa |kl)
az alabbi tulajdonsagokkal:

MOk = u(u+ 1)), (10.1)
~, 2
N |kl) = wv(v+1)|kl), (10.2)
Ms|kly = k|kl), (10.3)
Ny|kly = I[kl). (10.4)
Itt u és v lehetséges értékei:
1.3

= 0,5,1,2,2,... 10.

U,U 07277277 (05)

Konnyen kiszamolhatjuk a térbeli forgatasok és a Lorentz-lokések generatorainak a
matrixelemeit ebben a bazisban:

Jslkl) = (Ms+ N3)|kl) = (I + k)|kl), (10.6)
ji|kl> = (Mi+N¢)|kl>

= [u(u+1)—k(k£D)]"2E+11)

+ [+ 1) =11 £ D]Y?|k 1+ 1), (10.7)
Kslkl) = i(Ny— Ms)|kl) = i(l — k)|kl), (10.8)
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Kelkl) = i(Ne— Ms)|kl)
= (v +1) =11+ D))k 1£1)
— u(u+1) = k(k£ D))k £ 11). (10.9)

Innen latjuk, hogy J; matrixai énadjungaltak, de K; matrixai nem. A véges di-
menzids irreducibilis dbrazolasok tehdt nem unitérek. Ezek az dbrazoldsok tehat nem
valésulnak meg mint fizikai allapotok alterei a Hilbert-térben. A jelentéségiik a fizika
szempontjabol abban van, hogy a térmennyiségek és a fizikai mennyiségek a véges
dimenzios irreducibilis abrazolasok szerint transzformdlédnak. Az egyes véges di-
menziés irreducibilis abrazoldsokat a Casimir-operatorok sajatértékeit megadé (u, v)
kvantumszamok jellemzik. Az (u, v) irreducibilis dbrazolas (2u+1)(2v+1)-dimenzids.

A fenti |uv; kl) bazisbdl képezhetjiik a

S S (wkoll i)l Kl) = jsun) (10.10)

k=—ul=—v

bazist, amely a 3-dimenzids térben végzett forgatdsok szempontjabol gy viselkedik,
mint az u és v impulzusmomentumok oOsszeadasakor az eredd impulzusmomentum
és vetiiletének sajatvektoraibdl allé bazis. Az eredd impulzusmomentum lehetséges
értékei:

J:jo=lu—vlJlu—v|+1,...,u+v—1j =u-+v. (10.11)

Az irreducibilis abrazolasok u és v helyett megadhatok j, és j; segitségével is; ji-et
az abrazolas spinjének szokas nevezni. Ha j; egész szam, akkor tenzor-abrazolasrol
beszéliink, ha pedig félegész, akkor spinordbrazoldsrol.

Erdemes még a kovetkezoket is figyelembe venni. Tértiikrozések soran az im-
pulzusmomentum komponensei nem véltanak elGjelet, mig a Lorentz-l0kések gene-
ratorai elgjelet valtanak:

J, = I, K; — —K;. (10.12)

Ennek megfeleléen tértiikrozéskor MZ és Nl szerepet cserélnek: MZ > N, Kovet-
kezésképpen az (u,v) dbrazolds tértiikrozéskor atmegy a (v, u) dbrazolasba. Ez azt
jelenti, hogy ha egy mennyiség az (u,v) dbrazoldst valdsitja meg, akkor a beléle
tértitkrozéssel kapott mennyiség a (v, u) dbrazolast valésitja meg. Az Gsszetartozo
(u,v) és (v,u) dbrazoldsokat szoktak bal- és jobbkezes dbrazolasoknak nevezni.

Az (u = 0,v = 0) dbrazolds szerint transzformal6dé mennyiséget Lorentz-
skalarnak nevezziik. Ez egy-komponensti és Lorentz-transzformécidk soran invarians.
Ekkor jo = jl =0.

Az aldbbiakban megismerkediink a véges dimenziés irreducibilis abrazolasok
koziil a legkisebb dimenzidjuakkal.

100



Az (1/2,0) és a (0,1/2) abrazoldsokat két-komponensii mennyiségek valdsitjak
meg, amelyeket bal- és jobbkezes Weyl-spinoroknak neveziink. Ezen dbrézolasok
spinje j; = 1/2. A (1/2,0) & (0,1/2) abrazoldst megvaldsité négy-komponensi
mennyiségeket Dirac-spinoroknak nevezziik.

A négyes-vektorok a (1/2,1/2) &brazolds szerint transzformalédnak. Az z*
négyes-vektor 2° komponense ezen beliil térbeli forgatdsok soran invaridns, azaz a
Jjo = 0 abrazolast adja, a 3 térszerii komponens pedig forgatdasok soran 3-dimenzids
térbeli vektorként transzformalodik a j; = 1 dbrazolas szerint.

Tovébbi egységnyi spinti abrazoldsok a bal- és jobbkezes vektorokat adé (1,0)
és (0,1) abrazolasok. Ezek direkt &sszege, (1,0) @ (0, 1) szerint transzformélédnak a
masodrendl antiszimmetrikus Lorentz-tenzorok komponensei. Ilyen pl. az elektro-
dinamika F* térersség-tenzora.

10.2 Weyl-spinorok
10.2.1 Alapfogalmak

Ebben a fejezetben részletesebben foglalkozunk az Ly,-csoport két-dimenzids abrazo-

lasaival. Az (3,0) dbrdzolds a 2-komponensti 14 (A = 1,2) mennyiségek F' terében

valésul meg. Ez az dbrézolds definicié szerint az SL(2,C)-csoport 6nabrazolasa,
amikor minden A € L, Lorentz-transzformaciénak egy a € SL(2,C) matrix felel

meg:
A & o« (10.13)

A 14 mennyiségek az un. balkezes Weyl-spinor komponensei. A balkezes Weyl-
spinorok Lorentz-transzformécié soran a

Va o= a s (10.14)
el6iras szerint transzformdélédnak.
Azt az dbrazolast, amelyet a

A & ot (10.15)

megfeleltetés ad meg, dualis 6ndbrazolasnak nevezziik. A dudlis 6nabrazolas unitér-
ekvivalens az 6nabrézoldssal, azaz létezik olyan e € SL(2,C) métrix, hogy tetszéleges
« esetén:

caet = a'T. (10.16)
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Ennek az egyenletnek a megoldasa:

€= ( _01 (1) ) = (¢'P). (10.17)

Definialjuk tovabbd az alabbi matrixot:

0 1
(GAB) = ( —1 0 > ) (].0]_8)
legyen tovabba
et = 64, (10.19)
te = MPege=—04. (10.20)

Ekkor teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

B = —e1B, €BA = —€ARB, (10.21)
ety = —e, (10.22)
eap€el? = 606G — 6905, (10.23)

A dudlis éndbrdzolds a v (A = 1,2) két-komponensii mennyiségek F* terében
valésul meg. Az 6ndbrazolas és a dualis 6nabrazolds szerint transzformdlédo Weyl-
spinorok kozott a kapcsolat:

ot = Py, (10.24)
Innen
Vreac = ePipesc = —ePleqctp = 68Yp = g, (10.25)
ugyanakkor viszont
Paet? = —eCh%, = —¢C. (10.26)

Az e tehdt metrikus tenzor szerepét jatssza, segitségével a Weyl-spinorok indexeit fel
és le lehet huzni, azonban csak akkor, ha az 0sszegzés jobb fels6 és bal alsé indexre
torténik. Az Osszegzésnek ez az irdanya fontos, mert ¢ antiszimmetrikus.

Képezziik a ¢4y 4 kifejezést. Ez Lorentz-invaridns, igyhogy tekinthetjiik két
Weyl-spinor skaldris szorzatanak:

z//AXIA = (') v, Pxs = (@)t a, P s
= 065y xp = ¥Pxs. (10.27)
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Ezek szerint a {1/} spinorok adjak a {14} spinorok dualis terét. A vektorok transz-
ponaltjanak szokasos értelmezése, hogy azt a dudlis vektorral azonositjuk. Most is
igy jarunk el, és a Weyl-spinorok transzponaltjat a

(Wa)" =94 (@M =y (10.28)
osszefiiggésekkel definidljuk.
A komplex-konjugdlt énabrazolast a
A & o (10.29)

hozzérendelés definidlja. Ez éppen a (0, ) dbrdzolds. Az dbrézolds F terét alkot6 1)
(A = 1,2) jobbkezes Weyl-spinorok transzforméciéja Lorentz-transzformécié soran:

o= ()P0 (10.30)

A feliilvonds és a pont az index felett csak jelolés, nem jelent miiveletet. Egyszertien
az F' teret alkot6 spinorokat és azok komponenseit igy jeloljik megkiilonboztetésiil
az F' teret alkot6 spinoroktol.

A komplex-konjugdlt énabrazolas dualisat a
A & a7t (10.31)

megfeleltetés definidlja. Ez az dbrazolds az F* térben valosul meg, amelynek elemeit
képezd jobbkezes spinorok komponenseit 1)4-val jelsljiik. Ezek Lorentz-transzformé-
ci6 sordn a

,J} 1A — (O[* -1 T)AB,I/;B (1032)
szabaly szerint transzformélédnak.

A dualis komplex-konjugalt 6nabrazolds unitér-ekvivalens a komplex-konjugalt
onabrazolassal, azaz létezik olyan € matrix, amelynek segitségével tetszoleges a
esetén:

et = o7t (10.33)

~(4)

Vezessiik be tovabba a kovetkezo definiciékat:

@=(1 %) (10.35)

Ez a matrix:

(e1B). (10.34)



= (e"B)T (10.38)

€ip=—cgi, €0 =—", (10.39)
€,¢ =—€, (10.40)

€ ipe?C = 6265 — 5557 (10.41)

A ) spinor dudlisa:

&) = €l 1) = e, (10.42)
azaz komponensekben kiirva:
P = yeBA. (10.43)
Maésrészt,
epat? = et = epp(e) g
= epic’ e =030
= ¥ (10.44)

Az € tehat metrikus tenzor szerepét jatssza a komplex-konjugdlt ondbrazolas és
dualisdnak terében, ha az Gsszegzés a bal also és a jobb felsé indexre torténik. A

(0%) = D" (10.45)

kifejezés Lorentz-skalar, ezért megint definidlhatjuk a transzponaltat a dualis spinor
komponenseivel:

@) =91 @HT =4, (10.46)

A spinorkomponensek indexeinek felcserélése most is a skalarszorzat elGjelvaltasat
eredményezi:

it = =0 (10.47)

A balkezes és a jobbkezes Weyl-spinorok komplex-konjugalasban kiilénboznek
egymastol, ami abbdl latszik, hogy az (%,0) abrazolasban az «a matrix, a (0,%)
abrazolasban az o* matrix felel meg ugyanannak a Lorentz-transzformacionak. Mivel
azonban 1) és 1 két inekvivalens dbrazolds vektorterében vannak, ezért énkényesen
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definialhatjuk, hogy 1 fels6 és als6 indexes komponensének komplex-konjugaltjat
hogyan feleltetjiik meg 1) komponenseinek. Erre érvényes az alabbi konvencio:

Pi= N = (wa) (10.48)
A transzpondlas szabalyait is figyelembe véve az alabbi Osszefiiggéseket kapjuk:
(Wa)" = (Ya)*" =9y, (10.49)
() =94, (10.50)
(W) = Y, (10.51)
()t = g, (10.52)

10.2.2 Spin és statisztika

A fentiekben littuk, hogy a Lorentz-invaridns ¢y = ¢“*ya skaldrszorzat azonos
dtalakitassal a 1y = —px? alakra hozhaté. Ha azt akarjuk, hogy a skaldrszorzat
értéke ne fiiggjon a tényezdk sorrendjétdl, azaz 1y = x1» = xP1p legyen, akkor fel
kell tenniink, hogy a spinorkomponensek antikommutalnak.

A fizikdban a Weyl-spinorok %—spinﬁ részecskéket irnak le. Feltessziik a tovab-
biakban, hogy a spinorkomponensek antikommutalnak:

T?AXI.? = —XZ?T/)A, (10.53)
wz? = —XB.T/)A, (10.54)
vaix” =-x"vi . (10.55)

az indexek tetszoleges helyzete esetén. Mivel az egész spinii dbrazolasok péros
szamu Weyl-spinor-abrazolds, a feles spinii abrazolasok pedig paratlan szamu Weyl-
spinor-abrazolas direkt szorzataként allithatok eld, feltevésiink biztositja, hogy az
egész spint részecskéket kommutalod, a feles spintieket antikommutalé klasszikus
térmennyiségek fogjak leirni. Késébbi tanulmanyainkban latni fogjuk, hogy a kvan-
tumtérelméletnek a Huygens-elven alapulé (Feynman-féle palyaintegralokkal torténd)
megfogalmazasaban éppen azaltal lehet biztositani a Pauli-elvet, hogy azokat a
tereket, amelyeknek a részecskéi feles spintiek, antikommutdlo klasszikus térmennyi-
ségekkel irjuk le.

A Weyl-spinorok komponensei tehat feltevésiink értelmében nem kozonséges
szamok, hanem antikommutal6 szamok, in. Grassmann-valtozok.

10.2.3 A o-matrixok

Foglalkozzunk el6szor a o-matrixok indexszerkezetével. A o# = (1,7) mdtrixok
ortonormalt teljes rendszert alkotnak a 2 x 2-es komplex matrixok terében. Lattuk,
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hogy a A Lorentz-transzforméciénak SL(2,C)-ben az o métrix, az z* négyes-vektor-
nak pedig az ¥ = z*0, matrix felel meg. Lorentz-transzformacié sordn:

i — i'=azal, (10.56)
ahonnan
Ao, = ao,al. (10.57)

Adjunk most masik értelmezést ezeknek az Osszefiiggéseknek. Mondjuk azt, hogy
nem z* valtozik, hanem o,:

0, = 0, =ao,al. (10.58)
Mivel v az 6n-abrazolashoz tartozik, azért kozonséges indexekre | hat”, mig af = o*7
a komplex-konjugalt onabrazolas egyik elemének transzpondltja, s igy pontozott
indexekre ,hat”. Ebbol kovetkezik, hogy a o-matrixoknak egy kozonséges és egy
pontozott indexe van. Az dbrazoldsokat definidlé képletekbdl tudjuk, hogy « index-
szerkezete a7, és o indexszerkezete (o) ;#, amibdl of indexeire (o*)?;. Mindezt
figyelembe véve:

0 = (0,) 55 (10.50)

definidlja a o-matrixok indexszerkezetét. Ez az egyetlen lehetdség, ha az 6sszegzések
irdnyara vonatkozd eléirdasokat is betartjuk. Az indexeket most mar kiirva:

(0" )ai = asB(0,)ps(a")?;. (10.60)

A 2 x 2-es komplex matrixok terében szokds még bevezetni a # = (1, —7)
ortonormalt bazist, amely a o-matrixokkal

1 1. .
A%, = 58p(0%0",) = 55p(5"0,) (10.61)

osszefiiggésben van. Innen

" = aleta, (10.62)

ahonnan a kordbbihoz hasonlé megfontolasok alapjan az alabbi indexszerkezet adodik:
gt = (a")BB. (10.63)

Az e metrikus tenzor segitségével az indexek megint fel- és lehtizhatok:

= 'P(o,) BBGBA, (10.64)

(0u)ia = €ip(.) Pepa. (10.65)
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A fentiek alapjan:

(o) = (0]’;3):(1,?), (10.66)
(") = (6"P%)=(1,-7). (10.67)

A o-métrixok a jobbkezes spinorokat balkezes spinorokba képezik le, a g-matrixok

pedig, forditva, a balkezes spinorokat képezik le jobbkezes spinorokba. Mivel it; és
1 SL(2,C)-métrixok, érvényesek rajuk az alabbi Osszefiiggések:

e(iry)e! = (ir

elet = 17 (10.68)

)—IT
Felhasznélva, hogy (ir;) ' = —irj, az elsé egyenlet helyett {rhatjuk, hogy
erje’! = -1, (10.69)

amit a méasodik egyenlettel kozosen az alabbi egyenletben foglalhatunk Ossze:
eoctet = ghT, (10.70)

Mivel

el = ( v ) — (B4, (10.71)

az alabbiakat kapjuk:

eAB(oh) ppePd = (4T)A4, (10.72)

azaz

(0" = (am)44, (10.73)

Az attérés o-rol o-ra és viszont megfelel a kozonséges és a pontozott indexek felcse-
rélésének.

A o-matrixok teljességébdl kovetkezik, hogy
(04) 44(5 )PP = 25565 = 2¢,7¢P;. (10.74)

Néhany tovabbi Osszefiiggés:

(Gu00") Yy = (G0, (0%) 5y = 20,07, (10.75)
(UM)AB(ay)BA = 29" = g"e, "t = g"oy. (10.76)
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10.2.4 Generatorok és magasabb dimenziés dbrazolasok

El6szor belatunk néhény hasznos Osszefiiggést, majd segitségiikkel meghatarozzuk
a Lorentz-transzformaciok generdtorait a 2-dimenzids irreducibilis abrazolasokban.
Végiil megszerkesztjiik a vektor- és masodrendii tenzor-abrazolasokat.

Az Osszefiiggések:

vx = X (10.77)

X = xv. (10.78)

3. Ha 6 egyszerii Grassmann-szdm, akkor 60 = 0. Ha 6 balkezes ill. jobbkezes
spinor, akkor #6 # 0:
00 = 00, = 20,0, = 20%0* = —20,0, = —20'6°, (10.79)
00 = 0,04 = 20,0, = 20'6> = —20;0; = —20°0", (10.80)
A bizonyitashoz fel kell haszndlni, hogy az € matrix alkalmazdsdval 6! = 0, és
6? = —0, adédik.

4.

0408 = —%eABee, (10.81)
9498 = —%8‘399. (10.82)

5. Az alabbi képletek a Weyl-spinorok Fierz-rendezése néven ismeretesek:
(06)(00) = —5(00)(00) = — (00)(60), (10.83)
G0 = 560" Do) i (10.84)

A bizonyitasok:
060" = 007 buip = P O0)oats
= —%(ee)quwB, (10.85)
R LN VL COMTUNC AL

= S0alow)Ra(60") (10.86)
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oo = —fo*, (10.87)
fo' = —&"0. (10.88)
Példaként az els6 egyenléség bizonyitasa:
(0"0) 4 = (0") 450" = —0(5"),. (10.89)
7.
potx = —xa'o, (10.90)
00)" = 0. (10.91)
A bizonyitasok:
(p0") X" = —(3"0)ax" = ¥(5"0) 4
= —y5to, (10.92)
(01p0)" = 6,07 (10.93)
8.
(bo"0)" = (xo"9). (10.94)

Ennek kovetkeztében (ioty)) onadjungalt. Lorentz-transzforméciok soran
(potx) gy transzformélodik, mint egy négyes-vektor.

9.
("8)al60"8) = " 0(F0), (10.95)
(000)(05"0) = 5" (00)(00). (10.96)
Definialjuk az alabbi matrixokat:
o = i(a”&”—a”&“), (10.97)
ot = i(a”a”—a”a”). (10.98)

A 0" maétrixnak két kozonséges indexe van, a ¢*” matrixnak pedig két pontozott
indexe. Az igy definidlt matrixok a kévetkezo tulajdonsiagokkal rendelkeznek:
ot = g, (10.99)
(O Opol = 1(GupOuo — GuoTup = GupOve + GuaOup), (10.100)
és az utébbihoz hasonld egyenldség éll fenn o#-re is. Tehat o*” ill. o** a Lorentz-
csoport generdtorai az (3,0) ill. a (0, 1) dbrdzoldsokban.

Tovabbi azonossagok:
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1. Vezessiik be a teljesen antiszimmetrikus negyedrendii tenzort:

€123 = +1, (10.101)
Caprys€ ™’ = 16500 + 840564 + 64550"

— 056" — 66046k — §4550L, (10.102)

€apys€’ ™ = 2(8405 — ohdY), (10.103)

€aprp€™’ = 24, (10.104)

A Pauli-matrixok csererelaciéit felhasznalva belathatjuk, hogy a o*” és ¥
matrixok ondualisak:

1
o = 55””””%0, (10.105)
i
1
o = =G, (10.106)
i

2. A bevezetett matrixok Lorentz-indexeikben antiszimmetrikusak,
o = —g"H, (10.107)
de spinor-indexeikben szimmetrikusak:

(0")pa = (0")as, (10.108)
(@) i = (0")ip (10.109)

Nézziink most magasabb dimenzids abrazoldsokat. Képezzik az (1/2,0) ®
(0,1/2) = (1/2,1/2) dbrazolas terét alkoté mésodrendi spinorokat:

Ve X =i (10.110)

Ezek minden indexiik szerint gy transzformalédnak mint a Weyl-spinorok. El6al-
lithatjuk oket

_ 1 _
VA = 5Wm) () (10.111)
alakban. Ezért a Minkowski-tér egy
1 _
Vi = 50) (10.112)
négyes-vektora felel meg nekik. A (10.111) egyenlet ugyanis azt fejezi ki, hogy
egy V,, négyesvektor komponenseibdl alkalmas linedris kombindciéval (amelynek

egylitthatéit a o-métrixok elemei adjak) olyan négy mennyiség képezhetd, amely
az (1/2,1/2) dbréazolas szerint transzformalddik.
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Két balkezes Weyl-spinor direkt szorzata az (1/2,0)® (1/2,0) = (0,0) @ (1,0)
abrazolas terében van benne:

baxs = —s(W)ean + 5 (00X) (") as. (10.113)

Az els6 tag Lorentz-invarians skalar, A, B indexekben antiszimmetrikus, mig a
masodik tag méasodrendli antiszimmetrikus Lorentz-tenzor, amely A-ban, B-ben
szimmetrikus. Az el6bbi a (0,0) részt, utébbi a balkezes (1,0) részt képviseli.
Altaldban a szimmetrikus S5 = Sp4 spinorok az (1,0) dbrazoldshoz tartoznak, mig
az antiszimmetrikus ¢ .g = —¢p4 spinorok mindig skalarok, mert ¢ 5 = —%qﬁ%eAB.

11 A Poincaré-csoport

11.1 Altaldnos ismerteté

A Minkowski-féle téridében végzett eltolasok, ,,forgatasok” és tiikkrozések alkotjak a
Poincaré-csoportot, vagy mas néven az £ inhomogén Lorentz-csoportot. Ezek olyan
{a, A} transzformdciok, amelyek az események z* négyes-vektorait

ot — 2" =AY + ot (11.1)
szerint transzformdljak, mikozben az események tavolsdga invarians marad:

(@ =)@ —yu=("—y)" " =) (11.2)
Itt a* tetszOleges négyes-vektor és A tetszoleges homogén Lorentz-transzformacio,
igy:
AJAL, = ABAY =g,
N7 gopNS = G (11.3)

Ezek a transzformacidk csoportot alkotnak az egymés utdni végrehajtasra, mint
miiveletre nézve:

{GQ,AQ}{CLl,Al} = {az +A2@1,A2A1}. (]_]_4)
A csoport egységeleme: {0, I}, és tetszéleges {a, A} elem inverze: {—A"'a, A71}.

Az L Poincaré-csoport alcsoportként tartalmazza a {0, A} homogén Lorentz-
transzformécidok L csoportjat, valamint az {a, I} térid6beli eltoldsok S abeli cso-
portjat. Tetsz6leges {a, A} € L csoportelem felirhaté egy eltolds és egy homogén
Lorentz-transzformacié szorzataként:

{a,A} = {a, I}{0,A} = {0, A}{A 'a,I}. (11.5)
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A masodik egyenléség azt mutatja, hogy az eltolasok és a homogén Lorentz-transz-
formaciok nem cserélhetSk fel egymassal. Az £ — L,—ra: {a, A} — {0, A} leképezés
homomorfizmus, amelynek magja az eltolasok S csoportja, hiszen S — I € L.
Ebbol kévetkezik, hogy S invaridns alcsoport. Ezt kifejezi az aldbbi egyenldség:

{0, A a, I}{0,A} ' = {0,AHa, A"} = {Aa, I} €S
(11.6)

Ugyanakkor a homogén Lorentz-csoport nem invaridns alcsoport, hiszen

{a, 1}{0,AMa, I}7" = {a,I}{—Aa, A} = {a — Aa, A} & L.
(11.7)

A Poincaré-csoport L; alcsoportjanak Ly, alcsoportjat képezik a valédi or-
tochron Lorentz-transzformaciok, ez a lesziikitett homogén Lorentz-csoport. Az Ly,
alcsoporttal szemben invarians tulajdonsidgok talalhatok:

1. A négyes-vektorok osztdlyozhatok idoszert, fényszeri és térszerii vektorokra,
amelyekre rendre a#z, > 0, = 0 és < 0. Ez az osztalyozds az L, alcsoport
szempontjabol invaridns, mivel 2*x, L, —invarians.

2. Ha 2/ és y* id8szer(i négyes-vektorok, akkor 2y, eléjelét 2%y elgjele hatdrozza
meg. Valéban x# és y* iddszerti, s ezért
(@) > gtajay = | wjal,
W) > o™yl (11.8)
Ekkor a Schwartz-egyenlétlenség alapjan:
12%° > |g*zunl. (11.9)
Ezt figyelembe véve,

sgn(zty,) = sgn(z%y). (11.10)
Ha mindkét id6szerti vektor jovébeli, vagy maultbeli, akkor z*y, > 0; ha az
egyik multbeli és a masik jovébeli, akkor z#y, < 0.

Az id6szerii vektoroknak az a tulajdonsdga, hogy miltbeliek vagy jovobeliek,
invarians a valédi ortochron Lorentz-transzformaciokkal szemben. Legyen
z* = (1,0,0,0), akkor (Az)® = A%y > +1 > 0, azaz (Az)* jovSbeli idbszerii
vektor. Legyen y* tetszoleges jovObeli idoszerii vektor. Megmutatjuk, hogy
akkor (Ay)* is az, tetsz6leges A € Ly, esetén. Csakugyan,

(Az), (Ay)” = z,y” = y° > 0, (11.11)
ahol (Az)* jovébeli id8szerti vektor, de akkor (Ay)* is az. Eppen ezt akartuk

bizonyitani.
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11.2 A lesziikitett Poincaré-csoport

Tekintsiik az inhomogén Lorentz-transzforméciok csoportjanak azon {a, A} transz-
formacioit, ahol A € Ly, valédi ortochron Lorentz-transzformacidék. Ezek a transz-
formacidk alkotjdk a P lesziikitett Poincaré-csoportot. Mivel P-nek § invaridns
abeli alcsoportja, azért P nem félegyszerii csoport.

A P-csoport kétszeresen dsszefiiggd. A P-csoport P univerzalis fedécsoportjat
azok az {a, o’} transzformdcidk alkotjak, ahol oo € SL(2,C). A fedécsoport tetszéleges
két elemének szorzata:

{al,al}{ag,OzQ} = {Cll +A1G2,C¥10[2}, (1112)
ahol Ay az a; képe L;,.—ben.
Mivel Ly, nem kompakt, azért P sem kompakt (azonban lokalisan kompakt).

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt S fizikai rendszernek a P lesziikitett Poincaré-
csoport szimmetridja. Ekkor az S rendszer energiasajatértékeihez az allapotvektorok
olyan alterei tartoznak a Hilbert-térben, amelyek a P csoport unitér irreducibilis
abrazolasait valdsitjdk meg. A csoport minden {a, A} eleméhez egy a Hilbert-téren
hat6 U (a, A) unitér operator tartozik. Ezek az unitér dbrazoldasok azonban végtelen
dimenziésak. Bar P se nem félegyszeri, se nem kompakt, mégis minden unitér
dbrazolasa kiredukdlhaté irreducibilis unitér abrazolasok direkt Osszegére.

Abbdl a feltevésbdl kiindulva, hogy a P-csoport szimmetridja a kvantumterekkel
leirt fizikai rendszernek, megkapjuk a téregyenleteket, és az elemi rendszerek osz-
talyozasat. Ezt a kovetkezd fejezetekben latni fogjuk. Az, hogy az abrazoldsok a
Hilbert-térben végtelen dimenzidsak, azzal a fizikai ténnyel van 6sszhangban, hogy
az energia-impulzus operator végtelen sok sajatértéket vehet fel.

Be lehet latni, hogy a P-csoport folytonos unitér irreducibilis abrézolasainak
megkeresése egyenértékii a P fedScsoport folytonos unitér irreducibilis 4brazoldsainak
megkeresésével. Ezek az dbrazolasok minden {a, a} € P elemhez egy U(a, o) unitér
operatort rendelnek ugy, hogy

~ ~ ~

Z/{(al,Oél)Z/{(ag,OéQ) = L{(a1+A1a2,a1a2). (1113)

A {0, I} elem képe az I egységoperator, és U(0,a ') = U (0, ). Ehhez kapcsolodik
a kovetkezé megjegyzés. Minden{a, A} € P csoportelemhez két elem tartozik a
fedécsoportban: {a,+ay} € P. Ugyanakkor, ha adott dbrdzoldsban {a,a,} €
P képe az Z/A{(a, ap) operdtor, akkor ugyanebben az abrdzoldsban {a,—a,} € P
képe vagy az Z;l(a, «p) operdtor, vagy az —Z;l(a, «p) operdtor. Ha a pozitiv el6jelet
valasztjuk, akkor egyittal a P-csoport dbrazolasit is megkaptuk.
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11.3 A leszikitett Poincaré-csoport infinitezimalis
generatorai

Az infinitezimadlis transzformdcidk, olyan {a, A} € P transzformacidk, ahol a* in-
finitezimalis és A" = g¢g" 4 €" csak az infinitezimdlis antiszimmetrikus e* =
—e”" tenzorral kiilonbozik az azonossagi transzformaciotél. A fedéesoport megfeleld
{a,a(e)} € P elemét olyan U(a,I + €) unitér operator brézolja, amely az egy-
ségoperatortdl csak infinitezimalisan kiilonbozik. Az infinitezimalis transzforméacié
operatoranak sorfejtésével definidljuk a P-csoport infinitezimdlis generatorait:

~

U(a, T +¢) = I+ia,P" - %eu,,j“”. (11.14)

Mivel ¢ unitér, a P* és a J* = iM™ operdtorok onadjungaltak és igy nekik meg-
maradé fizikai mennyiségek felelnek meg. Az € métrix antiszimmetrikussagabol
kovetkezik, hogy

= e, (11.15)

A lesziikitett Poincaré-csoportnak tehat 10 darab generatora van; P egy 10-paramé-
teres Lie-csoport. A Lorentz-forgatasok 6 fiiggetlen generdtorabol sokszor célszert
a

J = %e"j’“ﬁ’f (i,j,k =1,2,3) (11.16)

3-dimenzids axialvektort és a
K'=J% (i=1,2,3) (11.17)

3-dimenziés vektort képezni.

Hatarozzuk meg az infinitezimalis generatorok csererelacioit, amelyek defini-
aljak a Poincaré-algebrat. Mivel a csoportelemek szorzatat abrazolé operdtor a
csoportelemeket abrazold operatorok ugyanolyan sorrendii szorzata, irhatjuk, hogy

U, Y (ar, 00U, @) = UN  ay, o aqa), (11.18)

ahol A € L, az a € SL(2,C) matrixnak megfelel6 Lorentz-transzformacié. A
tovabbiakban ennek az egyenletnek két specialis esetét vizsgaljuk.

1. Legyen oy = I és af infinitezimalis:
U0, a) (f + iamﬁ“) UWO,0) = I+i (A*Ial) P*,
1
U 0,0) (@), PU0,0) = (A1) (ar),P",

U0, a)P"U0,0) = A"PP. (11.19)
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2. Legyen a] =0ésay =1+e

Y1 s 1 A R RN v po
010, ) (1—5%,,,]”)@1(0,@) = T 5 (A s,

U0,0)J"U0,0) = ALY (11.20)

Tegyiik most fel, hogy az (11.19) és az (11.20) egyenletekben A = I +¢. Ekkor

A

Uo,a) = I—%qwf‘“’,
U='(0,a) = f+%e,“,jﬁ“’. (11.21)

Ezeket behelyettesitve a (11.19) és az (11.20) egyenletekbe, megkapjuk a Poincaré-
generatorok algebrdjat definidlé kommutaciés relaciokat:

[P, P = o, (11.22)
[jlw, p/\] T (gll)\pu _ gu)\pV) , (11.23)
[jl“’, jpa] = i (gllpjlﬂf _ gMPjV(T + gMUjVP — g””j”p) . (1124)

A tovabbiakban sziikségiink lesz a Pauli-Ljubanszki-vektorra, amelyet a Poin-
caré-csoport infinitezimédlis generatoraibol képeziink:

~

| D
Wi = Fewped P’ = Seup I P". (11.25)

Nem Lorentz-kovarians alakban a Pauli-Ljubanszki-vektor komponensei:

Wwe = JP, (11.26)
W = —JP'—K x P. (11.27)

A Pauli-Ljubanszki-vektor az alabbi ¢sszefiiggéseknek tesz eleget:

WPt = 0, (11.28)
[Pr W] = 0, (11.29)
[J™ W] = i(¢"WH — gh W), (11.30)
[We, WY = —ie™ WPPe. (11.31)

A lesziikitett Poincaré-csoport Casimir-operatorai:

P? = P'P,, (11.32)
~ A 1.~ ~ = A A A A
W2 = W“Wu:§JWJ””P2—JWJ’”’P“Pp. (11.33)
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A definici6jukbdl adédoan a Poincaré-csoport generatorai az infinitezimalis el-
tolasok és forgatasok generatorai a Minkowski-térben. Mivel feltettiik, hogy olyan
fizikai rendszerrol beszéliink, amely invaridns a lesziikitett Poincaré-csoport transz-
formacidival szemben, azért a generatoroknak megmarad6 mennyiségek felelnek meg.
(Most unitér abrazolasokat keresiink, igy a generatorok énadjungéltak.) A nem rela-
tivisztikus mechanika mintajara azt mondjuk, hogy az a P* mennyiség, amely a rend-
szer téridobeli eltoldsokkal szembeni invariancidja miatt megmarado, az energia és
a harmas-impulzus altal alkotott négyes-impulzus. Ugyancsak az analégia alapjéan,
J* -t az impulzusmomentum (négyes-)tenzoraval (masodrendii, antiszimmetrikus)
azonositjuk. A fizikai rendszer nyugalmi rendszerében az impulzusmomentum-tenzor
éppen a spin-tenzor.

11.4 A P-csoport unitér irreducibilis dbrazoldsainak
négyes-impulzus szerinti osztalyozasa

Legyen {|P()} a négyes-impulzus operatoranak sajatvektoraibdl 4116 bazis a Hilbert-
térben:

PH|P¢) = PMPC). (11.34)

A négyes-impulzus valamennyi komponense egyidejiileg mérhetd, mert operdtoraik
paronként felcserélhetok. ( jelenti a bazis teljességéhez sziikséges tobbi kvantum-
szamot. Eloszor azt a kérdést valaszoljuk meg, hogy milyen P* értékekhez tartozé
sajatvektorok alkotjak az irreducibilis unitér abrazolasok bazisat.

A P-csoport unitér abrazolasaira:

~

Ula,a) = Ula, U0, ). (11.35)

Itt a téridobeli eltolast

~

U(a,I) = exp{ia,P"} (11.36)

abrazolja. A bevezetett bazis a téridobeli eltoldsok S alcsoportjanak abrazolasi tere,
amelyben az eltolasokat abrazolé matrixok blokkdiagonalisak:

U(a,I)|P¢) = exp{ia,P"} |PC). (11.37)

Ha valamely | PC) vektor egy irreducibilis 4brdzolas terében benne van, akkor barmely
|AP () is benne van ennek az dbrazoldsnak a terében, ahol A € Ly, tetszéleges (1d.
a (11.19) egyenletet):

Pr(0,a)|PC) = U(0,a) A PY|PC) = A% PU(0, o) | PC),
UO0,0)|P¢) = 3 epe(a, P)|AP ). (11.38)
n

116



Az utolsé egyenléség csupan azt fejezi ki, hogy U(0, )| P¢) a AP sajatértékhez tar-
tozé altérben van, és ezért léteznek olyan ¢, (o, P) egyiitthaték, amelyek segitségével
U(0, )| P¢) kikombindlhaté ezen altér |[AP () bazisvektoraibdl.

Mivel 2(0, ) unitér, a P* sajétértékhez tartozé |PC) ortonormalt bazishol
képzett 1 (0, )| P¢) vektorok a (AP)* sajatértékhez tartozé ortonormalt bézist alkot-
nak. Ezért a kiilonb6z6 P* sajatértékekhez tartozo alterek ( szerinti elfajultsaganak
foka azonos.

Ha P’ és P" két olyan négyes-impulzus, hogy nincsen olyan A Lorentz-transz-
formécié, amely atvinné Sket egymasba, akkor U(0, a)|P'C) és U(0, o) |P"¢) két disz-
junkt invaridns alteret képeznek, ha « befutja az Osszes elemét SL(2,C)-nek. Ha
tehat két ilyen vektor benne van egy unitér abrazolasban, akkor az reducibilis. A
fejezet elején feltett kérdésre tehdt az a vélasz, hogy a |P() dllapotvektorok akkor
és csak akkor alkotjak egy irreducibilis abrazolas bazisat, ha P* pontosan azokat
az értékeket futja be, amelyek egy (tetszOlegesen) rogzitett standard P* négyes-
impulzus értékbol valodi homogén Lorentz-transzformacidékkal leszarmaztathatok.

Mivel P? Casimir-operator, az irreducibilis dbrdzoldsok elsé osztalyozdsa P2
alapjan torténik. Az £, valédi homogén Lorentz-transzformaciok nem valtoztatjak
meg a négyes-vektorok 0-adik komponensének elGjelét. fgy sgnP? is invaridns. Ezen
ismérvek alapjan az irreducibilis abrazolasok kovetkez6 osztalyait kapjuk:

1. e (my): PP=m? (m>0), P’>0;
P* egy jovobeli hiperboloid pontja.
e (m_): P>=m? (m>0), P’ <0;
P" egy miultbeli hiperboloid pontja.
2. e (0y): P?=0,P°>0;
P*# a jovobeli fénykup pontja.
e (0_): P2=0, P’ <0
P* a multbeli fénykip pontja.

3. (0): P? = —0%
P* térszerii hiperboloid pontja.

4. (0p): P?* =0, P* = 0;
P" az origb.

A fizikai alkalmazasokban a nem zérus nyugalmi tomegi rendszerek allapotvektorai
a (my)-abrézoldsok szerint transzformélédnak, a zérus nyugalmi témegii rendszerek
allapotai pedig a (04) dbrazolasok tereit alkotjak. A (o) dbrazoldsoknak nincsen
fizikai megvalésuldsa. A (0g) dbrazolast az eltolas-invaridns fizikai vakuum valdsitja
meg.
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Adott irreducibilis 4brazolashoz tartozé tetszéleges i) dllapotnak a bazisalla-
potok ,,irdnyaba es6” komponensei definidljak a hullamfiiggvényt:

(P¢) = (PCly). (11.39)
Két tetszoleges hullamfiiggvény skaldrszorzatat
Bl0) = X [ d'u(P,Q¢"(P,OB(P,Q) (11.40)
¢

osszefiiggéssel értelmezziik, ahol a d*1 integraldsi mértéket meg lehet tigy valasztani,
hogy csak az adott irreducibilis abrazolas invaridnsaitol fiiggjon:

(my): d = 26(P2 m?)O(P%)d*P,

(m-) : =20(P? —m?)(1 - ©(P"))d"P,
(04) : =26(P ) ( °))d'P,

(0-): = 26(P?)(1 - ©(P"))d"P,

Ekkor az (m.) dbrazoldsokban:

L O(PYF /P2 m2)
oly) = d*P
o = % m

/m P.C),

¢ (P, Q) (P, C)
(11.41)

és
(PCIP'Cy = P24+ m25..00) (P~ P"). (11.42)

Ugyanezek a képletek alkalmazhatok a (04) dbrazoldsok esetén is m = 0 helyettesi-
téssel.

A normélés fenti megvélasztisabol kovetkezik, hogy az a II(A) operdtor, ame-
lyet

M(A)P¢) = |APC) (11.43)
definial, unitér. Ekkor a
D(a) = fIT(A)Z/A{(O,a) (11.44)

operator is unitér. Rogzitett P-hez tartozé irreducibilis dbrazoldsban ez az operator
abrazolja a Lorentz-forgatdsokat (I1d. a (11.38) egyenletet):

D(@)|P¢) = 3 cyclar, P)IT(A)[AP 1)

= > encla, P)|P). (11.45)
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Innen latszik, hogy a ¢, matrix a D(«) Lorentz-transzforméaciokat abrazolja az adott
abrazoldsi osztdlyok valamelyikében adott P esetén, ezért c¢,¢ unitér matrix.

Végezetiil fogadjuk el bizonyitds nélkiil az aldbbi allitast. Ha ismerjiik az
irreducibilis abrazolasok valamely osztalydban a standard négyes-impulzushoz tar-
toz6 c,¢ dbrazolast, akkor ebbdl tetszdleges négyes-impulzushoz tartozo irreducibilis
abrazolas megszerkeszthetd. A tovdbbiakban ezért azt fogjuk megvizsgalni, hogy
az egyes abrazoléasi osztalyokban milyenek az adott (standard) négyes-impulzushoz
tartoz6 unitér irreducibilis abrazolasok.

11.5 A kis-csoport és irreducibilis abrazolasai

(A jelen fejezetben a széhaszndlatban nem fogunk mindig élesen kiilonbséget tenni
akozott, hogy P vagy P abrazolasairdl beszéliink. A jel6lésekben azonban kovetke-
zetesek lesziink, igy «, ag, ar €SL(2,C), mig A, R, L € Ly,.)

Az eddigiekbol azt lattuk, hogy a lesziikitett Poincaré-csoport unitér irre-
ducibilis dbrazoldsai soran a tériddbeli eltoldsok exp{iaup”} alakban abrazolhatok,
és az abrazolds terét a négyes-impulzus sajatvektoraibol allé {|P()} bazis fesziti ki.
Ebben minden olyan P* sajatértékhez tartozo alteret szerepeltetni kell, amely egy
tetsz6legesen valasztott P* standard négyes-impulzusbél Lorentz-transzforméciéval
leszarmaztathato.

Az eddigiek alapjan magukat a valddi ortochron Lorentz-transzformaciokat
olyan D) (a) operator abrazolja a fenti dbrazolasi tér minden egyes PF-hoz tartozé
alterében, amelynek ¢, (o, P) matrixa unitér. Az el6z6 fejezetbdl az is kideriilt,
hogy valamennyi P*-h6z tartozo abrazolasi altérnek ugyanaz a dimenzidja. A bo-
nyodalmat az okozza, hogy maguk az dbrazolast megvaldsité ¢, (o, P) métrixok P#
értékétdl is fliggenek. Ahhoz, hogy a Poincaré-csoport unitér irreducibilis dbrazolasait
megkapjuk, meg kell keresniink a Lorentz-transzformaciok D®)(a) abrézoldsait.
Annak az « (ill. A) Lorentz-transzformdcionak az dbrazolasat keressiik, amelyet
abban a rendszerben végziink, amelyben az S fizikai rendszer négyes impulzusa P*.
Ugy jarunk el, hogy attériink arra a vonatkoztatasi rendszerre, amelyben az S fizikai
rendszer négyes-impulzusa a standard P* érték. Ebben a vonatkoztatdsi rendszer-
ben valamilyen ag(«, P) (ill. R(«, P)) Lorentz-transzformécié vezet ugyanarra az
eredményre, mint amire « az eredeti rendszerben, ahol S négyes-impulzusa P*. Az
« és az ag kozott (ill. A és R kozott) az az ar,(P) (ill. L(p)) Lorentz-transzformacié
teremt kapcsolatot, amely a P* standard négyes-impulzusbdél elSallitja P#-t. R-et
Wigner-forgatasnak, L-et Wigner-lokésnek nevezziik. A Wigner-lokéseknek az felel
meg, hogy a |P() bazisvektorokrdl (a P* értékhez tartozé altérrdl) attériink a |PC)
bézisvektorokra (a P* értékhez tartozé altérre). Igy tulajdonképpen a Wigner-
forgatasok abrazoldsait kell megkeresniink. Utdana mar konnytiszerrel megkapjuk
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majd tetszoleges a és végiil tetszéleges Poincaré-transzformécié unitér irreducibilis
abrazolasat. A Wigner-forgatdsok csoportot alkotnak, mint majd latni fogjuk, ez az
un. kis-csoport. Célunk ebben a fejezetben, hogy megkeressiik a Wigner-féle kis-
csoport, unitér irreducibilis dbrazolasait és ezzel teljessé tegyilik a Poincaré-csoport
unitér irreducibilis abrazolasainak felderitését. Miutan vazoltuk, hogy hogyan fo-
gunk eljarni, most nézziik mindezt részletesen.

Kiinduldsi pontunk a D) brézoldst definialé (11.45) képlet:

DWN(a)|P¢) = 3 encla, P)|Pn), (11.46)

ahol ¢,¢(a, P) unitér matrixok. Vélasszuk P“-t standard négyes-impulzusnak. De-
finidljuk az L(P) Wigner-1okést azzal, hogy ez az a Lorentz-transzformédcié, amely
PE-bol eloallitja P*-t:

L(P)P = P (11.47)

Koveteljilk meg, hogy L(P) PF-ben folytonos legyen. Ekkor L(P) = I, s igy
egyértelmiien létezik egy ap(P) € SL(2,C), amely megfelel a fed6csoportban az
L(P) Wigner-16késnek. Legyen tovabba a {|P()} bézis olyan, hogy

U0, ar(P)|P¢) = |PC). (11.48)
Definidljuk ezutédn az R(A, P) tin. Wigner-forgatdsokat:
R(A,P) = L '(AP)AL(P). (11.49)
Ezek a P* standard négyes-impulzust invaridnsan hagyjak,

R(A,P)P = P, (11.50)
hiszen L(P) P = P, AL(P) P = AP és L™'(AP) AP = P. A Wigner-forgatdsok
tehat azok a Lorentz-transzforméciék, amelyek a téridében a P* standard négyes-
impulzus koriil ,,forgatnak”. A Wigner-forgatdsoknak SL(2,C)-ben az

ar(ap, P) = a; ' (AP) ay ap(P) (11.51)

matrixok felelnek meg. Adott P* esetén ezek SL(2,C) egy alcsoportjat képezik, ame-
lyet a Wigner-féle kis-csoportnak neveziink. Tetszoleges A Lorentz-transzforméacio
eloall

A = L(AP)R(A,P) L™ Y(P) (11.52)
alakban Wigner-forgatas és Wigner-lokések segitségével. Ennek megfelelGen:

arn = ap(AP) ag(ay, P) a ' (P). (11.53)
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A vélasztott {|P¢)} bézisban (¢ jelentését most definidljuk azzal, hogy ez a
bazis adja a kis-csoport unitér irreducibilis dbrazolasanak terét. Ezt, a négyes-
impulzus standard értékéhez mint sajatértékhez tartozé sajatvektorokbdl allé teret
kis Hilbert-térnek nevezziik. Felhasznalva a (11.46) egyenl6séget, valamint, hogy

LA{(O,aR(aA,P)) = ﬂ(R(aA,P)) D(aR(QA,P)), (11.54)
kapjuk az alabbi egyenletet:
LA{(O,aR(OzA,P))|]5§> = f[ R(an, P)) Y Dyc(ar(an, P))|Pn)
n

= Y Dyc(ar(ax, P))|R(an, P)P n)
= Y Dyc(ar(an, P))|Pr), (11.55)

ahol a ¢, matrixokat atjeloltiik a szokdsosabb D, -ra. Ennek az Osszefiiggésnek és
a (11.53) egyenléségnek az alapjdn tetszéleges Lorentz-transzformaci6 dbrazoldsa a
P#-hoz tartozo sajataltérben kifejezheté a Wigner-forgatdsok D, (ag (aa, P)) dbra-
zoldsdnak méatrixaival:
U0,a,)|PC) = U0,ar(AP)) U0, ar(ax, P)) U (0,ar(P))|PC)
(0, a(AP)) U(0, ag (an, P))|PC)
(0,02 (AP)) ¥ Dyc(ar(an, P))|Pn)
n

= Y Dyclar(aa, P))|AP n). (11.56)

U
U

=

Hatdrozzuk meg az U(0, cy) unitér operator inverzét. Irjuk ehhez elészor az
o) matrixot a AP = P’ valtozdcserével az

ay = an(P) dg(ay, P ap' (AP (11.57)
alakba, ahol
oglap, P) = ag(ay, A 1P
= a7 (P') ar ar(A7'P). (11.58)

Mindkét utébbi egyenletben a vesszo a négyes-impulzus jele mellett formalis, s igy
el is hagyhat6. ay most levezetett alakjat felhasznalva kapjuk, hogy:

U0,a0)|P¢) = U0,a3")|PC)

= Z/:{(OaaL(A ))Z% H(o, O/R(OéA,P))51_(0,0421(P))|PC>

= U0, (A7 P) U0, r(an, P) [PC)

= U(0,a,(A'P)) D (o' (0, P)) |PC)

= U0, a(A'P)) Y D}, (a'r(an, P)) | Pn)

= ZDZn(a,R(aAvP)) |A_1P 77>- (11‘59)



Itt felhasznaltuk, hogy D unitér és hogy

L(P)P =P, LIA'P)P=A'P. (11.60)

Az S fizikai rendszer allapotai Poincaré-szimmetria esetén a Poincaré-csoport
unitér irreducibilis dbrazoldsai szerint transzformalédnak. Legyen [1)) egy tetsz6leges
allapot. Ennek a hullamfiiggvénye

he(P) = (PClY) (11.61)

annyi komponensii, amennyi az adott irreducibilis abrazolasban a kis-csoport irre-
ducibilis dbrazolasdnak dimenzidja. A hullaimfiiggvény transzformacidjat az alabbi
alakban kapjuk:

(U(a, ), en(P) = (Ula, U, an)), n(P)
= (PCJU(a, DU(O, an)|)
= [l (0, et (@, D) P)]

= expfia, P} [} (0, 00)[PO)]
= exp{ia,P"} [Z D}, (a'g (o, P)) (W|A'P 77>]

= exp{ia,P"} > D¢y(a/r(an, P)) ¢y(A7'P).  (11.62)

A tovébbiakban mar csak az van hatra, hogy a fizikailag érdekes (m4) és (04)
abrazolasi osztalyokban ténylegesen meghatarozzuk a kis-csoport unitér irreducibilis
abrazolasait. Errdl a kovetkezo fejezetben lesz sz6.

11.6 A kis-csoportok irreducibilis unitér abrazolasai
11.6.1 Az m. abrazolas kis-csoportja

A standard impulzust P* = (m, 0, 0, 0)-nak valasztjuk, ami az S fizikai rendszer nyu-
galmi rendszerének felel meg. Részecske esetén m > 0 (m dbrazolds), anti-részecske
esetén m < 0 (m_ &brazolds). A kis-csoport transzformdciéi a 0-adik tengely
irdnydba mutaté P* négyes-vektort invaridnsan hagyjdk, azaz ezek a transzformé-
ciék a 3-dimenzids térbeli forgatasok. Ezeknek a generdtorai J' = J7* (ahol (ijk) =
(123),(231),(312)). A nyugalmi rendszerben a rendszer impulzusmomentumdanak
operatora megegygzik a spin operatoraval. Az unitér irreducibilis abrazolasokat,

mint tudjuk, az § Casimir-operétor s(s + 1) sajatértékei szerint lehet osztalyozni.
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~,2
Az (my, s) irreducibilis abrdzolds kis-csoportjénak dbrazoldsi terét tehdt az S és
az Sy operdtorok kozos [PsC) = |Pso) (0 = —s,—s +1,...,s — 1,5) sajatallapotai
alkotjak. Ebben az abrazolasban:

WH|Pso) = (0,—5',—5% —5%m|Pso), (11.63)
P 52
WHW,|Pso) = —m’S |Pso)
= —m?s(s+ 1)|Pso). (11.64)

Latjuk, hogy a részecske nyugalmi rendszerében a Pauli-Ljubanszki-vektor jatssza a
spin szerepét.

Az adott spini &llapotokat (bazist) kifejezhetjiik természetesen a valddi or-
tochron Lorentz-csoport véges-dimenziés (u, v) dbrazolasdhoz tartozé |uk)|vl) bézis
segitségével:

|so) = zs: Eu: (uk s —uo —k|so)|uk)|s —uo—k). (11.65)

u=0 k=—u

11.6.2 A (0.) dbrazoldsok kis-csoportja

Ebben az esetben a standard négyes-impulzust P* = (4p, 0,0, p) alakban vessziik
fel, ahol p > 0. A kis-csoport azokat a Lorentz-transzformaciokat tartalmazza,
amelyek PH-t invaridnsan hagyjak. Ezek a z-tengely koriili forgatdsok a 3-dimenzids
térben, valamint a standard négyes-impulzusra és az y-tengelyre (- tengelyre) mero-
leges forgatdsok a Minkowski-térben. Ezek generdtorai: J? = J12 It = JOF J13 ¢ég
[12 = J20F J23. A Lorentz-generatorok algebrajanak ismeretében meghatdrozhatjuk
a kis-csoport generatorainak algebrajat:

3,004 =12, [J3, 117 = —illt,  [114,11%) = 0. (11.66)
Ez az algebra izomorf a két-dimenziés euklideszi térben végzett forgatasok és el-

toldsok generdtorainak algebrdjaval. A két-dimenzids euklideszi csoportnak (IQI)2 =
(IT")2 + (11?)? Casimir-operatora. A 0y &brdzolasban:

WHIPG) = (J°,I12%, —II', .J%)p| PC), (11.67)
WHW,IPC) = —p*(T)?|PC). (11.68)

A tapasztalat szerint fizikai jelentéssel csak azok az dbrazolasok rendelkeznek,
amelyek a Casimir-operator (II)? = 0 sajatértékéhez tartoznak. Ekkor

(I1)2|P¢) =0, (11.69)
11| P¢) =0, (11.70)
11%|P¢) = 0, (11.71)

WHW,|PC) = 0, (11.72)

P*P,|PC) = (11.73)
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Egyediil a J? operator dbrazoldsa nem trividlis. A sikbeli forgatdsok Abel-csoportot
alkotnak. A csoport elemeit exp{i\@} abrdzolja a A\ paraméterrel jellemzett irre-
ducibilis abrézolasban (6 az elforgatds szoge). Be lehet latni, hogy csak akkor kapjuk
P-nek egyértékii abrazoldsat, ha

(11.74)

Minden egyes A\ sajatértékhez tartozé irreducibilis abrazolas egy-dimenzids, mert
hiszen Abel-csoport irreducibilis abrazolasardl van szo.

A |P)) bézisban a sajatértékekre fenndllnak a kovetkezd osszefiiggések:

(P0)2 — P’Z, (W0)2 — W2,

PW = P'W° = +|P||W/|, (11.75)
aminek alapjan
W = AP, (11.76)

ahol A diagonilis a |P)) bézisban. Ekkor viszont
P'W° = WP = AP? = A(P")?, (11.77)
azaz
w? = AP’ (11.78)

Mindezek alapjan irhatjuk tehat, hogy

~ PN

WH = AP*. (11.79)
Innen kifejezziik az A operdtort:
A = WP = JP(P°) . (11.80)

Itt az operdtorok sorrendje k6zombos, mert [W“, ]5”] = 0. Ebbdl az is kovetkezik,
hogy

[A, P*] = 0. (11.81)

Hatarozzuk meg az A operdtor és a JW = iMm Lorentz-generatorok csrerelacidit.
Felhasznélva, hogy

~

[AB,C] = A[B,C]+[A,C)B, (11.82)
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irhatjuk, hogy

0 = (P

PI(BY) 1 o) 4 [P, ] (PY) (11.83)
ahonnan
[(PO) 1, Jm] = —(P°) MPO, J™)(P°)
= (PY)7%(g"OP" — g™ PY). (11.84)

Az utébbi egyenléséget és a (11.82) azonossagot felhaszndlva a keresett kommutator:

(A, J] = [YVO(J?O) J ]
= WO[(P%)” ,J”]+[W° J (P!
= i(P) ! g0 (W — WO(PY) 1 P)
— g (W — WP P (11.85)

Ebbdl leolvashatjuk, hogy a |P)) vektorokkal kifeszitett abrdzoldsi terekben:

(A, J™] = 0. (11.86)

A bevezetett irreducibilis abrazoldsokban tehdt A feleserélhets a csoport vala-
mennyi generatoraval, azaz A = const.]. Az alabbi egyenlet alapjan kénnyen
meghatarozhatjuk az ardnyossagi tényezot:

APy = JP(PY) ' |PA) = £J%P))
= £)\|P)), (11.87)

ahol az el6jel a 0. dbrazoldsoknak felel meg. =+ fizikai jelentése az, hogy ez a
részecske spinjének az impulzus irdnyaba eso vetiilete. Ezt helicitdsnak nevezziik.
A helicitds operdtora A. A szébanforgé irreducibilis 4brazolds tehat helicitds-sajat-
allapotok terében val6sul meg.

A csoportelméleti megfontolasok alapjan azt gondolhatnank, hogy egy s spinfi
részecske helicitasa —s, —s+1, ..., s értékeket vehet fel. Ez igy is van, ha a részecske
nyugalmi tOmege nem zérus. Zérus nyugalmi tomegii részecskék esetén azonban az
a tapasztalat, hogy a helicitas csak

A = +5 (11.88)

lehet. A zérus nyugalmi tomegi részecskék spinje vagy parhuzamos, vagy ellentétes
irdnyu az impulzusukkal.
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Természetesen a helicitdas-sajatallapotokat is kifejezhetjiik a standard vonatkoz-
tatasi rendszerben az (u,v) irreducibilis dbrazolds bézisaval:

PA=+s) = > > (uks—u £s—klsts)|uk)s—u £s—k).
u==sk=—u

(11.89)

11.7 A mozgasegyenletek kovarians alakja.

A relativisztikus kvantumelméletben a fizikai allapotok a lesziikitett Poincaré-csoport
irreducibilis dbrazoldsai szerint transzformalédnak. Ha megmondjuk, hogy a fizikai
allapotok hullamfiiggvényei melyik irreducibilis dbrazolas szerint transzformalédnak,
akkor ez meghatdrozza a hullamfiiggvények id6fiiggését leird klasszikus téregyenletek
szerkezetét.

11.7.1 A Klein-Gordon-egyenlet

El6szor megmutatjuk, hogy tetszéleges irreducibilis dbrazolds szerint transzformal6do
hulldmfiiggvény minden komponense kielégiti a Klein-Gordon-egyenletet. Mar itt
megemlitjiik azonban, hogy a Klein-Gordon-egyenlet nem minden megoldasa lesz
a kovarians téregyenletek megolddsa is. Ez elég kézenfekvo, hiszen azzal, hogy a
hullamfiiggvény minden komponense megoldasa a Klein-Gordon-egyenletnek, még
nincsen biztositva, hogy a hullamfiiggvény, mint tobb komponensii matematikai ob-
jektum, éppen a megfelel6 irreducibilis dbrézolds terében legyen.

A bizonyitas nagyon egyszeri. Az el6z6ekben belattuk, hogy a lesziikitett
Poincaré-csoport minden irreducibilis dbrdzoldsa P? = m? sajatértékhez tartozik.
Ezért a hullamfiiggvény teljesiti a

PrBp(x,¢) = m’P(x,() (11.90)

egyenletet. Felhaszndlva, hogy koordindta-reprezentaciéban P# = i9*, a hulldm-
fiiggvény minden egyes ¢ komponensére a Klein-Gordon-egyenletet kapjuk:

(O +m?)ip(z, () = 0. (11.91)

Nyilvanvald, hogy az (m4,s = 0) dbrazoldst megvaldsité skaldrtér esetén
a hullamfiiggvény egy-komponensii, s igy semmi tovabbi, transzformaécios tulaj-
donsagbdl adodé megszoritas nem lévén az egyetlen komponensre, a kovarians tére-
gyenlet éppen a Klein-Gordon-egyenlet.
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Zérus tomegii, nulla spint részecskét nem ismeriink, ezért ezzel az esettel nem
kell foglalkoznunk.

Még itt megjegyezziik, hogy az s = 0 spinii részecskék hullamfiiggvénye tér-
tiikrozéssel szemben vagy invaridns

Py(t,7) = (t,7), (11.92)

vagy el6jelet valt:

Pi(t,7) = —i(t, 7). (11.93)

Az elsé esetben skaldrrészecskérol, a masodik esetben pszeudoskalar részecskérol
beszéliink. Ilyenek a skalar- és pszeudoskalar mezonok.

11.7.2 A Weyl-egyenletek

Tegyiik fel, hogy a részecske m = 0 tomegii és s = 1/2 spinti. Ekkor az irreducibilis
abrazolas bazisat helicitds-sajatallapotokbol kell képezni. A hullamfiiggvény a (-
komponensek tekintetében ekkor vagy az (1/2,0) abrazolds szerint transzformalédé
balkezes Weyl-spinor, ¢4, vagy a (0,1/2) dbrdzolds szerint transzformalédé jobb-
kezes Weyl-spinor, Y.

Szerkessziik meg a téregyenleteket abbdl a jarulékos feltevésbdl kiindulva, hogy
az idéderivaltban elsérendiieknek kell lennitik. Lorentz-kovarians alakban ez azt
jelenti, hogy a P operatorban linedris D operatornak kell a Weyl-spinorra hatni,
és az eredménynek maganak is Weyl-spinornak kell lenni:

D=0, ill. Dy=0. (11.94)

A Weyl-spinorok tereiben a P* négyes-vektoroknak a (P,5#)44 ill. (P,0") , i SL(2,C)-
matrixok felelnek meg. Ezen matrixok hatdsara balkezes spinorbodl jobbkezes lesz
és viszont. Ezért a D operator nem tartalmazhat a négyes-impulzus operatoratol
fiiggetlen tagot, mert annak a o-matrixokban kvadratikusnak kellene lennie, és az
ilyen tagok meghagyndk a balkezes spinort balkezesnek, a jobbkezest jobbkezesnek.
A kovarians egyenletek egyetlen lehetséges alakja tehat:

(P,a") g, = 0, (11.95)
ill.
(P.o") X = 0. (11.96)

Ezek az un. Weyl-egyenletek.
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Konnyen meggyézodhetiink rola, hogy ezek az egyenletek valoban zérus nyu-
galmi tomegii részecskét irnak le. Hassunk példdul az elsé egyenletre a (P,0") 54
operatorral:

~ ~

(Po") pi(Puc") 6 = 0. (11.97)
Mivel ]5”]5“ szimmetrikus a p és a v indexekben, azt kapjuk, hogy:
BB (054" + (0" 5i(0) ] 04 = 0,
2P,P,g" dnps = O,
P'P,pa = 0. (11.98)
Eppen ezt akartuk belatni.

Hasznéljuk fel a o-matrixoknak a Pauli-matrixokkal felirt alakjat és az index-
szerkezetiiket, akkor:

(B,a" 44 = PY° + P3,
(Puo, ) = PP0"—Ps. (11.99)

Ezeket behelyettesitve a Weyl-egyenletekbe, impulzusreprezentaciéban a kovetkezok
addodnak:

P& P°

( —")¢ — _——*¢7

|P| |P|

BF) PO

(|f>|)X = +H . (11.100)

Mint arrél a Weyl-spinorok targyaldsa soran mar szd volt, a tértiikrozés a
balkezes Weyl-spinorokat jobbkezesbe viszi at és viszont. Ezekszerint ¢ és y tértiik-
rozott allapotokat ir le, ha mindkett6 ugyanarra a részecskére vonatkozik. Mint az
a Weyl-egyenletekbdl lathatd, az egyik esetben a helicitds negativ, a masik esetben
pozitiv. A tapasztalat szerint a neutring 1/2 spinii, zérus nyugalmi tomegti részecske.
Az is bebizonyosodott azonban, hogy csak balkezes neutriné létezik. Ugyanakkor
létezik egy mdsik részecske, amely ugyancsak zérus tomegli és 1/2 spinti, de job-
bkezes, ez az antineutrin6. Ezért a balkezes Weyl-egyenlet a neutrinét, a jobbkezes
Weyl-egyenlet pedig az antineutrinét irja le.

Koordinata-reprezentacioban a Weyl-egyenletek alakja:

0,0 = +id Vo, (11.101)
0,y = —id VY. (11.102)



11.7.3 A Dirac-egyenlet

Tekintsiink egy m # 0 tomeg, 1/2 spinti részecskét. Ilyenek a kvarkok és a leptonok
koziil az elektron, a miion és a tau-részecske. Ezen részecskék hullamfiiggvényei
(azaz a megfelel6 klasszikus terek) az (1/2,0) @ (0,1/2) dbrdzolds szerint transz-
formalédnak. A ¢ hullaimfiiggvény tehdt négy-komponensi mennyiség, els6é két
komponense balkezes, masik két komponense jobbkezes Weyl-spinort alkot:

Y= ( f_i ) : (11.103)

A legaltaldanosabb alaku, P#-ben linedris mozgasegyenlet, amelyet a fenti Weyl-
spinorokra a kovarians alak megtartasaval felirhatunk:

~

Pu(aﬂ)AAXA = C1¢a, (11.104)
B0 Mpa = Cox™ (11.105)

Mivel P? = m? sajatértékhez kell a hulldmfiiggvénynek tartoznia impulzusreprezen-
tacioban, azért

P, (6" ) Bu(0") 1 5X" = Po(6") " Crpa = C1Cox*, (11.106)
azZaz

PrP,x = C1Cyx (11.107)

alapjan vélaszthatjuk az dltaldnossag csorbitasa nélkiil, hogy C; = C5 = m. Ilymoé-
don azt is biztositjuk, hogy tértiikrozéskor az elso egyenlet atmegy a mésodikba és
viszont. A felirt mozgasegyenletek tehat invariansak a tértiikr6zéssel szemben.

A két egyenletet Osszefoglalhatjuk a négy-komponensii ¢ bispinorra vonatkozd
egyetlen egyenletben:

A(ED))n(e) o

P = my. (11.109)

. (_0 ff()”) (11.110)



Dirac-féle y-matrixokat:

0 I 0 o
0 —

A o-matrixok tulajdonsagait felhasznalva megkapjuk a Dirac-féle y-matrixok an-
tikommutatorait:

i 0 VEk 0
LoV o oo o o
{7 » Y } - ( 0 Uuay >'+ ( 0 Juau )
= 2¢M ( Lo ) = 2g". (11.112)

A y-matrixokbdl szerkessziik meg a

. I 0
V5= 1017273 = ( 0 —J ) (11.113)

matrixot. Ennek segitségével projektoroperatorokat képezhetiink, amelyek a Dirac-
spinor balkezes és jobbkezes komponenseire vetitenek:

st =0 0) s0-m=(0 7). (11.114)

11.7.4 Az s =1 spinii részecskék

Kezdjiik az m # 0 nyugalmi tomegi, 1 spint részecske esetével. A részecske nyu-
galmi rendszerében az s = 1 spinti dbrazolashoz az (1/2,1/2) dbrazolas ad egy V,,
négyesvektort, az (1,0) dbrazolds és a (0, 1) dbrdzolds pedig az antiszimmetrikus V,,,

és V,, tenzorokat. Itt V,,, = V;;, tgyhogy csak V,, és V,,, tekinthetdk fiiggetlennek.

Ezekre a komponensekre a kovariancia betartasaval, az alabbi, a pr operatorban
linedris egyenleteket irhatjuk csak fel:

PV, = OV, (11.115)
PV, - BV, = C,V,,. (11.116)

Hassunk az elsé egyenletre a P” operatorral, mivel V,,, antiszimmetrikus és a négyes-
impulzus operatorai kommutalnak,

0= P"P*V,, = C,P"V, (11.117)
ahonnan

PV, =0. (11.118)
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Helyettesitsiik a (11.116) egyenletb6l V-t a (11.115) egyenletbe:
PPV, — P,P*V, = CyC1V,,. (11.119)

Hasznéljuk fel a (11.118) egyenletet. Ekkor a

(P"P,—m*)V, = 0 (11.120)
Klein-Gordon-egyenletet kapjuk meg, ha az dllandékat C;Cy = m? szerint valasztjuk.
A szokésos vélasztas O = —im?, Cy =i. Ekkor

Viw = 0,V, —0,V, (11.121)

adédik koordindtareprezentacioban. Az 1 spinii részecske hullimegyeneletei a (11.118)
és (11.120) egyenletek, az un. Proca-egyenletek. Ezek az egyenletek irjak le példaul
a vektormezonokat.

Impulzusreprezentaciéban, a standard vonatkoztatasi rendszerben P”Vu =0
azt jelenti, hogy Vy = 0 és a vektorrészecske 3 térszerti komponenssel rendelkezik.

A fotonok is s = 1 spinti részecskék, de nulla a nyugalmi tomegiik. Léatjuk a
fentiekbdl, hogy m = 0 esetén

P, = 0, (11.122)
~i(B,V, =BV, = V. (11.123)

addédik. A két egyenlet szétcsatolédott. A mdsodik gy tekinthetd, mint V,
definiciéja. A téregyenletek

P"P,V, — P,P"V,, = P"V,,, =0 (11.124)

alakot Oltenek és (11.118) nem kdvetkezik beléliik. Ugyanakkor a hulldmfiiggvény
komponensei akkor megoldasai az m = 0—hoz tartozé Klein-Gordon-egyenletnek
(ahogy ezt az dbrdzolds irreducibilis volta megkoveteli), ha a (11.118) egyenletet
kiilon feltételként elSirjuk. A standard vonatkoztatdsi rendszerben P = (p,0,0, £p),
tigyhogy a (11.118) feltétel

PV, = pVo F pV3 =0 (11.125)

alakot olt. Ez azt jelenti, hogy ebben a rendszerben Vy = V53 = 0, azaz a foton a
standard vonatkoztatasi rendszerben csak 2, az impulzusra merdleges transzverza-
lis szabadsagi fokkal rendelkezik. Ez a lényeges kiilonbség a nem nulla és a nulla
tomegl vektorterek kozott. Az a feltétel, amelynek segitségével kizarjuk a hamis
szabadsdgi fokokat az in. mértékfeltétel. Ennek egyik alakja a (11.118) egyenlet.
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IV. SZIMMETRIAK ES KOLCSONHATASOK
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12 Lokalis és globalis szimmetriak

Az eddigi példdinkban a szimmetridk in. globalis szimmetriak voltak. Azt tettiik
fel, hogy a fizikai rendszer invarians marad, ha a téridé minden pontjaban ugyanazt
a transzformaciot végezziik el. Ez abban nyilvanult meg matematikailag, hogy
a szimmetria-transzformaciok Lie-csoportjanak paraméterei fiiggetlenek voltak a
térido-koordindtaktol. A globalis bels6 szimmetria-csoport elemeinek altalanos alakja
(folytonos csoport esetén):

UWB) = exp{d i.1,}, (12.1)
a=1
ahol 0, (@ = 1,2,...,n) a csoport n darab folytonos, az z* térid6-koordinataktsl

fiiggetlen paramétere, és I, a csoport generdatorai. Mint tudjuk, a #, paraméterek
valamilyen belsé szabadsdgi fokok terében végzett forgatasokat adnak meg. Ha-
sonldan, a globdlis Poincaré-transzformaciok

~

~ 1 ~
Ula,e) = explia, P +ize, ") (12.2)

alakba irhatdk, ahol a transzformacié 10 darab paramétere, azaz az eltolasok a*
paraméterei (4), és a téridobeli ,,forgatdsok” e*” paraméterei (6) ugyancsak fiigget-
lenek a téridé-koordinataktol.

A lokalis szimmetria azt jelenti, hogy a fizikai rendszer invaridns az olyan
transzformacidkkal szemben, amikor a téridé minden pontjaban mas és més a transz-
formacio folytonos paramétereinek az értéke.

A fizikai rendszer lokdlis bels6 szimmetriaval rendelkezik, ha a rendszer in-
varians az olyan transzformaciokkal szemben, amikor a belso szabadsagi fokok te-
rében a téridé minden pontjaban mas és mas elforgatasokat végzink. Ilyenkor a
folytonos 6, paraméterek a téridé-koordinatak fiiggvényei, 6, (z):

Ub(z)) = exp{ii@a(x) I} (12.3)

Emléksziink, hogy a globdlis bels6 szimmetria azt jelenti, 1éteznek megmaradd
toltések, az energia-sajatallapotok pedig multipletteket alkotnak, amelyek a szim-
metria-csoport irreducibilis dbrazolasainak abrazolasi terét adjak. A kérdés az, hogy
mi a fizikai jelentése annak, hogy egy belsé szimmetria nem csak globdlis, hanem
lokalis is. Megmutatjuk, hogy az anyagot felépité fermionok kozotti kolecsonhatas
lokalis bels6 szimmetria kovetkezménye.

Példank az elektronok hullamfiiggvényét megadd Dirac-egyenlet:
i Ob(a) = my(a). (12.4)
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Ez az egyenlet invarians a

b(x) — P(z) = () (12.5)

globdlis mértéktranszformaciéval szemben. Ezek a transzformécidk U(1) Abel-cso-
portot alkotnak.

Tegyiik most a mértéktranszformaciot lokalissé, vagyis a transzformacié para-
méterét x-fiiggévé, 0(x):

() — U (x) = P Dy(a), (12.6)

A lokalis mértékszimmetria fennallasarél akkor beszélhetiink, ha a transzformalt
Y'(x) hullamfiiggvényre vonatkozé Dirac-egyenlet alakja ugyanaz mint az eredeti
() hullimfiiggvényre vonatkozé Dirac-egyenleté. Ez azonban nincsen igy, mert
a hullamfiiggvény derivaltjat tartalmazé tag nem egyszeriien csak az exp{if(x)}
fazisfaktorral szorzddik:

o () = ei“’”)iwam(x) — 0,0 *y”eig(‘”)v,/)(x)

#  0@iykg (). (12.7)

A lokalis mértékszimmetria biztositdsahoz meg kell tehat valtoztatnunk a hullam-
fiiggvény derivaltjat tartalmazé tagot:

iv"9, = P,y* — D (12.8)
A valtoztatast ugy kell elvégezni, hogy
D'Y'(z) = €@ Dy(a) (12.9)

legyen, ekkor ugyanis a Dirac-egyenlet alakja valtozatlan marad lokalis mérték-
transzformécié sordn. A (12.7) egyenlet jobb oldalan a lokélis szimmetridt megsért
nem kivanatos tag egy Lorentz-vektor és v* szorzata. Ez azt az otletet adja, hogy
a D operatort

D = (P, +eA,(z))7" (12.10)

alakban vegyiik fel, ahol az A, () vektorteret ugy kell megvélasztani, hogy a (12.9)
transzformédcids tulajdonsdg teljesiiljon. Kérdés, hogy lehet-e olyan A, (z) — A} (v)
transzforméciét eléirni, hogy a (12.9) egyenléség tetszéleges mértéktranszformacio
esetén teljesiiljon. Elemi szamolassal kapjuk, hogy

Dll/)l(l‘) _ eiﬂ(x) (pu,),u _ aﬂg(l-) f),li + 614;’7”) 1/)($) (12.11)
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Helyettesitsiik ezt be a (12.9) egyenletbe, amelynek teljesiilését megkdveteljiik tet-
szbleges 6(x) fiiggvény esetén. EbbGl leolvashatjuk, hogy az A, (z) vektortérnek a
lokdlis szimmetria biztositasahoz ugy kell transzformalddnia, hogy

Ar) = Aulz)+ éauﬁ(x). (12.12)
A lokalis U(1) szimmetridval rendelkezé Dirac-egyenlet tehdt
DY = ma, (12.13)
azaz
(P + eAy(2))i(w) = mip () (12.14)

alakot 6lt. Ez éppen az elektromagneses tér A,(x) vektorpotencidljaval kolcsonhatd
elektronokat irjale. A (12.12) egyenlet pedig a vektorpotencidlnak az elektrodinami-
kabol mar ismert mértéktranszformaciéja. Abbdl a kovetelménybol tehat, hogy az
elektronokat leir6 egyenlet legyen invarians a lokalis mértéktranszformacidkkal szem-
ben, kovetkezik, hogy léteznie kell az elektromégneses térnek, amellyel az elektronok
kolcsonhatnak. Az elektromagneses kolcsonhatas hatterében tehat egy szimmetria,
a lokélis U(1) mérték-szimmetria &ll.

Hasonléan, lokalis mértékszimmetria kovetkezménye a gyenge és az erds kol-
csonhatas is. A gyenge kolcsonhatasban kvarkok és leptonok hatnak egymassal
koleson un. vektorbozon-terek kozvetitésével. Két elektromosan toltott vektor-
bozon, a W+ és a W, valamint egy semleges vektorbozon, a Z° fordul el§ a
természetben. A kolecsonhatas soran a kvarknak megvaltozik a zamata. A lokalis
mértékszimmetria, amely a gyenge kolcsonhatasra vezet, nem abeli:

q(z) — exp{lzﬁ )I,} q(x). (12.15)

A szimmetria nem abeli jellegének az a kovetkezménye, hogy csak gy teheto lokalissa,
ha pontosan annyi darab vektorteret (mértékteret) vezetiink be, mint ahdny paramé-
tere van a szimmetriatranszformaciok csoportjanak. Mivel a gyenge kolcsonhatast
3 vektorbozon-tér kozvetiti, azért a megfelels lokélis szimmetria SU(2).

A XIX. szazadban Maxwell egyesitette az elektromossdg és a magnesség je-
lenségeit egyetlen elméletbe, az elektromagneses tér elméletébe. Az elektromagneses
kolesonhatas elméletének alapjat az U(1) lokalis mértékszimmetria képezi. Az alap-
veto kolesonhatasok egyesitése ttjan a kovetkezo nagy lépést Weinberg, Salam és
Glashow tették meg, akik egyesitették az elektromagneses és a gyenge kolesonhatas
elméletét az elektro-gyenge kélesonhatas elméletében. Ennek alapjdul az SU(2)®U(1)
lokalis mértékszimmetria szolgal.

A kvarkok kozotti erds kolecsonhatas leirasara is sikeriilt elméletet kidolgozni,
amelyet a kisérletek eddig messzemenoen igazolnak. Ennek az elméletnek alapjaul
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a lokdlis SU(3) mértékszimmetria szolgdl. A szimmetriacsoport 8 generdatordnak
megfeleléen a kélesonhatdst 8 darab vektortér, a gluonterek kozvetitik. Az SU(3)-
csoport, megmarado generatorai kozil 2 felcserélheté egymaéssal, Tg(c) és YO A ¢
fels6 index arra utal, hogy a szébanforgd szimmetriat szinszimmetrianak (,,colour”)
és a hozzatartozé megmarado6 toltéseket szintoltéseknek nevezziik. A kvarkok a
szincsoport alapabrizoldsa, [3] szerint transzformalédnak, ¢ve (C = 1,2,3). A

haromféle szinallapot:

,,red”: T?)(C) = %, Y(C) — %’
,,blue”: T = -1, yeO=1
,,green”: T?fc) =0, yle) — _g'

A kolesonhatast kozvetité 8 gluon az [8] oktett abrazolds szerint transzformalédik.
Mivel ez az dbréazolas a [3]®[3] dbrazolas kiredukaldsaval nyerhetd, gy tekinthetjiik,
hogy a gluonok kétféle szintoltést, egy szint és egy antiszint hordoznak egyszerre:
rg, bg, bF, J5(r7 +bb), g3, rb, g7, gb.

Az elektrogyenge és az erds kolcsonhatas egyesitett elméletében, a Standard
Modellben, a feltételezett lokalis mértékszimmetria SU(3).®SU(2)®@U(1). Az eddigi
kisérleti eredmények alatamasztjak a Standard Modellt, vannak azonban a modell-
nek olyan elméleti jéslatai, mint pl. a top-kvark létezése (1992-es allapot, azdta
felfedezték) és egy skaldr-részecske, a Higgs-bozon létezése, amelyeket eddig nem
sikertilt kimutatni. Az évezred végéig azonban elvégzésre keriilnek azok a kisérletek,
amelyek alapjan el lehet majd donteni, hogy helyes-e a Standard Modell. Ezzel
valaszt kapunk arra is, hogy helyes-e a hiarom emlitett alapvetd kolcsonhatasnak
a fenti lokalis mértékszimmetrian alapuld egyesitése. Azt azonban mar az eddigi
eredmények alapjan is el lehet mondani, hogy a lokalis mértékszimmetria elvébdl ki-
indulva jelentos 1épéssel keriiltiink kozelebb az alapvetd kolcsonhatasok megértéséhez.
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