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ELOSZO.

Egy éve lehet, hogy a gond és bizakodds vegyes érzésé-
vel megirtam az «(Egyszeregytdl az integrélign konyvem els-
szavdt. Azota beigazoléodott bizakodédsom jogossdga, kény-
vem német kisddsdnak tizeuvnegyedik ezre, magyar fordité-
sanak pedig hetedik ezre fogy.

De a gond sem hagyott el. Hidba volt a szakért6k véle-
ménye kedvezd, hidba volt tanulminyaim tovabbi sora, ma
éppen olyan kevéssé érzem magam szakembernek, mint ma
ogy 6ve. 8 igy kerillt sor arra, hogy megint csak élményeket,
geometriai élményeimet irjam lo, még ha magamra véllalom
is a tudomény terén munkdlkoddk minden kotelezettségét
a nélkil, hogy jogaiban is részesiilnék.

Csak egyben volt teljes mértékben igazam. Beigazolodott
az a véleményem, hogy alapjdban véve minden ember okos.
Sohagsem kételkedtem kulturdlis lehetdségekben és o kétel
kedés 6romeit dtengedem azoknak a «szellemi termék» gyd-
rosoknak, akik értéktelen tdkolmanyaik 1dttdn érzett oromi-
ket Osszetébvesztik a nagykozonség izlésével. Hgy neves
matematikus, aki mér negyven évvel ezelftt, mint a nagy-
hird Lampe egyik tanitvinya ezeket az olveket vallotta,
azt irja nekem, hogy konyvem sikerét § «a maternatika hajnal-
hasaddsédnak» tekinti. Sok orszdgb6l, killonbdz8 korosztdlyok-
b6l és minden néprétegébll érkeztek hozzdm megértd és
batorité szavak és nem utolsé sorban ezeknek, meg a joindu-
latt és kedvez8 kritikdnak koszonhetd, hogy ily hamar kiveti
e magodik konyv : «Amit a geometridbol mindenkinek tudnia
kelly, az els6t. De més balhiedelmel is megdéltek. Eppen a
pedagégusok, miivem leghivatottabb birdléi tekintettek el
joindulattal konyvem 4ltalam is j6l ismert gyengéit8l és
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engedték, hogy érvényre jusson a mindnydjunkban kézds
joszdndék.

Jolen konyvem szédndéka ugyanaz, ami az el6bbié volt.
Koényvemnek az a hivatdsa, hogy mindenkinek, aki geo-
metrigval akar foglalkozni, de akinek eddig a szakkényvek,
szigorusdguk és ebbll kovetkezd nehézségik miatt hozzd-
férhetetlenek voltak, legels§ vezetSje és mintegy tdjékozta-
tdja legyen. Leibniz mondotta, hogy a filoz6fia a boleseség-
nek csak el@szobdja. Ennek a mondédsnak viltozataként azt
mondhatndm, hogy e konyv a «geometria eldszobsdjay. Bent,
a megszentelt termekben tartézkodnak a legnagyobbak :
Pythagoras, Buklides, Archimedes, Napier, Descartes, Le-
gendre, Poncelet, Lobacsefszkij, Gauss, Riemann, Beltrami,
Veronese, Poincarsd, Hilbert. s a titkdr az elbszobdban tand-
csokat ad, hogy miként kozeledhetiink a nagyokhoz a nélkil,
hogy azonnal kiutasitdsban legyen résziink.

De nem ez az egyetlen célja konyvemnek, Mésik kényvem
el6szavdban emlitettem mér, hogy soksn vannak, akik mate-
matikai alacsonyabbrendfiség érzésével kiizkédnek, mdsek
elfelejtott tuddsukat akarjék feldjitani és a geometridt ma-
gasabb szempontbdl szeretnék megismerni. Lehetnek tanulék
18, — félve emlitem — akik kinyvemet segédkdényvnek akar-
jék haszndlni. Ezeknek azt akarom a lelkitkre kétni, hogy ha
kétség meriil fel, mindenkor hivatott tandruknak van igaza ;
gzerény konyvemnek semmiképpen sem hivatdsa, hogy az
6 szavaikat helyesbitse.

Nem hallgathator el azt sem, hogy eltérés van e kényvem
68 el6z8 miivem szempontjdbol kezdd és kezd§ kozt. A mate-
matik4t és az algebrdt mintegy a semmibd] lehetett felépiteni,
a geometria viszont nem nélkiilozhet bizonyos el8zetes olomi
matematikai ismereteket, mert ezek nélkiil e koényv tilon-
tal terjedelmes lett volna. De bdven elegend8 az a tudas,
amelyet a kozépiskola harmadik osztdlydbol kikerilt tanuld
magaval hoz és els§ kényvem olvaséi az e kényvemben meg-
kivintakhoz {6l6s tuddssal rendelkeznek. A geometria szem-
pontjabodl azonban semmilyen eldzetes tudds sem szlikséges,
igy tehdt bizom benne, hogy senkit sem tévesztett meg kény-
vem aleire.

A geometria a 19. szdzad eleje 6ta olyan forradalmat élt
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4t, amilyet taldn semmiféle mds tudomdnydg. Természetesen
nem mehettem el sz6 nélkiil e valtozdsok mellett, nem enged
meg ilyent a konyvnek sem cime, sem célja. fgy azt az
brzéet is fel akartam kelteni az olvaséban, hogy a geometria
még nem befejezett egész, folyton fejlédik és halad. Bz pedig
nagy vigasztalds és jelentls biztatds az ember szdmdra.

De most munkéra fel! s mindenkor inkdbb higyjiink a
bebizonyitott igazsdgnak, mint a szerzének, mert esak igy
lehetiink a geometridnak igazi mfveldi.

Eaemont ConeRUS.

A rajzokal Hans Strohofer készitette, a 144—146. képeket
Hars Mohrmann <RBinfithrung in die nichbeuklidische Geometries e,
mfiive nyomsn,






ELSO FEJEZET.

Geometria mindenitt,

A fiatal, alig tizennyole éves Herbert a minap tette le az
brottségi vizsgdt. Teljes sikerrel, iigyhogy valora valt a sziilei
ltal jutalmul kitfizott utazds. Sajnos mér ez is végére jart.
De nem lett volna igazi tizennyole éves ifji Herbert bars-
tunk, ha nem lebegtek volna mdr most szeme el6tt & végére
jér6 nydri utazds halvinyodé kérvonalai kozt a jové 6] fel-
adatai: az egyetem, a tanulminyok, a szabadabb, de fele-
18sségosebb élet.

De ne irjunk most regényt a nagyon rokonszenves, de
egyaltaldn semmilyen kiilonds tulajdonsdggal meg nem 4ldott
ifja bardtunkrol. Eppen az a korilmény teszi személyét szd-
munkra érdekessé és fontossd, hogy dtlagdidk, egyszert,
sziirke dtlagember. ,

Mér emlitettiik, hogy csak néhény nap vélasztotta el a
hazatérést@l. Azonban derék fiatalember volt és -alaposan
kihaszndlta a még rendelkezésére 4116 néhdny szabad napof,
fgy éppen ma mészott meg egy hegyoldalt. Most piheni ki
fdradalmait 6 a hédzigazda erkélyén most kolti el vaesordjit
az alkonyoddé napfényben.

Sz6ljunk néhdny sz6t a hézigazdddkrdl is. Joémodua, gyer-
mektelen sok-sok természetes ésszel megdldott paraszt-
ember & két Greg. De mivel egész eddigi életiik, vagyonkéjuk,
megrendithetetlen egészségitk mindenkor kidlto példdja volt
annak, hogy tudomdny nélkiil is lehet boldogulni, kiesit £6l-
véllrél néztek minden tudomdnyos igyekezetet, taldn kdros-
nak is tartottdk, mint olyasmit, ami megzavarja az egyszerd
és nyugodalmas életet. -

A miésik nédluk lakoé vendég foglalkozdsdt mér értelme-
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gobbnek tartottdk. Fz festf, gondtalanul jérja a vidéket és
& hdzukat 4brdzold, szép képpel ajdndékozta meg Bket.

De még miel8tt megismerndk azt a vitdt, amely minket
témdnk kell8s kozepébe fog vezetni, ismerkedjlink meg rész-
letesen a helyzettel, hogy milyen volt akkor, ama szép nyéri
kés8 délutdnon, ott az erkélyen.

Fiatal bardtunk éppen vacsordjét koltotte el és kézben
mesélt gazddéknak. Flmesélte kirdnduldsdt és t6bbek kozott
megemlitette, hogy kapaszkodds koézben szergéket ldtott.
A gazda hihetének taldlta a dolgot, hisz 8 maga is mér ismé-
telten latott tdvesovével zergebakokat a hegyoldalban. Csak
az nem fordult még el8, — mondta — hogy a £6lénk dllatok a
jért at kozelébe tévedtek. «En magam sem a rendes vton
kapaszkodtam fels, — felelte Herbert bardtunk, «Hol ldtta
akkor a zergéket!y — kérdi erre a gazda felesége. Herbert
egy pillanatig habozva nézte a hegyeket, — j6-j6, ott az a
hely ahol a zergéket Idtta, de hogyan mutassa meg a gazdd-
nak? Ebben & vildgitdsban nem voltak nagyobb szinkilénb-
ségek, — nem igen ldtszott valamilyen feltinébb megkiilon-
boztet8 jel. Ujjal mutogatni — ilyen tdvolsdgbél mér nem
lenne oléggé pontos. «Ceak egy pillanat tiirelmet kéreky —
foleli tehdt. Elkezdi ide-oda tologatni székét, migesak a
kivdnt dolgot meglelte. «fgy 6regem, — mondja nevetve —
iljon egy kiosit ide a helyemre. Nézzen el most a templom-
torony bal széle mellett, ott fonn, kézvetlenill az eresz mentén.
Nos, ha tovdbb néz, a vonal folytatésa éppen azt a helyet
mutatja, ahol a zergéket l4ttam.»

Megldtjuk, megldtjuks — mormogott magiban az breg,
de letilt s vizsgdlodva nézett a megjeldlt irdnyba. Rovid id6
mulva elégedetten kelt f8l. «Nagyon helyes — mondja —
ott mindig van zerge, hisz ott véltanak. Most mér mindent
elhiszek. De nem lehetett valami egyszer(i ott a kapaszkodés!»

«Nem is volt fontos, hogy egyszerti legyeny — felelte Her-
bert. De egyszerre még jobban ki akarta haszndlni diadaldt
8 ezért megjegyezto: «Nos, bebizonyitottam a zergéket, de
bebizonyosodott a lenézett geometria haszna is.

Mi kéze mindennek a geometridhoz? — kérdezte tamés-
kodva az oreg.

«T'6bb mint gondolndy — makacskodik a didk.
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«Nem értem. Do nem innék inkdbb még egy pohdr sbrt ?» —
prébalja més témdra terelni a beszélgetést.

«Azt is szivesen, de csak azzal a feltétellel, ha magdnak
is hoz egy pohdrral és idetil hozzdm. Szépen kiriilnézink a
vidéken, ecsak a vidéket fogjuk nézni, s meglitjuk, mennyi
geometria rejlik mindenben. Piktor bardtunk is ideiil mellénk.
S mindenkinek, aki olyan tdrgyat mutat, aminek nines koze
a geometridhoz, fizetek egy pohdr sort.

«Nem marad atikoltsége, én pedig eladom az egész s6ro-
mety, — nevet a gazda, de elindult a sérskért.

A kovetkez8 6rdkban ijesztd beszélgetés folyt, amelynek
csak egyes részleteit iktatjuk ide, nehogy az olvasd is abba
a szinte beteges dllapothba jusson, mint ez az asztaltdrsashg.
A viddm, virdgzé kérnyék vonalak, gorbék, méretek, szogek,
ardnyok és tantételek kusza szovevényévé alakult 4t. 8 a
didknak nem igen volt alkalma sort fizetni, bdr szivesen
tette, sokszor olyankor is, mikor lehetett volna még vala-
melyes megjegyzése.

De ldssuk, amint igértiik, a felsorolést.

ElsGsorban itt volt maga a sér. Mit jelent egy liter, fél-
liter, hektoliter? A liter {irmérték. Jelenti annak a kockdnak
a tériogatdt, amelynek minden éle 1 deciméter hosszi. Vagyis
10 centiméter. Mennyi egy centiméter? Kgy szdzad méter.
Mi az, hogy méter? Méter a negyed délkor tizmilliomod része.
Mi a délkor? De hisz ezt mindenki ismeri! Minden f6ldgémbén
lathaték a vonalak, amelyek az északi és a déli sarkon met-
szik egymdst Gigy, mint egy narancs gerezdjeinek vdlasazto-
vonalai. Egy ilyennek a negyedrésze a negyed délkér, példaul
az a vonal, amely az északi sarktél Singapore-ig terjed.
(Singapore kb. éppen az egyenlitén fekszik.) A méter tehdt
és vele egyiitt a liter is, mintegy a természethll vett mérték-
egység.

Hat még a s6roshords! Itt kezdddik csak igazédn a geo-
metria! Bonyolult szdmitdsokkal igazolta mér Kepler, hogy
a hord6k szokdsos alakja alig tér el a legkedvezlbb alaktél.
Még utalni sem 411 moédunkban rd, hogy miként, mert ez
mér a legfels6bb matematika és geometria birodalmdba tar-
tozik.

De hagyjuk az drtalmas alkoholt. Forditsuk szemiinket
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a templomtorony felé. Egyszerl a torony, sima, disztelen,
az & hire, hogy mdr ezer esztendeje ott 41l. Igaz-e nem-e,
aligha tudjuk ellenSrizni. Minket ugyis csak az alakja érdekel.
Alul ugyanis éppen olyan széles mint font. Tehdt az élei pér-
huzamosak. De ekérdés tdrgyaldsdba egyelbre bele sem boesét-
kozunk, ez a kérdés mdr kétezer éve a geometridnak leg-
tobbet vitatott tdrgya. Hpp elég bajunk lesz vele tanulma-
nyaink sordn is. Vessiink fel inkdbb egy sokkal egyszertibb
kérdést : hogyan sikeriilt a kémiiveseknek a négy élet pon-
tosan parhuzamosséd tenni? Fiigglon segitségével, feleli min-
den gyerek. Azonban merre mutat a fiiggbon? A f6ld kézép-
pontja fels, — vigja r4 mindenki. De szérnyfi, ismét djabb
rejtélyre bukkantunk, hisz ilyen kérillmények kozt a teroplom-
torony élei nem is teljesen parhuzamosak egyméssal! A fiiggs-
6n Utmutatdsa szerint épiilt templom tornya ezek szerint
fent szélesebb mint lent, a f6ld szinén, hiszen egy olyan
gildnak része, amelynek a esticsa a f6ld kozépontja. Termsé-
szetesen gyakorlathan nem lehet semmilyen eltérést észlelni,
mert a torony 50 méter magassiga teljesen elenyész6 a fold
6,400.000 méteres sugara mellett. Hogy még nagyobb legyen
a zavar, most a fest§ jegyzi meg, hogy még senki sem latta
prhuzamosaknak a torony éleit. Ha a torony aljaban dllunk
68 felnéziink, a torony fent keskenyebbnek ldtszik. Fentrdl
nézve pedig, mondjuk repiil8géprdl, a felsd része latszik szé-
lesebbnek. De ha kint, kériilbeliil a torony {6l magassigi-
ban foglalunk helyet, akkor némi ttlzdssal azt mondhatjuk,
hogy a torony hordéalakanak l4tszik. Vagyis a néz§ mind
felfels, mind lefelé vékonyodni ldtja. Milyen hét valésdgban
a torony? és mit jelent ilyen értelemben az, hogy «valdsdg-
ban? Hit nem a valégdgot 1dtjuk?

Hagyjuk a tornyot. Pihenjik ki fdradalmainkat, nézzik
inkdbb a hegyeket. Ott az egyik csticson kereszt 41l. Nem
kereszt az, mondja a gazda, hanem valami héromlibua fa-
épitmény. Nézzitk meg tévesdvel. Kér, hogy nem abban
maradtam a gazddval. — gondolja Herbert bardtunk —
hogy minden geometriai «esemény» egy-egy pohdr sort
ér, mert most egy egész «koOr» sdrt hozhatna. Az a fa-
épitmény ugyanis hdromszogelési torony. 8 egyszerre hé.
rom kérdés meriil fol. Ellszér is, mire j6 az a hérom-
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szogelési torony? A tornyokat hegytet6kén &s més ki-
emelked§ pontokon szoktdk feldllitani, segitségiikkel készil-
nek a térképek. Hogy miként, az szdmunkra még egyelfre
maradjon rejtély. A hdromszdg, nevébll itélve feltétleniil
valami jelentls szerepet jatszik az egészben. Itt a térkép,
tt a hegyestes, & rajta kis héromszog jelsli a faépltmény
helyét. De még valamit létunk a térképen. Ide van irva, a
héromszog mellé a hegy magassiga, 1782 méter. 1782 méter
a tenger szine {616tt. De hogyan mérik meg ezt a magassdgot?
«Geometriai itom, nevet a didk. De nem elégszik meg ezzel
az egyetlen gonoszkoddssal, hozzaflz mindjért egy mdsodi-
kat. «A tdvesd nélkiil rd sem jottiink volna, hogy az ott hdrom-
8z0gelési pont. De mi a tdvesd ?» (Miiszers, — feleli a gazda —
de bizonytalanul cseng mér a hangja. Igaz, — feleli a didk —
miiszer. De ez is geometridt rejt, mert a tervei a geometriai
elvek és szdmitdsok alapjdn késziltek. Geometria nélkil
még optika sem léteznék.»

Lement a nap. A hegyek biborszint tltenek, de a gonosz
didk itt is megjegyzi, hogy ez sincs geometria nélkil : a vissza-
ver8dés torvényeinek is a geometria az alapja és a nap suga-
rainak visszaver6dése idézi el§ kozvetve a hegyesiiesok gyo-
nyor alkonypirjét.

Hjjel lett. A hold és a csillagok megjelentek az égen és
a didk ez alkalommal megemliti, hogy idémérésiink is ossze-
figg a geometridval, a csillagok pdlydit geometriai térvény-
szerliségek alkalmazdsdval lehet meghatdrozni. A hajézds,
a kozlekedés a geometria gombfelszinre vonatkozd ismereteit
alkalmazza, amikor a tengeren a legrévidebb utirdnyt keresi,
a szdrazioldon pedig az utakat és a vasuti palysdk helyét
kittizi. De minden gép is «tartalmazs geometridt, szerkezeti
olemei is, de az elkészitéséhez nélkilozhetetlen rajzok is.
De mindezeken t1l, a hatdrok, hatdrjelek, hdzak, kutak,
edények, buatorok, a méhek sejtjel, a kristdlyok, minden ami
szemiinkbe o6tlik, s6t szemiink maga is geometriai Gssze-
fiiggésekre utal.

Derék vendéglsiinkkel egyiitt érziink és megértjilk, hogy
zavarban vannak. Egyik pillanatban azt hissziik, hogy a didk
talzott, mindent a feje tetejére allitott, dssze nem tartozé
dolgokat kapesolt ¢ssze geometria 6rve alatt, nehogy soért



15

kelljen fizetnie, de a mésik pillanatban mér neki adunk igazat,
s magunk is rejtéz8 geometriai tulajdonsdgok gyiijteményé-
nek l4tjuk a vildgot és kiilondsen az tlinik fel, hogy nem csak
a térgyak kapesolédnak a geometridhoz, hanem az olyan
jelenségek is : mint a titkrozés, viztitkor, hajnalpir és esillag-
zatok.

De ne béleselkedjiink most sokat, ldssuk inkdbb, mi tor-
tént mésnap délelbtt ugyanezen az erkélyen. Béven lesz anya-
gunk a kutatdsra és a gondolkodésra. His esak azutdn fogunk
gondolkozni, hogyan oldjuk meg azt a csomét, — amelyes
magunk kotoéttiink — lehet&leg egyszert médon, hogy legaldbb
valamelyes el6zotes képiink legyen a geometridrél. Majd ha
ennyire jutottunk, igyekezni fogunk azt a tuddst elsajétitani,
amellyel kinzé kérdéseinkre vélaszolni tudunk.

MASODIK FEJEZET.

A miletosi Thales tavolsagmérdgje.

Mésnap délelftire kiilonos véltozds mutatkozott tdrsasd-
gunk minden tagjdnak gondolkoddsdban. A didk rég elfeledte
tegnapi geometriai propaganda-beszédét s vitorldsesénak-
kirdnduldsra készilt. De nem dgy a festd és a vendéglds.
A festd hamarosan célozgatni kezdett beszélgetésiinkre, de
csak egy allegorikus mesével mert el6hozakodni. A vendég-
18s6n viszont megldtszott, hogy nem tudta a beszélgetéds le-
sujt6 hatdsdt olyan konnyen venni, mint a festl, égett a
végyt6l, hogy minél el6bb kiszedhessen 1jbdl valamit a didk-
bol. Hgészen zavarban volt, mér nem tudta, mit kérdezzen,
nem tudta, mire legyen inkdbb kivdnesi: a mindeniitt jelen-
l6v6nek 14tszé tudomény gyakorlati kévetkezményeire vagy
a tegnap hallott rengeteg, érthetetlen szakkifejezés magya-
rézatdra. Igy tehdt, amint a didk reggel elfkeriilt, azonnal
odatilt az asztaldhoz, hogy egyik-mdsik szakkifejezés jelen-
t686t megmagyardztassa maginak.

Nem fogjuk a beszélgetést szészerint feljegyezni, csak a
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lényegét. Geometria a ge és metron gorog szavak Gsszetétele,
ge f6ldet, metron mérést jelent. Geometria tehdt a f6ldmérés
tudomédnydnak l4tszik ; pedig még hazdjdban, Gorégorszdg-
ban sem foglalkozott a nevében foglaltakkal. Inkdbb azokkal
a tudoményos eszkdzdkkel, amelyek segitségével a geodézia
a foldet mérte. Még ma is geodézia annak a tudomdny-
nak a neve, amely méréselkel é8 a mérési eredmények
teldolgozdsdnak segitsdgével a térképrajzolishoz és a fo6ld
felszinével kapesolatos egyéb problémdhoz sz adatokat szol-
géltatja.

Létjuk tehdt, hogy a geometria sz6 értelmének alig van
valami koze ahhoz, amivel a «geometria tudoményas fog-
lalkozik.

Léssuk most, mi tortént ezutdn az erkélyen. Meglehetfsen
-messze kint a tavon tszik egy tgynevezett vildgité boja.
Nagyon j6l ldtszott az erkélyrdl. A vendéglds, aki szemldto-
mést egbészen betege lett a geometridnak, egyszerre csak
Kijelenti, hogy nem lehet nehéz a b6jdnak a t6lik mért tdvol-
sdgdt geometriai eszkodzokkel meghatdrozni. Ugyanazt a
mfiiveletet kellene esak alkalmazni, amely a hegyek magassd-
génak meghatdrozdséra szolgdl.

86t kénnyebb — {feleli a didk. — Tekintve, hogy a viz
telszine vizmszintes sfknak tekinthetd, sok nehézségtll meg-
szabadulunk. Cesak azt az egy adatot kellene tudnunk, —
folytatja — milyen magasan van az erkély a viz szine f616tt. —
Megmondhatom — feleli a vendéglds, a hézbol irdsokat hoz
ki és megdllapitja belélik, hogy az erkély magassdga a t6
szine f616t5 pontosan 87 méter és 49 centiméter. Azért tudja
ezt ilyen pontosan, mert a kézelmulthan kutat 4dsatott és a
koltsdgvetések éppen ezen az adaton alapultak, hisz a kélt-
ségek a kat mélységével ndvekednek.

A koévetkez8 6rdk bédmulattal t6lt6tték el s didk tanft-
vényait. Ugyanaz a tudomdnyos izgalom {étdite Oket,
mint egykor Miletos lakéit a Kr. e. hetedik szdzadban,
amikor & hét gérég boles egyike egy magaslaton a kiksts
kozelében a késbbb r6la elnevezett tdvolsdgmérbt elGazér
feldllitotta.

Most ldssuk azt a mfiszert, amelyet a fest6 és a didk
«Thales utdn szabadon» dsszedllitott. Azonnal egéez sorozatét
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fogjuk megismerni a kiilénféle alapvet§ geometriai felada-
toknak.

Létjuk, hogy a két miivésziink egy fényképezbgép allvd-
ny4t haszndlta fel és arra erdsitette a szerkezetet. Vigjunk
kissé elébe a dolgoknak és emlitsitk meg, hogy minden
mfiszert vagy térgyat, amelynek biztosan kell dllnia, hdrom
ponton szabad esak megtdmasztanunk. Hérom pont, ha nem
esik véletlontil egy egyenesbe, mdar teljesen meghatéroz egy
gikot, s ezzel egy merev tdrgy helyzete is rogzitve lehet.
Bzért szokds azt mondani, hogy elméletileg is a leghiztosabb
iilfalkalmatossdg a hdromldba varga-szék, mert nem inoghat
és esak ritkén borul fel. Ha negyedik tdmaszpontot ig alkal-
mazunk, akkor ez is beleeshet az elsd harom altal meghatéro-
zott sikba, de nem kell beleesnie. Mindenki tapasztalatbol
tudja, mennyi bossztisdgot okozhat az ingd négyldbd asztal,
sz6k vagy szekrény és hogy az egyik ldb ald helyezett papir-
darabkakkal, faforgdecsal kell és lehet a négy 14b végét egy
sikba hozni.

Lelkiismeretes matematikusok megnyugtatdsdra megem-
litjuk, hogy most még nem tudoménnyal foglalkozunk.
Nem, a szabadban, a vendégll erkélyén beszélgetiink, az
cseményeket szemléljik é3 mindennapi nyelven beszéliink
roluk. Nem sokat torédink azzal, hogy mit is jelent az a
pont, egyenes, sik, szog, mert feltételezzilk, hogy mindenki
csak fog valami nagyjab6l megfelel§t gondolni, ha ezeket a
szavakat hallja. Nem fontos, ha szdmdra a pontot egy
nagyon finom tliszirds jelenti, az egyenes egy ceruzavonal a
papiron vagy egy kifesmitett cérnaszdl, a sik példdul a padls
vagy a viz felszine, a szdget meg csak egy ollé két szdra meg
s forgdspontja jelképezi szdméra. De még minden szdndéko-
san nagyon bizonytalan, pontatlan. Nem akarjuk mostani
tuddsunkat pontos meghatdrozdsokkal terhelni, tov4bbi
tanulményaink sordn e kifejezéseknek és még sok més
kifejezésnek a helyes értelmét szervesen fogjuk megismerni.

De térjunk vissza végre tdvolsdgmérénkhéz, hiszen csak
annyit mondtunk eddig réla, hogy egy fényképezdgép
allvdnydra szereltitk fel. Ldssuk inkdbb most készen,
rajzban.

Colerus : Pont. 2
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Szerkezetiink lényege két rid. Egyik mereven kapesols-
dik az alaphoz é8 mindenkor vizszintesen fekszik, ez a mérd-
rad ; ezt a vizszintességet a végén 16g6 figgbon és egy derék-
8z0gll fa-rajzhdromszog segitségével mindenkor ellendrizhet-
jik. A mdsik rad, az irdnyrad mozgathaté — egy tengely
kérial foroghat — és a l6fegyver irdnyzGberendezésdher
hasonld szerkezetet visel. N a nézéke, € a célgimb. Helyette,
pontosabb kivitelnél, fondlkeresztes tévesdvet is alkalmaz-
hatndnk, gy ahogy a vadaszfegyvereken szokdsos. De még
egy igen fontos alkotérész van hétra : az Gsszekotérad vagy
réviden a kapoes. A kapoos két végén egy-egy hiively van,
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a fels6 a mérérudat fogja koril csfsztathatén, a mésik az
irdnyrudat. A felsd hiively biztositja, hogy a kapocs minden-
kor merdlegesen alljon a mérdridra ; igy, ha mérni akarunk
a szerkezettel, nines egyéb teenddnk, mint az irdnyrtddal
gondosan megcélozni a mérendS tdrgyat, ebben az esetben
a béjat. A kapoces miatt az irdnyrad nem mozoghat szabadon.
Tehdt az az eljirds, hogy mindaddig mozgatom a kapoes-
rudat oda-vissza, amig az irdnyrid pontosan a célra, ebben
az esetben a bdjira mutat. Ezutdn mér nines més teendbnk,
mint a mérériadon leolvasnunk, hogy a kapocs hitvelyének
kozepét mutato jel milyen beosztdsnal 4ll. Tegyik fel, hogy
a leolvasds eredménye 12-4. Ha ezt a 124-et a feldllitdsi hely
tészintfeletti 87°49 méter magassdgdval megszorzom, akkor
megkapom a bdja tdvolsdgdt. Bz a tdvolsdg tehdt
12-4 ¢ 87-49=464-876 méter,

vagyis koriilbelil 465 méter.

Bardtunk ellendrizte a szdmitds eredményét a térképen
és kiderillt, hogy a szdmitott eredmény megfelel a valosdg-
nak. A tdvolsdgmérs tehdt alighanem helyes elven alapul.
De ne esak utaljunk erre az elvre, hanem vizsgdljuk is meg
alaposan. :

Léssuk elészdr egy vézlaton az egész helyzetet.

Mérgrud
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A geometria nyelvén szélva, két hasonlé héromszog

keletkezett. A nagyobbik hdromszog részei a mfiszer helyé-

nek M magassiga a t6 szine felett, az drdnyvonalnaky a
2%
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mérérad forgdspontja és a boja kozdtti része bs végiil a bbja
T t4volsdga. A kisebbik hdromszég a kapoeshdl, tovdbbs az
irdnyradnak és a mér8radnak a forgdspont és a kapoces
kozotti részébdl 4ll. Bgy pillantdsra észrevehetjiilk, hogy a
kis hdromszog a nagynak mintegy kicsinyitett mdsa, modellje.
Két vagy t6bb idom alakjdnak egyenl8ségét, ha a méreteik
kilonb6z6k, a geometria hasonlésdgnak nevezi. lgy a nagy
hdromszog és a kicsi hasonlé egymdshoz. Ha azonban két
idom hasonlé egymdshoz, akkor megfeleld részeinek viszonya
is foltétleniil egyenld. fgy ha egy kis emberalakot mintézok
és az ember magassdga o fejmagassdg hétszerese, akkor a
modell magassdga is feltétlenil a fejmagassdgdnak hétszerese
lesz. Kiilonben a modell nem hasonlitana az eredetihez, azaz
nem volna hozzd hasonlé. Meg is fordithatjuk ezt az ossze-
figgést : akkor hasonlé két idom, ha minden megfelels
alkotérésze ardnyosan kisebb vagy nagyobb. Levonhatjuk
tovdbbd azt a kdvetkeztetést is, hogy hasonld idomok alkoto-
részeinek nagysdgviszonya teljesen fiiggetlen az alkotérészek
valodi nagysagdtol. Kzt a tételt a perspektiva vagy a helyes
latds torvényének is nevezhetjiik. Ha egy mozdony kéménye
a mozdony magassdgdnak tizedrésze, akkor a kéménynek
141326 magassdga hisz méterrbl éppenigy tizede lesz a moz-
dony ldtsz6 magassdgdnak, mint két kilométerrSl, habdr a
mozdony ilyen tévolsdgrél mér egészen aprémak latszik.

De erre még lesz alkalmunk visszatérni. Egyelre dlla-
pitsuk meg, hogy két hdromszdgiink hasonls, tehdt a nagy
héromszog alkotérészeinek a viszonya ugyanaz, mint a kis
héromszog alkatrészeié. De ha ex igaz, akkor az M magassag
gy ardnylik a T tédvolsdghoz, mint a kapoes a mérfrad
forgastengely és kapoes kozdtt levd részéhez.

Most olyan mesterfogdst alkalmazunk, amellyel még
gyakran fogunk taldlkozni. A kapoes hosszdt egységnek
tekintjitk és ezt haszndljuk a mérérad beosztdsdra. Miért
tekintjitk egységnek? Igaz, centiméterben is mérhetndk, s
akkor a mér8radra is centiméterbeosztds keriilne, tekint-
hetném valamilyen tetszésszerint vdalasztott hosszegység
héromszorosdnak is, vagy 245-8-szeresének, de, mint azonnal
kideriil, egységnek venni a legkényelmesebb.

A mérfridré] tehdt most kozvetleniil leolvashatjuk, hogy
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a kapoesig terjed8 része hényszorosa a kapoes hosszdnak,
azaz a kapoes hosszat hényszor lehet a merfradra rédmérni.
Léssuk most a nagy hdromszog megfelels alkotérészeit.
A mérbridnak megfelel a tdvolsdg, a kapoesnak a magasség.
A hasonlésdg kovetkeztében tehat a tdvolsig, (T) ugyan-
annyiszorosa a magassdgnak, mint a mérérad «rvényes»
része a kapocsnak. Mivel azt, hogy a mérlrid @rvényes»
része hdnyszorosa a kapocsnak, koézvetleniil le tudtuk ol-
vasni (124), a magassdgot (3749 méter) csak meg kellett
szoroznunk ezzel a szdmmal, hogy a tdvolsdgot megkapjuk.
(12-4 X 87°49=464-876.)
De ardnylat alakjdban is felirhatjuk 4llit4sainkat :

m(érérad) : k(apocs) = T'(4volsdg) : M(agassig)
A kapoes hosszdt egységnek vettilk, ebben az egységben
mérve a mérSrad 12-4 hosszinak adédott, a magasség pedig

87-49, tehdt
12:4:1 =1T:3749.

Az ismeretlen T' beltagja az ardnylatnak, nagysdgdt meg-
kapjuk, ha a kiltagok szorzatdt elosztjuk az ismert bel-
taggal. Az eredmény ugyanaz, mint el6bb, természetesen,
de itt is kideriil, hogy mennyire megkénnyitette a szdmoldst,
tehdt milyen elfnyés volt a kapoes hosszdt a tdvolsdgmérdn
egységnek tekinteni.

HARMADIK FEJEZET.

Eldzetes megjegyzések a haromszdégekrdl és a
parhuzamosakrol.

A tdvolsdgmérével kapesolatban érdekes volna megemlé-
kezni a mérési hibdkrsl és arr6l is, milyen médon lehet
hatdsukat a lehet@séghez képest csokkenteni. Nem volna
érdektelen Gausg hibaelmélete sem, de mindez mér messze
til van tdrgykoriink hatérain. Hagyjuk tehdt, hisz a tdvolsdg-
mérd targyaldsa sordn sokkal fontosabb, alapvet geometriai
probléma bukkant fel. A matematika oldaldrél megyiink neki
a kérdésnek. Folirtunk a tdvolsdgmérdn keletkezett két héror-
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szog alapjén egy ardnylatot. Szerencsére egyik tagjdt meg
kellett hatdroznunk és igy eleve biztosak lehettiink, hogy a
kiszdmitott taggal kiegészitett ardnylat helyes lesz. Csupan
az a kérdés, igaz volt-e az a feltevésiink, hogy azm : k=T : M
ardnylat helyes? Hogyne, hisz a két hdromszég hasonlo!
De néhdny mondattal kordbban kijelentettiik : a hdromszégek
sremlatomdst hasonlék és éppen arrdl vettiik észre a hasonlé-
gdgot, hogy az oldalak ardnyosak! Nem, ilyen okoskoddssal
semmire sem megyiink! A hasonlésdgot mds kritérium alap-
jén kell megillapitanunk. Ha az oldalak arinyosak, akkor
a héromszogek bizonyosan hasonlék, de ne akarjuk akkor
a feltételeket tanulsagként levonni! Segitségiil hivhatndnk
perspektiva-térvényeket is, a hdromszogeket pdrhuzamos
stkokkal metszett gila sikmetszeteinek tekinthetnfk, de
ilyenre még nem vallalkozhatunk és ilyen bonyolult krité-
riumnak most nem volna sok értelme. Egyszertibb az az 4lli-
t4s, hogy két haromszog akkor hasonlé, ha megfeleld szogeik
egyenl8k. (Liényegében ez is visszavezethetS az el6bbi —
guldval kapesolatos — 4llitdsunkra.)

Kutat6dtunk mindinkdbb izgalmassd valik. 8 megjosolom
olfre a szomort eredményt : a legkozelebbi percekben még
mélyobbre sillyediink az ingovdnyban. De igy helyes, mert
anndl nagyobb 6rémet fog szerezni, ha az elmilt évezredek
geometria tudoésainak vezetésével végiil megérkeztink az igaz,
helyes geometria virdnyaira. Félig elfelejtett iskolai tanul-
ményainkat felhaszndlva, nyugodtan kapaszkodjunk, bar-
mennyire veszélyesnek ldtszik is a mocsdr. Hl8szor rajzoljuk
fol ismét tdvolsdgmérlnk v4zdt, de most mér csak puszta
geometriai vonalakkal.
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A nagy héromszég szogei R, « 6s 8.1 Az R betiivel jelolt
2z0g bizonyosan derékszog, hisz magassigon mindig fiiggbleges
magassdgot értiink. A derékszognek a kis hdromszogben
ismét derékszog felel meg, a mérérid és a kapocs bezérta
sz6g. Fmlékezzink vissza, mikor a tdvolsdgmérGt épitettiik,
éppen erre kellett tigyelniink. A fiigg6ont azért alkalmaztuk,
hogy figyelhessiink arra, hogy a mérérid és a mérendd T' ta-
volgdg pirhuzamosak legyenek. Az irdnyrfidnak megfeleld
vonal metszi ezt a két parhuzamost és ezzel ugynevezett
vélt6szogek keletkeznek, amelyek egyenlSk egymdssal. Most
még higyjik el, lesz alkalmunk igazoldsdval taldlkozni. »

gy mér meghatdroztuk héromszogeink két-két szogét ;
harmadik szogik szitkségképpen egyenld, hisz a hiromszog
szdgeinek Ogszege — emlékezziink iskolai tanulményainkra —
180°, teh4t a harmadik szégre egyik hiromszdghen ugyan-
annyi marad, mint a médsikban. Igy — bér nehézkesen —
bebizonyitottuk, hogy & két hdromszég megfelel§ szdgei

&
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b. 4bra.

egyenlGk. De ha a két hdromszog megfeleld szégeinek egyenls-
56gbbll kovetkestethetiink hasonlésdgukra, akkor joggal
irhatjuk fel az oldalakra alkalmazott, a hasonl6ségbol kovet-
kez8 ardnyossdgokat. A szogek egyenlésége alapjan kimond-
haté hasonlésdg val6ban igen fontos tétele a geometridnak,
820g-820g-520g tételnek is nevezhetjik, roviden 888 téteinek.

1 E a derékszdg smokisos jele, a latin rectus angulus kifejezés
kezdébetiije. :
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De hova lett az «ingovdny», amsellyel el6bb fenyegetSztiink?
Tiirelem, azonnal kideriil, hogy nem szabadultunk meg t4le.

Ha megint végiggondoljuk eljardsunkat, akkor réjoviink,
hogy tételeket alkalmaztunk és egyik tétel szmiikedgszerfien
kovetkezett a mdsikbol. 8 az egbsz gondolatmenet két tételen
alapul. Az egyik parhuzamos egyenesek sajdtasdgait taglalja,
a mdsik szerint a hdromszdg belsS szdgeinek &sszege 180°.
Léssuk el8szér a masodikat. Az iskoldban ezt a tételt a kovet-
kezdképpen bizonyitottdk be. Huzzunk valamely héromszég
egyik cstiesdn keresztill a szembenfekvd oldallal pdrhusza-
most. Bzzel a pirhuzamosokat metsz8 egyenesekre vonatkozé
tétel alapjdn a hdromszognek mintegy valamennyi szdgét
Osszegyiijtottitk az egyik cstcspont koré. Azaz a fentemlitets
estics kortil taldlhatok olyan szigeket, amelyek a hdromszdg
szOgeivel azonosak. Az mér azutdn nem szorul bizonyitdsra,
hogy a szbgek Osszege 180°, mert a 180° nagysdgi szdgnek
éppen azb a szdget nevezzilk, amelynek két szdra egyetlen
egyenesnek két része.

6. 4dbra.

Roéviden, az a szég helyén marad, a két, g-val jolsls, szog
viltoszog, tohdt egyenll, a két, y-val jelolt, szog tgyszintén.
A fentebb mondottak szerint tehdt osszegiik 180°.

M4sképpen is bizonyithatjuk, hogy a héromszog belsd
grOgeinek az Osszege 180°. Igaz, ez a bizonyitds egy hatdr-
esetre vonatkozik, igy nem tekinthetjilk egyszerdien altaldnos
érvényfinek. De ldssuk legaldbb ezt a hatdresetet. Senki sem
vonja kétségbe, hogy egy téglalap bels6 szbgeinek az Osszege
860°. Ez mdr a téglalap meghatarozdsabol kovetkezik, mert
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azt a négyszdget nevezziik téglalapnak, amelynek mind a
négy sz0ge derékszog, azaz 90 fok. Ha téglalapunkat 4t16-
val ketté vdgjuk, két hiromszdget kapunk és ez a két hdrom-
szog egybevigé. Egybevdgd, vagyis nem esak hasonlo,
hanem még egyforma méretl is. Vagyis nemecsak az alakja,
hanem a nagysiga is egyforma. Egybevigd idomokat kells-
képpen eltolva, esetleg 4tforditva mindenkor egymdsra
helyezhetiink. Ebbél az is kivetkezik, hogy megfelels alkoté-
részeik egyenlSk, hisz ha a szogek vagy az oldalak koziil
valamelyik nem volna a médsik hdromszég megfelels oldald-
val egyenld, akkor a két hdromszget nem lehetne egymésra
fektetni,

b
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7. gbra,.

gy tehdt a két hdromszog szogeinek az Gsszege is saiikség-
képpen egyenlS. De ha a szogek Osszege egyenl6 és a két
dsszeg egyiitt 860°, akkor bizonyos, hogy egyre-egyre csak
180° juthat. De birhogyan esfirém-csavarom is a bizonyi-
tdst, mind az el8bbit, mind ezt az utdbbit, valamilyen médon
feltétloniil pdrhuzamosakra vonatkozo tételre bukkanok. Ha
a két hdromsz6g egybevigésdgit be akarom bizonyitani,
akkor példdul arra kell hivatkoznom, hogy parhuzamosak
kozt pirhuzamosak egyenlk. (Ez a tétel téglalap esetén
szemmel l4that6.) Tehdt az a-val jel6lt oldalak egyenlék,
Ggyszintén a b-vel jeloltek, a két hdromszdég c-vel jelols
oldala pedig kozos. Ha két héromszég megfeleld oldalai
egyenl6k, akkor a két hdromszdg egybevags. (Mint 14tni fog-
juk, ez a tétel ama feltételek egyik legfontosabbika, amelyek
alapjdn héromszdgek egybevdgésdgdt felismerhetjiik ; oldal-
oldal-oldal tételnek, vagy réviden OO0 tételnek is nevez-
hetnék.) Ha nem akarom a pdrhuzamosokra vonatkozé fen-
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tebbi tételt haszndlni, akkor a szdgeket kell szemiigyre ven-
nem. Az egyenl§ derékszégeken kivil fel kell fedeznem,
hogy vélt6észdgeket taldlhatok, de ezzel ismét a pérhuzamo-
sokra vonatkozd egyik tételt alkalmaztam. Nem tudom tehdt
a pirhuzamos egyenesek tulajdonsdgait mellfzni. Kzért
mondjdk, hogy ha feltételezzilk, hogy valamennyi derékszdg
egyenl, akkor a pirhuzamosakra vonatkozo tétel és az az
allitds, hogy a hdromszdég belsd szogeinek Osszege 180°,
egymdssal egyenld értékll, ekvivalens. KEgyenld értékiiek-
nek, ekvivalenseknek olyan ldtszélag egyrméstdl killonbozé
dolgokat neveziink, amelyek kévetkezményeikben egymdst
toljesen helyettesithetik. De az egyenl8értékiiség jelentésébre
a tapasztalat fog minket legjobban megtanitani.

Féradozdsunknak egy eredménye bizonyosan volt: be-
l4ttuk, hogy valamilyen dton-médon mindenkor a pérhuza-
mosakra vonatkozo tételre bukkanunk. (Ezt a tételt egyéb-
ként ¢Fuklides postuldtumas néven is emlitik.) A tétel
maga, eredeti formdjdban, kérialbelil igy hangzanék : «Vala-
mely egyenessel, egy kiviile fekvd ponton keressztiil, minden-
kor hiizhaté pirhuzamos egyenes, de mindenkor esak egy.
Pirhuzamosak azok az egyenesek, amelyek nem metszik
egymast, bdrmennyire meghosszabbitjuk is Sket.»

Ez a tétel teljesen vildgosnak é3 magatol értet8dének
l4tszik, de barmennyire természetes is, hogy példdul egy sin-
part kifektethetiink egy siliban, ameddig esak akarjuk, anél-
kiil, hogy a singzdlak egymdst messék vagy csak kozeledje-
nek is egymdshoz, mégsem sikeriilt ezt a tételt tokéletesen
bebizonyitani vagy akdr mds tételekkel valé sziikségszerd
osszefiiggését kimutatni.

Az id6k folyamdn ez a tétel szinte matematikai botrdnnyd
dagadt. Ismételten azt hitték, hogy végre sikeriilt megfogni,
de mindannyiszor kidertlt, hogy nem hibdtlan a bizonyitds.
Mig végre a XIX. szdzad elején egyszerre tobb ldngeszll
ember rdmutatott, hogy az euklidesi posztuldtum nem bizo-
nyfthat6, s6t nem is dltaldnos érvénydt.

De tulzottan elébevignidnk tanulmdnyainknak, ha mér
most foglalkozndnk az dgynevezett nem-euklidesi geometridk-
kal. Mostani fejtegetéseinknek esupén az volt a eéljuk, hogy
a pehézségek egylk oldaldt megmutassdk.
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Nagy mértékben zavar minket az is, hogy geometriai
fogalmaink tisztdzatlanok. Nyugodtan mondhatnok, hogy
eddig kapkodtunk, azt hoztuk fel, hogy é&llitdsunk néha
szemmel 14thaté, mdsszor bizonyitgattunk s nem tudjuk,
mi is az a bizonyitds ? Vajjon csak agt ssmabad elhinniink,
aminek a bizonyitésa logikai Gton sikeriilt, vagy hitelt adha-
tunk annak, amit ldtunk ? Mi is az a geometria? hogyan van
jogunk geometriai tételeknek dltaldnos érvényt tulajdoni-
tani? A geometriai igazedgok tapasztalati tények vagy emberi
kitaldldsok? a geometriai érzék taldn veliink sziiletett?

Alighanem rosszul fogtunk a dologhoz, kiilénben nem
okozott volna olyan egyszerd szerkezet, mint Thales tdvolsdg-
mér8je, ilyen bonyodalmakat. 8 teljes lesz zavarunk. ha
elgondoljuk, hogy még ennél az igen pontatlan mfiszernél is
elvi hib4t kovettiink el. Megieledkeztiink ugyanis arrdl,
hogy a Fo6ld gémbalakti és igy azok a tételek, amelyeket
alkalmagztunk, nem helyt4llok. Igaz, ezeket a hibdkat szdmi-
téssal ki lehet kiiszo6bolni, de semmi esetre sem egyszerfien
és a helyes szdmoldshoz sziikebges tuddsnak egydltaldn nem
vagyunk még birtokdban. De azt sem szabad elfelejteniink,
hogy a t6 felszinét, a hulldmoktél eltekintve, bizvist tekint-
hetjitk sfknak, mert nagy a Fold és kis tdvolsdgokon nem
észlelhetnfk a sik 63 gémb eltérését. Egyeldre nyugodjunk
meg ennyiben, ldssuk inkdbb, eddigi tapasztalatainkon
okulva, hogy mi a geometria célja, feladata és mik az esz-
kozei, hogy azatdn alapelemeibll kiindulva felépithessiik
egész tuddsunkat.

NEGYEDIK FEJEZET.

Helyzetgeometria. Mértékgeometria. Tér.
Kiterjedés.

Bizonyira mér eleinte is feltfint, hogy két, egymdstdl
alapjukban véve is kiilénboz8 eljdrdsmédot haszndlunk
problémdink tdrgyaldsdra. Egyszer teljesen figyelmen kiviil
hagytuk geometriai idomaink méretet, esak alakjuk érdekels
és egyméshoz viszonyitott helyzetilk. Azutdn egyszerre
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megint érdekeltek, az alakkal Osszefiiggésben, bizonyos
idomok méretei, példdul a szégek nagysdga. Vagy a hdrom-
szogek oldalai hosszdnak viszonya. Egységnyi tdvolsdgokat
jeloltiink ki, ilyen volt a kapoes hossza, vagy a méter, s Ggy
fogalmaztuk meg a kérdést, hogy mds tdvolsdgok hdnyszor
tartalmazzak ezt az egységet, hany ilyen egységhél lehet a
masik tdvolsdgot oOsszedllitani., Bzt a miiveletet mérésnek
neveztiik. 8 mérés kozben a geometridt és az aritmetikét
egyméshoz ftiztiik, s nem t6rdve semmivel, killonféle szdmi-
tasi eljdrasokat, példdul ardnylatokat, alkalmaztunk tdvolsé-
gokra, tehdt geometriai fogalmakra. Hsziinkbe sem jutott
ilyesmi példdul a parhuzamossig térgyaldsakor. Ott csupdn
a helyzetr8l volt sz, s legfeljebb még egyenl@séget vagy
kiulénboz8séget dllapitottunk meg (példdul a vdltdszdgek
egyenlGségét). Nem mértink semmit. Ugyanis nem tekint-
hetjik mérésnek azt az allitdsunkat, hogy az egyenes szdg
180°, mert az egyenes szdget nagyon j6l felismerni tudom
akkor ig és kitlinen meghatdrozhatom, ha mitsem tudok
arr6l, hogy szdget fokkal szokds mérni.

Sejtjuk immdr, hogy a geometria kétféle feladatesoporttal
foglalkozik : az idomok kolesénés helyzetének megéllapitdsd-
val és vizsgdlatdval, tovdbba az idomok méreteinek meg-
hatdrozésdval.

Fhhez a beosztdshoz szigordan ragaszkodni akarunk.
Valéban van tGgynevezett helyzetgeometriay és «mérték-
geometriay. B két feladatkor Osszekeverése, majd pedig az
egyiknek a mdgik rovdsdra tortént fejlesztése sok bajt oko-
zott a geometria térténete sordn. 8 csak Leibniz (1646—1716)
tejtette ki egyik — kortérsait6l alig értett — kis munkéjé-
ban! feljesen wvildgosan a helyzetgeometria elvét. Tobb
mint 100 évbe telt, mig elgondoldsdt valoban kéveini sike-
riilt. De Monge, Poncelet, Grassmann és még sok mds tudods
kellett ahhoz, hogy a geometridnak ez az dga fejlédésnek
induljon. 8 az 6 munkédssdgukon éptlt a modern geometria
biiszke épilete.

De itt is el kell halasztanunk a kozelebbi 63 pontos kuta-
tdsokat. Mert egyelfre — més szempontb6l — nyakig benne

1 Zur Analysis der Lage (Math. V., 178. kév. L.)
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vagyunk az iszapban. Eddig ugyanis szdndékosan esak olyan
homalyos és kozkeletli kifejezésoket hasznéltunk, mint
«geometriai dology, «geometriai idom» és elbszor itt kell
valamelyes rendet teremteniink, hogy tovébb juthassunk.
Mi még bizonyos fokig kedvez§ helyzetben vagyunk, mert
csak bevezetést adunk és nem az exakt tudomdnnyal foglal-
kozunk. fgy kénnyen tultehetjilk magunkat a minden oldal-
r6l rdnk rohané problémékon, nem kell a finom rendszere-
zésre, szisztematikdra tgyelniink, hanem akdrhol hozzéfog-
hatunk. Hogy milyen tton, milyen eszkézokkel mészunk ki
a moesdrbol, egyremegy. Hisz ha mér tilsdgosan terhiinkre
van a rendszertelenség és a geometriai pongyolasdg, segitségiil
hivhatjuk tudoményunk legnagyobb mestereit.

Nyugodtan beszélhetiink tehdt geometriai idomainkrél.
De 6vést jelentiink be. Tovdbbra sem fogunk szigort meg-
hatdrozdsokat alkalmazni, sokkal eldnyosebb szdmunkra; ha
a dolgokat, amelyekrdl kés6bb még tgyis dllanddan szé lesz,
nyugodtan, minden oldalr6l szemiigyre vessziik.

Ehhez azonban egy el6zetes kérdést kell tisztdznunk.
Mi az oka, hogy a vilagot a geometria &t- és 4tszovi? Ennek
bizonydra mélyebb oka van. 8 meg is adhatjuk ezt az okot.
A geometria ugyanis a térrel foglalkozé tudomdny. S min-
den, amit ismeriink a térben van, vagy helyesebben minden-
ben, amit esak elképzelink, benne van a tér. Az mdr a filo-
z6fidra tartozik, hogy mi is tulajdonképpen a helyzet a térrel,
vajjon a tér csupdn szemléletiink kévetkezménye-e és mi a
dolgokat csak a térbe helyezve tudjuk elképzelni, vagypedig
a tér és a térbeliség (kiterjedés) a természetnek és a dolgok-
nak alapvet6 tulajdonsdga s mi csupdn tapasztalat atjén
ismertitk meg. Régi vitakérdése ez az elmult évezredek filo-
zofidjdnak, a régi indusok 6ta mind a mai napig sokan,
koztik Platon és Aristoteles, Descartes és Kant, Poincaré és
Carnap foglalkoztak vele. Minket ez az ismeretelméleti kér
dés nem foglalkoztat, ha még oly érdekes is; megnyug-
szunk abban, hogy tér van.

Tehdt mi az a tér? Nagyon durva szemléltetés, ha azt
mondjuk : « kiterjedts. Nem baj, adjunk neki nevet, jeléljik
-zental egyszertion R-rel. Ezenttl tehdt roviden : @magy Ry
u teret jololi. Feleslegesnek l4tszik ez a jelolés, de tudjuk,
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hogy a matematika, Leibniz szavai szerint, «igaz kabbalasr.
S.a benne hasznélt szimbolumok, roviditések nem kis mérték-
ben segitették ol a matematika diadalatjét, jelentSségiik
nem csak a rovidités, hanem mintegy ©néllo életre kelve,
onmikods gondolkodé és szdmologép alkotorészei lesznek.
Teriink, az B, ilyenformdn a geometria «mitikodési koren.
Minden, ami ldthaté, minden test, minden anyag a térben
van, s részese a tér tulajdonsdgainak. 8 azért van olyan nagy
szerepe a geomsetridnak az anyagi vildgban, mert az anyagi
vildg térbeli vildg is.

Most, minthogy mér mindezt tudjuk, még egy mindennapi
elképzeléstSl kell szabadulnunk, hogy teljesen szabad kezet
nyerjiink tudoményos vizsgiloddsainkban. A mindennapi élet
s teret szobdnak, tornateremnek, konyhdnak vagy valami
hasonlénak képzeli. TérolelS 1éptekkel jar az ember, egy nép
életterében vdrosok, folyok, hegyek vannak. Roviden : meg-
szoktuk, hogy a tér olyan kiterjedt valamit jelent, amelyben
jobbra-balra, elére-hétra, felfelé és lehetfleg lefelé is szabadon
mozoghatunk. «Hletteriinknek» t6bb szabadsdgi foka van.
De nagyon jol elképzelhetiink olyan él6lényeket is, amelyek
teljesen laposak és egy vastagsdgnélkiili feliileten élnek.
Ezek a lények kevesebb szabadsdgi fokkal rendelkeznek,
mint mi. Csak jobbra-balra és el8re-hdtra mozoghatnak.
¥s ezek a lények, amelyeknek soha sem lenne meg & lehets-
ségiik, hogy felfelé vagy lefelé mozoghassanak, térnek — az
el6bbiek mintéjara -— egy hdromszdget, négyszoget vagy kort
neveznének. Bresszitk még jobban szabadjdra képzeletiinket.
Tegyitk fel, hogy vannak még szerencsétlenebb lények,
amelyek egy vonalon, mint vonaldarabok tengetik sletiiket
6s csak oda-vissza mozoghatnak. Ezek szegények a vonal-
darabot tekintendk térnek.

Most megallapodunk valamiben. Kiterjesztjilk az B, tér,
fogalom értelmét. Es a szabadségi fokok szémst inxdeként
jobbra lent odairjuk az B mells. fgy az R, mozgési lehetség
nélkiili teret jelent, B, olyan teret, amelyben két jellegzetes
mozgdsi irdny lehetséges, B, pedig egy olyant, melyben a
szabadsdgi fokok szdma n, é3 az n tetszésszerinti egész szdmot
jelenthet.

Szokds a tér szabadsdgi fokainak szédmdt a dimenziok
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gzdménak vagy egyszerfien a tér dimenzidinak is nevezni.
fgy beszélhetimk @ulldimenziosy, egy-, két-, hdrom-, négy-,
ot-, vagy dltaldban n-dimenziés térrdl. Természetesen egye-
Wre teljesen figyelmen kiviil hagyjuk, hogy ilyen terek
vannak-e. Fzekkel a kérdésekkel, amelyeket végsd oélunkul
tlzttink ki, kényviink végén fogunk alaposan foglalkozni.
Most sokkal fontosabb, hogy Osszefiiggést taldljunk dimen-
zi6ink 6s geometriai idomaink kozt. Tehdt fogjunk hozzé,
alulr6l felfelé haladva, s kezdjik a legkevesebb szabadsdgi
fokkal. Milyen is az az B,, amelyben egydltaldn nem lehet-
géges morgss? Kz, azt hisszilk, csak az lehet, amit kéznyelven
pontnak mondandnk. Pont az elképzelhetd legkisebb térelem.
Nem fér el benne egyéb, mint egy mésik pont. Mivel pedig
ez utébbi pont teljesen kitolti, mozgisa és ezzel szabadsdg:
foka nem lehet. A pont tehdt valéban a Hy. Engedjik meg,
hogy a mésodik pont az els6bdl kivdndoroljon, akkor vonalon
fog mozogni, illetve mozgisa sordn nyomként vonalat hagy
maga utdn. Tegyiik fel tovdbbé, hogy a vildghdl nem létezik
mds, mint ez a vonal, a pont még akkor is vissza tud vindo-
rolni a helyére. Igy tehdt egy szabadsdgi foka van, védndorol-
hat, ha csak a vonal mentén is, tehdt egy dimenzidban.
Eldre és hétra : pozitiv és negativ irdnyt jelent ; természete-
sen nem jelent tobblet-dimenzi6t, épp olyan kevésséd, mint
ahogy egy sinpdr, amelyen egy mozdony elfre és hétra
mehet, nem jelent t6bb sinpdrt. Menjink tovébb ; megslla-
pitottuk, hogy az R;, az egyméreti tér, a vonal. Pontunk
most hirtelen elhagyhatja a vonalat és jobbra-balra kiléphet
belfle. Kotottedge csak annyi mdr, hogy egy feliletet nem
hagyhat el, tehdt egy olyan képz8dményt, amelyet az egész
vonal mozgatdsdval nyerhetiink. Most ujabb szabadsdgfokot
nyertiink - és bizonyos korillmények kozt most lehetséges
volna, hogy egészen zdrt felilletrészek, idomok mozoghassa-
nak. Razzel tehdt az Ry,-be jutottunk, a kétméretli térbe.
De pontunknak tovdbbi igényei is vannak. Nem akar mindig
a £6ldhdz tapadva élni, kedve kerekedik porszemhez hagonién
a leveg6be emelkedni, Ry-jét, felilletét, elhagyni és ezzel
harmadik szabadsdgi fok birtokdba jutni. Megvdlik tehdt a
felulettd] és fel vagy lo, merflegesen vagy ferdén elhagyja.
Ezzel kilép az Ry-ba, a hdrom szabadsdgfokd térbe, a hérom-
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méretli térbe, abba, amelyet gyermekkorunk 4ta megszok-
tunk, & amelyet réviden térnek szoktunk nevezni. Ugy is
nyerhetjiitk ezt a teret, hogy valamely felilet olyan irdnyba
mozdul el, amely eltér8 a benne foglalt szabadsdgi fokoklkal
adott mozgéasi lehetGségektdl.

Mi a helyzet a tobbi szabadsdgi fokkal? amelyek az R,
B.-, B¢ s végil az B,-hez vezetnének? Egyelfre erre a kér-
désre nem feleliink, nagyon messzire vezetne, képzelGtehet~
ségiink és tuddsunk még ilyen bonyolult dolgok megértésére
nem képesit. Foldi tapasztalat még dgysem tette soha sziik-
ségessé, hogy 8-ndl tobb dimenziéval t6r8djink. Léssuk
inkdbb kozben az eddig térgyalt By, B, By, R, mdsik tulaj-
donsdgat, azt, amelyet nagyon durvin és hozzdvetSlegesen
sogyenességy széval jellemezhetnénk.

Vildgos, hogy ez a tulajdonsig az By-ban, a pontban nem
lehet meg. Egyik pont olyan, mint a mdsik. Az R -ben mér
nds a helyzet. Brr8l kideritettiik, hogy vonal, s a benne élde-
géld lény csak nehezen tudnd megéllapitani, milyen alaka
vonalban 6l tulajdonképpen? De az R.-be, a feliilotbe emel-
kedve mér hamarosan megéllapithatjuk, hogy nem minden
vonal egyforma. Egyik vonal wgyenes», a mésik «gérbes. Mi
1s aZ az egyenes? ,

Visszaemlékezve az erkélyre és arra, hogy a didk miként
mutatta meg a hdziaknak a zergék helyét, azt mondhatnék,
hogy a ldtésugdr é3 az egyenes egy é8 ugyanaz. Pontjaik a
szembdl kiindulva «fedezve» sorakoznak, agyhogy az utolsé
a c¢blban van. Buzel a pont az egyenes keresztmetszeteként is
bemutatkozott. A pont természetesen minden vonalnak
keresztmetszete, a vonal minden helyén. De emlékezziink
vissza, dereng még, hogy hallottuk : vannak kilénféle optikai
csaloddsok is. A fénytorés néha nagyon is becsaphat. Azt
hisszitk, egyenesen néziink végig, mig a valosdgban tort,
80t esetleg gérbe vonalon. Ha valami szigonyfélével gondosan
megeélozzuk a viz alatt tiszé halat é8 a szerszdmot egyenesen
nekivagjuk, akkor rendesen mellé taldlunk, még akker is,
ha & hal nyugton maradt. Mi tehdt az egyenes? Evezredek
ota prébiljdk ezt a fogalmat egyértelmiin meghatdrozni.
S a gokféle meghatdrozdsbdl csak egy maradt érvényben :
az egyenes a legrovidebb vonal két pont kozt. Kés6bb még
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meglétjuk, hogy ez a meghatdrozds mennyi bajt zudit a
nyakunkba. De az is kideriil, hogy a sok baj djabb, altald-
nosabb ismeretek forrdsdvd lesz. De egy érzésiink minden-
képpen megmarad : az egyenes valamiképpen kiemelkedik
az osszes B, kozil ama tulajdonsdgdval, hogy bdrmely két
egyenes egymésra helyezhetl és egyméson mindenkor elestsz-
tathatd. Tovdbbd gyanitjuk, hogy parhuzamossdgrol esak
egyenesekkel kapesolatban beszélhetink.

Milyen lehet vajjon az egyenesnek megfeleld B,? Mi viseli
ott magén az egyenesség bélyegét? Aligha tévediink, ha a
sikot rubdzzuk fel ezzel a tulajdonsdggal. Mindjart megdlla-
pitunk valamilyen oOsszefiiggést egyenesek és sikok kozt.
Igaz, nagyon sok olyan felilet van, amelyen egyenest lehet
htzni. fgy példdul a korkap paldstjdn vagy a henger feliile-
tén. 86t, a kdp paldstjét egy ponton keresztiilmend egyenesek
nyaldbjdnak is tekinthetjiik, a hengerét pedig végtelen sok
egymds mellé sorakozé parhuzamos egyenes Osszeségének. De
egy goérbe felilleten nem lohet fefszésszerinti irdnyban egye-
nest htizni. Sikot viszont olyan médon is keletkeztethetiink,
hogy egy egyenes egyik pontja kdril forogni kezd mind-
addig, mig ervedeti helyzetébe vissza nem jut. Az igy kelet-
kezett sikot sugdrsornak is nevezik. Kirr8l kés6bb lesz szb.
Bizonyos esupdn annyi, hogy a sikoknak, akdresak az egye-
neseknek, megvannak a kiilonleges tulajdonsdgaik. Két vagy
tobb sikot mindenkor hézagmentesen egymadsra fektethetiink,
egyméson mindenkor elestsztathatunk és tekintve, hogy az
Byben két szabadségi fokkal rendelkeziink, a sikokat el is
forgathatjuk egyméson.

Mi felel meg az Ryban az egyenességnek? A mi tudé-
sunkkal bizony nehezen felelhetiink e kérdésre. Mert amint
az B; gorbiltségét csak az R,-b6l szemlélve észlelhettiik, az
B,-6t viszont csak az By-bol tekintve dllapithatjuk meg teljes
bizonyossdggal, — hisz példdul egy gdémbielilleten szdmos
sikot utdnzé dolgot észlelhetnénk — az Ry egyenességének
kétségtelen megdllapitdsdra az R,-be kellene vigszavonul-
nunk. De ez egyértelmil volna a negyedik dimenziéval, a
babona szerint a kisértetek és szellemek hazdjdval. Nyugod-
junk meg az az R, amely az egyenesség kivdnalmainak
megfelel, az euklidesi tér és egyszerfi médon felismerhetd.

Qolerus: Pont 3
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Hzt a mddszert a nagytuddst Bernhard Riemann irta le
1854-ben, «Die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde-
liegeny eimf értekezésében. Ha ugyanis egyetlen hdromsaog
akad a térben, amelyben pontosan 180° a szigek Gsszege,
akkor valamennyi hdromszdg ilyen. Ebben az esetben viszont
a teriink euklidesi. Hzt az B,-at, egyenessége, helyesebben
euklidesi szerkezete kivetkeztében szabadon eltolhatjuk 6n-
magédban, hidrom szabadsdgi fokozata kovetkeztében szaba-
don forgathatjuk is, s nem kévetkezik be elgérbiilés vagy
eltorzulds. Kz az oka ama sok ember szdmdra érthetetlen
ténynek, hogy a tdrgyakat szabadon mozgathatjuk és for-
gathatjuk. Ha a tdrgyak eltorzulndnak, akkor bebizonyosod-
nék, hogy teriink nem euklidesi, hanem gérbult. De ozt ilyen
médon nem igen lehetne bebizonyitani. Hiszen minden mérd-
eszkoziink i tdrgy, tehdt szintén torzul, nyalik, révidil és
a tdrgyak egymds koz6iti viszonya vélbtozatlan maradna.
Nom merad egyéb hatra, mint ellenlrzésiil & hdromszidg
szdgeinek 6gszeght haszndlni. De tudjuk, hogy ez a 180 fokos
Osszeg nem magdban 4116 tétel, e mogott sokkal bonyolul-
tabb helyzettdrvény rejlik. Bz a parhuzamosak tétele. Tehdt
minden pontatlansdg nélkil allithatjuk, hogy egy Ry akkor
euklidesi, ha a parhuzamosak tétele feltétienill érvényes benne.
Vagy megiorditva: a parhuzamosak tételének feltétlen
érvényessége bizonyitja, hogy euklidesi Bs-ban tartozkodunk.
Ilyen kisérlet gyakorlati megvaldsitdsa egydltaldn nem egy-
szertl. Hangstlyoznunk kell, hogy még senki sem mért pon-
tosan 180 fokot a hdromszdg szGgeinek Osszegeként és esak
hibaelméleti megfontoldsok teszik nagymértékben valdszi-
nfitlenné, hogy e megfontoldsok alapjdn teriinknek gdrbilt
részét fodezhetnbk fel. Igaz, még hdtra van az a lehetlség,
hogy a méréshez hagzndlt fénysugarak nagyobb vagy igen
nagy tdvolsigokon mdr nem egyenesen, hanem gorbiilten
haladnak keresztiil. De ezzel kicstszik keziinkbdl az ellen-
8rzés utolsd lehetdsége is. Gauss, aki tudataban volt e kériil-
ményeknek és kovetkezményeinek, mindenesetre pontosan
kimérte & Hohenhagen—Brocken—Inselberg héromszdget
(oldalai 69, 85 és 107 kilométer hosszik) s ezzel akarta
teriink euklidesi jellegét megvizsgdlni. Bs nem tapasztalt
gommilyen gyanut keltd oltérést, habdr, mint kés6bb 14tni
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fogjuk, a szbgek Gsszegének 180 fokidl valo eltérése okvetle-
nill egytitt novekszik a hdromszég teriiletével. Azonban
genki sem vonja kétsbgbe, hogy a pdrhuzamosakra vonatkozd
tételt nem lehet kozvetleniil e ¢blra felhaszndlni. Mert a tétel
azt kivdnja, hogy a pirhuzamosak ne messék egymdst, bar-
mennyire meghosszabbitjuk is 6ket. fgy, akdrmelkora tdvol-
sdgban figyelem iz egymdstél val6 tdvolsdgukat, a teljesség-
hez még mindig az egbsz végtelenség vdrna vizsgilatra.

Tehat foglaljuk Gssze a tanultakat. Ttt-ott hozmzd fogunk
még flizni egyet-mist, mert eddig nem akartuk vizsgdlatain-
kat tdlsdgosan sok részlettel terhelni.

Elégzor ogy alapvetf megjegyzés. A pont, a vonal ég a
felillet, (tehdt az R,, R, és R,) nagyon légies dolog ami Ey-hoz
grokott fogalmaink szdméra. Pontot, mivel kiterjedése
pines, szigorfian véve egydltaldn nem ldthatunk. Ezzel
magyardzhat6 az a didktréfa, hogy a pont olyan szég, amely-
nek kitéptilk két szdrdt. De a hdromszdg oldalai és a szog
szérai is l4thatatlanok, hiszen sem az egyenesnek, sem
semmiféle vonalnak nines szélessége és vastagsaga. Lathatat-
lan dsszekitése pontoknak, szinte lathatatlan zeinér. Ugyanigy
vagyunk a feliilettel is, A foliilet csak valamely anyagi test,
kocka vagy gémb hatérlapjaként vélik valésdggd. De tiszta
geometriai értelemben a test is esak az Bgnak képzelt, hatd-
rozott alakii része.

Ha tehdt elmélet-kivinta szigordsdggal vizsgdljuk a dol-
gokat, a «valésdgbany inesy egyéb, mint test. Mert a leg-
vélionyabb ceruzavonal egy mégoly vékony papirlapon sem
més, mint festékszemesék halmaza egy testen.

A hires geometra, M. Pasch — aki a geometria tGgyneve-
zett empirikus irdnydnak egyik kivdlé képviselGje, tehdt
annak az irdnynak, amely szerint minden geometriai igazsdg
a tapasztalatb6l feltétleniil levezethet§ — mindeme fogalmak
érzékeltetésére kiilonféle szerszdmokat eszelt ki. Hls8sorban
az Ugynevezett «pontfogdty, azaz olyan fogdt, amelynek
egymasfelé forditott pofdi tokéletesen hegyesek. Ha most
ezzel a fogbval valamilyen képzddményt minden oldalrsl
végigtapogatok és azt taldlom, hogy a estiesok mindenkor
egyméshoz érnek, anélkiil, hogy valami kézéttitk mutatkoz-
nék, akkor pontot tapogattam végig. Hasonld inédon vizs-

ar
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gilhatom meg a vonalakat és feliileteket. Mi csak a teljesség
kedvéért emlitjitk itt e szerszdmokat, mert szemléltetésre
igen alkalmasak.

De ne titkoljuk el, hogy nagyon nyomés okok sz6lnak
az ellen, hogy a geometridt tisztdn tapasztalat eredményének
tekintsiik. Hogyan vettik magunknak a bdtorsdgot, hogy a
vildgot néhdny geometriai idommal szinte behéldzzuk? Hisz
senkisem mondhat ellent, ha valaki azt 4llitja, hogy valddi
kor, gémb vagy barmilyen geometriai idom nines is. Valoban,
mindez idomok csak képzelettiinkben élnek és csak a gondola-
tok rogzitésére és a tovdbbadds lehetdvé tételére szmolgdls
szimbolumok.

Fzekkel a megfontolasokkal még egyaltalin nem jutot-
tunk ki az iszapbol. Még nem is sejtjik, milyen rejtélyekkel
fogunk taldlkozni. Maga a geometridnak mintegy alapfeltétele
kiindulépontja, a ldtas is sok érdekességet rejthet ; gondol-
junk egyrészt arra, milyen jelent6sége volt mér eddig is a
szemiinkkel észlelt fénysugdrnak és annak a kérillménynek,
hogy két idomot egyforma alaktnak itéltiink. 8 a szemmel
kapesolatban taldlkozhatunk elGszor azzal a probléméval,
amellyel most sokat fogunk foglalkozni: a perspektivéval,
amely a projektiv geometridnak egyik része. De ezek a meg-
fontoldsok a fizioldgia felé terelnék tanulmdnyainkat, holott
még a geometridban is annyi a tennivalénk. Kppen ezért
hagyjuk el e geometriai szempontbol irraciondlis dolgokat és
ldssuk ol8szor legkozelebbi témédnk térténetét.

OTODIK FEJEZET.

Projektiv geometria.

Torténelmi rejtély, hogy a geometridnak perspektiv szem-
ponthsl vald térgyaldsa miért kezd8dott olyan késén. Hisz
a természetes geometria, amely tehdt joggal viseli a «termsé-
szetesy jelzdt, feltétleniil perspektiv szempontokbél indul ki ;
mivel tudjuk, hogy a latds, a kiilvildg tdrgyainak a szem
recehdrtydjén torténé tényképezése is perspektiv torvények
szerint torténik. Hrthet8, hogy a fest6k és az épitészek,
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kilondsen a renaissance idején, sokat foglalkoztak a perspek-
tiva toérvényeivel és mind Lionardo da Vinei, mind Albrecht
Diirer bizonyithat6n j6l ismerte a ma «brézoléy» geometrid-
nak nevezett tudomdnyt. De azt hiszem, hogy e torténelmi-
rejtély sokkal kevésbbé lesz taldnyos, ha meggondoljuk,
hogy a festfk és épitészek tehetségiik és mesterségitk miatt
kényszeriiltek arra, hogy perspektivival foglalkozzanak. A
vildg, még a geometria tudosainak vildga sem ismerte a szem
gzerkezetét és a fény torvényeit. Az ut szdmukra csak Galilei,
Huygens és Newton optikai kutatdsai, valamint az ana-
témial és dltaldnos természettudomdnyi kutatdsok elfre-
haladtdval vdlt szabaddd, a tizenhetedik szédzad folyamédn.
Még ezutdn is majdnem egy évszdzadba telt, mig rétértek
erre a felszabadult ttra. Gaspard de Monge (1746—1818),
a francia hajémérnok — akit véltozatos sorsa t6bbek kozb
arra is kényszeritett, hogy mint tengerészeti miniszter
XVI. Lajos kivégzése tigyében intézkedjék — vetette meg
1799-ben az 4brazolé geometria alapjat. De éppen olyan
kivdlé eszfi és tehetségl tanitvédnydnak, Ponceletnek volt
fenntartva az érdem, hogy a geometria 1j alapokra fektetésé-
ben a legnevezetesebb 16pést megtehesse. Mid6n Poncelet —
Napoleon Moszkv4b6l vigszavonulé seregének egy részével
egylitt — 1812-ben orosz fogsdgba keriilt, Saratovban nem
volt semmiféle tudoményos eszkiéze. Képzeletére tdmaszkodva
itt alakult ki benne a projektiv geometria, amelyet ma is
ezen & néven, de esetleg helyzetgeometria vagy szintétikus
geometria néven emlegetiink. A felfedezés ldzdban - tért
vissza 1814-ben Metzbe. Honfitdrzai azonban egydltaldn nem
értették meg teljesitményének jelentdségét és a francia
akadémia nem véllalta mveinek kiaddsst. fgy ezek Német-
orszdgban a Crelle’s Journalban jelentek meg. De e koriil-
ménynek dontd jelentlzége volt a geometria tovdbbi sorss-
nak kialakuldsdra. Németorszdgban ugyanis az j felfedezés
termékeny talajra taldlt és a német tudésok és kutatok, igy
Pasch és Btaudt és még sokan mdsok, tovibb fejlesztetiék.
Nem hagybatjuk emlitetlenii] Grassmannt sem, aki Leibniz
nyomdokain haladva fejlesztette e tudomdnyt.

Hét mi is ez a nagy felfederésként beharangozott projek-
tiv geometria? Meg kell még jegyezniink, hogy. egyes nagyon
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fontos, de magukban 4116 tételeket mdr Desargues és Pascal
ig ismert a XVII. szdzadban, s ezekre még visszatériink.
De most mér hagyjuk a térténelmet és haladjunk az alapon
kezdve ellre. Csak azt druljuk még el, hogy a projektiv
geometria tiszta helyzetgeometria. Ks nagy mértékben eltér
attol, amit az iskoldkban 4ltaldban geometriaként tanitani
szokds. De nem varidnsa a geometridnak, hanem egyik méd,
amellyel a geometridt egyﬁlﬁalé,n igazolni lehet. %gy tehdt
ne okoskodjunk tovdbb, végjunk neki.

Mér lkilonféleképpen igyekeztiink a geometriai alap-
fogalmakat megismerni ; ilyenek a dimenzitk, pont, egyenes
ath. 8 ha nem hatdroztuk meg 8ket, logaldbb megviligitottuk.
Nem fogjuk a tanultakat most sem elfelejteni, s6t alkalmazni
fogjuk, habdr céljaink most kissé mésok.

Még egy legutolsé megjegyzés : A projektiv geometridnak
ogészen hatdrozott nyelvezete, terminolégidja van és hatéd-
rozott jelzésmédja, amelyt6l semamiesetre sem akarunk eltérni,
Legnagyobb erényei kozé tartozik ez és ha akarjuk, ha nem,
ezt a nyelvet meg kell tanulnunk, hogy mindenkor megértet-
hessitk magunkat. Hrdemes is, mert mindenkor j6 hasznét
vessriik. Mert éppen a projektiv geometria szolgdltat olyan
algoritmust, gondolkodé gépet, amely akkor is segitségiinkre
lesz, amikor képzeletiink mér csédot mond. Eg ilyenkor is
bizonyosan és ardnylag egyszertien vezet.

HATODIK FEJEZET,

Projekiiv alapalakzatok és a végtelenben
fekvd pont.

A projektiv geometria kizdrélag az Ggynevezett alap-
alakzatokat alkalmazza és ebbél 6épit fol minden egyebet.
Az olsbfokii alapalakzatok a kovetkezblk :

a) Sugdrsor. Avon egy sikban fekvd sugarak Osszesége,
amelyek egy ponton mennek keresztiil. Bzt a pontot, a soroz6
pontot, és vele egyiitt a sugdrsort, S betfivel szokéds jelolni.
A soroz6 pont a végtelenben is fekhet, vagyis egyméssal
pérhuzamos egyenosek is sugdrsort adnak.
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b) Pontsor. A mdsodik elsffoki salapalakzat a pontsor,
egy egyenes valamennyl pontjdnak oOsszesége. A pontsort
63 vele az egyenest ¢ betfivel smoktuk jelSlni.

e

8. dbra.

¢) Sthsor. ElsGfokid alapalakzat a sfksor is. Jelenti azokat
o stkokat, amelyek egy egyenesen keresztiilmennek. Ugy
képzelhetjiik el, mint egy vizimalom lapétjait. Pédrhuzamos
egyenesekbfl 4116 sugdrsorhoz hasonléan parhuzamos sikok-
bol 4116 siksor is lehetséges. )

Az elsdfokt alapalakzatokhoz még egy fontos megjegy-
zést kell fizniink. A sugdrsorral kapesolatban emlitettek
szerint elképzelhetd, hogy egyenesek metszéspontja olyan
messze van, hogy az abban Gsszefuté sugarak mér pérhuza-
mosaknak tekinthet6k. Kozelitésben ismerjitk ezt a hely-
zotet a Nap sugaraival kapesolatban. Képzeljiik el, hogy a
«ponty a Nap kdézéppontja és tegyiik fel, hogy a Nap sugarai-
nak csak egy sikban fekv8 részével akarunk foglalkozni.
Ezt olképzelni egydltaldn nem lehetetlen vagy meg nem
engedett dolog. A Nap ebben a sikban sugaraket szor szét
minden irdnyban, sugdrzdsa tehdt jellegzetes sugdrsor. Bz a
fentemlitett sik messen valamilyen nagyon tdvoli tdrgyat,
mondjuk a Foldet. Azt is elképzelhetjitk, hogy e siknak a
helyzetét egészen pontosan ismerjilk és igy a napsugarakat
nagyon keskeny nyildson tudjuk a szobdnkba beboesdtani.
Fedjiik el a nyilds kozepét, tgyhogy csak a fedd rész alatt
és felett tudjon egy-egy sugdr a szobdba bejutni és vizsgdl-
juk e két sugdr egymdshoz mért helyzetét. A sugarak valdjs-
ban széttarték, hisz egy pontbél indultak ki és a Nap véges,
mérhet§ tdvolsigra van t6link. Mégis pérhuzamosaknak
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fognak a sugarak l4tszani, amit mindenki megerdsithet, aki
mér redényon keresztiilszfir6d8 napfényt ldtott, ha a szobd-
ban téncol6 porszemek megmutattdk a sugarak Gtjst. Ha
pedig mir ezeket a sugarakat is szabad parhuzamosaknalk
tekinteni, — mérpedig az optika és a fizika is igy tesz —
alkkor ezt a gondolatmenetet joggal folytathatjuk. Gondol-
junk 4lléesillag-tévolsdgot, vagy anndl is nagyobbab, kod-
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10. abra.
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foltok tdvolsdgdt, vagy akkordt, hogy mellettiik még ezek a
tévolsdgok is eltorpiiljenek, nekiink ez nem elég, mi a pér-
huzamos sugarak metszéspontjit a végtelenbe helyezziik.
De mér Ponecelet felvetette a kérdést, hogy hol keressiik
ezt a végtelenben fekv§ pontot, ha egy papirlapon hizott
két parhuzamos vonal fekszik elSitiink. Kézenfekvl volna a
gondolat, hogy keressiink két végtelenben fekvd pontot, bisz
s vonalakat is két irdnyban tudjuk meghosszabbitani.
Gondolhatnédnk ilyent, hisz nehéz is beldtni, hogy miért
viselkednének a pérhuzamosak egyik irdnyban mdsképpen,
mint a mésik irdnyban, ha a végesben valéban pérhuzamo-
sak. Do ne feledkezziink meg arrél, amibél kiindultunk. Ugy
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akarjuk a pérhuzamosakat venni, mintha egy, a végtelenben
lev8 sugdrzé pontb6l indulndnsk ki, Le kell mondanunk
el6bbi otlettinkrdl, mert azt mdr nemigen lehet elképzelni,
hogy ugyanaz a sugér két végtelen tédvolfekvd sugdrzo pont-
hoz tartozik. S alapalakzatainkat is Osszezavarja az ilyen
feltovés. De felbukkan még egy nehézség. Nehestinkre esnék
a% egyenes ogyik alaptulajdonsdgét médositani. Az egyenest
ugyanis két pontja ieljesen rmeghatérozza, két parhuzamo-
sunk mindegyike pedig csupdn hérom ponttal volna tel-
jesen meghatérozva : két végtelenben fekvl pontjukon kiviil
még egy végesben fekv8 pontjukat is meg kellene adnunk,
hogy legalébb fogalmunk legyen, merre is keressiik Sket.
Hz mdr olyan nehézeég, hogy ag egész geometridnk megvdl-
tostatésdt kivdnngd kikiisz6bolése, ha a két végtelenben fokvé
ponthoz ragaszkodunk. -

Kitartunk tehdt 4lldspontunk mellett, minden egyenes-
nek csak egy végtelenben fekvd pontja van. Ez a megoldds
anndl konnyebben elfogadhaté, mert a napsugarakban
koénnyen érzékelhetl példdjét léttuk.
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Nom tudjuk még a végtelenben fekv8 pontunkkal egyfitt
jéré elényoket teljesen értékelni és dttekinteni. Csak azt
dllapitjuk meg, hogy dltaluk mér igy is elényhdz jutottunk.
Megszabadultunk a mér terhessé valé parhuzamosoktol.
Most mér sfkban valamennyi egyenes metszi egymdst, kitérd
egyenesck mdr esak a térben, az Ry-ban, lehetségesek. Higye-

nest tehdt véltoratlanul két pontja hatéroz meg, vagy egy
pontja é8 az irdnya. Irdny viszont, a projektfv geometria
nyelvén, adott végtelenben fokvé ponttal vald Osszekotésre
87016 utasitdst jelent.

Léssuk most a mésodfokt alapalakzatokat.

a) A stkbeli rendszer. Tartalmazza a sik valamennyi
pontjat és sugardt. Rendesen a kis gérog » betilivel vagy mds
gorog kisbetilivel jelslik.

! Kénnyebbség kedvéért itt adjuk a gordg dbéeét:

A o Ala a I .+ Iota i P o Reo r
B B Béta b K » Xappa k 2 o Szigma sz
I' y Gamma g 4 » Lambda 1 T v Tan b
A4 6 Delta d M ¢ Mi m Y v Ipszilon y
E ¢ Epszilon e N » Ni n ® ¢ T f
Z §  Zéta z & Xi x X x OChi ch
H 7 YEta é O o Omikron o ¥ yw Pszi psz
® 9 Theta th I n Pi p £2 o Omega &
Jegyezziik meg mér itt, hogy késbbb a szdgeket is gorog kisbettivel

fogjuk jeldlni.
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b) A kézpontos nyaldb. Rendesen Z-vel jelolik. A tér
egy pontjdn keresztilmend valamennyi elemet jelenti.
Jelenti tehdt az Osszes egy pontbél kiindul6 sugarat (mint
tehdt a Nap valamennyi sugara) és az abbél a pontbdl ki-
indulé valamennyi sfkot. (Gondoljunk itt egy nagyon soklapt

13. abra.

végtolonbe nydlé guldt vagy az anelitikai geometridbél
ismert térbeli koordindtarendszer egy ponton keresztillmend
sikjait.)

Emlitstk meg a harmadfokd alapalakzatot, a tdrbeli
rendszert, amely a tér valamennyi pontjét, sfkjit és egyenesét
tartalmazza.

Most, hogy megismertitk a projekifv geometria alap-
alakzatait, még az illeszkedés fogalmdt kell tisztdzni. Illesz-
kedésrdl a kiovetkezd esetben begzélink :

@) ha egy pont egy egyenesen fekszik,

b) ha egy pont egy sikban fekszik,

¢) ha két egyenes metszi egymést és

d) ha egy egyenes egy sikban fekszik, akkor az emlitets
idomok kolestndsen illeszkednek egymésra.
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Ezzel megismertitk a projektiv geometria tdrgyaldséhoz
sziikséges alapalakzatokat és fogalmakat. Ha alaposabban
meggondoljuk, esodélkozni fogunk, hogy milyen kevésbél
épitjik fol az egész tudomdnyt. Pont, egyenes, sik ; illeszke-
dik, nem illeszkedik. Minden tovdbbi fogalom ezekre vezet-
het6 vissza. 8 tapasztalni fogjuk ezzel azt is, hogy mivel
minden idom fentiekb8l nyerhetd, rajzoldshoz csak a rajzsik
és legfeljebb még egy vonalzé lesz feltétleniil szitkséges.
Ezért is nevezték el a geometridnak ezt az &gét helyzet-
geometridnak, de sokszor a vonalzé geometridjénak, vagy
korzénélkili geometridnak is.

HETEDIK FEJEZET.

A dualitas elve.

Térjink vissza az 1812. esztendbbe, a volgaparti Sara-
tovba. A mér ismert mérnokkari tiszt, Poncelet, mint hadi-
fogoly, a legszérnytibb nélkillozések kozt éppen elérte ezt a
vérost. A t6l még orosz viszonyok koézt is szokatlanul szigora
volt, veszte lett magdnak Napoleonnak is; olyan hideg 8l
volt, — frja maga Poncelet, — hogy a h6mérSben megfagyott
s higany. A fdradalmakiél és betegségtdl elgyotorve érkezett
meg Poncelet Saratovba. De szelleme esoddlatosképpen
élénk, nem t6rt meg. A rendelkezésére 4116 néhdny kopekon
durva papirt vett, mig tintdjadt — o takarékossidg kedvéért
valégzintileg koromb6! — maga készitette. Ezekkel a meg-
débbentSen nagyszerd eszkézokkel fedezte fel, dolgozta ki
részlotesen a projektiv geometridt, s ennek keretében egy
elvet, amely egyszerliségében és hatalmas hatdsaiban méltén
felveheti & versenyt a matematika legnagyobb vivményaival.
Bzt a tételt 1822-ben houta nyilvdnossdgra, Gergonne tdle
figgetleniil ismerte fel és ismertette 1826-ban. Az elv neve
azota a dualitds torvénye vagy a kolesonosség elve.

Mér tobbszor alkalmazott mddszeriink szerint elészor
nem az altaldnos, hanem egy célszerfien valasztott kiilonleges
eseten fogjuk kiprébdlni a tételt. Bz a példa egyittal a geo-
metridnak legfontosabb tételei kozil kettdt is bemutat.
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De elébb még egy megjegyzést. Mér beszéltiink el6bb veti-
tésr8l és metszésrdl. Megkiséreltitk megvildgitani, hogy mi is
az a projekeid. Tisztdn a rajzolds szempontjdbol a projicidlas
nem mas, mint pontok Gsszekotése, bizonyos szabalyok szem
el6tt tartdsédval, projieidlo, més széval vetits sugarak segitsé-
gével. A dualitds elve végs6 ecredményben a projicidlds
miveletének kett@sségén alapszik. Ha a metszés 63 vetités
fogalmakat feleseréljiik, akkor bizonyos kettdsség, dualités
nyomdra jovink. Ezt fogjuk a legegyszeribb mddon
bemutatni.

Képinkdn az s pontsort latjuk, 4, B, C, D ennek pontjai.
E pontok az s pontsornak és az a, b, ¢, d sugarakbél &ll6
sugérsornak metszésével keletkeztek. De ugyantigy jogosult
azt mondanunk, hogy a sugdrsor vetiti az 4, B, C, D pon-
tokat. Ha tehdt a metszés 68 vetités fogalmdt feleseréljitk
egyméassal, akkor a pontsor és a sugérsor is helyet cserél.

S

A B |C D °
VAN
14. é,blja,.

De ez a példa még egysltaldén nem mutatja a dualitds elvé-
nek és nagyszerfisbgének igazi «zétr. Eppen ezért, mint mér
bejelentettiik, sokkal meglep6bb és tanulsdgosabb példds
mutatunk be, amelynek a matematika térténetében is jelen-
tds szerep jutott. Blaise Pascal, a nagy matematikus, 1640-ben,
tizenhat éves kordban hozta nyilvdnossdgra hires tételét a
kiipszeletekbe irt hatszogekr8l, s ennek egyik kiilénleges
esetét fogjuk mindjért megldtni, Ha Pascal akkor a dualitds
tételét ismeri, akkor mindjért tételének dudljdt is kimond-
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hatta volna, minden tovébbi gondolkodds nélkiil. fgy azon-
ban 166 év telt el, mig ezt a dudl-tételt Brianchon 1806-ban
felfedezte.

Legyen g és ¢; két egymdst metsz8 egyenes (a végtelenben
fekvd ponttal kapesolatos megéllapitdsaink kovetkeztében a
parhuzamosak is ide tartoznak). A ¢, egyenesen fekszik
hérom szabadon vélasztott pont, 4;, B; és C;. A ¢ egyenesen

ARG a)Bs ¢ o
BCa, A

B.C

15. 4bra.

hasonloképpen : 4, B, C. Most «sszekotjitks az 4 és By,
valamint az A; é3 B pontokat, az 0sszekotd egyenesek
metszik egymést. fgy keletkezik a C, pomt. Osszekotjik
azutdn a B és 0, meg a By és C pontokat, a metszéspont 4,,
a C és A,, valamint a C; és 4 pontokat 6sszekitd egyenesek
metszéspontja B, E pontokat megfigyelve, meglepetten
latjuk, hogy az 4, B, C, metszéspontok egy egyenesen (g,)
fekszenek. Mellesleg jegyezzik meg, hogy e feladat, vagy
hagonl6 felrajzoldsdhoz némi tigyesség és tapasztalat kell.
Nem kétes, a tétel mindenkor igaz, de gyakorlatban mégis
megeshetik, hogy rosszul vilasztott adatok esetén egyik,
mégik vagy harmadik metszéspont papirlapunkra médr nem
fér vé, vagy a rajz nagymértékben dttekinthetetlen lesz. Ezt
a korilményt néha érvként is felhaszndltdk a projektiv
geometria ellen, mondvén, hogy az a geometria nyugodtan
feltételezi, hogy metszés mindenkor létrején, holott ez a
¢mindenkor» a rajzlap széléig terjed csupdn. 8 ha esetleg
150 méter hosszti vonalakat kell hfiznom, akkor a geometria
elvesztette a gyakorlati fontossdgdt.
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De ne ijesszen el ez az énmagdban véve nem jogosulatlan
kritika, s ne csokkenjen csoddlatunk akkor sem, amikor a
dualitds elvének szdrnyain 166 évet dtugrunk. Cseréljik fel
egyméssal az «Osszekotniy és «metszend, tovdbbd a «ponty és
az wgyenes fogalmdt, s azonnal megkapjuk Pascal tételének
dudljat : Brianchon tételét. Ne tolisiik az id6t hidbavalo
elméleti magyardzatokkal, ldssuk 4llitdsunkat a gyakorlat-
ban. Az 1j tételnek ilyennek kell lennie : Most két pontunk
van, (P; és P), mert el8bb, Pascal tételénél két egyenesiink
volt (g, é8 g). A Pascal-tétel egyenesel hdrom-hdrom pontot
(4,, By, C; és 4, B, ) kotottek ossze. A (Brianchony nyelvére
leforditva ez annyit tesz, hogy a P, és P pontban hérom-
hdrom egyenes metszi egymast (a;, by, ¢ é8 a, b, ¢). Nos
tovdabb. A (Pascalndly a hdrom-hdrom pontot kettesével
Osszekototbik, az Osszekotd vonalak metszették egymést.
A (Brianchonndly el8szér az egyenesek ketténkint metszik
egymisgt. Tehdt a 68 by, a, 6sb;bés ¢, b, 68 ¢3¢ 680, 0, 65 a.
Fzzel a pontok ¢sszekitésének dudl szerkesztésével vagyunk
még esak készen. Mit tettiink ezutdn a «Pascalndly? Az Gssze-
k6t6 vonalakat hoztuk metszésbe. A «Brianchonndly? A met-
széspontokat kotjuk Ossze. Az a, b, és a;, b metszéspontjai

(ca,)

-
-

18. 4bra.
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a ¢s a b, ¢, 88 by, ¢ metszéspontjai az ag, végil a ¢, o, 63 ¢;, @
metszéspontjal & bg egyenest adjik. Tehdt okszerfien jdrtunk
el és a «Pascaly hdrom metszéspontja, A, B, C, helyett
hérom Osszekotdvonalat ag, bg, ¢y kaptunk a (Brianchonndly.
Még a végsl kovetkeztetés van hdtra : ha a «Pascaly hirom
pontja egy egyenesen fekszik, akkor a «Brianchom» hérom
egyenesének egy ponton kell 4tmennie. Ks csakugyan,
végezziik a szerkesztést és meggydzddink @j gondolkodé
eszkoziink csalhatatlan biztossdgarol.

De a dualitds elve sokkal nagyszertibb, mint amennyire
itt, ezen a példdn bemutathattuk. Mert nemesak a pont és
az egyenes van sikban ilymdédon egyméshoz flizve. Szerkeze-
tiink messzebbre nytlik ; erre is latunk hamarosan néhdny
példat. Példdul a dualitds elméletének egyik f§ tétele a
kévetkezl : Minden sikbeli rendszer egy térbeli rendszer
metszésével, minden térbeli rendszer sikbelinek vetitésével
keletkezik. Ezt a nagymértékben témdren és pontosan fogal-
mazott mondatot némiképpen érthetébbé kell tenniink. Nem
mond t6bbet és nem mond kevesebbet, mint azt, hogy a sik
és a nyaldb egymésnak dudlis megfeleldi. De ez az alap-
igazsdg a szem geometridjdnak az alapja. Mert a szemben
taldlkozd sugdrnyaldb (kézpontos nyaldb) mindeniits, ahové
eljut, metszésbe kerill egy sikkal, az egy sikban «dtotts
vildggal. Bs ha most a sugarak irdnydt ismét visszafelé, a
dképvildgtély a szemhez, tekintem &t, akkor a sugdrnyalsb,
a kozpontos nyaldb, ismét a képvildgnaks a szem feld vals
vetitésével keletkezik. A szem belsejében ugyanennek a
folyamatnak a «dudljan jatszodik le: az ideghdriydra vetett
kép a szemlencse feldl-jovl nyaldb metszete stb.

* Bazért és csak igy lehetséges, hogy tetszésszerinti sikon
elGallithatjuk a lathatd vildg képét. Mert maga a szem is
a centrdlis perspektiva torvényei szerint rajzol, vagyis olyan
projekecié segitségével, amelynek vetit§ sugarai a végesben
fekv@ kozépponta nyaldbhoz tartoznak. Ezért egyezik meg
a kép azzal, amit a vildg képeként szemiinkkel 14tni szoktunk.
Pérhuzamos perspektivdval rajzolt tdrgyak képe tehdt min-
denkor t6bbé-kevésbbé természetellenes. Hs ez a megoldésa
annak is, hogy miért nem ldthatunk «valésdgbany scha
pdrlhuzamosakat. Mert a centralis perspektiva kizdrja a par-
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huzamossdgot. SzigorGian véve teljesen. Gyakorlatban csak
akkor, ha.nagyobb hosszasigi pirhuzamosakrol van sz,
mint a tdvolba vesz§ vasiti sinek vagy a templomtcrony
élei. De ezekkel az elméleti korldtozdsokkal szemben meg-
szoktuk, hogy minden miiszaki rajzot, metszetet 6s végil
. geometrial rajzaink nagy részét is parhuzamos perspektiva
szerint rajzoljuk. Ez azért van igy, mert a térrél alkotott
elképzelésink pdrhuzamos perspektivéin alapul és szemiink
véleményétll teljesen eltekintiink. De mindig tudatéban kell
lenniink, hogy kozben szdndékosan eltérink egy mdsik
walosdgtoly, a 14tds valosdgitol, s az absztrakeid segitségével
az utébbit teljesen kikiiszoboljik. Emlitsiink még valamit,
ami ehhez hozzéjérul. Emlitsik meg, hogy geometriai ido-
mok esetén még egy véleménnyel tdmogatjuk ezt az eljéra-
sunkat, habédr ez a tapasztalat csak a minket kérnyezd vildg-
bol szdrmazik. Minden geometriai idomot merev testnek
tekinttink. Ha nem készithetnénk gémbot, koekét, oktaédert,
gtldt, kipot £4bol, f6mbdl, k6b6l, ha hiromszdgeket, négy-
zeteket csak nedves itatospapirbél, testeket pedig esak futo-
homokbél készithetnénk, vagy esetleg csupan folyadékokbél,
akkor aligha jutottunk volna el mai geometriai tuddsunkhoz.
Mert a fénysugarak egyenesvonalt terjedése egyediil aligha
vezetett volna ilyen hatalmas gondolat-épitmény kiépitésé-
hez. Ezek a H. Poincarété] és Hugo Dinglert6l szirmazd
megjegyzések meggondoldsra kell hogy késztessenck. De tel-
jesen helytelen, ha velilk azt akarjuk bizonyitani, hogy a
geometria egyesegyedill a tapasztalat alapjan keletkezett.
Szemléletnek és fogalmaknak tapasztalat alapjdn vald kelet-
kezése és tapasztalat kapcsdn vald keletkezése kozt 1ényeges
kilonbség van, mint erre mdr Kant is rdmutatott. Tehit
legfeljebb azt mondhatjuk jogosan, hogy az a méd, amellyel
mi a geometridt megalkottuk, a gondolkodds lehetdségeinek
63 a merev testek létezésének hatdsa alatt dllott, s ebbdl
valéban kovetkezik a pdrhuzamos perspektivds, a 14tdssal
meg nem egyezd elképzelésiink a térrdl, s a bennelevl t4r-
gyakrol.
De kitérésiinkkel a dualitds elvének vizsgilatdt eléggé
ol nem itélhet6 moédon elhagyluk. Azt mondtuk, hogy a
Brianchon-tételt a Pascal-tételbdl mér megkapjuk, ha a duali-

Colerye . Pons. £
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tds elvét ismerjitk. Természetesen ugyanennyi tuddssal a
Brianchon-tételbdl a Pasecal-tételt is megkaphattuk volna,
hisz a dualitds elve kolesénos és egyértelm(l vonatkozds,
esetiinkben pont és egyenes kozt. Ilyen dudltételeket plasz-
tikusan tukortételeknek is szokds nevezni. Természeteson ezt
a tiikrozést nem szabad a szavak szoros értelmében venni,
hiszen ez a «titkor bizonyos fokig torzit, minthogy mindent
ellenkezljére valtoztat. Még egy megjegyzés : Magdtol érte-
$6d8, illetve annak kellene lennie, hogyha egy tételnek a
dudljat keressiik, akkor az els§ tétel mdr bizonyitott. Ne
tekintse magdt senki felfedezdnek, ha egy indokolatlan geo-
metriai dllitdshoz a dualitds elve alapjdn a megfeleld titkor-
tételt kimondja. A Pascal-tétel bizonyitva volt, Brianchon-
nak tehdt nem kellett volna t6telét ondlléan felfedeznie, sem
pedig bebizonyitania, ha a dualitds elvét ismeri. Tehdt igy
fogalmazzuk meg egyeldre : Ha a projektiv geometria vala-
melyik tétele helyes, kellSképpen bebizonyitott, akkor a dudl
tétel is azonnal kimondhato, killon bizonyitdsra nines saiik-
ség, feltéve, hogy a dualitds elvét helyesen alkalmazzuk
és a feleserélések tévedésmentesek. Erre a célra nagyon
hasznos a helyes, logikus és dttekinthet8 irdsméd. Mi e pon-
tokat mindenkor nagy, latin betlikkel fogjuk jelolni, egye-
neseket kis latin betlkkel, sikok jelolésére pedig kis gorog
bettiket fogunk haszndlni.

Ha homolog, azaz megfelel§ alkotérészeket akarunk meg-
jelolni, akkor legcélszerlibben indexeket alkalmazunk. Ha
tehdt a g egyenesen négy pountot az 4, B, C, és D betiikkel
jeloltink, akkor a megfeleld pontok jele a g, egyenesen
44, By, Oy, Dy, ag, egyenesen 4,, B,, 0y, D, vagy a g, egye-
nesen A,, B, C,, D,. Ily rendszerben mér maga a jel6lés sok
Osszeliiggést eldrul, képszerlivé teszi o lefrtakat és gondolkodd
gépként is szolgdl. Hs éppen a projektiv geometria, a maga
bonyolult rajzaival, metszéspontjainak, sugérsorainak és
megfeleléseinek bozdtjdval lett ezen a réven laikusok szédmdra
is jdrhatovd, még azon a részén ig, ahol a szakember iskol4-
zoth elképzelése 1s clakadna. De megforditva, éppen ezzel a
tulajdonsdgdval jarul hozzd nagy mértékben a képzel-
tehetség fejlesntéséher, s ezt mindenki, aki az eddigiek sordn
kovette elfaddsunkat, esak mmeger8sitheti. Nagyon kivdnatos
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volna, ha olvaséim nemesak nézegetnék ennek a kényvnek
az 4brdit, hanem maguk is rajzolgatndnak, lehetSleg a
konyvtdl eltérd 1éptékben. Amit a projektiv geometria sordn
a képeken nem lehet dbrdzolni, az a képekek fejlédési, kelet-
kezési modja. Leghelyesebb, ha a fent emlitett modon a
rajzolanddkat el6bb lefrjuk, s ennek nyomdn készitjik el a
rajzob. Ismételten meg fog t6rténni, hogy taldlkozunk az
egyenesek mér emlitett ellendlldsdval, vagyis hogy a metszés-
pontet esak a mésik utedban tudndk megtaldlni. De ezek
a nehézségek is javitjdk, nevelik képzelStehetségiinket. Bz
anngl fontosabb, minthogy az utolsé évtizedekben szokdsss
vilt geometridrdl értekezéseket, sdt vastag konyveket frmi,
tgyhogy egyetlen gbra sines bennitk. Taldn nem tévediink,
ha ebben bizonyos sportszerfi élvezetet is ldtunk. Es hogy
ez Oridsi, mar meglevl képzelStehetséget feltételez. Mi ter-
mészetesen, tekintve, hogy elemi oktatésrél van széd, nem
fogjuk ezt a mddszert alkalmazni, 6t ellenkez8leg azon
lesziink, hogy a képi dbrdzoldst mindenkor a magyarizat elé
boesdssuk.

Folyton eltérink a dualitds elvétbl. Vigasztalodjék az
olvas6, ebben az eltéregetésben is van rendszer. Nem akarjuk,
hogy tandcsok, tételek, meghatdrozdsok tomege gytiljék
ossze, 8 hogy azokat hidnyos Osszefuiggésitk miatt sem meg-
érteni, sem pedig megjegyezni ne tudjuk. Inkibb az a szédn-
dékunk, hogy mindent a maga helyén tdrgyaljunk még akkor
is, ha miatta & szigord tudomédnyos sorrend szenved. Mint
véandor pajtdsok egyiitt szediink virdgokat, megnézziik Gket
8 a kék égbolt alatt beszélgettink réluk, szerkezetilkrsl, szd-
rukrél, porzéikrél, Ha otthon az egész botanikdt bevdgtuk
volna, akkor taldn rdjonnénk egyre-mdsra tutkézben, de
sokszor tévednénk is, sokmindenre nem emlékeznénk és
az éppen ldtottak szdméra alighanem kevesebb érdeklfdéstink
maradna. ]

Mér ismételten rdmutattunk arra, hogy nemesak pont és
sugér kozt van dudlis 6sszefiiggés. S6t nem is csak sik és
nyaldb kozt, amivel a l4tdssal kapesolatban taldlkoztunk.
De nehogy tilsdgosan ellaposodjék térgyaldsunk, frjuk 6ssze
szépen és rendszeresen a dudlis Gsszefiiggéseket, de tartsuk
magunkat kézben az alapalakzatok beosztdsdhoz.

42
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Teohdt dualitds 411 fenn :
A. A térben:
a) pont (nyaldb) és sik kézt,
b) egyenes (stksor) és egyenes (pontsor) kozt.

B. A sikban:
a) pont (sugérsor) és egyenes (pontsor) kozt.

C. A nyalédbban:
a) egyenes (siksor) és stk (sugdrsor) koézt.

Mint mér & Pascal és Brianchon tdrgyaldsdndl megtettiik,
a7z «Osszekotésy 68 «metszdsy kifejezéseket windenkor fel kell
eserélni egyméssal s ekkor mdr a legelemibh tételeknél is
alkalmazhatjuk 0j vardzserejli szerkezetiinket, hogy élvez-
sk kivdlo ‘mfikodését. Allitsunk Gssze kis tédblédzatot ilyen
tételekbsl, olyan formaban, ahogy ez mdr szokdsas. A lap
egyik oldalédra keriil az arabs szdmmal jelolt tétel, mellé a
vesszGvel elldtott szdmmal megkillonboztetett dudlja.

1. Bgy sik két pontjdt egy | 1. A pont két sugér met-
sugdr koti Ossze. gzése a sikban.

2. Bgy nyaldb két sugardt | 2'. Az egyenes a nyaldb két
egy sik koti Gssze. sikjdnak metszésvonala.
8. A sik & tér bdrom pontjit | 8’. A pont a tér hdrom sik-

koti Gssze. jénak metszése.

4. Egy sik Osszokoti a tér egy | 4’. A pont egy stk és egy
egyenesét 6s egy pontjat, egyenes metszése a tér-
ha a pont nem illeszkedik ben, ha az egyenes nem
8% egyenesre. ! illeszkedik a sikra.

Ebb6l a kisszdmd, ardnylag nagyon egyszerti tételbdl is
latjuk, hogy a geometria a dualitds elvének mekkora terjesz-
kedési lehetdséget koszonhet. Minden tétel magdban visel egy
mésodikat és a dudlis Osszefiggések megsokszorozzdk a
tételek szdmdt a sikban, térben és a nyaldbban.

Szolgdltassa ismét egy torténeti visszaemlékezés a tovabb-
haladésunkhoz szitkséges anyagot., Kériilbelil Richelieu-nek,
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a nagy dllamférfinak és biborosnak idejében, tehdt a XVIL
szdzad elején élt Lyonban egy jegyzdnek a fia. Neve Desargues
volt. A fiq kival6 épitész és a geometridnak ldngeszi miivel§je
volt, de megjelenése kissé kiilone természetre vallott. Frre
mutatott az is, hogy ellentétben a feltlinést hajhdszo tortetdk
szokdsaival, legfontosabb miiveit is alig 14thaté apréd betiik-
kel, kiilondlls lapokra nyomatta és igy is csupdn leghizalma-
sabb bardtainak osztogatta. 88t ezekben az alig hozzdférhetd
gzovegekben is matematikdt6l nagyon tdvoldlls, a botaniké-
6] koles6nzott tolvajnyelvet hagznal, mindenkor gyskerekrdl,
levelekrsl, dgakrdl ir, ha geometriai alakzatokat aksr emli-
teni. Nagyon is megértjitk, hogy kortdrsai miért tartottdk
rajongonak és bolondnak. Csak a legnagyobb matematikusok,
fgy Pascal és Fermat voltak més véleménnyel & lyoni boles-
r8l. 8 nekik volt igazuk. Mert Desargues volt a projektiv
geometria tulajdonképpeni megalapitéja, s a réla elnevezett
tételnek az 1 geometria felépitésében akkora a jelentésége,
hogy alig marad el a Pythagoras-tétel jelentdsége mogott.
Tudunk réla, hogy Poncelet hallott Desargues-rél, de hogy
tanait alaposan ismerte-e, bizonytalan, mert mags Poncelet
panaszkodik, hogy Desargues-nak éppen a f6mfive veszett el.

‘A sers azonban agy akarta, hogy egy mdsik férfi, aki
Poncelet utédn sokat tett a projektiv geometria fejlesztése
terén, a francia Chasles, egyszer a szajnaparti konyvkeres-
ked6k egyikénél kotordszott és itt éppen ez a hivatott szak-
ember taldlja meg Desargues-nak elveszett f6mfivét.l Ma
tehdt tobbet tudunk Desargues-r6l, mint a kézben eltelt két
bvszdzad matematikusai.

Desargues alapvetd tétels, sikra alkalmazva, a 17. 4bra
jeloléseivel, a kévetkezd :

«Ha két hdromszog — cstiesaik 4y, By, C, és 4,, B,, C, —
olyan fekvésti, hogy a megfelel6 (egynevii) cstesaikat éssze-
kot6 egyenesek egy ponton (S) mennek keresztiil, akkor
megfeleld, kellden meghosszabbitott oldalaik metszéspontja
egy egyenesen van.

! Girard Desargues (1593—1662) f8mfivének magyar cime ez lehetne:
«Elézetes vézlata annak, hogy mi térténik, ha kip és sik taldlkoznak.s
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Bérmennyire jelentéktelennek l4tszik ez & tétel, mégis
alapvetd fontossdgi az egész geometria szempontjdbol. Mert
csak ennek nyomdn lehet, a Pascal-tételen kivil, szigort
atmenetet taldlni a helyzetgeometridbdl a mértékgeometridba,
ez pedig a geometria szintétikus, épitd tdrgyaldsmoédjinak
alapieltétele. 8 oz a tétel nemesak a sikban érvényes, hanem
a térben és a nyaldbban is. Ezekkel most nem foglalkozunk,
csak megjegyezzilk, hogy Desargues tételének ez a két valto-
zata mind a perspektiva, mind az dbrdzolé geometria szem-
pontjabdl kiilonlegesen lényeges.

‘Degargues tétele projektiv geometrlal tétel, tehdt alkal-
mazhatjuk r4 a dualitas elvét. Megkiséreljiik tehdt «kulesunky,
«wzétérunky segitségével a dusltételét megtaldlni. fgy okos-
kodunk : két hdromszigink volt, a dualités értelmében kéb
héromoldalunk lesz. Csticsokat 6sszek6td egyenesek ponton
mentek 4%, most oldalak metszéspontjai egyenesen fekszenek.
Bz a foltételre vonatkozott. A kovetkezmény : oldalak metszés-
pontjai egyenesen fekiidtek, most estiesok 6sszekotd egyenesei
ponton mennek 4t. Tehdt Desargues tételének duil-megfordi-
tdsa gy hangzik :

Ha két héromszég megieleld oldalainak metszéspontjai
ogy egyenesen fekszenek, akkor a megfeleld csticsokat Gssze-
kot8 egyenesek egy ponton mennek 4t. (18. dbra.)
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A dualitds hatdsa itt nem olyan szembettld, mint a
Pascal—Brianchon esethon. A jobb megértés kedvéért ffiz-
ziik teh4t még hozzd, hogy a dudlis megfelelés magja itt a
kovetkezs : hirom egyenes megy az S ponton keresztiil és
hirom pont fekszik a ¢ egyenesen. Ezért a dudlis megfordi-
tdsndl a rajz véltozatlan marad, csak mintegy a felépitése
lesz més. A Pascal-tételre a dualitds hatdsa azért szembe-
6t18bb, mert a Brianchon-tétellé térténd 4dtalakuldsndl az
el6bbi két egyenesén fekvd hdrom pontjabél az utébbinak
két ponton keresztil mend hdrom egyenese lesz; a szer-
kesztés eredménye az elsfnél egyetlen, hédrom ponton ke-
resztiilmend egyenes, a médsodikndl viszont hdrom, egy
ponton keresztiilmend egyenes.

NYOLCADIK FEJRZET.

Teljes geometriai idomok.

Miel6tt még Pascal, Brianchon és Desargues tételeinek
mértékgeometriai felhaszndldsdhioz 14tndnk, forditsuk figyel-
miinket kdnnyebb és egyszertibb teriilet felé. Fiz a kis pihend
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nagyon j6 lesz arra, hogy mér megismert alapalakzatokbdl
tervszerfien idomokat alkossunk. Egyel6re tgynevezett pro-
jektiv idomokat, amelyek feltétleniil a legdltaldnosabbak, s
legkevesebb feltételher kétottek, mert nagysdguktol teljesen
oltekintiink és semminemtl szabdlyossdgot sem keresiink.
Szem el6tt fogjuk azt is tartani, hogy idomaink, a nélkiil,
hogy lényegitk megviltoznék, eltorzulhatnak, elfajulhatnak.

Miel8tt még az idomok vizsgdlatdhoz kezdenénk, jegyez-
ziik meg: kiiléndsen sok gondolkodds nélkiil beldthatjulk,
hogy idomon valamilyen elhatdrolt dolgot kell értenink.
De ehhez még valami jérul. Az elemi alapalakzatok — pont,
egyenes, sik — nem idomok, csupdn az 1dom 6pitSkoveinek
tekintendGk. Csak hatdresetet jelenthetnek, taldn ossze-
zsugorodott, elfajult idomokat. De errfl majd késGbb. Az
R,-ben létezik ugyan valami, ami bizonyos fokig idommnak
volna tekinthetd : a tdvolsdg, vagyis egy egyenesnek két
ponttél hatdrolt darabja. De egyeldre maradjunk abban,
hogy ezt sem tekintjlik idomnak. Tehdt az R,-t kell elGven-
niink, ha idomot akarunk Hsszedllitani. Legalébb hény elem
sziikséges tehdt ahhoz, hogy fogalmamk szerint idomot ala-
kithassunk? Egy egyenech8l és pontokbdl nem lesz idom,
s6t két egyenesbbl sem. Igy tehdt hdrom egyenessel fogunk
kigérleterni.

e

19. dbrs.
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Bz a kisérlet mdr sikertil. Természetesen osak akkor, ha
egyeneseink kozt nines két, még kevésbbé hdrom parhuzamos,
vagy hem megy mind a hérom egy ponton keresztiil. Meg-
talaltuk tehét a sik legegysmerfibb idomét, nevezzitk hirom-
oldalnak, mert hdrom egyenesbél (oldalbol) keletkezett.
B hérom oldal hérom pontban metszi egymdst, ezeket ne-
vezzilk, mint eddig is, esdcspontoknak, vagy egyszerlien
egtesoknak. Idomunkban tehét az oldalak és estiesok szdma
egyformdn hdrom. A héromoldal a héromszdg dudl meg-
feleléje. Az ilyen idomokat egyszerd, vagy simplex idomok-
nak, mmplexeknek nevezzitk. De vigydzzunk, a projektiv
geomstria négyszdge vagy oOtszdge egydltaldn nem ugyanaz,
amit mi az iskoldban négyszégnek vagy oOtszognek nevez-
tiink. A projektiv geometria mindenkor Ggynevezett feljes
idomokkal foglalkozik, mert bizonyos szdmi egyenesbdl
ad6dé valamennyi esicspontot megkeres, illetve a dudlja
bizonyos sz4mfi pontnak valamennyi osszekotesmodjé.t
A projektiv geometria négyszdgének hat oldala van és a
négyoldalnak hat csticspontja. Ezeket az idomokat nevezzik

20. 4bra.

teljes idomoknak, s megkiséreljik ecsalddféjukat Carnot
nyomén felépiteni. Felhagzndljuk majd ezt az alkalmat bizo-
nyos térvényszerlségek megismerésére is.

Beszéljiink el8szér a sik teljes idomairtl. A sikban esak
kéttéle idom lohetséges, mindkett6 pontokbél és egyenesek-
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bél 4ll, egyik az n-szdg, a mésik az n-oldal; az n szabadon
vélaszthato, ketténél nagyobb egészszdm. A kombinatorika

: s " s , . (T
szabdlyai szerint az n-szdgnek mindenkor n cstcsa és (2) ol-

dala van, mert egy oldal, egy egyenes, mindenkor két pontot
ko6t Ossze. Megforditva, n-oldal esetén, mindenkor n egyenes-

sel és (g) estesponttal taldlkozunk. Mivel mdr megédllapi-

tottuk, hogy = legaldbb hdrom, kiilonben nem keletkezik
idom, simplexként a hdromoldal és a hdromszég maradt.

A héromszognek, a meghatdrozds értelmében hirom esiiesa

van és (g) = %—2— = 3 oldala. A hdromoldalnak hdrom oldala

és (g) = 'Ei))'%' =8 ecstespontja. A hdromszég és a hérom-

oldal egyenértékfi, igy is kell lennie, ez kideriil, mihelyt
rénéziink, hisz simplex idomndl 4t16 meghtzdsénak lehets-
sége is hidnyzik, igy az oldalak és csticsok szdménak meg kell
egyeznie.

Négyszognél mér mds a helyzet, hasonléképpen a t6bbi
n-8z6gnél (n=>4). A teljes négyszognek 4 szégpontja 6és

(2 = _4;_3_ =6 oldala van. A teljes négyoldalnak viszont
4 oldala és (;) = %: 6 cstcspontja. A teljes tizszdgnek
10 estiesa és (120) = 45 oldala van, a teljes tizoldalnak viszont

10 oldala és (120) = 45 ecglicsa.

De nem elégsziink meg ezzel az eredménnyel : kibGvitjiik
ismereteinket. Rajzoljunk fel tehdt egy teljes négysziget.
Létjuk anégy cstiesdt, 4;, 4, 43, 4, és a hat oldalit ay, as,
s, Gy, G, G, amelyeket hdrom pér dtellenes oldalld csoporto-
sithatunk. Ezek az dtellenes nldalak is metszik egymdst,
metszéspontjuk az 4. n. &tlopont. A 21. képen D, D,, D,.
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21. dbra.

A dudl eset a teljes négyoldal. 16t a négy oldalunk (22. kép,
teljes vonal) van és hdrom &tellenes pontpirunk: 4,4,
A, A, bs AAq Ezeknek az 6sszekotésébll adodnak az 4610k,
dy, dy 68 da.

22. 4bra.

Bazzel a sik teljes idomainak Osszes lohetSségeit kimerd-
tottitk. Hppen ezért tovdbb megytink, felemelkediink a
nyaldbba. A nyaldb, tudjuk, egy ponton keresztiilmend
sikokat vagy sugarakat jelent. A sugarakat, idomok szem-
pontjdbol éleknek nevezziik, a sikokat lapoknak. Megkiilén-
boztetiink tehdt n-élicket és m-lapiakat. Az ilyen idomot
durva hasonlattal alul nyitott galdnak iz mondhatnék. Ha
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tehdt ilyen idomot sfkkal metsziink, akkor, ha a metsz8 sik
egyik éllel sem parhuzamos, élek képe pontként, oldallapok
képe pedig egyenesként jelentkezik a metsz8sikon. A nyaldh
idomainak metszete tehat a sikban n-szdget, illetve n-oldalt
ad. Ebbd] azonnal kovetkezik, hogy az oldalak és élek ko-
zOtti Osszefiiggés a nyaldb idomaiban ugyanaz, mint az
oldalak és cstesok Osszefiiggése a sikidomokban. Tudjuk,

hogy az n-6lfinek n-6le és [} oldala van, az n-laptmak pedig
n
()
Tudjuk, hogy a hdroméld és a hdromlapl egyenértékd, dusl-
szotdrunk segitségével azt is lefordithatjuk, hogy dtellenes
lapjainak 1etszésvonalait 4tlésugarak, atellenes sugarait
pedig dtlosikok kotik ossze. A nyaldb simplex idoma a hdrom-
lapt és a hdroméld.

Tekintve, hogy az B,-at nem akarjuk elhagyni, mdr esak
a térbeli idomok vannak hdtra. Természetesen térben sem
kothetiink mésképpen Ossze pontokat, mint mindenkor
kettlt-kettdt egy egyenessel. lgy természetes, hogy a tér-
beli. wm-sz0gy m-csiesa kozt (g

Kissé més a belyzet az oldalla,pokkal. Tudjuk, hogy hérom-

n lapja és éle; m itt is tetszésszerinti szdm, de n>2.

) Gsszek6td egyenes van.

hérom pont hatdroz meg egy sikot. Kovetkezésképpen (g)

a térbeli n-szdg oldallapjainak a szdma és hdrom pont nem
fekhetik egy egyenesen. A térbeli n-lappak, mint neve mu--

tatja, n-lapja van. Erthets, hogy az n-lap Z metszésvonalat

3

és (n metszéspontot hatdroz meg. A térbeli simplex a térbeli
négyszog, a tetraéder. Ennek 4 csdesa, (é‘) =6 éleo 6 (4) =4

8
lapja van. Tikorképe a térbeli négylap, ennek 4 lapja, g} =6
éle 65 () =4 csticsa van. Egy teljes kockdnak, amely tudva-

levBen a térbeli teljes nyoleszog, (g)= 28 éle és (583) =56 lapja
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van. Tévedések olkeriilésére megjegyezziik, hogy a térbel
nyoleszognek, a kockdnak egyaltaldn nem a térbeli hatlap
a dudl idoma, hanem a térbeli teljes nyolelap, az oktaéder.
Képleteink szerint ennek 28 éle és 56 cstiesa van.t

Igazat adunk annak, aki azt mondja, hogy nagyon nehéz
& térbeli idomokat elképzelni. De nyugodtan megbizbatunk
a,lgoritmusunkban Bs ez egyik nem megvetendd eldnye a
projektiv geometridnak.

Most pedig egy pillantdst vetiink magasabb dlmenylokba,
amire itt alkalom kindlkozik, Az éltalunk koévetett dton
lehetségessé vdlik, hogy az R,-ndl magasabb terek teljes
idomaira kovetkeztethessiink. A négydimenzids tér simplexe,
az ngynevezett Otsejt, egy politop,? egy t6bb-mint-test,
amelyet kézonséges testek hatdrolnak. A kovetkestetés vild-
wos. Az Ry-ben vonalak hatéroltdk az idomokat, az Es-ban
sukok Az R4 idomait tehdt csak testek hatarolhat;ak az

By idomait pedig el6bbi fajtdjd politopok. Az R,-nek az
R,udl eggyel tobb szabadsigi foka van, tehdt a metszesw
68 Osszekotésre is t6bb mddozat nyilik. Még soha sem ldtott
senki 6tsejtet, legaldbb is a maga testi mivoltdban, hdrom
dimenziés rajzdt, modelljét azonban nem nehéz elkésziteni.
5
3

(Z = b5 cstesa van. De ezekrSl a négydimenziés idomokrol

az ogyik kés6bbi fejezetben lesz bévebben sz6.

Az otsejtnek 5 sejtje, (g = 10 dapjap, ( = 10 «ble» és

* A kozonséges geometria idomain, kockéjén és oktaéderén ldtszdlag
hidba keressiik ezt a sok alkotérészt. De ne felejtsiik el : azokou nagyon
sokszor fordul els, hogy a teljes idom oldallapjai, élei vagy osticsai kéziil
tébb Osszeesik. Ahhoz, hogy valamennyi lapot, csficsot és élet kiilon
kapjunk meg, sziikséges, hogy négy osdospont soha se fekildjék egy
sikban vagy négy sfknak ne legyen egy kozds metszéspontia.

¢ Politopoknak a hdromnél t6by dimenzi6s testeket nevesziik.
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KILENCEDIK FEJEZET.

A geomeiriai axiomak.
Hilbert axiomarendszere,

Hok szédpet és meglepdt tanultunk, s bar reméljik, hogy
ven némi képiink a projektiv geometridrdl is, mégis homokra
épitettiink az egész 1d6 alatt. Az Ggynevezett axiomdkrol
ugyanis még csak nagyon felilletesen beszéltink, pedig azok
az alappillérei a valoban tudomédnyos geometridnak. De ha
ezzel a végsd fokozattal kezdiink foglalkozni, pedig ide kell
jutnunk, ha minduntalan a «iért? kérdésekre felelgetiink,
akkor ldtszolag elhagyjuk a projektiv geometria teriiletét.
De ez esak ldiszat. Mert valami médon minduntalan vissza-
tériink. BEleinte ] és idegen volt szdmunkra a projektiv
geometria, hisz alig hallottunk réla valamit az iskoldban.
Do felkeltotte érdekl6désiinket, megkedveltiik. Hg megbardt-
koztunk vele. S akkor fogja csak nagy jelentlségét igazdn
megnutatni, amikor a mértékgeometridra kell rola dttérntink.

Mik is azok a rejtélyes axiomdk? Néha azt mondjik roluk,
hogy az alapigazségok, alaptételek, amelyek mdr tovdbb
nem bizonyithatok, a szemlélet kovetkezményei és esak a
szemlélet igazolhatja Gket. Ilyen axioma volna példdul az
az allitds is, hogy minden egyenes legaldbb két pontbol &ll,
és minden sikon legaldbb hirom nem egy egyenesen fekvd
pont taldlhatd. Tlyen példék alapjén azt mondhatndk, hogy
az axiomdk szemléleti tartalmukon kiviil némi logikai elemet
is tartalmaznak. Hisz a sfk képzelt valami, képzeletem ter-
méke. Az axiomdval pedig éppen azokat az ismertetjeleket
emelom ki ujbol, amelynek alapjén én a fogalmat meg-
alkottam.

De hagyjuk a boleselkedést, ne taglaljuk azt a kérdést,
hogy a matematika csak megallapodds vagy még kevesebb,
esupdn tautolégia, tehdt mindig onmagdba visszatérs, egy
tengely koriil keringl kore kiilonféle okoskoddsoknak. Az
idevdgé irodalom eléggd b8 felvildgositdst nyujt. Nézzink
inkdbb kériil — szokdsunk szerint — a torténelemben.

Bs it valami cgészen csoddlatosat, & tudomény torténe-
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tében egyediildlld dolgot tapasztalunk : mér Kr. e. a harraa-
dik szdzadban a nagytuddsd, kivdlé Huklides axiomarend-
szert allitott fel «Elemeir («Btoicheian) elején és ez az axioma-
rendszer kidllotta két évezred birdlatdt. Feltétlenil voltak
ismert geometriai elemek Huklides el6tt is. De nem lehettek
olyanok, mint Huklideséi. Mert kevés kivétellel ma is ismer-
jiuk az 6kor valamennyi lényeges mtivét. Fontos dolog nem
megy egykoénnyen veszenddbe, hisz rendesen még szerzlje
élete folyamdn, vagy kevéssel haldla utdn kell6 szdmban
sokszorosftjdl munksjst. Bs Huklides mfveit ma is nyom-
tatjak. 86t majdnem véltozatlan alakban haszndlja az angol
tanuldifjtsdg tankényviil.

Ha lemondunk arrél, hogy Euklides axiomatikdjat rész-
letesen ismertesgilk, akkor erre két nyomés ok késztet.
Elfezor is keriilni akaxjuk, ha egysltaldn lehet, hogy egy
dolognak t6bbféle rendszerét ismertessiikk. Kilonféle rend-
szerek osszehasonlitdsa csak haladottabbaknak vald és mér
a kutatdsnak bizonyos fajtdja. Tanitds alapja csak katekiz-
musy lehet, nem pedig killontéle rendszereket ismertetd
«kompendiviny. De ez az ok taldn még nem késztetne arra,
hogy Euklides teljesitményével olyen mostohdn bénjunk.
Az a fontos korilmény jatszik még szerepet, hogy éppen az
ubolsd 6vszdzad forradalmasitotta nagymértékben a geo-
~metria szdmos részét. A projektiv geometridban a vdltozds
fontos fejezetét ismertitk meg, de mds véltozdzokkal islesz még
alkalmunk megismerkedni. De ezzel azok a kovetelmények
is megvéltoztak, amelyeket egy axiomarendszerrel szemben
tdmasztunk. Uj tényekkel szemben is meg kell 4llnia helyét,
@y, eddig ismeretlen teriiletekrdl szdrmaz6 felfedezések helyét
18 ki kell jeldlnie.

Bzek voltak az okok, amelyek miatt Ggy hatdroztunk,
hogy az egyik legmodernebb és egyben mdr klagszikussé
valt axiomarendszert vélasstjuk tovabbi tdrgyaldsunk alap-
jdul : még pedig a kivdld, ma is 816 német geometriatudos-
nak, David Hilbertnek, a géttingeni sgyetem egykori tandré-
nak rendszerét, ahogy a «Grundlagen der Geometrie» (A geo-
metria alapjai) ciml munkdjdban 1918-ban megirta.

Természetesen oz a rendszer sem keletkezett énmagdhol.
Taldlunk benne olyan axiomdkat is, amelyeket mdr HEuklides
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is megirt. Mert a «gbrég csodas, a nagyfoki képzelGtehetsdg-
nek és kifogastalan logikdnak remek taldlkozdsa sok végleges
érvénylit alkotott, olyant, hogy nekiink, késéi utédoknak
sem lehet okunk vagy szandékunk megvdltoztatni vagy meg-
tagadni. Hilbertnek és a t6bbi ujkori matematikusnak ered-
ményeit mégis ondlloknak kell tekinteniink. Mert csak be-
avatottak tudjak megmondani, hogy milyen éles logika, az
egész matematikdnak milyen 4tfog6é ismerete kell ahhoz,
hogy valaki csak félig-meddig haszndlhaté axiomarendszert
alkothasson. Az axiomarendszer axiomdinak egymistol fiig-
getlencknek kell lennidk, mert kiiléuben elvesztik axioma
jellegiiket. Nem lohetnek ellenmondék. Ehhez jérul még a
teljesség stlyos kovetelménye (szigortian véve minden
valaha feldllitott geometriai tételt meg kellene vizrgdlni,
hogy nem lépi-e til az axiomarendszer hatdrait).

Az itt kovetkezd, maguktol értetddd tételeket tehdt mégis
valamivel nagyobb megbecsiiléssel kell nézniink, mint
amilyent els6 pillanatban megérdemelni ldtszanak. Mert
éppen ez & «magatol értet8désy okozhatja a legnagyobb
nehézséget.

Hilbert nem mond semmit az axioma lényegérdl. Csupdn
egy ellrebocsdtott magyardzatban jelenti ki az aldbbiakat,
miutdn azokrél a «dolgokrély beszélt, amelyeket mi pont,
egyenes s sik néven emlitiink és amelyek az egyenes, a sik
és a tér geometriai elemeinek tekintend8k :

Pontokat, egyeneseket és sfkokat — mondja — egymds-
sal bizonyos Osszefiiggéshben lev8knek tekintink és ezeket az
Osszefiigodseket «eksziky, «kozotly, «pdrhuzamosy, «egybe-
végdy, «folytonosy szavakkal fejezzitk ki; ezeknek az G3sze-
fiiggbseknek matematikai haszndlathoz szitkséges teljes le-
{rasit a geometrial axiomdk szolgdltatjsk.

Hilbert szerint az axiomdk &t csoportba osathaték.
Minden csoport szemléletiink bizonyos szempontb6l Gssze-
tartozé alapvet§ fogalmait tartalmazza. Az axiomacsoporto-
kat Hilbert a kdvetkezbképpen nevezi meg (a rémai szdmok
8 csoport szgmdt jelolik, az arabs szémok az axiomik sor-
szdmai) :

1. 1—8. A kaposolds axiomdi.
II. 1—4. Az elhelyezés axiomdi.
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IIL. 1—5. Az egybevigdsdg axioméi.
Iv. A pérhuzamosak axioméja.
V. 1—2. A folytonossdg axiomdi.

Tehdt Hilbert szerint 20 axioma van.

Jegyezzilk meg itt, hogy mds axiomarendszer, példdul
Schur vagy Paseh axiomarendszere, nem- hdrom elembé!
6piti fel az egész geometridt, hanem egybdl, a pontbsl. Ilyen
axiomarendszerek azutdn esetleg nemecsak az euklidesi, ha-
nem a nem-eguklidesi geometrigkban is a maguk egészében
érvényesek maradnak.

TIZEDIK FEJEZET.

A Kkapesolas axiomadi és az elhelyezés axiomai.

Az els8 axiomacsoport, a kapesolds axiomdi, a pountok,
egyenesek és sikok kozt fenndllé kapesolatokat adjik.

I 1. «Két egymdstol kiilonboz8 4 és B pont mindenkor
meghatéroz egy egyenest.n

(A emeghatirom kifejozés helyett més kifejezés is hasz-
ndlatos. Igy: az egyenes keresztillmegy az A4 és B ponton,
osszekoti az 4 68 B pontot.)

1. 2. gy egyenesen fokvs két pont meghatdrozza ezt az
egyenest.» , '

I 8. (Bgy egyenesen mindenkor van legaldbb két pont,
sfkban mindig van legalébb hdrom nem egy egyenesen fekvs
pont.n ’

I 4. «BEgy sik hirom nem egy egyenesen fekvd pontja
4, B, C, meghatdrozza a sikot.»

L 5. «Bgy sik hdrom pontja, ha nem fekszik egy egye-
negen, meghatdrozza a sikot.»

L 6. (ta egy a egyenes két pontja, 4 és B egy a sikban
gellisz}lli, akkor az o egyenes minden pontja az a sikban
OKSZ1K.»

(Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy az egyenes a
gikban fekszik.)

Colerus: Pons, 1
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I 7. «Ha két sik, a 63 8, egy 4 pontja kdz8s, akkor van
legaldbb még egy koézds B pontjuk isp

I 8. «Van legaldbb négy nem egy sikban fekvd pont.n

Minden axiomdbél természetesen a tételek egész sora
kovetkezik. Do a jobb dttekinthetdség kedvéért az axiomdkra
szoritkozunk és ezért dttériink a mésodik csoportra.

B csoport axiomdi a «kozotty fogalmét hatédrozzdk meg
és lehetdvé teszik a pontok rendezését egyenesen, sikban,
térben.

II. 1. «Ha 4, B, C egy egyenesnek pontjai és a B pont
4 68 € kozt van, akkor a B pont C és 4 kozt is vany

A B ¢

— e m—

23. 4dbra.

i

I1. 2. a 4 63 0 egy egyenesnek pontjai, akkor van leg-
aldbb egy olyan B pont, amely A4 és C kozt fekszik és leg-
aldbb egy olyan D pont, hogy C fekidjék 4 és D kozmts

A__ B C D

8 v o

24. dbra.

IL. 8. «Egy egyenes hdrom pontja koziil egy és esakis egy
fokszik a mdsik kett6 kozb.

(Valamely o egyenes két pontjat vessziik figyelembe.
A vonalnak e két pont, 4 és B, dltal hatdrolt részét AB
vagy BA tdvolsdgnak nevezzik. Az 4 é3 B kozott fekvd
pontok a tdvolsdg pontjai, vagy a tdvolsdgon beliil fekvd
pontok. 4 és B a tdvolsdg két végpontja. Az egyenes tébbi
pountja a tdvolsdgon kiviil van.)

1I. 4. «Liegyen A, B és C hédrom nem egy egyeneshen fekvs
pontja egy siknak és a egy olyan egyenese, amely egyik
ponton sem megy keresztiil ; ha az o egyenes keresztillmegy
az AB tévolsdg egyik pontjan, akkor feltétlentil keresztiil-
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megy vagy & BC tdvolsig egy pontjin vagy az AC tdvolsig
egy pontjdn. (Ez az dgynevezett ,,Pasch-féle axioma‘.)»

Az 1. &g II. axioma-esoportbél ismét szdmos tétel kovet-
kezik. Bzek koztil esak a szdmunkra legfontosabbat emlitjiik,
azb, hogy egy egyenes két pontja kézott mindenkor végtelen
sok pont ven. Mivel két pont mindenkor meghatdroz egy
egyenest, s mivel tovébb4 mindenkor taldlhaté olyan pont,
amely az egyenes két pontja kézdtt van, akkor ennek az
eljérdsnak ismétlése az aldbbi elgondoldshoz vezet :

A B D EF ¢

o
2

e o T ¥

25. dbra.

Feltétleniil van az 4 és C pont kozt még egy pont, legyen
az B. De B é3 C az A-t6l tiggetleniil is meghatdroz egy egye-
nest, igy van egy D pont a B és C kézt. D és C B-t6l fiigget-
leniil hatdrozza meg az egyenest, van tehdt koztik egy
E pont. B és O ugyanilyen elgondoldssal adja az F pontot.
Mint l4tjuk, korldtlanul ismételheté ez az eljérds, anélkiil,
hogy az 4 és C pont kozét el kellene hagynunk. Fzzel tehdt
végteleniil sok ponthoz.jutunk ; hasonlé eljérdssal természe-
tesen arra is r4joviink, hogy az AC koz bérmelyik részén
végtelen sok pontot taldlhatunk.

TIZENEGYEDIK FEJEZET.

Az egybevagdsig axiomdi. Haromszdgek
egybevagdsaga.

Léssunk most hozzd az axiomék barmadik esoportjinak
megismeréséhez ; ezek tartalmazzdk az egybevigbsdg és ezzel
egylitt az elmozgatds fogalmét. Kongruens, azaz egybevégé a
geometria nyelvén az egyenléségnek killonleges esetét jelenti.
Egybevigbsdgrol csak akkor beszélhetiink, ha az egyenld
geometriai idomok csakugyan egymésra fektethetlk, teljes
fedésbe hozhatok. Ezt a ldtszélagos ravaszsdgot mdr itt meg-
akarjuk vildgftani. Két kesztyli egyenld, ha minden méretitk

B¥x
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megegyezik. Vagyis ha a két kesztyl egy pdr. A kessty(ik
mégsem hozhaték fedésbe. Csak akkor dughatok egymésba,
ha az egyiket kiforditjuk. A kiforditds kesztytiknél, véletleniil,
lehetséges. Do ha két lovagi pdncélkesztylivel kisérletezném,
semmiesetre sem sikerfilne a dolog, nem hozhatndm Sket
sommimédon fedésbe. A két kesztyli tehdt egyenld ugyan,
de mem egybevagd, hanem szimmetrikus. Szimmetria azon-
ban nemesak térbeli, hanem sikbeli vagy vonalszerti idomok-
ndal is lehetséges. Az eredeti és a tiikorképe, a nyomoédforma
é8 & nyomtatvdny szimmetrikusak. Egybevdgokks csak akkor
lehetnek a szimmetrikus s{kidomok, ha a sfkbél, az R,-bél
kiomelve az Bj-ban dtforditjuk Sket. A sikban 4m tologat-
hatnék és forgathatndk 6ket, mégsem fednék soha egymdst.
Utaljunk itt axra is, hogy a «baly és «jobby probléméja is ezzel
fiigg ossze. S egyelfre jegyezzitk meg alapelvként, hogy két
szimmetrikus n-dimenziés idom csak akkor hozhaté fedésbe,
ha ag B, .1 tovabbiszabadsdgi foka rendelkezésre 41l. De ha
nem szimmetrikus a két idom, az egybevdgésdgot akkor is
esak az idom eltoldsa segitségével dllapithatjuk meg. Ezen
alapul az az allitds, hogy az egybevigésdggal az eltolas fogal-
mét is meghatdroztuk.

De elhalasztjuk a szimmetria és dimenziék szdma kozt
fonndllé osszefiiggés tdrgyaldsdt, hogy figyelmiinket az
axiomdk harmadik esoportjdnak tdrgyaldsdra fordithassuk.

IIT. 1. «Ha az 4 és B pont valamely a egyenesen fekszik,
A’ pedig ennek az egyenesnek vagy egy mdsik o’ egyenes-
nek egy pontja, akkor az a’ egyenesen, az A4’ megadott
oldalén mindenkor egy és csakis egy olyan B’ pont talélhatd,
amelyre nézve az AB és A'B’ tdvolsdg egymdssal egybe-

végb, vagyis
AB=A'B’

Minden tévolsdg egybevdgé onmagdval, vagyis mindenkor
igaz, hogy
AB=AB é AB=BA»

(Bzt az 4llitdst egyszeriibben tgy fogalmazhatjuk meg, hogy
valamely tédvolsdg egy egyenesre egy adott pont valamelyik
oldalén mindenkor egyértelmfien mérhetd fel.)
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IIL. 2. «Ha egy tdvolsdg, 4B, misik két, 4'B’ és A"'B",
tdvolsdggal egybevigs, vagyis AB=A'B’ és AB=A4"'B",
akkor A’B'=A4""B"»

IT1. 8. dLegyen AB és BC két tdvolsdg az a egyenesen és
ne legyenek kézos pontjaik, s 4’B’, valamint B'C” két t4vol-
gdg ugyanazon az g, vagy valamely mds o’ egyenesen, s
ezoknek se legyenck kozos pontjaik ; ha most 4AB==4'B’
és BC=B'C’, akkor AC=A4"C" szintén helyes.»

A B C
e 4 : a
A B o )
b : a
26. dbra.

Mieltt még tovédbbi axiomdkra 4ttérnénk, alapvetd
fogalmakat kell megismerniink. Mindeddig esak pontokkal,
vonalakkal, tdvolsigokkal vagy sikokkal volt dolgunk. Most
j alakzatot kell bevezetniink : a szdget. Ennek lehetSleg
tudomdnyos szempontbdl kifogéstalan moédon kell megtor-
ténnie, hisz mi, tekintve, hogy axiomakkal foglalkozunk,
nem kell, hogy tudjuk, mi is az a szog. Ezt a fogalmat tehdt
1épésrél-1épésre kell felépitentink.

Legyen elSitiink egy tetszésszerinti a sik, induljon ki
valamely O pontjghél két kiilonbozd félsugér. Bz a két £él-
sugdr két kiilonbizd egyeneshez tartozik.

27. 4bra.
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A félsngarak eme rendszerét nevezzilk szégnek és (h, k).
vagy (k, h)= jellel jeloljik. A II. 2—4. axiomdkbol kovet-
kezik, hogy a h és k félsugarak (valamint az O pont) az a sik
t6bbi pontjét a kiovetkezbképpen osztjdk két tartoményra :
Legyen A az egyik tartomdnynak, 4’ pedig a mdsik tarto-
ménynak pontja, akkor minden vonal, amely az 4 pontot
az A’ ponttal Osszekoti vagy keresztiil megy az O ponton,
vagy a h, vagypedig a k félsugér egyik pontjdn. A két tarto-
mény koziil egyik kitfinik a mdsikkal szemben ; a kiilonleges
tartomdnynak az & tulajdonsiga, hogy bdrmely két pontjdt
Osszekotd tédvolsdg egbsz terjedelmében benne van e tar-
toményban. Kzt a tartomdnyt nevezziik a (h, k). belsejének,
megkillonboztetésill a mdsik tartomdnytol, amelyet a (b, k).
killsejének neveziink. A h és k félsugdr a szog két szdra, az
O pont pedig & szdg esticsa.

Sz6gek is bizonyos viszonyban vannak egyméssal, e viszo-
nyok megjelGlésére is az «egybevigs vagy «egyenldy szavakat
hasznédljuk.

IIL. 4. «Adjunk meg egy (h, k) szdget egy a sikban,
és egy a’ egyenest egy a’ sikban, jeldljik meg tovébbé az
a' stknak a'-t6l szdmitva egyik oldaldt. Legyen k' az o’ egye-
nesnek O’ pontjabol kiindulé egyik félsugara ; akkor az o'
gfkban és csakis egy olyan k' félsugdr taldlhats, amellyel
a (b, k)2 68 a (W', k') egybevdgd lesz, ha egybena (' k')
valamennyi bels§ pontja az a’ stk megadott oldaldn van.
Minden szoég egybevdgd onmagaval; (h, k)x=(h, k)= és
(h, k) 2 =(k, k) 2. Roviden azt is mondhatjuk, hogy egy adott
sz0g, egy adott sikban egy adott egyenes egyik megjelolt
oldaldra egyértelmten mérhetd feln

Ahhoz, hogy a kovetkez§ tételt felirhassuk, néhdny sz
magyardzatot kell el6rebocsdtanunk. Legyen ABC egy
héromszdg ; jelolje az 4 pontbdl kiinduls, B és C ponton
keregztiilmend félsugarat h és k. A (h, k)r akkor a hérom-
szdgnek az AB és AC oldaldtdl bezdrt, vagy a BC oldaldval
szemben fekv&nek mondott szége ; belsejében van a hdrom-
szog valamennyi bels§ pontja és BACx vagy Ao jellel
jeloljik.
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IIT. 5. «Ha két hdromszogre (4 BC és A'B'C") nézve helye-
sek az aldbbi egyenlfségek :
AB=A'B’', AC=A'C" és BACx=BA'0C'x
akkor mindenkor helyesek az aldbbiak is :
ABCx=A'B'C'x és ACBy=A'C'B'zv»
Bzt az utobbi axiomdt a héromszogek egybevégésdginak
térgyaldsakor tudjuk majd j6l alkalmazni. De most még
siirgsen potolnunk kell a szdggel kapesolatos néhdny foga-

lom ismeretét. Két sz6g mellékszoge egymédsnak, ha egyik
szdruk és ostesuk kézos, mdsik szdruk pedig egyenes vonal.

b4

hl
28. 4bra.

AR B 68 a (W, k)= egymdsnak mellékszoge. Ha,
azonban mellékszogek egybevigok, egyenlSk, aklkor derék-
szogek. Vagy azt is mondhatjuk, hogy egy szég akkor derék-
szog, ha mellékszogével egybevigo.

AN

H A h
29. dbra.

Azt is mondjék, hogy a k egyenes merfleges a h és b’ fél-
sugarakhol 4ll6 ¢ egyenesre. Hilbert nyomédn a IIL 1., IIL. 4,
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és ITL. 5. axiomdkbdl kovetkezik a derékszbgek létezése. Ha
ugyanis valamely széget egyik szdrdra Ujra felmériink tgy,
hogy a két sz0g csticsa kozos legyen ; ezutdn a kiils6 szdrakra
egyenl8 tdvolsdgokat mériink fel, akkor az ezek végpontjait
Osazekotl egyenes merbleges a kozds szédrra.

A B
30. 4bra.

Igaz ugyanis, hogy AB=A4'B’ és AC=A'C". Azonkiviil
(b, ) 2x==(h', k)=

Ezek szerint biztos, hogy az B szog egyenl6 B’ mellék-
szogevel (a IIL 5. alapjdn). De a mellékszogek egyenlésége
éppen a derekszog definieidja.

A szogek més fajtdl az igyneveszett csficsszogek. Két szég
akkor cstiesszoge egymésnak, ha cstesuk kozos és megfeleld
szaraik egyiitt egy egyenest adnak. Csuesszogek mindenkor
egyenl6k, egybevagdk. Megjegyezzilk, hogy miként a (b, k)5
és (', k') 2 cstiesszogei egymasnak, éppen gy a (h, k') 2 6s
(h', &) > szogek is estiesszdgek.

k

h—

31. &bra.
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E megjegyzések utdn elkezdhetiink a hdromszogek
egybevigosdgdval foglalkozni. Csak azokat a hdromszégeket
tekintjik egybevagéknak, amelyeknek mind a hat alkotérésze
(hdrom oldala és hérom szdge) egybevigd. Tehdt

AB=A4'B’, AC=4'C’', BC==B'C’ ;
és
Az=A'x; Ba=B'2, Ca=C2.
Mir a III. 5. axioma megéllapitja, hogy ha két hdromszoge
ben két oldal és a kozbenzdrt szog koleséndsen egyenld,
akkor a mdsik két szog is kolcsénosen egyenlS. Igy esak azt

kell még bizonyitanunk, hogy a hdromszégeknek a harmadik
oldalai hasonléképpen egyenldk.

C

A B A B
32. dbra.

Ha most (mint ilyen bizonyitdsoknil gyakran szokds)
feltételezziik, hogy a dolgok ellenkezdjo igaz, vagyis BC == B'C’
akkor az ilyen feltevés lehetetlenségét kell bebizonyitanunk,
hogy elg§ feltevésiinket igazoljuk. Eredeti foltevésiink szerint
BACx = B'A'C’ 5. Mostani (lehetetlen) feltevésiink szerint
BAC=B'A'D’' x. Hz szemldtomést lehetetlen, de ezen-
kividl a ITI. 4. axioma szerint is helytelen, mert egy szbget
ogy félsugdr valamelyik oldaldra csak egyféleképpen mérhe-
tink fel. Tehdt ezek szerint BC==B'C’ s ezzel az egybevigbsdg
mind a hat alkatrészre igazoldst nyert. Ebb8l pedig a hirom-
sz0gek egybevigbsiga kovetkezik. Az egybevigésdgnak ezb
a tételét az egyenlének felvett alkotorészek helyzete alapjan
Oldal-8z6g-Oldal tételnek nevezhetjik, réviditve OSO té-
telnek.
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Ha most két hdromszég més hdrom meghatdrozé alkat-
részét vessziik egyenlének, példdul az egyik oldalt é3 a rajia
fekvs két szoget, akkor a mésodik egybevagdsigi tételt kapjulk,
az ugynevezett Szog-Oldal-Szég, roviditve a SOS tételt.

PR

Tompaszog — Tompaszog.

N

Tompaszog — Hegyesszdg fompasza"y
33. 4bra.

Bzt és a kovetkezd egy bevigosdgi tételeket mér bizonyi-
téds nélkiil emlitjitk. SOS tételinket azonban nem haszndl-
hatjuk minden korldtozds nélkiul.! Mert ha az oldalon fekvd
két szg mindegyike derékszdg vagy tompaszdg volna (azaz
olyan szbg, amely nagyobb mint a derékszdg), akkor nem
keletkezik hdromszdg. (88. dbra.)

De akkor sem keletkezik héromszodg, ha egy hegyesszig
és egy tompaszdg Osszege nagyobb két derékszdgnél.

A 808 tételbll a szogfelezbknek nagyon fontos tulajdon-
sdgait vezethetjilk le. Vildgos, hogy az ABC és ABC’ hirom-
szO0g (84. 4bra) a SOS tétel alapjan egybevdgd. Mert az
AB oldal kozds, az a é8 o’ sz0g feltevésink szerint egyenld,
tekintve, hogy mindegyik a szbgnek a fele, a B mellett

! Ha hérom egyenld alkotérdszt tartalmazé két haromszog egybevigd,
akkor valamennyi olyan hdromszog is az, amely ezeket az alkotdrészeket
tartalmazza. Ezek az alkotérészek tehét meghatdrozzdk a haromszoget,
vagyis ismeretiikben a hdromszdg mar mindenkor felrajzolhato, de ilyen-
kor tigyeln! kell, hogy az alkotérészek megfelelék legyenek és a hérom-
pzog létre is johessen. (4 forditd.)
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tekvd két derékszog is egyenl§ (azért derékszogek, mert a
COC' egyenest figy huztuk, hogy az AB egyenesre meréleges
legyen). A hdromszdogek egybevigésdgdbol kovetkezik, hogy
a szdglelezdre, egyik pontjdban, hizott merblegesek egyen-
16k (BC=B(C'), hogy ez a merlleges a szogek szdraibél
egyenl§ darabokat végle (AC=4C") és hogy a Cax=C'2.
Ha viszont a szdgfelez8 egyik pontjdbél hizunk a szdg

34. 4bra.

szdraira merGlegest, akkor szintén két egybevdgd hérom-
sz0get kapunk. B hdromszbgek egybevigosiga az SOS tétel
ogyik véltozatdbol kovetkezik : az OSS tételbsl. (KésSbbi
tanulmdnyaink soran l4tni fogjuk, hogy ha két héromszog
megfelels két szoge egyenlS, akkor a harmadik szogek sziik-
ségképpen egyenl6k.)

Tehdt utobbi esetiinkben az ABC, és ABC, valéban
ogybevégt az OSS tétel alapjdn, mert a két hdromszégben
AC,=A4C,, a=a' 63 a két derékszdg, amely a merllegesok
hizdsdval keletkozett, szintén egyenld. EbbS] az kovetkeszik,
hogy a szégfelezd egyik pontjabol a szdrakra hizott merdle-
geseknek a hossza egyenld (BC,=BC,), és ezek a merflegesek
a szdrakbol egyenlS darabokat végnak le. (4C;=4C,.)

Ha azonban a szogfelenft nem az el6bb emlitett mer6-
logessel metszem, hanem egy 4ltaldnos helyzetli g egyenes-
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A C c B

85. dbra.

gol (84. 4bra), akkor ilyen Osszefiiggéseket nem taldlok.
Kés6bb azonban megismeriink olyan osszefiiggésoket, ame-
lyek ogy szbget, illetve a szogfelez6t metsz6 két pdrhuzamos
egyenes metszékeivel addédnak.

Tovébbi egybevigosdgi tétel az tgynevezett Oldal-Oldal-
Oldal tétel, roviditve OO0 tétel. Ez a tétel azt mondja,
hogy két héromszog egybevdgd, ha a két hdromszogben
hérom oldal egyenld. Itt arra kell iigyelniink, hogy két oldal
Gsszege mindenkor nagyobb legyen a harmadiknal. E nélkil
nem szerkeszthetd hdromszog.

Utols6 egybevigbsigi tételként az Oldal-Oldal-Szog tételt
emlitjitk, réviditve OOS tételt. E tbtel szerint két hdromszog
egybevigd, ha két oldaluk és a nagyobbik oldallal-szemben
fekv sz6gitk egyenld. Ha harmadik alkotérésznek a kisebbik
oldallal szemben fekvé sziget vdlasztandk, akkor a megfeleld
alkot6részek Osszedllitdsa nem volna egyértelmé. Mint a 86.

A

C = B

86. dbra.
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4brébdl kidertl, az utébbi feltételnek mind az ABC, mind
az A'BC héromszog megfelel ; az a és b oldaluk egyenld,
egyenl6 a két héromszogben a @ szdg is, a két hdromszog
mégsem egybevago.

Tehdt foglaljuk Gssze befejezésiil két hdromszég egybe-
vigosdganak eseteit. Két hdromszdg egybevdgd, ha hirom
alkotérésziik, koztiik legaldbb egy oldal kélesondsen egyenld.
Tohdt egybevdgd a két hdromszdg, ha a kovetkezd alkoto-
részek megegyeznek :

1. Két oldal és a kozbezdrt szog (OSO tétel).

2. Egy oldal és a rajtafekvd két sz6g (SOS tétel ; ennek
alesete az OSS tétel).

8. Mind a hdrom oldal (888 tétel).

4. Két oldal és & nagyobbikkal szemben fekvl szdg

Oo8 tétel).

TIZENKETTEDIK FEJEZET.

Parhuzamosak axiomaja és a folytonossag
axiomaja.

Megint eltértiink att6l, amit tulajdonképpen tanulmé-
nyozni akarunk. Térjink tehdt vissza Hilbert axioma-
rendszeréhez, annak is a IV. esoportjdhoz. Bz csak egy axiomdt
tartalmaz. A hirhedt, taldnyos és veszélyes pérhuzamosakra
vonatkozé axiomdt.

Mér ismételten beszéltéink a pirhuzamosakrél. Azt is
meglehetésen jol tudjuk mdr, hogy mit is kell réluk gon-
dolnunk. Mér csak az van hétra, hogy ennek az axioménak,
amelyet euklidesi axiomdnak is neveznek, megfeleld tudo-
ményos fogalmazdst adjunk.

Fiiggesszitk {61 egyszer azt az elviinket, hogy az axiomdk-
nak egak Hilbert-féle fogalmazdsét adjuk, irjuk ide enmnek
azt az alakjdt is, szésgerint, amelyet Huklides adott neki.
Szerinte : «Ha két, egy sikban fekvé egyenest egy harmadik
egyenes metsz, s a metszd egyenes egyik oldaldn a bels§

1 A kis o betii jelentse azt, hogy a nagy O és nagy S betfikkel meg-
jelolt alkotérészek fekszenek egymdissal szemben.
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szogek Osszege kisebb két derékszdgnél, akkor a kellképpen
meghosszabbitott két egyenes metszi egymést, még pedig
azon az oldalon, amelyiken a két, egyiitt két derbkezignél
kisebb belsb sz6g fokszik.»

Az q és B sz8g egylittvéve kisebb, s igy a y és ¢ sz0g
egylittvéve nagyobb, mint két derékszog. Tehdt a g és g,
egyenes metszi egymdst. Csak akkor nem metszenék egymést,
ha (a-p8), s ugyanigy (y-0) dsszesen két derékezdget ad.
Bzekbdl a megfontoldsokbdl kénnyen megkapjuk azokat az
osszefiiggéseket, amelyek a parhuzamosokat metszd trangze
verzalis mentén fekv8 szogek kozt fennillnak.

88. 4dbra.

1 A szbg jelet (<X) egyszerfiség kedvéért nem irjuk ki 4llandéan.
Ebben a fejenetben a gorég bettik mindenkor szogeket jelentenek.
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Mivel pirhuzamosok esetén a---g=2R & szemmel ldt-
hatd, hogy (a-+7)=2R, biztos, hogy g=y. Tovébbé y-+0=2R
63 y-+a=2R biztos az is, hogy a=p. Ezeket a szogeket
nevezzitk belsd véltészogeknek. De egyenlk a kovetkezd
szogek is: y==e, a==(, f=y, 6=y, mert cstcsszogek. Hzért
egyenl6k még: e=y, {=9, s ezeket nevezziik kils6 vailto-
szogeknek. Megfeleld szogeknek nevezik azt a két szoget,
amelyek kozill egyik kiilsd, a mdsik belsd, s a transzaverzdlis-
nak ugyanazon az oldaldn fekszenek. Ezek is egyenlk egy-
méssal, tehdt {=g, y=y, e=f, a=0.

«Posztuldtumunkaty (Gllitdsunkats, kovetelésiinkety, «el-
tevégtinkets) tehdt igy fogalmazhatjuk :

Ha egy ogyenes két mésikat metsz, oly médon, hogy a
viltészogek kettdnkint egyenlSk, akkor a megfeleld szogek
is egyenlGk és a transzverzdlis ugyanazon oldaldn fekv két
kiils6 vagy két bels§ szog egymésnak mellékszdge (egymést
két derékszogre egésziti ki). .

B posztuldtum megforditdsdbél més tételek egész sora
adédik. Tlyen volna példdul az is, hogy ha a transzverzélis
mentén fenti szog-osszefiiggések teljesiilnek, akkor a két
egyenes pirhuzamos. Ha az abrdba még egy harmadik g'-vona-
lat is hizunk (a 88. 4bra szaggatott vonala), 8 a transzver-
zdlis ozt is metszi és azt koveteljik, hogy fenti szig-Gssze-
fiiggések erre az egyenesre mind a g,-gyel, mind a g,-vel
kapesolatban érvényesek legyenek, akkor a g’ a gy-gyel és
a gg-vel is pdrhuzamos. De ebbdl az is kovetkezik, hogy ha két

- egyenes egy harmadikkal pdrhuzamos, akkor egymdssal is
pérhuzamosak.

A pérhuzamosak axiomdjédnak ismeretében arra is fel-
bivijuk a figyelmet, hogy konnyen elképzelhet§ olyan geo-
metria is, amelyben fenndll valamennyi axtoma, csupin a
pérhuzamosak axioméja nem. Ilyen példdul a gémbfelilet-
nek egyiltaldn nem misztikus vagy titokzatos geometridja.
Még részletesen fogunk errSl beszélni, hisz e konyvnek egyik
igen fontos célja, hogy megértést keltsen a nem-euklidesi
geometridk irdnt. Tehdt, ha azokat a geometridkat, amelyek-
ben a pdrhuzamosak axiomédja nem érvényes, nem-euklidesi
geometridknak nevezziik, akkor azt a geometridt, amelyben
s parhuzamosak tétele érvényes, joggal nevezhetjitk, mint az
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sltalgban szokdsos is, cuklidesi geometridnak. Kezd8 meg-
lepetten olvassa ezt. Hisz megszokta eddig, hogy a geometridt
tartsa a legjobban megalapozott, vitathatatlan tudomdny-
nak. 8 most t6bbible, egyformén helyes és ldtszolag egyforma
értékli geometridrsl hall? Bizony, {gy van, feleljitk nyugod-
tan. Nem esak t6bbféle, hanem végtelen sokféle geomstria
van, 8 mindegyik egyformén helyes és logikai szempontbél
ogyardnt zart. 86t Poincaré szerint csak szokds vagy meg-
egyezés, hogy melyiket haszndljuk. De ne meriljiink talsa-
gosan mélyen a matematika filozofidjaba, dllapitsuk meg,
hogy a pirhuzamosak tétele nines bizonyitva, nem is bizo-
nyithaté é8 megszokott geomstridnk, amely ezt a tételt el-
fogadja, csak egyike a lehetséges végtelen sok geometridnak,
habdr valészinti, hogy szellemiinknek szfikebb vildgunkban
valo haszndlatra ez a legkényelmesebb.

De még adésak vagyunk a pdhuzamosak axiomdjinak
Hilbert-féle fogalmazésdval.

IV. «(Euklidesi axioma.) Legyen a tetszésszerinti egyenes,
A kiviile fekv6 pont, akkor az a egyenessel és az A ponttal
meghatdrozott sikban legfeljebb egy olyan egyenes van,
amely keresztiil megy az A4 ponton és az @ egyenest nem
metyszi. Bzt az egyenest nevezzitk az a-hoz az 4 ponton 4t
htizhaté parhuzamosnak.y

Bz a pirhuzamos-tétel egyenértékt a kdvetkez§ tétellel:

«Ha két egyenes, o és b, nem metszi a kozos sikjukban
fekv8 ¢ egyenest, akkor egymdst sem metszik.y

Sokat vitatkoztak mdr arrél a kérdésrél, amelyet mér mi
is érintettiink, hogy vajjon egyenértékli-e a pdrhuzamosak
tétele 6s az az 4llitds, hogy a hdromswdg szbgeinek Osszege
180 fok. Hilbert oly médon dénti el a kérdést, hogy kijelenti :
ha érvényes az fgynevezett Archimedes-féle axioma (errdl
rdgton lesz 826), akkor a pdrhuzamosak tétele és a hdromszig
180 fokos sz6gdsszegérdl sz6l6 tétel ekvivalens.

Most tehdt a héromszog szdgeive! fogunk tuddsunk
b8vitésére valamelyest foglalkozni. Itt is esak az eddig meg-
ismert tételeket fogjuk alkalmazni, — amelyekbél a szdgek
egyenl6gége vagy nagysdguk kitlénbozbsége kovetkemik —
tovdbbd az egybevdgbsigl feltételekbdl levezetett derdkszog
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meghatdrozést. Valédi szogmérésr8l még nem lesz sz6, 6t
nem is lehet mindaddig, amig axiomakkal foglalkozunk.

Ha az ABC héromszog AB oldaldt a B ponton tdl meg-
hos-cubbitjuk a D irdnydban, akkor a CBD.x =z suoget
kapjuk. Ezt nevezzitk & héromszég B pontjdhoz tartozod
kiils8 szogének. Ezt a kiils§ széget az AC oldallal pdrhuzamos
BE egyenessel két részre osztjuk, a két réez a & 68 az e szdg.
Ha most a BC és az AD egyeneseket a pdrhuzamos AC és
BE egyenesek transzverzdlisdnak tekintjik, akkor vala-
mennyl nemrég levezetett szogegyenl8ség itt is érvényes.
Tehét 0=y, mert véltészogek és e=a, mert megfelelS szdgek.
Kideriil a szerkesztésb6l, de szemmel is ldthaté, hogy
e+3-+B=2R, ezért a+f-+y=2R szintén igaz, tehdt a
hdromezég belsS szogeinek az 6sszege két derbkszog (180 fok).
Ebbdl a szerkesztésbdl egy mésik tétel is kovetkezik. Minthogy
a. illetve y egyenld az g, illetve & sziggel, a hdromszog kils§
szoge, 7, pedig éppen e két szig Gssmege, kimondhatjuk, hogy
a hdromszog bdrmelyik kiils§ szdge egyenld a vele nem
szomsazédos két szdg Gsszegével.

Most mér csak az 6t6dik axioma-csoport, a folytonossdg
axiomdi vannak hétra. Els§ pillanatban éppen ezek az
axiomdk fognak a legtermészetesebbeknek ldtszani. Pedig
csak ezek teszik lehet6vé a t6bbi axioma gondtalan haszndla-
tét, nélkillik egészen kiilonds, nem-archimedesi geometridk-
hoz jutndnk, de ezeknek itt csak a nevét emlithetjitk meg.

V. 1. ¢(A mérés axiomdja vagy az Archimedes-féle axioma.)
Legyen 4, valamely egyenes tetszésszerinti pontja és fekid-

Colerus: Pont. [
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jék az vgyenes ugyanesak tetszésszerinti 4 és B pontja kozt ;
szerkesszilk meg az 4, A, A,... pontokat oly moédon,
hogy 4, az A és A, kozt, A, az A, és Aj kozt, Ag azn 4, 68
A, kozt stb. fekudJek tovabba az AAI, A4 Az, Aq,Adg, AgA,.

bavolsagok egymadssal egyenibk legvenek akkor az A4,, _43,
A, As Ag... pontok sorozatdban bizonyosan van olyan
4, pont, hogy B az 4 és A,, kézott fekszik.n Fgyszerfibben

__é A’ A? As Aqu-. ...-An-‘x ‘An
S B
40. dbra.

fogalmazva azt mondja ez a tétel, hogy mindenkor okvet-
leniil sikeriil a kisebbik 44, tdvolsdgot annyiszor felmérni
az egyenesre, hogy a felmérés eredménye véges szdmil ismét-
lés utédn nagyobb legyen a szintén véges AB tdvolsagnil.
Vagy még egyszertibben : Valamely a tdvolsdg kisebb egy
b tdvolsdgnil : a<cb. Ha megielelfen vilagztunk egy n sza-
mot, akkor bekévetkezik, hogy az a tdvolsdg n-szerese
nagyobb, mint a b tdvolsdg: na>b.
Ezutdn mir felirhatjuk az utolsé axiomét :

V. 2. «(A teljesség axiomdja.) A geometria elemei (pont,
egyenes, sik) dolgok olyan rendszerét adjék, amely vala-
mennyi eldbb emlitett axioma fenndlldsa esetén tovdbb nem
b8viilhet, vagyis pontok, egyenesek, sikok rendszeréhez mér
nem kapcsolhato més «dolgok» rendszere, oly médon, hogy
az Osszetétel 4ltal keletkezett rendszerben is érvényesek
legyenek az I—IV. és V. 1. alatt felsorolt axiomdk.s

Ez az utolgé axioma azt kivinja, hogy a rendszer eset-
leges b8vitése esetén valamennyi el6bbi axiome ugyanigy
érvényes maradjon, mint a rendszer bévitése eltt, hacsak
az elemek viszonya meg nem véltozott. Tehat ha egy pont
két mbsik kozott fekildt a «endszer blvitése el8tty, akkor
ezenttl is a kettd kozt kell maradnia ; ha szogek vagy tdvol-
sdgok egybevdgdék voltak, ezentul is egybevdgéknak kell
lennick.



TIZENHARMADIK FEJEZET.

Megjegyzések Hiibert axiomatikajahoz.
A mértékgeometria alapjai.

Most mér mogottink maradt a Hilbert-féle axiomatika
hatalmas épitménye. Egyelbre még nem tudjuk, mit ér
szamunkra egy ilyen rendszer. De ha érteni akarunk a geo-
metridhoz, akkor vériinkké kell vdlniok az axiomdknak,
nehogy akkor is bizonyitdsokkal kelljen veszldniink, ha
készendllo, bizonyitdsra nem szorul6 alapigazsdgra, axiomara
hivatkozhatunk. De mér régen tartozunk olvaséinknak azzal,
hogy a ¢«bizonyitdsroly néhdny szt széljunk. Bizonyitani:
szémunkra annyit tesz, mint valamilyen geometriai 4llitdst
azzal megerfgiteni, hogy logikai ugrdsok nélkil addig kévet-
keztetiink belble visszafeld, amig végil csupa axiomdra
jutunk. Gyakorlatban megelégsziink azzal ig, ha geometriai
tételeket hozhatunk fel allitdsunk megtdmogatdséra, hisz
ezek a tételek i csak az axiomdkon alapulnak. Allitsuk
példdul, hogy egy hdromszog barmely kiils6 szoge egyenld ama
bels6 sz6gek osszegével, amelyeknek a szarai nem ugyanazok,
mint a kiils§ szdgé. Bzt bebizonyithatjuk a héromszoég bels§
szdgeinek 180 fokos osszegével is. De ez a tétel a parhuza-
mogak axiomdjin alapul és az ebb8l kovetkezd, pérhuza-
mosakat metszd transzverzalis mentén taldlhaté szdgegyenls-
ségeken. His ezek a szogegyenldségek ismét axiomdkbol ko-
vetkeznek ; hogy miként, azt mdr ldttuk.

A bizonyitdscknak szigorfiaknak és 4ltaldnos érvénytiek-
nek kell lenmiok. A szigorusdg megkéveteli, hogy sermit se
tételezziink fol, amit el§zbleg be nem bizonyitottunk, vagy
ami nines axiom4val bizonyitva. Ugyelni kell tovdbbd, hogy
hamis okoskoddssal a bizonyitandét bizonyitéknak ne hagzngl-
Jjuk. Végil dltaldnossdgot koveteliink, vagyis 6vakodnunk kell
egyes magukban 4116, vagy hataresetektdl. Ezért veszélyesek
bizonyitds szempontjdbol példdul a szabdlyos idomok, hacsak
bizonyitdsunk nem éppen ezekre a szabdlyos idomokra vonat-
kozik. Orizkedniink kell attdl is, hogy verifikdci6t bizonyftds-
nak tekintsiink. Ha valamilyen éllitasunk, mondjuk, bizonyos
tdvolsdgok adott ‘vismonydra vonatkozik, s felrajzoljuk a
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kérdéses tdvolsdgokat, lemérjik, ha ebbél kideriil, hogy 4lli-
tésunk helyes, akkor még csak verifikdltuk ezt az &llitdst,
de nem bizonyitottuk. Mert mérni esak egyes esetet tudok,
tiz, vagy szdz esetet, de ezek még mindig csak induktiv
médon igazoljak az Allitdst, s ezért az csak viszonylagos
értékll. Fisz @jabb mérések sordn elSkeriilhet olyan eset is,
amelyen mérésiink mdr nem szolgdltatja a helyes eredményt.
A verifikdei6 mégsem megvetendl tudomdnyos segédeszkoz.
Bllenkezdjének, a falsifikdciénak mér nagyobb az ismeret
elméleti jelentdsége. Ha ugyanis méréssel megdllapitom,
hogy valamely hibdtlan meggondoldssal bizonyitott 4llitds
helytelen, akkor azonnal feltételezhetem, hogy az alapul
vett tétel nem érvényes, vagy nem &ltaldnos érvényti.

De axiomatikai tanulményaink befejezéséiil emlitsitk meg
azokat a kovetelményeket, amelyeket egy axiomarendszerrel
szemben tdmaszbunk. Azt, hogy az axiomarendszer teljes
legyen, még kiillon axiomédban is hangoztattuk. De legyen
mentes ellenmonddsoktol is, vagyls az axiomdk sem részben,
sem egészben véve ne cdfoljak meg egymdst. Ha ez a feltétel
nem teljesiil, akkor megeshetnék, hogy két, egymdsnak ellen-
mondé 4llitds bizonyitdsdra éppen a két axiomdra hivatko-
zom. Bz természetesen a jozar ész ellen vald és felboritand
az ogbsz geometrist. Harmadszor és végiil az axiomik legye-
nek egymdst6l figgetlenek. Hilbert axiomarendszerét vizs-
galva kideriil, hogy semelyik axiomdnak lényeges részét nem
lehet logikus kévetkeztetésekkel mdsik axiomdbol levezetni.
Bzzel a fiiggetlenség Lkovetelménye teljesiilt. Kiul6nosen
érvényes ez az 4llitds a IV. parhuzamosak axiomdjdra.

Bzzel munkdnk stlyos részén, szinte homoksivatagszert:
nehézgégeken, tiljutottunk. Azt hallottuk minduntalan, hogy
ezutén mér virdgos vidékek kivetkeznek. Néha, révid pilla-
natokra mdr gy véltitk, hogy a horizonton hatalmas hegy-
ldncokat l4tunk. Nem képzel6dés volt ez? Hét mi is tulajdon-
képpen tudomdnyunk végsé célja? Mi az a tulajdonsdga,
amely kiilonleges helyzetet biztositott neki a tudomdnyock
kézt? Ha alaposan megfontoljuk ezeket a kérdéseket, be kell
l4tnunk, hogy a geometridnak nem lehet e¢élja, hogy idomok-
nak légies, majdnem kisértetszer( vildgat épitse fel, ezeknek
olyan kitled tulajdonsdgait tanulmdnyozza, mint az élek vagy
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lapok széma, szdgeik nagysdga stb. Kétségtelen, ezeket a
tulajdonsdgokat is tanulményoznia kell. De nagyon kézel
jutunk ezzel ahhoz a veszélyhez, hogy kutatdsunk jatekké
fajul el, 86t olyan szemlélédési moddd, amelyet a koznyelv
sajét farkdba harapd kigyénak nevez. Idomokat kieszelni, s
ezekbdl a kieszelt tulajdonsdgokat ismét levezetni nem més,
mint circulus vitiosus. De ez a circulus sem 41l mindenkor
fenn. Taldlhatunk 4j dolgokat is, ilyen volt Brianchon
tétele, amelyet a Pascal-tételbll a dualitds elvének alkalma-
rdgdval kaptunk. De mire j6 ex? Eldrulhatnék, hogy ezek a
tételek a kipszeletek (kor, ellipszis, hiperbola, parabola) tér-
gyaldsdndl igen hasznosak lesznek, de joggal vdlaszolja egy
kételkeds, hogy mindez nagyon érdekes, de ebb8l még nem
szabad a geometria vildguralmdra kévetkeztetni. Még mindig
hidnyzik e tudoménydgnak a jogosultsdga ahhoz, hogy
mindenbe beletisse az orrdt. Mert a tett nagyobb értéki az
emberiség emelkedésében, mint a puszta megismerés. Hs
helyzetek és dbrdzoldsmédok ismerstéb8l magdbol tett még
nem kovetkezik. Bz az ellenvetés jogosult. Littuk mdr kony-
viink elején, egyiittes felfedezf utunk kezdetén, hogy mit
tekintottok az egyszeri emberek a legnagyobb csodinak,
mi volt rdjuk a legnagyobb hatdssal. Azt a lehet8séget cso-
déltak leginkdbb, hogy olyan dolgokat tudtunk megmérni,
olyan méreteket tudtunk meghatérozni, amelyek addig mérés
szémdra hozzdlérhetetlennek ldtszottak. Tehdt megesoddltik
példdul a boja tdvolsdgdnak meghatdrozdsdt, amelyet logikus
meggondoldsok alapjan készilt szerkezet egyszeri alkalina-
rdsdval, geometriai tételekkel, egyetlen mért adatbdl, az
erkély magassdgdbo] nyertink.

Azt hiszem, tisztdban vagyunk mér a lényeggel : a geo-
metridnak a cs@icsa mindenkor a mérték-geometria. Minden-
kor arra irdnyul igyekezetiink, hogy a kisszdmt hozzéférhetd
adatbél, elmélet utdn nyert geometriai tulajdonsdgok alkal-
mazésival olyan adatokat hatdrozzunk meg, amelyek isme-
retlenek. de nélkiilézhetetlenck és érdekesek. Fzek az adatok
nemesak hosszméretek lehetnek, hanem teriileti vagy térfogati
méretek is.

Hzzel teljes lott szdmunkra a geometria hatalmag épiilete.
Nem tettink cgyetlen felesleges 1épést sem. Blfuzor az «gész
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épitmény vdzdt kellett megismerniink. Utdna tanulményoz-
hatjuk méreteit s elrendezését. S végil arra fogunk torekedni,
hogy ne csak megéllapitsuk mindezt, hanem részleteiben is
megismerjitk. Nines itt kezdet, befejezés, fent, lent, minden
egyttt adja gyonyorti, nagy egységként a geometria épiiletét.
Csupdn az volt a kérdés, hol kezdjikk el kutatdsainkat.
Rendszertelen kapkoddsunk moesdrba vitt ; erre hozzdfog-
tunk, hogy a geometridt alapjatél, gyokereitSl kezdve épitsitk
fol. Kozben sok meglepd dologgal talélko tunk és sikert
gikerre halmoztunk. De a legnehezebb 16pés még hitra van,
pedig minden tovdbbi ett6l fiugg. Hétra van még az eddig
tanultaknak és az ardnyok geometridjdnak, valamint a mére-
tek geometridjdnak Osszekapesoldsa.

Elébe végunk kissé a dolgoknak, amikor most eldruljuk,
hogy a geometridban tulajdonképpen esak kétfélét kell mér-
niink, mert minden tovédbbi ezekbdl adddik. Mérniink kell
tdvolsdgot (hosszhsdgot) és szoget. Mdr a tdvolsdgmérlnél is
hosszlisdgrol és szogrdl beszéltiink. Igy lesz ez mindeniitt.
Mert & tovdbbi mértékek, a teriilet- és kobtartalommértékek
a hosszmértékbdl levezethet8k. Valamely tartdly kobtartal-
mdt nem térfogategységek felhaszndldsdval mérjik meg,
hanem hosszmértékkel, habar az eredményt azutdn térfogat-
egységekben adjuk meg.

Tehat ismételjiitk egészen hatdrozottan : a mértékgeometria
a helyzeten és ardnyokon kivil a méretviszonyokat is figye-
lembe veszi, vagyis a tdvolsdgoknak és a szdgeknek viszonyss
egységitkhoz.

Do még mésrél is beszélttink. A szdmok vildganak a geo-
metrigba vald bevondsdrél. Ez a probléma, az aritmetikd-
nak é3 geometridnak dsszekapesoldsa sokkal bonyolultabb és
nehezebb, mint elsd pillanatban gondolnék. Ha most révid
id6re a mértékgeometria alapjainak ismeretét feltételemziik,
azért torténik, mert mdsképpen nem tudjuk a problémit
kell6képpen megvildgitani. Tegytik fel, hogy elSttink van
egy derékszogli héromszdg, oldalai 5 centiméter, 12 centi-
méter és 18 centiméter hosszik. Pythagoras tétele szerint
a8 kisebb oldalak négyzetének Osszege egyenld a legnagyobb
oldal négyzetével. Vagyis 52-+12°=18%, azaz 25-4-144=169.
Teledkezztink meg hirtelen arrél, hogy geomstridrdl van szo,
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gondoljuk, hogy matematikai feladattal van dolgunk.
Cudbit, hogy minbematikal tigyeskedéseket végezziink egyenld-
ségiinkkel. Elképzeljiik, hogy esak kettdt ismertink szdmaink
kozil, meghatdrozhatjuk a harmadikat. Hsziinkbe jut, hogy
a matematika szabdlyai szerint megszorozzuk az egész
egyenldséget 82==9-cel; tudjuk, hogy ez az egyenllségen
mitsem véltoztat, mert ha egyenlbket egyenl6kkel szorzunk,
ismét egyenlbket kapunk.

82, (5%-12%)=32.18*

82.5%1-3%.122=82%,132

1524-862=3892

Természetesen sokkal bonyolultabb 4talakitdsokat is
végezhetnék.

Most hirtelen eszembe jut Pythagoras tétele, mindent
visszaforditok és azt dllitom egyszerre, hogy az utolsé egyen-
let : 1524-862=89% ismét egy derékszogli hdromszég oldalaira
vonatkozik. Természetesen minden helyes, kifogdstalan,
pontos. Mindaz, amit most allitottam, helyes. Néhdny vonal-
bol 4116 rajz err8l kiilonosen meggylzne. Csupdn az nem
bermészetes, hogy mindez csak helyes lehet. Mert nagyon
jol elképzelhetS volna az iy, hogy a matematika szabalyai
onmagukban véve helyesek, de a szdmitdsok eredményei
nem vihet8k Gjbol 4t a geometridra. Fgy egyenletet és annak
dtalakitdsait egy egész vildg vélasztja el a derékszogl hdrom-
8z0gt8] és az oldalai kozt fenndlls Gsszefiiggésektdl.

Bzért kell valami moédon tisztdznunk az aritmetika ég
geometria kozt fennills pirhuzamot. Nem tehetjiitk, hogy
eleve helyesnek tartjuk, mint az iskolai geometridban szokds.
Bldrulhatjuk, hogy a geometridnak és az aritmetikdnak ilyen
kapesolata sok gondot okozott az elmult évezred tuddsainak.

8 a probléma megolddsa kapesdn szivesen estek tilzdsokba ;
volt, aki az egész geometridt matematikdvs akarta dtalaki-
tani, mdsok a matematikdbdl akartak geometridt esindlni.
Ugy vélték, hogy egyetlen dolognak két kiilonbozd alakjdval
van dolguk. Voltak olyanok is, akik a két tudomdnyt egymés
mellett fenndllénak akartdk meghagyni, a nélkiil, hogy béxr-
milyen kisérletet tettek volna a kettd egyesitésére. Csak a
projektiv geometria adta meg annak a lehet6ségét, hogy
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erfszak nélkiil talfljuk meg az utat, amely a tudomény két
4gat egymdssal Gsszekotbi.

Itt deriil majd ki, hogy milyen elényt jelent a projektiv
geometridnak és az axiomdknak ismerete. Hs megkiséreljiik,
hogy Hilbert nyomdn megtaldljuk az utat, amely az ardnyok
geometridjdhoz és a mértékgeometridhoz vezet.

Vissza kell térniink ezmért Blaise Pascal tételéhez, bir

Az alappal Valamennyi Egy dtellenes Altalénos,
pirhuzamos alkotét a végesben alkotdval két alkotbval

metszets  metszd, az alap- pdrhuzamos pirhuzamos
kér pal szdget bunird metszet ¢ metszed :
metszet : parabola hiperbola

ellipszis

41, 4dbra. Az egyenes kdrkup sfkmetazetel.

cblunk vele most egészen més, mint ennakidején volt ; hisz
akkor csak a dualitds elvének mtikodését akartuk megismerni.
Azéta mdr utaltunk arra is, hogy Pascal tétele kipszeletekre
vonatkozik. De hogy valamelves képink legyen a dologrél,
ismerkedjiink meg a kupszeletekkel. (41. 4bra.)

Pascal tétele tehdt ugy szo6l, hogy ha egy kipszeleten
fekv8 hat pontot bizonyos szabdlyok figyelembevételével
Osszekotiink, akkor a keletkezett egyenesek hdrom metszés-
pontja egy egyenesen fekszik. Hogyan kell a pontokat dssze-
kotnink? Igy : Szdmozzuk meg u pontokat sorban, 1, 2, 8,
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4, 5, 6 és kogsitk dssze Skot «Pascal-féle hatszdggé, Ggy, hogy
egyenes vonalakat hazunk az 1-t6l a 2-hoz, a 2-t6l a 3-hoz
és igy tovdbb, végil a 6-t6] az 1-hez. Ekkor az 1—2 és 435,
2—8 63 5—6, valamint a 8—4 és 6—1 oldalakat egyméssal
dtellenes oldalaknak nevezzitk. Hs éppen ezeknek az dtelle-

42, 4bra.

nes oldalaknak a metszéspontjai fekszenek egy egyenesen,
miként a 49. dbra négy kiilénbsz8 kupszeleten bemutatja

Je a Pascal-tételt, még emléksziink, egészen més formé-
ban ismertitk meg! Akkor a tétel azt mondta, hogy a hat
pont két egymdst metszd egyenesen van. Tehdt egydltaldn
nem «kfipszeletony. Boy pillanat tiirelmet kérek. Mi iz az a
két ogymdst metszd egyenes? A végén még kideriil, hogy az
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is kttpszelet? Taldn a hiperboldnak hatéresete, elfajult alakja?
Ugy van, kupszelet az is, mert minden metsz8sik, amely
a kap estesdt tartalmazza, metszésidomként két sugdrbdl
All6 sugdrsort ad. Ha tehdt Pascal tétele minden kupszeletre
érvényes, akkor tengelymetszetekre, elfajult kapszeletekre is
feltétlontil érvényesnek kell maradnia. De hogy egészen
tisztdn lassunk, jegyezzitk meg azt is, hogy a Pascal-féle
hatszog pontjai nem fekszenek sziikségképpen a hiperbola

43, dbra.

egyik dgdén, hanem szabadon megoszolhatnak a két dgon.
Fekhotnek a gérbe egy kis szakaszdn is, st részben 6ssze ig
eshetnek és igy a hatszoghdl ldtszolag Otszog, esetleg négy-
sz0g vagy hdromszog is lehet. Nem foglalkozhatunk azonban
ezekkel a killonleges esetekkel, nem lehet feladatunk ennyire
a részletekbe merilni.

Hzért elvi szempontbél sokkal lényegesebb feladatot
mutatunk be, amelyen a geometriai lehetéségek szamtalan
gokféleségét is ldthatjuk. Mér régebben beszéltiink arrél,
hogy pérhuzamos egyeneseket Ggy tekinthetiink, mintha a
végtelenben fekv8 pontban taldlkozndnak. Ha ez igaz, akkor
két pdrhuzamos egyenes két sugdrbél 4116 sugdrsornak is
tekinthetd. De ha, mint mdr mondottuk, két sugdrbél 4llo
sugdrsor kipszelet, akkor a két padrhuzamos egyenes is az.
Ez teljes értelmetlenségnek ldtszik, de nem engedhetiink
dllaspontunkbél ; a két pdrhuzamos valdéban kipszelet, hen-
gernek — a henger végeredményben kap, amelynek a csdcsa
a végtelenben fekszik — tengelyével parhuzamos metszete.
Hogy a henger a kipnak egyik, elfajult alakja, az is hihetdvé
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beszj, hogy kér és ellipszis metszetét mindenki nagyon jol el
tudja képzelni. De ha a két pirhuzamos egyenes kitpszelet,
akkor Pasecal tételének «természetesens itt is érvényesnek kell
lennie, vagyis a hat pont két parhuzamos egyenesen
van. Kiséreljitk meg, igaz-e boszorkényos kovetkeztetéstink.

A1 B1 C1

Os

A B c @

44, dbra.

Sikertilt a l4tszélagos geometriai szdrnytiség. Remek
Pascal-hatszdget kaptunk ég az dtellenes oldalak metszés-
pontjai kifogdstalan egyenest adtak.

Bz a geometriai sodas felbdtoritott. Hirtelen mdsik
hatéreset irdnt kezdiink érdekl8dni. Mi torténik, fontolgat-
juk, ha nem sikeriil megtaldlni az dtellenes oldalak metszés-
pontjit? Bz is megeshet, ha az 4tellenes oldalak parhuzamo-
sak, mint példdul a 45. képen.

Habdr itt is betartottuk a Pascal-féle hatszog rajuoldsd-
nak valamennyi szabélyst, mégsem talédljuk Pascal-féle
egyenesiinket, mert az étellenes oldalak, 4B, és 4,B, BC,
6s B,C, valamint 04, és C;4 nem bozhatdk semmiképpen
metszésbe. Metszéspont nélkiil pedig nines Pascal-féle egye-
nes, mert ezt éppen a metszéspontok Gsszekotésével kapjuk.
Megkiséreljik tehat, hogy a projekifv geometria elveit alkal-
mazva valamilyen Pascal-féle egyenest mesterkedjiink erre
az esetre is. Mert ha nem taldlunk ilyent, akkor azonnal
romba d8l szép szabdlyunk 4ltaldnos érvénye. Altaldnos
tételek nem tlirnek egyetlen kivételt sem, mert ha van ilyen,
akkor vagy hamisak, vagy soha sem voltak dltaldnos ér-
vénytek.

H4t hol metszik egymdst egyeneseink? — kérdezzik
4rtatlanul. A morcos Euklides-hivd bardtsdgtalanul felel :
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«Sehol! Hagyj békén. Litod, hogy az 4tellenes oldalak par-
huzamosak. Pérhuzamosak azok az egyenesek, amelyeknek
nines metszéspontjuk. Ugyelt volna Paseal jobban, akkor
nem 4llitott volna fel ilyen vad tételeket.» «Nem addig van
az, — feleli a projektiv geometria hive — nem bizony, baré-
tom. Kissé avultak a nézeteid. Fin tgy I4tom, hogy itt nines
semmiféle ellenmondds. Parhuzamos egyenesek végtelenben
fekv8 pontban metszik egymést. Itt tehdt hdrom, végtelen-
ben fekv8 metszésponttal van dolgunk.» «Nos, 6¢? — morog
tovdbb Euklides késdi utéda. «Mi hasznunk van az egészbdl?

Ga

C B
45, Abra.

Mesterkedéseddel el8teremtett pontjaid kozii! egyik itt,
masik a mésik oldalon van a végtelenben.s «Az mar az én
dolgom, hogy megéllapitsam, melyik oldalon vannak a vég-
telenben fekvl pontoky — végja vissza Poneelet tanitvdnya.
«Itt hdrom pdr pirhugamosunk van, s ezzel hdrom végtelen-
ben fekvl pontunk. HEgy oldalon tételezziik fel valamennyit,
mindegyik a végtelenben van, tehdt egy végtelenben fekv§
egvenesen fekszik. Ilyen végtelenben fekvd egyenes slképze-
lése projektiv szemlélet szerint jogosult és parbuzamos sikok
metszésvonaldnak tekintjik, akdresak a végtelenben fekvd
pontot parhuzamor uvgyenesek metszéspontjdnak. De czmel
probléménk megoldédott. Hatdresetiinkben a Pascal-féle
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egyenes a sik végtelenben fekvl egyenese, ezen fekszenek
az 4tellenes oldalak végtelenben fekv8 metszéspontjaiy
Nem folytatjuk a vitét, a modern geometria valéban
ily médon intézi el ezt a killonleges esetet. Csak azt emlitjik
meg, hogy a Pascal-tételbdl dltaldban és ebbdl az esetébdl
kiilénlegesen, igen fontos kévetkezmények adédnak. Minthogy
két pont mdr teljesen meghatdroz egy egyenest, elég mar
két metszéspont a Pascal-féle egyenes meghatérozdsihoz.
A Pascal-f6le egyenest meghatdrozottnak tekinthetjiik, ha
az elsd két 4dtellenes oldalpidr metszéspontjat megtaldltuk.
Tisztén l4tszik ez a 46. képen, ahol a harmadik dtellenes
oldalpdrt szakadozottan rajzoltuk meg.

46. 4bra.

Kiilonleges esetiinkben 1ég valaminek kell bekévet-
keznie. Ha ugyanis két oldalpdrrél megallapitottuk, hogy
pérhuzamos, akkor mdr két végtelenben fekvd metszés-
pontunk van. Két végtelenben fekv§ pont azonban feltétleniil
végtelenben fekv§ egyenest hatdroz meg. Ebbfl viszont az
kovetkezik, hogy a harmadik oldalpdr metszéspontja is a
végtelenben van. Vagyis ebben az esetben a harmadik oldal-
par oldalai is pdrhuzamosak. Ebben a megvdltozott fogalma-
z4sban, amely a mérték-geometria alapja lesz szdmunkra,
igy hangzik Pascal tétele : Legyen 4, B, C, illetve 4,, By, C,
hérom-hdrom pont két egymést metszé g é8 ¢, egyenesen
68 ogyik pont se essek Ossze a két egyenes metszéspontjdval.
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Ha most OB, és C;B pirhuzamosak, pdrhuzamosak tovébbd
a C4,; és 0,4 egyenesek is, akkor az 4B, és 4B egyenesek
is pdrhuzamosak. Ebben az alakjiban haszndlja fel Hilbert
a «mérték-Pascaly tételt. Altaldban azt mondhatjuk, hogy ha
két 4tellenes oldalpdr péarhuzamosakbé! éll, a harmadik
oldalpdr oldalai is szitkségképpen pdrhuzamosak egyméssal.
(Lasd 46. dbra.)

De miel6tt az aritmetika 63 a geometria egyesitésére
irdnyulé kisérletiinket végrehajtanck, még egy koriilménnyel
kell tisztdba jonniink. Az aritmetikdban mindenkor szdmok-
kal van dolgunk. A szdmok, mint tudjuk, egész, t6rt, raciond-
lis, irraciondlis szdmok lehetnek. Vildgos, hogy a mérték-
geometridban mindenkor magysdgokkaly lesz dolgunk. Ha azt
akarjuk, hogy az aritmetika és a geometria teljesen megfelel-
jenek egymdsnak, akkor szdmnak nagysdg, nagysédgnak pedig
mindenkor szdm kell, hogy megfeleljen. Onmagiban véve ez
nem tulzott kivédnsig. Nem lshet nehéz minden szédmhoz
valamilyen nagysdgot, minden nagysighoz pedig valamilyen
szdmértéket rendelni. Hisz ezt teszi minden gyerek, ha
centiméter beosztdssal valamilyen vonal hosszét leméri. Ezzel
ugyan még nagyon keveset értiink el. A mértékgeometridban
egyaltaldn nem a kozvetlen, hanem a kozvetett mérés érde-
kel, amelyet ismeretlen geometriai méretek kiszdmitdsdnak
iy nevezhetnénk. De a kiszdmitds széban rejlik az egész
probléma. Példdn, a Pythagoras tételével kapesolatban,
nemrég mir ramutattunk. Mi jogosit fel, kérdezzilk ismét,
hogy a szdmitds szabdlyait a goometriai méretek kozt is
érvényeseknek tekintsitk? «Kiszdmitdssy a gyiijténeve a
matematikai miiveletek egész sordnak, amelyek a szdmok
birodalmdban érvényesek és amelyet esak ott alkalmazha-
tunk, ha nem akarjuk e birodalom hatdrdt nagyon is jogo-
sulatlanul 4tlépni. De ezek a matematikai mfiveletek is,
mint a geometriai tételek, kisszdmi axioméra vezethetlk
vigsza.

Vizsgdlatunk tehdt arra szoritkozhatik, hogy bebizonyul-
jon, hogy a szdmbirodalom fentemlitett alaptérvényei a
mértékek, esetiinkben a geometriai méretek kozott fenndlld
viszonylatokban is helytallok.
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TIZENNEGYEDIK FEJEZET.
A mértékgeometria.

Tsmét Hilbert nyomén fogjuk tehdt azokat a szabdlyokat
megdllapitani, amelyek a valés szdmok birodalméban érvé-
nyesek. Valés szdmok, tudjuk, mindazok a szdmok, amelyek
képzetes alkatrészt nem tartalmazmak. Céljaink elérésére
olegendd, ha minket most esak ezek érdekelnek, hisz a geo-
metria szdmunkra feltétlenil redlis «méreteks vildga.

Hilbert a kivetkez8ket fojti ki : A valés szdmok Osszesége
a maga egbszében bizonyos tulajdonsdgokkal rendelkezd
dolgok rendszere, s ezeket a tulajdonsdgokat, a geometriai
axiomdkhoz hasonlé médon foglalhatjuk csoportokba. A eso-
portok a kévetkezbk :

A4) A kapesolds tételei (1-—6).

1. Az o é3 a b sz4mbél «Gsszeaddsy utjdn bizonyos, meg-
hatdrozott szdm, ¢, keletkezik, jelekkel

a—+b=c vagy c=a-b.

2. Ha a és b adott szdmok, akkor egy és csakis egy olyan
z szam, hasonloképpen egy és csakis egy olyan y szdm léte-
zik, amellyel az
atz=b é8 y-t+a=b

egyenlfségek fenndllnak.
8. Létezik egy olyan szdm, — neve nulla ~— hogy minden
g-ra egyarant
a+0=a é8 O04a=a.

4, Az g 68 a b szdmbél més mobdon, szorzés utjan is egy
hatdrozott ¢ szdm kelethkezik, jolekkel :

a.b=¢ vagy b.a=c.

5. Ha a és b totszésszerinti szdmok és a nem 0, akkor
létezik egy és csakis egy olyan « szdm és egy és csakis egy
olyan y szdm, hogy

a.z=b és y.a=bh



6. Létezik egy bizonyos szdm, — neve egy — hogy min-
den a-ra egyarant

a.l=a é& 1l.a=a.

B) A szdmolds szabédlyai (7—12).

Ha a, b és ¢ tetszésszerinti szdmok, mindig fenndlinak
a kovetkez8 szdmoldsi térvények :

7. a+4-(b+c)=(a-}-b)+¢ (asszoeciativ t6rvény).

8. a-+b=b--a (az Osszeadds kommutativ térvénye).

9. a.(b.c)=(a.b).c (asszociativ térvény).

10. a.(b+-0)=a.b+ta.c T I

11 %aglﬁg;.Z:a.cib.a} (disztributiv térvény).

12. a.b=b.a (a szorzds kommutativ térvénye).
C) A sorrend torvényei (18—16).
18. Ha a és b két killonbozd szdm, akkor egyik a két

grdm kozil (mondjuk a) nagyobb a mdsikndl; az utébbi
akkor a kigebb. Jelekkel

a>b és b<a.

14. Ha a>b é3 b>c¢ akkor a>>¢ (tranzitiv t6rvény).
15. Ha a>b, Ggy mindenkor

(a-+e¢)> (b+o).
16. Ha a>b és ¢>0, gy mindenkor
a.c>b.e

D) A folytonosség torvényei (17--18).

17. (Archimedes-féle tétel.) Ha a>0 és b>>0 két totszds-
gzerinti szdm, akkor mindenkor Iehetséges a-t oly sokszor
onmagdhoz hozzdadni, hogy a keletkezd Gsszegnek a kovet-
kez8 tulajdonsiga legyen :

(at+at+a+tatadt. .. +a)>b.

18. (A teljességrdl sz6l6 tétel.) Nem lehetséges a szdmok
o rendszeréhez dolgoknak olyan rendszerét hozzaflizni, hogy az
osszetétel utdn keletkozett rendszerben, a szdmok kézt fenn-
4116 osszefiiggés fenntartdsdval, az 1-—17. tételek mindegyike
érvényes maradjon. Mdsképpen, rovidebben, {gy mondhat-
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juk: A szdmok dolgoknak tovdbbi bévitésre nem alkalmas
rendszerét alkotjdk, ha valamennyi Osszefiiggést és a fenti
tételek mindegyikét fenntartjuk.

Bzt mondja Hilbert. Tisztdban vagyunk azzal, hogy
kezd8nek ugyanazok a kifogdsai lesznek eme feldllitds ellen,
mint voltak a geometriai axiomdk ellen. A tételek részben
maguktdl értetdd8knek [dtszanak, mdsik részik talzottan
elvont és messzefekv(. Végil — ezt maga Hilbert se tagadja—
nem teljesen fiiggetlenek ezek az aritmetikai tételek egyméds-
$6l. Vannak koztiik, amelyek mds tételekbdl kévetkeznek.
Mégis jol teszi a kezdd, ha igyekszik ezeket is megjegyezni
és a geometriai axiomdkkal a lehetdséghez képest Ossze-
filggésbe hozni. Helyes volna, ha egyszerfi szdmokon vagy
egyenleteken hatdsukat kiprobdlnd. Sok mindenre rdjon
kézben, olyan dolgokra, amelyekre példakat felsorolni, bar-
mennyire egyszertik volndnak is, nines helyiink.

Most nagy fdradsdggal annyira eljutottunk, hogy kovet-
kez8 lépéseinkkel mdr nagy darabot haladunk kifelé a moesér-
bol. Mert abban a pillanatban, hogy beldttuk a matematika
és a geometria Osszekapesoldsdnak jogosultsdgdt, mar rendel-
kezésiinkre 41l a matematika teljes fegyvertdra. Kétségtelen :
problémék mindenkor akadnak majd. De akkor mér biztos
alapon 4llunk : axiomdink alapjin! Hs esak akkor lesz
médunk az egészben kételkedni, ha axiomdinkat valami ok-
b6l el kell vetniink. De etté] nem kell félniink. Hs egyes
axiomdk feldldozdsa nem jelenti az egész bukdsit, ellenkezd-
leg, j ismeretek szerzését.

De még messze vannak t8liink tudomdnyunk forradalmi
valtozdsal, még nyugodtan 4llunk valamennyi geometriai
axiomdnk és aribmetikai tételiink alapjdn, — nem kutatjuk,
hogy wvajjon «természeti sziikségszeriiségneky, vagy pedig
«amegegyezésneky a Lkovetkeztében. De terveink megvalé-
sitdsa céljdbs! meglorditjuk egyszer a dolgot. Most — ismét
Hilbert nyomdn — #j médszert visziink bele a szédmoldsba,
csupdn nagysdgokkal valé szdmoldst, tdvolsdgokkal vald
szdmolds forméjdban. Bhhez hasonlé mér a régi gorogdknél
is volt. Ott a geometria volt az elsérendfl szdmolds, a mate-
matika esak mdsodrendi volt. De mi Argus-szemekkel fogunk
arra iigyelni, hogy tdvolsdgokkal valé szédmoldsunk kézben

Colerus : Pont, 7
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mindenkor igazoljuk a szdmokkal valé szdmolds szabélyai-
nak alkalmazhatosdgat. Itt, a beszéd egyszertisitésére el-
hagyjuk az egybevdgésdg dllandé jelolését (=), helyette
mindenkor csak az aritmetika egyenldségi jelét (=) fogjuk
hasznélni.

Tédvolsdgok pontokkal hatérolt egyenesdarabok. A pon-
tokat, mint eddig, latin nagybetiikke! jeloljik, a tdvol-
sdgokat viszont latin kishetlikkel fogjuk jeldlni.

A B C
N a Y ’ 57
C
47. dbra.

Legyen egy egyenesen hdrom pontunk, 4, B és C ég le-
gyeu B az A és a C kozt. Ha ¢=4C jeloli a két, u=4B és
b=BC( tévolsig Osszegbt, akkor azonnal érvényes a c=a-b
és a--b=c Osszefiggés, ez pedig a szdmokkal vald szdmolds
els8 tétele. Most a biztosan kisebb, mint ¢, b szintén kisebb,
mint ¢, ezzel megkaptuk a 18. tételt : a<Cc és b<Ce vagy for-
ditva ¢>a és b>a. Tovdbbé ha feltesszilk, hogy a nagyobb,
mint b, — egyébként rajzunk is ilyen — akkor bizonyos,
hogy ¢>b, mert ¢>a 68 a>b. (14. tétel.) Az asszociativ és a
kommutativ térvényeknek érvényessége a tdvolsdgok Gusze-
addsdra a geometriai axiomdk III. (1—8) esoportjabél azon-
nal kovetkezik. Tehdt érvényes a szdmolds 7. és 8. szabdlya
tdvolsdgok esetén is.

Eddig semmilyen nehézségekre sem bukkantunk. Tavol-
sdgok Gssmeaddsa mindenben azonosmak mutatkozott a szd-
mok Osszeaddsdval. Bzért volt szabad az aritmetikdban
szdmokat tdvolsdgokkal dbrdzolni és ezekkel tgy bénni,
mintha szdmok volndnak. Ennek a torvénynek gyakorlati
alkalmazdsa a mindennapi mérés a méterruddal.

Més természettl és lényegesen silyosabb nehézségek meriil-
nek fel, ha a szorzdsra térimk 4t. Lehetséges ugyan a szorzés
bizonyos torvényeit téglalapokkal bemutatnl. De ehhez
ismét axiomdk egész sovdra volna szitkségiink és még igy is,
minél megszebb haladunk, anndl nagyobb nehézségekre



bukkanndnk. Bzért hivjuk segitségiil, sgyel@re még ldthatat-
lanul, mérték-Pascal tételinket, ez fogja a nehézségelbd! a
kivezeté utat megmutatni. Egyelfre két egymdsra merSleges
egycenest rajzolunk, metszéspontjukat 0-val jeloljik. .

A 0 ponttol jobbra felmériink egy tdvolsigot, ez mind-
végig 4lland6 marad, ez az 1, az egység. Ha a 0 ponttol jobbra
a b tdvolsdgot is felmérjitk, merélegesen felfelé az a tdvolsdgot,
akkor a szorzds végrehajtisdra mds teenddnk nem marad,
mint az 1 végpontjit az a végpontjidval Osszekétni és a
b tévolsdg végpontjdn &t az el6bbi ¢; Osszekotd volnallél
pérhuzamos g, Osszekoté vonalat hizni. Ahol a go a Liggl-
legest metszi, 6j metszéspout keletkezik. Faz 4j tédvolsdgot
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48. ibra.

hatdrol, ezt nevezzitk ¢ tévolsdgnak. Hgyeldre kijelentjiik,
hogy ¢ az a és b tdvolsdgok szorzata, vagyis ¢==a.b vagy
a.b=c¢ (4. tétel). B rajzbol kozvetleniil leolvashat6 a 6. tétel
érvénye, mert ha a b tdvolsdgot és az 1 tdvolsdgot egyenld-
nek veszem, akkor a két padrhuzamos dsszeesik és a.1 tdvol-
ségokkal valé szdmoldsban is a. Azt, hogy 1.a=a a kommu-
tatlv torvény segitségével azonnal szintén levezethetem.

Bz a torvény, amelyet dltaldban a.b==b.q alakban hatd-
rozunk meg, szintén bizonyitandé a tdvolsdgokkal végzett
mtveletekre, s ezzel 12. tételink érvényessége is bizonyitést
nyer. Bl8szor szerkessziik meg az ismert médon az a.b szor-
zatot. (49. dbra.) Mérjiik fel tovdbbé a vizszintesre az a tdvol-

Vi
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sdgot, a fuggllegesre a b tivolsdgot is, kossik Ossze az 1 vég-
pontjdt a fuggdleges tengelyen levd b végpontjdval, és hiazzuk
meg e gy egyensssel parhuzamos g, egyenest a vizszintes a
végpontjdn at. Minthogy elvben is teljesen Ggy jdrtunk el,
mint amikor az a.b szorzatot szerkeszbettik, a g, most fel-
tétlentl a b.a értékének megfeleld tdvolsdgot metszette ki.
Most mdr esak azt kell bebizonyitanunk, hogy a g, egyenes

A\

QD=0

49. Abra.

valéban keresztillmegy a ¢ végpontjan. Bzt a bizonyitékot
szolgaltatja a mértek-Paseal tétel. A g; és g; segédvonalak
parhuzamosak, mert olyan pontokat kot Ossze mindegyik,
amely a sz0g esticsdtol egyforma tdvolsdgra van. Parhuzamos
még a gy 68 g, tovabbd a gy és g, is, mert igy rajzoltuk ezeket.
Mivel tovabbé a g5 é3 gy, 8 9, 63 g5, & g3 68 g5, & g5 88 g5, végiil
a ¢y 68 g metszéspontja a szog szarain, a «kipszeleteny fekszik,
ezért & mérték-Pagscal alapjdn e nyilvanvaléan atellenes
oldalaknak, a g, és g,-nek metszéspontja szintén csak a szig
szdrdn fekhet. Mivel azonban feltevésink szerint a g, egyenes
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az a.b=c végpontjin ment keresztil, a g,-nek is ugyanezen
a ponton kell 4tmennie. De ezzel megvan az a.b==b.a tétel
teljes bizonyitdsa.

Bérmennyire érdekes volna a tavolsigokkal valo szé-
molés tovdbbi fejlédését Hilbert vezetésével megismerni, ez
az elmeriilés részletekbo elterelne eredeti célunktél. Higyjen
inkdbb itt az olvasd nekiink, annsal inkdbb, mert Hilbert
miivéb6l bdrmikor meggy§zddhetik dllitdsunk valdsdgdrol.
Csak azt dllapitjuk meg, hogy a mérték-Pascal segitségével
meglehet8sen egyszerien bebizonyithatnék mind az ¢.(b.¢)=
=(a.b).¢ torvénynek, mind pedig az a(b+¢)=a.b+t-a.c t6r-
vénynek érvényét tdvolsdgokkal véguett miiveletekre. Kevés
tovabbi feltevés kellene a t6bbi szédmoldsi alaptétel bebizo-
nyitdsdhoz és igy az aritmetika és a geometria Osszefiiggését
eltéphetetlennek tekinthetjilk. Igy tehdt jogosult ezentdl
t4volsdgokbél nyert tételeket matematikai Gton tovabb fel-
dolgozni, s barmikor ismét visszatérhetink idomokra, s
minden kiszdmitott eredménynek helyesnek kell lennie.
Mert a két birodalom teljesen azonos torvényeknek engedel-
meskedik.

TIZENOTODIK FEJEZET.
Az aranyok geometridjanak alapjai.

Miel§it még a most mdr teljesen rendelkezésiinkre 4116
mértékgeometridhoz fognink, még egy litszélag kisjelentd-
ségll, valdjaban azonban nagyfontossagld tanulmanyt kell
olvégezniink, Ez a viszonyokra, mésképpen ardnyokra vonat-
kozik. Azzal kezdjik, hogy kijelentjitk : két haromszog akkor
hasonl$, ha megfelel§ szdgeik egyenlk. Most pedig azt is
allitjuk, hogyha két ilyen hdromszdgnek a, b és o, b’ meg-
felel8 oldalai, akkor & Ggy ardnylik a b-hez, mint o’ a b'-hdz.

Fenti 4llitdsunk bizonyitdsdra ldssunk elfszor egy kiilon-
leges esetet, amelyben a hasonlé hdromszégek tgynevezett
derékszogti hdromszogek. Mér a pdrhuzamosak tételével kap-
csolatban megtudtuk, hogy derékszogl hdromszigben csak
ogy derékszog lehet, mivel a hdromszdg bels§ szdgeinek
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osszege 180°, 63 ha két szog derékszdg, nem marad «hely» a
harmadik szdg szdméara.

Abrénk a kovetkez8 gondolatmeneten épiilt fel : Ha két
‘derékszogli hdromszoget Ggy rajzolok fel, hogy a két derék--
szdg egybeessék, egyik szdrukra felmérek egy tetszésszerint
vélasztott é3 egységnek tekintett tdvolsdgot és ennek végpont-
jabol pdrhuzamost hizok az dtfogdkkal, akkor ez a pirhuza-
mos a mésik azdrbol e tdvolsdgot metsz le. Az el8z8 fejezctben
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60. 4bra.

13tott, tdvolsdgokkal végrett aritmetikai mfiveleteink sza-
bélyai szerint fenndllnak a kovetkezd ogyenl@ségek : b=a.e

68 b'=a’.e. Ezekbd] e:——% és o=—_7 Ha két mennyiség egy

harmadikkal egyenll, akkor egymdssal is egyenl8k, tehdt
b 17

0 A . ‘ ,
= Ardnylatnek irva b:a=b':a’, a beltagokat és a

Iriiltagokat feleserélve éppen a bizonyitandd a:b=a’:b’
ardnylatot kapjuk.

Ha az ardnylatok geometridjdnak ezt az alaptételét dlta-
'dnogan is be akarjuk bizonyitani, akkor meg kell ismerniink
a hdromszog Ggynevezett nevezetes pontjainak egyikét, a
széglolozdk metszéspontiit.

Azt gllitjuk, hogy a hdromszog szogeit felezd egyeneseknek
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egy ponton kell keresztilmennisk. Hnnek bizonyitdsa a
kovetkezd modon térténhetik: Az Ay 63 a By felezd egye-
nese egymést az O ponthan metszi. Hazzunk ebbdl a metszés-
pontbdl merblegeseket a hdromszdg oldalaira (a szdgek
szdraira). Az AB-re és az AC-re bocsdtott merSlegeseknek
a hossza, mér ismert okokbol (l4sd a 11. fejezetben) egyenls
hossztl az O8O tétel alapjdn ; ugyanebbdl az okbél egyforma
hossziak azn AB-re és a BC-re bocsdtott merSlegesek is.
Ebbdl az ig kovetkezik, hogy az O pont az AC és a BC ogye-

B1. dbra.

nesektl egyforma tédvolsdgra van! De ha ez 4ll, akkor
ugyanebbdl az okbol az O pont a Cx felezl egyenssén is rajtu
fokszik. Bzt akartuk bizonyitani.

Teh4t nemcsak a hérom szdgfelezd metszéspontja az
O pont, hanem egyben egyforma tdvolsdgra van a haromszog
oldalaitél is. Fzért a hiromszoget most a kévetkez8 médon
is rajzolhatom. (52. dbra.)

Mellé rajzolhatok egy hozzé hasonlé hiromszéget és azt
ugyanigy bontom részeire. A megfeleld alkotérészek ogy-
forma bebliit melléjitk tett vesszbvel kilénboztetjik meg.
Most mdr jogom van az el6bb bebizonyitott kilénleges
ardnyossdgi tételt a keletkezett kis, derékszogli hdromszdgek
mindegyikére alkalmazni. Tehdt felirhatjulk :

Gy 2 r=a} 7’ by s r=by 7’
Op 2 =0, 3 7 bgir==by:?'

1 Pontnak egyenestél mért thvolsdghn a ponthél az egyencsre hézott
merSlegesnek a hosszat értjik.
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Ha az ardnylatokat tortek alakjiban irjuk és az egymés
alatt 4116 ardnylatoknak megfelel§ torteket 6sszeadjulk, akkor
a kovetkezbt kapjuk :

ay+-a, oyFae 68 btb, b4
r 7 r 7
ez pedig, az dbra jeloléseit figyelembe véve, a kivetkenbklkel
azonos :

a:r=a’:r" és b:r=b':r.
Ha most ezt a két ardnylatot egymdssal elosztjuk, az
eredmény :
a_ b o b
: T e
Helyes ardnylat helyes marad, ha egy kiiltagjit és egy
beltagjdt ugyanazzal a szdmmal szorzom. Szorozzuk behdt

Cyo
62, dbra.

az elsb két tagot r-rel, a masik kettdt »'-vel g ekkor a bizo-
nyitandd

a:b=a':b'
ardnylatot kapjuk.

BEzzel a geometriai ardnyossdgok tandt is vitathatatlanal
megalapoztuk. Az éppen bebizonyitott tételbsl kozvetlenil
kovetkezik az arénygeometridnak kévetkez§ fontos alap-
tétele :

«Ha két parhuzamos egy szog két szdrdbol az a, b és a’, b’
darabokat metszi le, akkor helyes a:b=a": b’ ardnylat.»

Ennek az alaptételnek a megforditdsa : «Ha négy tdvolsig,
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a, b, o, V', kielégiti az a:b=a":b" ardnylatot és felmérjik
az o és a’, valamint a b és b’ darabokat valamely szog egy-egy
szdrdra, akkor az a 68 b, illetve o’ 68 b’ végpontjail Gsszekotd
egyenesek pdrhuzamosak.s B tételek bizonyitdsa azonnal
adddik, ha két hasonld hdromszoget gy rajzolunk egymdsra,
hogy egyik szogik Osszeessék.

Jegyezzilk meg még, hogy ennek a tételnek nagy szerepe
van nagyitdsok és kicsinyitések készitésénél, vagy valamely
rajznak mds léptékben valo elkészitése alkalmdval és még
sok mds, hasonlé esetben.

TIZENHATODIK FEJEZET.

A haromszdég nevezetes pontjai.

Felttinfen sokat beszélink a hdromszogrél, de ennek
megvan a maga oka. A hdromszog, tudjuk, a sik simplex
idoma. Mivel pedig egyel6re a sikgeometridval, a plani-
metridval, fogunk foglalkozni, ezért a siknak ezt a legegy-
szerfibb idomdt alaposan meg kell ismerniink. Elébe vdgunk
a dolgoknak, ha azt mondjuk, hogy a sikgeometridt szinte
héromszdggeometridnak mondhatnék, annyira megtalaljuk a
hiromszoget a legvdratlanabb helyeken is. Mostani tuda-
sunkkal nehezen tudjuk elképzelni, hogy még a kértanban iz
szerep jut neki. Sokszor fogunk nyiltan vagy rejtve hirom-
szogre vonatkozd tételekre hivatkozni, ezért egyelére a
héromszégén tanulmdnyozzuk az alapfogalmakat, hogy eze-
ket kés6bb Gsszerakosgatds vagy szétbontds segitségével mds
idomokra is — egy darabig esak sikidomokra — érvényesit-
hessiik. Simplexiink lesz a vereténk sokdimenzi6és vagy nem-
euklidesi geometridra vonatkoz6 tanulmdnyaink kozben is.
S miként épitve haladtunk keresztil a helyzetgeometrisn,
ugyantgy a hdromszighll épitve ismerjik meg a mérték-
geometridt is. De ne bosszantson minket a hiromszégnek ez
a killonlegesen eldnyds helyzete. Fontoljuk meg ; mindenkor
tdvolsdgot és szoget mériink. Ezek érdekelhetnek minket
els6sorban a geometridban. S a hdromszdg a belSlik 6ssze-
allithaté legegyszertibb idom, ezdltal ldthatjuk meg rajta a
kétféle méret kozt fenndlld Gsszefiiggéseket a legtisztabban.
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3 ez teszi lehetdvé, hogy vele valamennyi sikidomot kapeso-
latba hozzuk.

Mér emlitettiik egyszer a hdromszog nevezetes pontjainak
ogyikét, a szbgfelezbk metszéspontjit. Lattuk akkor kiilon-
leges tulajdonsdgait, kozttk a legnevezetesebbet, azt, hogy
a hdromszog oldalaitd] egyforma tdvolsdgra van. Ha a kivet-
kez8 nevezetes pontot akarjuk megismerni, akkor az oldal-
felez8 meréloges nevét kell elGszér emlitentink. Hz az egye-
nes egyben az oldalaknak a szimmetriatengelye is. Valami
tengelyfélének is képzelhetjitk, mert ha kortlotte ossze-
hajtjuk az idomot, akkor a két f6lidom szépen egymdsra fog
fekiidni, az el6bb még szimmetrikus félidomok egybevigokkd
lesznek. A koznyelv hajbogatdsnak, Osszehajtésnak neveszi
ezt a mfiveletet. De nem minden idomot hajthatok Ossze
ilymédon. Van idom, amelynek nines szimmetriatengelye,
11yen példdul valamely szabdlytalan n gyszog De tévolsdgok
63 szdgek mindenkor szimmetrikusak. Bis az oldal szimmetria
tengelyének éppen tigy megvannak a hatdrozott tulajdonsigal,
mint a szég szimmetriatengelyének, amelyet mér el6bb meg-
ismertiink, habdr nem neveztitk e nevén.
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A szimmetrikusan osztandd AB tdvolsdgot a szim.. etria-
tengely az O pontban merSlegesen folezi. Ha szimiuetria-
tengely bérmelyik pontjét, C. C’, C"', 0'"' egyikét, a tdvolsdg
két végpontjdval Osszekotom, akkor a szimmetria tengely
egy pontjabdl kiindulé egyenesek egyforma hossztak :
CA=CB; 0'4=C'B sth. Bz a tulajdonsig az egybevigosig
080 tételébd] aronnal kovetkezik, s ennek alapjén azonnal
igazolhatjuk, hogy a héromszdg oldalfelezd merSlegesei egy
ponton mennek Aat.

E tételnek az 4B oldalra valé alkalmazdsdbol kovetkezik,
hogy O0A=0B; az AC oldalra alkalmazva az 04=0C
egyenlfséget kapjuk. De akkor igaz az is, hogy OB=00,

54. 4dbra.

vagyis ha két oldalfelezd mer8leges az O pontban metszi
egymdst (ez természetesen feltétleniil bekdvetkenik), alkor
a harmadik, BC, oldalfelezdje szintén keresztillmegy ezen a
ponton. Tehdt az oldalfelezd merSlegesek is egy ponton
mennek keresztill, ez a pont a hdromszég masodik nevezetes
pontja. Ennek az a tulajdonsdga, hogy a héromszoég estics-
pontjaitél egyenld tdvolsdgra van. Ez a pont a hdromszégdén
kivil is fekhetik.

Ha a hdromszog harmadik nevezetes pontjat meg akarjuk
ismerni, akkor ismét igen fontos 4j fogalmat kell bevezet-
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niink : & haromsz6g magassdgdnak a fogahnat. A hiromszdg
magassiga valamely csacspontbél a szemben fekvd oldalra
vagy annak meghosszabbitdsira bocsatott merSleges. A hé-
romszognek tehdt hirom magassiga van. Azt az oldalt,
amelyre a magassdg merdleges, ebbdl a szempontbol alap-
nak nevezzitk. Alap és magassdg a tertiletszédmitdsndl jut
lényeges szerephez. Az teljesen kozombds, hogy melyik
magassdg 6s melyik alap — ezt mér itt is bebizonyithatjuk.

Héromszogiinkben két magassdg, m, és my, az O ponthan
metszl egymdst, végpontjaik 4 és D, illetve B és I. Az ADC
és a BEC héromszogek hasonldk, mert egyik szogik kozos,

Z tf\}§\
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55. abra.

mésik szogiik derékszog, igy a & és e szogik szikségképpen
egyenls, tehdt érvényes az SSS (Sz0g-Sz6g-Sz6g) hasonlosigi
tétel. Ha felirjuk az oldalak ardnyossdgdt : a: my=b: m,, és
felirjuk tovabbd, hogy a beltagok szorzata egyenld a kiiltagok
szorzatdval, végil az a.mg=b.m; egyenléségre jutunk. De
minthogy fenti levezetést a harmadik magassédggal és a most
alkalmazottak kozil egyikkel is elvégezhettem volna, azt
is frhatom, hogy a.m,=b.m,=c.m, Fnnek az a kovetkez-
ménye, hogy ha valaha olyan tételre bukkanok, amelyben a
hdromszog alapja és a hozzdtartozé magassdg szorzata sze-
repel, kézombos lesz, hogy melyik alapot és magassdgot
veszem figyelembe.

De ldssuk végre a harmadik nevezetes pontot, a magas-
sdgok kozds metszéspontjit:
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Tegyk fel, hogy mdr megrajzoltuk a hiromszoget és
benne a hérom magassdgot. A hdrom magassdg esakugyan
egy ponton megy 4t, egyelfre nem tudhatjuk, nem valami
véletlennek kovetkezménye ez. Ezutdn a hdrom — 4, B, C —
csticsponton keresztiill pdrhuzamosakat hizunk a szemben
felcvd oldalakkal. fgy ismét egy hdromszéghéz jutunk,
estiesai 4’, B’, C'. Mivel parhuzamosak kézt fekvd parhuza-
mosak egyenlk, fenndllnak az AB'=BC é AC'=BC
egyenlBségek, tehét AB'=AC’ szintén igaz. Mivel pedig az
FC merbleges az AB-re, merfleges az A'B'-re i3 és ezzel
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56. dbra.

kideriil, hogy mig a kis hdromszégnek magassiga, addig a
nagy hdromszdgnek oldalfelezd merlegese. Mivel ugyanez a
helyzet a mésik két magassdggal és oldallal kapesolatban is,
bebizonyitottnak tekinthetjiik &llitdsunkat, mert ha hdrom
egyenes egy pontban taldlkozik, amikor oldalfelez8 merd-
legesnek nevezzitk Sket (a nagy hiromszdghen), akkor ilyen
helyzetitk nem vdltozik meg akkor sem, amikor magassdg
lesz 8 nevik (a kis hdromszégben). .
A negyedik nevezctes pont a mechanika teriiletére viszi
utunkat. Pontosabban az egyenstlytan, a statika teriiletére
6 szigortian véve nem is tartoznék a geometridhoz. Olyan
dolgok, amelyeknek silyuk van, nem is igen nevezhetdk
mdr geometrial idomoknak. A geometriai idomok anyagi
testeknek esupdn stlytalan vézai, teljesen anyagtalan képei.
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A geometria tudomédnya mégis arra kényszertilt kilonbozd
okokbol, hogy ezekkel a feladatokkal is foglalkozzék, mert
idomok egyenstilya bizonyos szempontokat figyelembe véve
kizdrolag geometriai alakjuktol, tehdt geometriai tdrvény-
szeriségektd] fiige. Hiszen ha tiltakozni akarndnk ilyen fel-
adatok ellen, azt i3 mondhatnék, hogy a testek kébtartalma
a fizikdra tartozik. Nyugodjunk tehdt bele, hogy foglalko-
zunk az idomok bizonyos idedlis egyensilyi viszonyaival,
mert ha azt fel szabad tételezniink, hogy az idom belsejét
teljesen homogén anyag tolti ki, egyensﬁlyi viszonyai esak
geometriai alakjétol fuggnek. Sikidomokat tehdt mindeniitt
egyforma vastagnak kell képzelniink, igaz, hogy ez a minden-
hol egyforma vastagsdg nulla.

Az emlitett 6vorendszabdlyok figyelembevételével most
mdr megnevezhetjitk a bdromszég sulyvonalait, azokat az
egyeneseket, amelyek a csticsokat Osszekotik a szemben fekvl
oldal felezfpontjdval. Azt &llitjuk tovdbbs, hogy ezek a
hiromszdg negyedik nevezetes pontjdban, a salypontban
metszik egymdbst, s6t a metszéspont mindegyikitket 1:2
ardnyd részekre osztja. Jegyerzitk még meg, a stlypont
lényegébll kivetkezik az is, hogy sdlypontjéban csak egy
tlheggyel kell egy homogén anyagb6l késziilt hdromszoget
megtamasztanunk, hogy az ott vizszintes, egyensilyi helyze-
tében megmaradjon. Mds szavakkal : a hdromszog anyaga a
gllypont kériil egyenletesen oszlik meg.

De ldssuk mdr a stlyvonalakat.

57 LA bhra.
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Tegyiik fel, hogy az ABC hiromszég B &3 C estiesabdl
mdr meghtztuk a BE és OF stlyvonalakat, 8 ezek egymdst
az O pontban metszik. Most az AC és BC oldal felez§ pontja-
b6l egy-egy pdrhuzamos egyenest hizok a COF stlyvonallal
6s ezek is metszeni fogjak az 4B oldalt. Ezzel egy projektiv,
parhuzamos sugdrsor keletkezett (HE, FC, GD), amely az
Azx, a B és az ABE > 6s BAD 2y szogek szdrait egyarant
metszi. De ismerjik az ilyen metszések projektiv kovetkez-
ményeit. Az egyik szdr pontviszonyai a masik szdron pontosan
mutatkozni fognak. Tehdt a BC felezdpontjdnak a BF felezl-
pontja, &, fog meglelelni, az ABE sugérsorban pedig a
BF tévolsdgot felez6 G pontnak a BO tdvolsdgot felezd
I pont. Mivel azonban BF=AUF és az el§bbicknek mintdjira
a H pont szintén felez8pont, amely az AF tévolsdgot két,
a BG-vel és a GF-fel ogyenld részre osztja. Az A0 egyenesen
a H pontnak megfelold K pont az A0 felezdpontja stb.
De mivel HF =FG@=GB ezért EO=0I=IB; vagyis igax
az eleve hangosztatott EQ:0B=1:2 viszony helyessége.
Mivel azonban ezeket a meggondoldsokat az FC stlyvonal
helyett az AD stlyvonallal is végezhettiik volna, s mds,
mint a BE stlyvonalnak 1:2 ardnyban val6 eloszldsa nem
adédhatott volna, sziikséges, hogy az AD sdlyvonal ugyan-
nsak keresztiilmenjen az O ponton és ezzel a hdromszog
negyedik nevezetes pontjdnak létezése bebizonyult.

TIZENHETEDIK FEJEZET.

A haromszogek felosziasa.

J6 okunk volt, hogy csak most térjink rd a héromsz0g
fajtdinak ismertetésére. Aldbb egy képen négyféle hdrom-
szoget ldtunk : dltaldnos hdromszéget, egyenlészdrt hdrom-
szoget, derékszogl hdromszoget és egyenlé ocldald hdrom-
szoget. Hangstlyozzuk, hogy az egybizonyos idomok kozt
mindenkor a legszabélytalanabb az 4ltaldnos jellegfi. Tehét
amit a fenti legszabdlytalanabb idomrél (hdromszégek kozb
az ltaldnos hdromszogrél) bebizonyitottunk, az valamennyi
kiilénleges esetre is érvényes.
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A héromszégeket oldalaik s szdgeik szerint csoportosit-
hatjuk. A sz0gek szerint ismeriink hegyesszogll, derékszogfi
és tompaszdgli hdromszoget a szerint, hogy minden szége
kisebh 90 fokndl, egyik szdge 90 fok, vagy egyik szoge na-
gyobb, mint 90 fok. Az 58. kép elsl rajzdn 4 BC hegyesszogl,
ABC' tompaszogli hdromszog, a mdsodik rajz viszont derék-
sz6gfl hdromszog. Oldalak szempontjdbol ismeriink kiilén-
boz8 oldald hiromszoget (alakjdt mdr neve is jellemzi),
egyenlészdri haromszoget (két oldala, két «szdray egyenld) és

A ¢ B C b A C o B
58. 4bra.

egyenl§ oldald héromszéget (mind a hdrom oldala egyenlé).
Természetesen kevert alakok is lehetségesek, {gy pl. derék-
szogll vagy tompaszogll egyenldszdrd hdromszogrdl is beszél-
hetiink stb. '

Minthogy eddig érthet8 okokbél esak dltalénos hdrom-
szoggel foglalkoztunk, ldssuk most a haromszégek kiilénleges
fajtdinak a tulajdonsdgait.

1. A derékszogll hiromszog a geometria egyik legneveze-
tesebb idoma. Oldalai kozt fenndlld 6sszefiiggés, Pythagoras
tétele, Ugyszdlvdn semilyen geometriai szerkesztésnél vagy
szdmitdsndl sem hagyhaté figyelmen kiviil. Kz az idom az
alapja a sz6g és oldal kozt taldlhaté Osszefiiggéseknek, az
agynevezett goniometrial fiiggvényeknek, amelyek viszont
a trigonometridnak, a hdromszégek szdmitdsdnak nélkiloz-
hetetlen kellékei. Kétségtelen, hogy a legismertebb geometriai
Osszefiiggés Pythagoras tétele, amely szerint a derékszog
srarat alkoté két oldalnak, az Ggynevezett befogdknak, négy-
zetének (méasodik hatvénydnak) Osszege egyenld a harmadik
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oldalnak, az dgynevezett atfogénak négyzetével. Lidssuk
tehdt most ennek a hédromszognek nevezetes tulajdonsdgait.

—

59. 4bra.

Boesdssunk a derékszog cstesdbol az dtfogéra merdlegest.
Tudjuk, ez magassdga a hdromszognek. (A mdsik két magas-
. s4g mindenkor egybeesik a befog6kkal, igy a derékszogli
hdromszégek magassdgainak metszéspontja, az . n. magas-
sdgi pont, mindenkor a derékszdg cstespontja.) Az 5SS tétel
szerint az 4ifogéhoz tartozd magassdg meghtizdsdval kelet-
kez§ két kis hdromszog (ACD és BCD) hasonlé a nagy
hdromszighoz, ennck alapjdn a kovetkezd oldalardnyokat
irhatjuk fel:

c: b=b :¢
6: a=a :p
g:m=m:p

Bzek alapjdn a kivetkez8 dsszeftiggések irhaték fel : b2=c.q,
a*=c.p és mE=p.q; vagyisb=9'c.q; a=yc.pésm=1p.q.
Szavakkal ez azt jelenti, hogy bérmelyik befogé mértani
korépardnyos az dtfogd &s az dtfogdra vetett vetilete kézt,
a magassdg pedig mértani kozéparényos az 4tfogd két része
kozt. (Mértani kozépardnyosnak nevezzitk két mennyiség
szorzatdbol vont négyzetgyokot.) Ha az a?=c.p és b®=c.q
egyenlfségeket dsszeadjuk, akkor az a?--l2=c.p--¢c.q egyen-
16s6get kapjuk. Ez utébbit 4talakitva : a2-fb2=c.(p+q).

Colerns: Pont. R
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Do p-f-g=¢, mert p és ¢ éppen az 4tfogénak két része, igy
a?-b2=c¢.c=c? Hzzel a képlettel kozvetlenil meghatdroz-
hatjuk a derékszégll haromszdgnek (63 esakis ennek) két
oldaldbdl a harmadik oldal nagysdgét.

Emlitsitk még meg, hogy két derékszogl hdromszog egybe-
vigbsaganak megdllapitasdra, mivel egyik alkatrésze, a
derékszog 4llandd, mar két (tovabbi) alkatrész egyenifsége is
elegend§. Két derékszogli hdromszog tehdt egybevagd : ha
két oldal egyenld, vagy ha egy oldal és egyik hegyesszog
egyenld.

2. Attérve az egyenlfszdri héromszdgre, talén azonnal
az egybevigosdg feltételeivel kezdhetjik. E héromszogeknsl
i elegendd egybevdgésdghoz, ha két alkatrész, koztik leg-
aldbb egyik oldal, egyenlS. Ennek az az oka, hogy az egyenld
hosszii oldalak, szdrak metszéspontjdbol kiindulé magassig
egyben szogfelezl, oldalfelezd és stlyvonal is, 86t szimmetria-
tengelye az egész hdromszdgnek és azt két egybevagd derék-
sz0gll hdromszogre osztja. Bz utdbbi kérilménybll az is

kideriil, hogy egyeniSszdrd héromszég oldalaira — igaz,
mindenkor csak kozvetve — alkalmazhaté a Pythagoras-

tétel. Ilyenkor az alap (2 mdsik kett6tdl kulonbozd oldal)
fele az egyik, a fmagassag (az, amelyik egyben szimmetria-
tengely sth. is) a mdsik befogé, a hdromszég széra pedig az
atfogd. Az egyenlfszdra hdromszog lehet egyben deréksztgli
is, ilyenkor mindkét hegyesszog 45°.

8. Az egyenld oldalt hiromszégnek a tulajdonsdgai még
kiilonlegesebbek. Mindhdrom oldala egyforma hogszt, emért
valamennyi szoge is egyenlf, tehdt 60°. Megsrerkesztéséhez
és egybevdgésdgdhoz egy adat, az oldal ismereto elegendd.
Minthogy valamennyi egyenl§ oldald héromsziognek szogei
egyenl8k, valamennyi hasonld is egymashoz. Ez a hdromszog
az egyenlfszara hdromszég kitlonleges esetének is tekinthets,
fgy mindaz, emit arr6l mondtunk, erre iz érvényes. 85t
fokezottan érvényes, mert ennek bdrmelyik magassdgét
tekinthetjik fémagassignak. Az egyenl8oldalt hdromszog-
nek mind a négy nevezetes pontja egybeesik.
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TIZENNYOLCADIK FEJEZET.

A kor.

Mindeddig csak pontokrél egyenesekr§l és sikokrol
beszéltiink. Gorbiltrdl, gérbérdl még 526 sem esett eogész
6pité tevékenységiink sordn. Mi is hdt a gorbe lényege? Hs hol
taldlkozhatunk gérbilttel? Vildgos, hogy az B,-ban, a pont-
-ban, aligha lehet szerepe. Gorbe pont : ez még a mindenféle
fikeiohoz hozzdszokott matematikusnak is sok volna. Az R,-
ben mér 76 lehet ilyesmirdl. Mindenki tudja, milyen a gorbe
vonal. Miben is kiillonbozik az egyenest8l? Nem is olyan
egyszerti erre a kérdésre a felelet, mint amilyennek ldtszik.
Mert két pont koézt a legrovidebb Gsszekotd vonal nem fel-
tétlentil az egyenes, mint dltaldban hinndk. Gondoljunk pél-
déul a gomb feliletére. Ott az egyenes-p6tlék éppenséggel
egy legnagyobb kérnek egy része. Gyakran a filozéfus Hans
Corneliugnak a meghatdrozdsat tekintjitk irdnyadénak Mohr-
mann' nyomdn, s az egyenest, a gorbével szemben, olyan
vonalalakzatként hatdrozzuk meg, amelynek minden része
mindig é8 mindenkor hasonlé a birmekkordra meghosz-
szabbitott egészhez. Ez az euklidesi egyenes szdmdéra olyan
dkivdlagztotts, kitiintetettsy helyzetet biztositana, amelyet
kés6bb magasabb szempontokbél el kell ejteniink. De o
pillanatban szolgdljon mértékiil annak megdllapitdsdra, hogy
mit tekintsiink egyenesnek és mit ne.

Az irdny fogalmét is belevonhatnék tdrgyaldsainkba és
mondhatnék, hogy az a vonal egyenes, amely mindenkor
megtartja irdnydt. De ez a fogalom, akdrmilyen vildgosnak
ldtszik, koénnyen circulusokhoz vezet, minthogy «riny» és
«wgyenességy sok szempontbdl egymds ismeretét tételezi fsl.
De amig megmaradunk az euklidesi geometria teritletén,
bizvést haszndlhatjuk az irdny fogalmat, minthogy ott nem
vezethet kétértelmfiséghez. Most még csak arra utalunk,
hogy gorbe R, és R; azaz gbrbe feliilet és gérbe tér is van.

! Fans Mohrmann: Einfihrung in die nichteuklidische Geometrie,
" Leipzig 1930, -

8*
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Gorbe is megtarthatja esetleg irdnydt 63 egyenesbe
mehet 4t. Bzért példdul az analitikus geometria megforditja
az okoskodédst és minden vonalat gérbének tekint. Az egye-
nes ott a gbrbék egyik kiilonleges esete, olyan gdrbe, amely-
nelk a gorbilltsége észrevehetetlentil kiesi, vagy amelynek
nines gorbiiltsége, ami ugyanaz. Az egyenes éppen Ggy
hatareset, amint a pdrhuzamosak hatdresetei az egymdst
metsz8 egyeneseknek és két egymdst metsz8 egyenes a kip-
szeletek hatdresete. Ilyen dltaldnositdsok lehetévé teszik,
hogy egyes tantételeket eredeti érvényességi teriletiikon tul
is alkalmazzunk és formadllandésdgukat megdllapitsuk és
ezek alapjén 4j Osszefiiggéseket vegyiink észre.

De minderr8l még sz6 lesz. Most forditsuk figyelmiinket
a feltétlentil legegyszerlibb és legszabdlyosabb gorbe vonalra,
a korre vagy mdskép cirkulusra (cireulus = kér). De el6bb
még meg kell vildgitanunk a «mértani hely» fogalmét, mint-
hogy a kér tanulmdnyozdsa kozben nagyon hasznos lesz szd-
munkra. Mértani hely olyan geometriai alakzat, amelynek
tulajdonsdga, hogy mintegy gyiijtéhelye mds alakzatok
kozt fennalls geometriai Osszefiiggéseknek. fgy példdul a
szogfelerd mértani helye a szog szdraitdl egyenl tdvolsdgra
levd pontoknak. Vagy sik a mértani helye mindazoknak
a pontoknak, amelyek egy mésik, vele pdrhuzamos siktél
egyenl§ tdvolsdgra vannak. Mértani helyek lehetnek pontok,
vonalak, sikok vagy testek. Pont a mértani hely a kévetkezd
esothen : Ha egy sugdrnyaldbot olyan gombbel metsziink,
amelynek a kézéppontja a sugdrnyaldb sorozéja, akkor ez a
sugarakbél egyenld tdvolsdgokat metsz ki. E tdvolsdgok
egylk vegpont,]a a gémb feliletén van, a masik végpontjuk
mértani helye éppen a sugdrnyaldb sorozé pontja. De ez a példa
mér meghaladja azt, amit mostani tuddsunkrél feltételez-
hetiink, Hzért befeJevzuk el6zetes elmélkedéseinket és azt
allitjuk, hogy a kor mértani helye valamennyi pontnak,
amelyek egy nem a kérén fekvd ponttdl, a koézéppontiol,
egyenl§ tdvolsdgra vannak.

Mésképpen : a kor kozéppontja mértani helye a kor-
koriilet két-két lehet§ legtdvolabb fekvd pontjét Gaszekotl
egyenesek metszéspontjainak. De ezzel mar meghatdroztuk

a kor tébb nevezetes tulajdonsigét. I'izzéink emekhez még
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néhényat. A kér gorbe vonal, mégpedig olyan, amely minden
helyén gorbe és minden helyén egyformén véltoztatja ird-
ny4t. Tovdbbé zdrt, Snmagaba visszatérd vonal, tehat nem
hatérolja végpont, ilyen szempontbél tehdt «végtelens.
Tulajdonséga tovdbba, hogy a keriiletén belil, — keriileten
a teljes korvonal hosszdt értjik, valamely pontjitél ugyan-
addig a pontjéig — szdval a kerfiletén beliil van egy pont, a
kézéppont, amely a kérvonal minden egyes pontjatol egyenld
tdvolsagra van. Vannak tovdbbad legtdvolabbi pontokat

b

80. 4bra.

Osszekotd egyenesek, ezek az 4tmér8k, diameterck, s egymdst
a kozéppontban metszik. Ilyen dtmérd fele a sugdr, a rédiusz,
8 azonos a mdr emlitett, a kor kézéppontjitél a keriiletig
éré dllandd tévolsdggal.

A sugarat, rddiuszt rendesen 7, az dtmérdt d, a kozép-
ponfot O betlivel jeloljik. A kornek két pontjét osszekdtd
egyenest dltaldban hirnak nevezzitk és h vagy s betfivel
szoktuk jeloini. Ha egy dtmérst vagy egy hirt meghosszab-
bitunk a kér keriiletén tal is, akkor a kort szel§ egyenesrSl,
szel0r6l, szekdnsrol beszélhetink. Tehdt dltaldnosabban azt



118

mondhatjuk, hogy a szelfnek a koérkerilet két pontjdval
hatérolt része a hir. A hir nagysiga kiilonféle lehet. Ha a
lehet8 legnagyobb, vagyis ha a kor kozéppontjdn megy
keresztiil, akkor 4tmér6 a neve. De ha a hir két végpontja-
nak egymiéshozr torténd kozeledése kévetkeztében mind
kisebb lesz, akkor a két végpont végill is egyesiil és akkor a
szelének a korrel mér esak egy kouzos pontja lesz. Neve skikor
érintési pont és a srel8bél érintd, tangens lesz, Ha az érintési
pontot a kor kozéppontjdval Osszekdtjiik, akkor fontos
rddingzt taldlunk, mert ez o sugdr, mint ldtni fogjuk, min-
denkor merfleges az érintlre. Ha viszont a kozéppont egy

AB

héir két végpontjaval kotjitk Ossze, akkor a két sugdr és a
hir egyiitt egyenl@szdrd héromszoget ad. Szdrai sugarak,
alapja har. Végiil pedig & korkeriletnek két sugdrral vagy
egy hiurral levdgott részét ivnek, kérivnek neveszziik (7).
De minden fvhez tartozik egy madsodik iv is, amely az elsGt
teljos korré egésziti ki. Nem tudhatjuk tehdt el6re, melyik
ivr8l lesz sz6. Ezért vizsgalatainkat, ahol tehetjik, félkorben
végerziilk vagy megédllapodunk abban, hogy kozelebbi meg-
jelélés hijdn mindig a félkoérnek kisebb ivre gondolunk.
Teljes egyértelmiiséghez csak gy juthatunk, ha a koriv
két végpontjst betlivel jeloljuk meg s megdllapodunk egy
bizonyos forgdsirdnyban, példdul az Oramutaté jardsdval
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éllonkezd irdnyban. Csakugyan mindenkor igy fogunk el-
jdmi. A 61. dbrdn az AB iv kisebb, mint a félkér, a B4
nagyobb. De ezzel a mddszerrel még f6lkoroket is meg lehet
egymdstol killonboztetni. Mert igy az A'B’ a fels6, a B'A4’
az alsg félkort jelenti.

Ime, azonnal bizonyiték arra, hogy az érintd merdleges az
érintési pontban huzott sugdrra. Valamennyi sugdr egyforma
hosszti, — ez a kor keletkezése alapjén természetes. Az érin-
tési pontban hiizott sugdr mellett bérhol hizck is még egy

82. dbra.

mésodik sugarat, azt feltétleniil meg kell hosszabbitanom
hogy elérje az érint6t. bbbl mdr kovetkezik, hogy csak egy
érintési pont, és esak egy, ezen keresztill mend sugér lehet.
Ez a sugdr a fentiek alapjin a legrévidebb tdvolsdg a kozép-
pont és az érintd kozt. De mivel pont és egyenes kozott a
legrovidebb tdvolsdg a merSlegesen mérhetd, bebizonyult,
hogy az érint6 és az érintési ponton keresztiil hiizott sugdr
merSlegeselk egymésra. Bebizonyult tovdbbé az is, hogy
csak egy ilyen sugér lehet. Az érint6 eme tulajdonséga tesszi
érthet6vé a korzére szerelt kihtzétoll kifogdstalan mfikods-
sét. Ugyanez a geometriai Osszefiiggés teszi egydltaldn
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lehet8vé az esztergdlyozdst, a mardst és a korflirész maks-
dés6t. A t6bbi fontos technikai alkalmazdst — sin és kerék,
fogaskerék és fogasrid — nem is emlitjik, annyira ismertek.

Vegyiik inkdbb szemiigyre a koér érintdjénck egy mésik
fontos tulajdonsdgdt. Ha ugyanis a kordn kivil levl tetszés
szerint fekvd S ponthdl meghtzzuk a két érintlt a kérhoz,
akkor az érintdnek az S pont és az érintési pontok (4 és B)

63. dbra.

kozt fekvd részei egyforma hosszik. Igen egyszerl ennck &
bizonyitdsa. Ha az S pontot a kor kozéppontjival is 6ssze-
kotjitk 8 meghtzzuk tovdbbd a két érintési ponthoz tartozd
sugarakat, akkor két derékszogl hdromszdg, SA0 és SBO
kelotkezik. Benniik az 40 és BO oldalak egyenl6k, mivel
sugarak. A legnagyobb szdggel szemben fekvs OS oldaluk
kozos. Legnagyobb szdgik, derékszog 16vén, szintén egy-
forma. Alkalmazhaté tehdt az OoS szabdly. Koévetkezés-
képpen S4 =8B, s ezt kellett bizonyitanunk.

De ebbdl ismét az kovetkezik, hogy az SO felezi az S mel-
lett fokv8 széget, valamint az 4 és B érintési pontokat
Osszekotd hirt ég hogy e hur merdleges ré.

Most a két érinténkkel kapesolatban kimutatjuk a kor
egyik, sok feladatban alapvetd szerepet jatsz6 harmonikus
tulajdonsggdt. Harmonikus tulajdonsigon a kovetkezdt
kell értentink: Legyen egy egyenesen hirom pontunk,
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(» 64. 4bra 4, B, @ pontja); ha az 4 és B pont helyés
dllandémak tekintjil, (ezeket éppen ezért alappontoknak
nevezziik), akkor a G pont helyét az egyenesen az alap-
pontoktél mért tdvolsdgainak viszonya egyértelmtien meg-

hatdrozza. Tehdt az t6rt minden pozitiv, vagy ne-

4G
GB
gativ értékéhez az egyenesnek csak egyetlen pontja tar-
tozik. Negativ érték? A t6rt negativ csak akkor lehet,
ha vagy a szdmldléja, vagy pedig a nevez8je negativ.
De akkor negativ tdvolsigrol kell beszélniink! Igen, meg
kell 4llapodnunk az egycnesen egy haladdsi irdnyban,
legyen ez esetiinkben A-t6l B felé, s nevezzitk ezt pozi-
tivnak. Az ellenkez8 irdny akkor negativ. Ezek szerint
AG tdvolsdg pozitivnak tekintends, a GA viszont nega-
tivnak. Egy-két kisérlet hamar meggy6z, hogy ilyen kg-
—g% viszony értéke az egyenes min-
den pontjdban valéban més és mds.

De kereshetiink az egyenesen az 4, B és G pontok-
hoz egy olyan negyedik F' pontot, amelynek az a tulaj-

rillmények kozt az

donsdga, hogy az —E tort értéke az é—q tort értékétésl

7B GB
csak elfjelben kiflonbosik, vagyis % :E.‘;‘;_‘g — —1. Ebben

az esethen az F pontot az 4, B és G pontokhoz tartozd
negyedik harmoénikus pontnak nevezziik, a négy pont
pedig egytitt harménikus pontesoport.

Itt még azt kell megjegyezniink, hogy mit neveziink
két mennyiség harménikus kozépértékének? Tudjuk, hogy
az @ és b mennyiségek szdmtani, aritmetikai kdzepe

b . - —
My == _aé—}—__ mértani, geometriai kozépértéke mg= 1 a.b ;
harménikus kozépértéke pedig mH:a—j—LF' Harmoénikus

pontjainkndl éppen ez az érték jdtszik szmerepet, mert
ha az AF=a és AG@=Db jelolést haszndljuk, akkor

.
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Még esak azt kell megemliteniink, hogy hdrom pont-
hoz a negyedik harmoénikus megszerkesztése sem nehéz.
(64. 4brdn a szaggatott vonalak.) Vdlasszunk egyene-
siinkon kivil egy tetszésszerinti M pontot. Késsik ezt
ossze a két (4, B) alapponttal, a harmadik G pontbél pedig
hiozzunk egy egyenest, amely fenti két egyenest metszi.
A metszéspontokat kossiik Ossze, keresztezve, az alap-
pontokkal, a keresztezett egyenesek metszéspontjat pedig
az M ponttal, akkor az igy kapolt egyenes az eredeti
egyenesinket a keresett negyedik harmoénikus, F, pontban
metszi.

Ezek utédn, ha meghosszabbitjuk a kér egyik 4tmérsjsét
a koron kiviil fekv8 tetszésszerinti G pontig, 8 e pontbdl

64. dbra.

meghtizzuk a kérhoz az érintéket, akkor az érintési pontokat
osszekotd TU hiar az 4tmérdt a G ponthoz tartozé negyedik
harmonikus pounttal osztja két részre. Hz azt jelenti, hogy

fennall az AF: BF=AGQG: B@, vagy mésképpen % : %%: 1
Osszefiiggés. Ttt

vagy még misképpen AB=My= a—T—b
Mg a barmonikus kozepet, @ az AF és b azn AQG tdvolsdgot
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jelenti. Ellenfrzésként segédszerkesztésiil a korhoz tartozéd
szerkesztésiinkbe egy harmonikus sugdrsort is rajzoltunk,
olyant, amilyent fentebb a harmonikus pontok szerkesztésé-
vel kapesolatban emlitettiink.

Létjuk, hogy &llitdsunkat — bédr bizonyitani sem volna
nehéz — szerkesztéssel valoszinfisitettitk, verifikdltuk. De ez
a szerkesztés szdmos 10j Osszeliiggés kimutatdgdra nyujtana
alkalmat. HzektSl azonban el kell tekinteniink. mert a kor
més, alapvetd tulajdonsdgai inkdbb érdekelnek. A kérben
ogyel6re héromféle széget kilonboztetiink meg. A keriileti
szOget, a kozépponti szdget és a hur és érinté 4ltal bezdrt
gzoget, amelyet gyakran sorolnak a kerileti szogekhez.
Tzekhez fog kés6bb ceatlakozni a keriileti szog kilonleges

65. dbra.

esoteként a félkdrbe rajzolt keriileti szog. A kertileti szdg
esticsa a kor keriiletén van, szdrai hirok. Emlitettik, hogy
t6t az érintt gyakran elfajult szeldnek tekintjik, igy a har
is érintd alkotta szog a keriileti sz6g hatdresetének tekinthetd.
A kozépponti szog csdesa viszont a koézéppontban van, két
széra tehdt a kornek két sugara. A félkorbe rajzolt kertileti
sz0g o kertleti szdgek kiulonleges esete, amennyiben szdrai
egy 4tmérd végpontjain mennek keresztiil. Felrajzoljuk mind
a négy esetet, habdr tulajdonképpen két esetté volndnak
osszevonhatok. (65. dbra.)

Allitjuk, hogy e szégek koézt a kovetkezd Osszeliiggések
dllnak fenn. Ugyanazon az iven, vagy ami ugyanaz, ugyan-
azon a hiron fekv( keriileti szogek egyenl6k. Bz az egyenld-
ség érvényes a hir é3 az érintd kozti szdgre is, amelynek a
fentemlitett hiir az egyik szdra. Ha pedig ugyanarra az ivre
a kozépponti széget is megrajzoljuk (vagy ugyanarra a
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hirra), akkor e kdzépponti szog kétszer akkora, mint ¢hozzé
tartozé», vagyis ugyanazon az iven nyugvé kerileti szégek.
Végiil a félkérbe irt keriileti sz6g, tekintve, hogy nem mds,
mint az 4tméréhoz (vagyis két egyvonalba helyeszett szérd,
tehdt 180 fokos szdget bezdrs sugdrbél dllé koézépponti szog-
hoz) tartozd keriileti szdg, csak 90 fokos, azaz derékszdg

66. Abra.

lehet. Az ugyanazon az iven nyugvé kerileti szogek egyenlé-
86gét konnyen be lehet kozvetlenil, projekiiv eljdrdssal bi-
zonyitani.! De mi inkdbb kevésbbé elegdns, viszont részlete-
sebb bizonyitdst adunk, s ez egytttal a keriileti szognek a
kézépponti szdoghoz vald viszonydt is bizonyitani fogja. Bat
a bizonyitdst anndl inkdbb alkalmazzuk, mivel a projektiv
bizonyitdsmdd sok segédtétel elGzetes igazoldsdt kivinnd meg.
Nézzitk a 66. dbra baloldali képét és kovetkeztessiink :
Az o és § sz0g egyenl$ a g szdggel, a keriileti szoggel, mint-
hogy az RS és az FQ egyeneseket, szdndékosan, a keriileti

L Csak azok a keriileti sz6gek egyenlSk egymds koézt, amelyeknek a
csticsa az {v két végpontjst Gsszekdtd hir egyik oldaldn van. Azok a
keriileti sz8gek, amelyoknek a csiicsa a hiir mésik oldaldn van, egyméskozt
szintén egyenltk, de az elébbicknek mellékszdgei, vagyis az eldbbieket
180°-ra egészitik ki,
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szog szdraival pirhuzamosan hiztuk a kér kézéppontjin
keresztiil. Bz utdbbi kéridmény késbb lesz kilonossen fontos.
Az BB iv meg az AP iv meg a PR iv egyiitt kétszer akkora,
mint a PR iv, minthogy a PR iv egyrésst egyenld a @S ivvel,
mésrészt ez a @S iv a OS és QC részekbdl tehetd Ggsze. To-
v4bb4 a OS iv egyenld az BB ivvel, a QC pedig az AP ivvel,
mivel a kérben pdrhuzamos hirok kozotti ivek egyformék.
Ennek egyel6re nem 14tjuk bizonyitdsdt, de bizzunk ezattal
szemléletimkben anndl is inkdbb, mert révidesen a bizonyi-
tdsra is sor keriil. De ha az egész AB iv kétszer akkora,
mint a PR {v, akkor az 4B fven nyugvt keriileti szog is két-
szerese a PR iven nyugvénak. Ugyanabban a kérben kilén-
boz8 fveken nyugvé kevileti szégek ardnyosak az fvekkel,
amirdl akkor lesz alkalmunk meggy6zddni, amikor a szégek
mérésével fogunk foglalkozni. fgy tehdt az y szog kétszer
akkora, mint az g sz6g. De mert végil az a sz0g egyenld a
o 9z6ggel, ezért az y a o szOgnek is kétszerese, s pp ezt
akartuk bizonyitani. De igaz ez a hir és az érint8 kozt levd

szigre is, 7‘=a:g=%77. Az AOB wugyanis egyenlészért

héromszdg. Szégeinek osszege tehdt »--2:=180°. Viszont
7+e=90° tehdt ¢=90°—y. Az els§ egyeblethe behelyette-
sitve : p42. (90°—)=180°, azaz »-4-180°—2;y=180°, tehdt
y=2y. Bzt akartuk bizonyitani. A mésik képre vonatkozo6
bizonyitdst, ahol a keriileti sz6g egyik szdra a kozépponti
szog szdrét metszi, csak vdzlatosan végezziik el. Ha most két
betti £561é ivet rajrolunk, ezzel a két pontot Gsszekotd ivet
jeloltik. Tohdt AB jelentése «AB ivs. Igy a mdsodik képen
R'B +PR—P A= @’=ﬂ’, mert ﬁ’=@—’§'=
=C”S’—6’QT’. fay y kétszer akkora, mint akdr az o, akdr
a §', akér pedig az o' szdg. Bzt kellett bizonyitanunk. Ezzel
minden 4llitdsunkat bizonyitdssal tdmogattuk meg, hisz a
félkorbe frt keritileti sz6g sem m4és, mint kiilonleges, 180 fokos
kozépponti sz6ghdz tartozd kertileti szog. De kiterjesztettiik
bizonyitdsunkat minden lehetséges esetre azzal, hogy a
hatdresetet, a htr és érint6 kozt fekvl széget is bevontuk
bizonyitdsunkba. Igy teljesen 4ltaldnosan mondhatjuk, hogy
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a keriileti sz6g mindenkor fele az ugyanazon az fven nyugvé
kozépponti szdgnek. Tovabbd minden kdzépponti széghoz
végtelenill sok keriileti szdg tartozik, s mivel valamennyi fele
a kozépponti szognek, egyméssal egyenlSk. Ezzel bebizo-
nyult, hogy ugyanazon az {ven vagy hiron nyugvé keriileti
pzogek egyenlGk, s mdr csak ennek a bizonyitdsdval tartoz-
tunk. Megjegyezziik itt még, hogy a kerileti szdg eme tulaj-
donsdgdnak a gyakorlatban is szerepe van. Ha ugyanis egy
azinpad elilsd élét kér hirjdnak tekintjik, akkor a szék-
sorokat csak korivalakira kell késziteni, Ggy hogy a szinpad
éle éppen e kornek a hirja legyen. Ezdltal minden nézf —
bérhol @l is a sorban — ugyanakkora 14t6szoggel létja a
szinpadot. A 1dtoszogek ugyanis ily médon keriileti szogek
egy korben, tehat egyenlSk egymdssal. Ez az elény termé-
szetesen csak a l4t6sz0g @yildsdray vonatkozik, mert a
perspektiva miatt keletkezd rovidulés a ldtésugaraknak és a
szinpad élének egymdshoz valé hajldsatol figg.

Habdr azt, hogy a félkérbe irt keriileti szog mindenkor
derékszog, az el6zlk sordn mdér elintéztik, mégis 4lljon itt
egy masik bizonyitds is, amelyhez tovdbbi meglontoldsokat
fogunk flizni. Hzt a tételt egyébként Thales tételének is
nevezik, a «dvolsdgmérénkkely kapesolathban megismert boles
miletosi Thales nevérsl.

67. fbra.

Minthogy AB feltevésink szerint a kér dtmérSje, — 4t~
mér nélkiil nem keletkezhet «félkéry — tehdt a kér O kozép-
pontja rajta feksaik. Ha most az O pontot Gsszekotjik az
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AB 16161t rajzolt keriileti sz0g estiesdval, akkor az OC tdvol-
s4g, akdresak az 04 vagy az OB, sugara a kornek. De ezzel
két egyenl§ szdrtt hdromszég (AOC és BOC) keletkezett.
Mindegyikben van két-két egyenl§ sz0g, az a és a f. Mivel
tovdbbd az 4 BC héromszég szdgeinek Gsszege 2a+-24=180
fok, ezért a+£=90°. De a+g nem mds, mint a félkérbe
frt keriileti szogiink, s igy ez a sz0g mindenkor derékszog.

Bzt akartuk bizonyitani.

Bz a f6lkérbe frt keriileti sz26g nemesak mértani szerkesz-
tésekben és bizonyitdsokban jub je.lentc’)’s szerephez, hanem
négyzetgyokok megszerkes:zt'ésére is al_kal'mazha,t(). A‘zt a
pompis médot, amellyel Lionardo da Vinei e szég tulajdon-
sdgait kihasznélta, azonnal be is mutatjuk. Szerinte azt a

szdmot — legyen ez példédnkban 7 — tetszésszerinti hossza-

688. 4bra.

842 egyenl8 egységnek tekintett tdvolsdgok alakjdban egy-
més utén felrakjuk, uténa még egyszer felmérjitk ugyaneszt
" az egységet, a teljes tdvolsdg felett félkort rajzolunk s végil
a felmért tdvolsdgok (most T) végpontjabol merbleges egye-
nest huzunk a kor keriiletéig. Ott, ahol ez a mer8leges a kor
keriiletét metszi, ott lesz a gyoknek megfelel§ tévolsdg vég-
pontja. Kezdete egyenesiinkén van, amely nem mds, mint a
kor dtmérbje. Jérjunk el tehdt az utasités szerint, majd
ldssuk a bizonyitdst. :

Az utasitds szerint a OD vagyis x volna a 7 keresett
négyzetgydke. A bizonyitds sordn els6sorban azt Allitjuk,
bogy az ADC és a DBC hiromszégek hasonlok. A D mellets
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fekv8 szdgek mindenesetre derékszogek, hisz ott merSlegest
htztunk. Az o sz0g is egyenld az o szdggel, minthogy szdraik
kettesével merblegesek egymdsra. (ACLOB és AD1CD.)
Bz az 6gszefiiggés esak akkor allhat fenn, ha a félkérbe irt
kertileti sz0g derékszog. A fentiek alapjdn a héromszdgek
harmadik szoge is szitkségképpen egyenld egymdssal. De igy,
mivel a hdromszdgek hasonlésdgdt az SS8 t6rvény alapjdn
megéllapitottuk, a megfelel§ oldalak ardnyosak, tehdt mond-
juk AD:g=z:DB. Ha pedig a tdvolsdgok helyett szédm-
értélitket helyettesitjitk be, a 7:x=x:1, vagyis 2?=7 ered-
ményt kapjuk. Ezért z=19T, s ezt akartuk bizonyitani.
Altaldban legyen a és b egy demquogu hdromszdg két be-
fogéja és ¢ az dtfogdja, jeldlje p és r az 4tfogd két részét,
8 legyen tovdbb4d m a hdromszég derékszégéhez tartozd
magassdg. Bkkor mindig igaz, hogy p : h=h: r, tehit h?=pr
és h=1pr. Mas ardnylatokat is felirhatndnk, mert a rész-
héromszogek mindegyike hasonlé a nagy hdromszéghdz. De
egyelfre még nem tdvolsdgokbél, hanem csak tdvolsdgok szor-
zatdbol vonunk gyskst. Igaz, a mérték-Pascal-tétel segitsé-
gével ezeket a szorzatokat tdvolsdgokkd alakithatndk, de ez
céltalan volna. Mert mi azt a tdvolsdgot, amelybll gyokot
akarunk vonni, eleve megadjuk, 8 nem utélag akarjuk kiszdmi-
tani, hogy mibdl is vontunk tulajdonképpen gyokot? Ezért
Lionardo més fogdst alkalmaz, tehdt érdemes alaposan szem-
igyre venni. Ez a fogds lényegében szintén a mérték-Paseal.
szerint végzett szdmitdsokon alapszik : Lionardo a szorzandé
tdvolsdgok egyikét egységnek tekinti, ezdltal megtartja a
masiknak véltozatlan hosszét. Hzt a fogast j6l jegyezztik meg.
Valahdnyszor szoroznunk vagy osztanunk kell és mégis meg
akarjuk tartani e miiveletek egyik tagjdt, akkor az egyik

tényezdt vagy az osztét (nevezdt) egységnek fogjuk tekinteni.
Az osztand6t is tekinthetndk egységnek, de ezzel nem jir-
nédnk j6l, mert a megtartani szdndékolt t4volsdg a megtartott
érték reciprok értékének felelne meg.

Mésra akarjuk felhfvni most a figyelmet. Valahdnyszor
kérrel kapesolatos feladattal foglalkozunk, jeléljik meg az
dsszes szambajohetd és a sugdrral egyenld tdvolsdgot » betd-
vel. Ugyanis nagyon sok feladat hasznélja ki a sugarak
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egyenl8ségét, s az ennek folytdn addédo egyeuldszdra I}’éxl'ox’n-
szogek tulajdonsdgait : az alapon fekvd szégek egyenldségét,
a magassdggal kapesolatos szimmetria-tulajdonsigokat stb.
A korben a «viszonyoks ezzel nagymértékben egyszeriisddnek,
mint az aldbbi példa is mutatni fogja. Bizonyitsuk be példdul
a mér alkalmazott tételt, hogy pdrhuzamos egyenesek kozt
fekv§ korivek egyenlSk. Felhaszniljuk itt a szdg- és kérmérés
amaz alapvet§ szabdlydt, hogy egyforma kdzépponti szogek-
hez egyforma ivek tartoznak ugyanabban a korben vagy
egyforma nagy kérokben.

69. abra.

Messe két pdrhuzamos egyenes g és ¢, a kort és hlwzunk
8 négy metszéspontban (4, B, C, D) egy-egy sugarat. Igy
két egyenl8szdrd hdromszdg, AOD és BOC keletkezik.
Ennek kovetkeztében a=g s veliik egyenl6k a véltészogeik,
vagyls a=f=r==0. Az utébbiak mellékszdge 16vén e=¢.
De 7 és & az ¢ és ¢ csticsszoge, tehdt szintén egyenl§ vala-
mennyi. Egyenld egymdssal az ¢ és x is : egyenldszéra hdrom-
sz0g alapjan fekvd szdgek ; kovetkezésképpen az 4B és CD
fvekhez tartozé kozépponti szégek, A és u szintén egyenlSk.
Ebb6] pedig azonnal kévetkezik az AB és CD ivek egyenld-
sége. Bzt kellett bizonyitanunk.t

! Ha a kor kézéppontja a g és gy egyenesek kozstt feksazik, nagyon
egyszerli & bizonyitds az O kézépponton keresztiil hfizott parhuzamos
segédegyenes felhasznalisival,

Colerus : Pont. 9



TIZENKILENCEDIR FRJEZET.
Koroszias és a korbe irt sokszogek.

Foglalkozzunk most azmokkal a korbe frt = oldald sok-
sz0geklkel, amelyeknek oldalhossza és a kér sugara kozt meg-
hatdrozhaté dsszefiiggés van, hogy ebbél Gjabb Gsszefiiggések
nyoméra johessiink. De el6bb széljunk néhdny sz6t a kér-, ill.
sz6gmérésrdl. Ha a kor Lkozéppontjdn &t két, egymdsra
merSleges 4tmérét rajzolunk, akkor ezek az 4tmérfk a kort
négy egyenl$ részre, négy negyedkorre osztjdk. Ha a derék-
szogeket ismét ~megfelezzilk, nyolecadkéroket kapunk. Ha
viszont a derékszogeket harmadolndm, kortizenkettedeket
kapnék. Két-két ilyen kortizenketted egyiitt hatodkoért ad.
A gyakorlatban 8srégi, még a babyloniaiktél szdrmaz6 szokés
szerint az egész kor kertiletét 860 egyenld részre, iviokra
szokds osztani és ezeknek 860 szdglok felel meg kozépponti
szogként. Minden ilyen szdg- és fviok 60 szog-, illetbleg fv-
percre, minden pere pedig 60 szog-, illet6leg ivmdsodpercre
oszlik. Az egbsz kornek, illetve a «eljess-sz6gnek, 860 fok a
mérdszdma. A félkor, illetbleg egyenes szdg 180 fokos. A ne-
gyedkér és a derékszdg 90 fokos. A 0 és 90 fok kézdtt levl
sz0gek neve hegyessztg, a 90 és 180 fok kozott lev8ké tompa-
sz6g, 180 és 860 fok kozt levs szogek pedig a dombort szdgek ;
ezokkel szembe 4&llitva a 0—180 fokig terjedd szdgeket,
¢homorty szogeknek is szokds nevezni.

A félkornek nem felelhet meg kérbe irt szabdlyos sokszog.
Bz természetes, higz csak két metszéspontunk van, amelyen
egyetlen 4tmér8 megy keresztiil. Most azonban alapos okunk
van arra, hogy ne folytassuk vizsgalatainkat tovdbb, tehdt
ne vizsgdljuk egymdsutédn a harmad-, negyed- és 6t6dkornek
megfeleld sokszbget, hanem a hatodkor vizsgilata kovetkez-
zék. A hatodkdrnek a 860:6=60 fokos szdg felel meg.
Rajzoljuk tehat fel. (70. 4bra.)

Hat 60 fokos széget kaptunk és a hozzdjuk tartozé hatod-
kér nagysdgh iveket. A hirok is egyenl8k ilyen kérilmények
kozt. Mekkordk ezek a hrok? A hiurok és sugarak alkotta
héromszogek biztosan egyenlszdraak, hisz valamennyi sugdr
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egyforma hosszi. Az alapon fekvé, mondjuk a és § suogek
teh4t egyenlék. Mivel a hdromszég szogeinek dsszege 180 fok,
fennall a kovetkezd egyenlet : 60°+q--g=180°, vagy mivel
a:ﬂ; 600+2a=1800 éS ebb6l 2&21200, tehé,t a:‘3=60°_
Minthogy mind a hérom szog egyardnt 60 fokos, hat egyenlé-
oldald hdromszdgiink van, s a hirok egyenldk a sugdrral.
Ebbél azonban kidertil, hogyan kell 60 fokos széget szerkesz-
teni. A szerkesztés abbodl all, hogy egy egyenes valamely
pontjdt kozéppontnak véve, koért rajzolunk, tetszésszerinti
sugérral és erve a kérre a kor és az egyenes metszéspontjibol

70. 4bra.

a sugarat (a kérzényildst) hirként felmérjik. Ha ezt a metszéss
pontot a kor kézéppontjaval osszekotjik, akkor ez az egye-
nes az eredeti egyenessel 60 fokos szoget zdr be. De errél
kozelebbi részleteket a szerkesztésekrdl sz6lé6 fejezetben
olvashatunk. Tiizziik inkdbb azt a feladatot magunk elé,
hogy hdrom pont Osszekotésével szerkesztiink korbe irt sza-
bélyos sokszdget. Hromszoghoz, még pedig ismét egyenls-
oldali héromszoghtz jutunk. Fzt azonnal észrevehetjik
arrdl, hogy a hdromszdg szdgeihez, mint kerileti szogekhez
tartozd kozépponti szégek 120 fokosak. Milyen hosszik a
hirok? Konnyen meghatérozhatjuk: o felezi a B mellett

g
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fokv8 szdget, tehdt az 4 BC hdromszdg magassdgvonala és
igy meré8leges a b-re. De oz a b éppen az a har, amelyet kere-
giink. Nyilvdnvald, hogy az ABC és az AOC hiromszog
egybevdgs. fgy auz is vildgos, hogy a b felezi az a-t. Pytha-

goras tétele segitségével a 5 azonnal adédik, mint az 4tfogo (r),

&3 a mdsik befogd, (%—) négyzetének kiilonbségébdl vont négy-
2
zetgytk. Minthogy a=r, igy a fenti killonbség 'r2~% alak-

. I3 - . b . 9 'rz _ éﬁ __ r
ban is irhato, vagyis 5=V "= =73 1 8.

Es b=r.1/3. A tovébbi lehetséges Gsszefiiggések levezetését
mell8zziik, egyrészt mivel minden tankényvben olvashatok,
mdsrészt pedig mert gyakorlds kézben mindenki kénnyen
rdjéhet. Inkdbb a koérbe irt négyszoggel fogunk most foglal-
kozni, még pedig az dltaldnos, szabdlytalan négyszoggel és
ennek vezetjiik le néhdny kiilonleges tulajdonsagdt.

Azt 4llitjuk, hogy a koérbe irt négyszogekben és csakis
azokban, a szemben fekvl szdgek Osszege mindenkor 180°
és hogy csakis olyan négyszdg cstcspontjait lehet egyetlen

71. dbra.
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korrel 6sszekdtni, amelynek szdgei a fenti foltételnek meg-
folelnek. Ha egy négyszog egyik 4tlojadt meghuzzuk, két
haromszogre bomlik és kideriil, hogy szogeinek Osszege 860°.
Ezt, mint & képen is l4thatjuk, oly médon is bebizonyithat-
juk, hogy a négyszog cstesait 6sszekétjitk valamely belsejé-
ben fekv8 ponttal. A keletkezd négy héromszdg szogeinek
osszege T20°, ebbdl le kell vonni az O pont koriil lev§ szogek
ssszegét, 860 fokot. fgy ismét 860 fok adédott a szogek
osszegéiil. Esetiinkben azonban nem dltaldnosan vélasztot-
tunk ; négyszogink korbe irhaté és az O pont éppen e kérnek
kozéppontja. A keletkezett hdromszdgek tehdt egyenls-
szdriak — két-két oldaluk a kor sugara — ¢ ezért a szogek
osszege igy frhatd : 2a+25-42r-+28=860°; vagy kettével
osztva : a+B+y+90=180°. Egy pillantds a 71. 4brdra meg-
gy6z, hogy a négyszdg két-két szemben fekv8 szoge éppen
az a, B, 7> 0 részekbdl 4ll, Gsszegitk tehdt 180°.

Miel4tt még rétérnénk a korbe irt szabdlyos négyszog
targyaldsdra, levezetink még egy, a korbe irhaté négyszo-
gekre vonatkozé 4ltaldnos érvényt tételt : Ptolemaios téte-
16t. Bzt a tételt a nagy gordy csillagdsz Kr. u. 150-ben,
Almagest cim@i munkdjdban irta le, s hdromszdgtani t4blé-

72. dbra.
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zatok kiszdmitdsdra haszndlta. De emlitsik meg azt is, hogy .
1j tételimk bizonyos szempontokbdl Pythagoras tételének
dltaldnositott alakja, mert korbe frt derékszogl négyszogre
alkalmazva éppen Pythagoras tételévé alakul. A tétel a ko-
vetkez8 : Minden kérbeirt négyszog dtléinak szorzata egyenld
a szemben fekvl oldalak szorzatainak Osszegével. (72. 4bra.)

A bizonyitdshoz hizzuk meg az AE egyenest oly médon,
hogy az a' szig az a sziggel egyenlS legyen. Az S8S tétel .
alapjdn &llithatjuk, hogy az ABE és az ACD hasonlé hirom-
szogek ; az a és a’ sz0gek egyenlbk, mivel igy szerkesztettiik,
a B pedig egyenl6 a g'-vel, mert ugyanazon az fven fekvé
kerilleti szogek. Kovetkezésképpen a y és a ' egyenls,
tehdt a hdromszdgek hasonlék és megfelel§ oldalaik ardnyo-
sak. Vagyis AB: AC=BE :CD. Az arinylatot szorzatok
alakjdban frva (a kiiltagok szorzata egyenld a beltagok
szorzatdval), AB.CD=AC.BE. Mivel tovdbbd & é ¢’ is
egyenll, az ADE és az ACB héromszégek is hasonlék. Ennek
alapjén helyes az AD: AC=DE : BC arédnylat is. Szorzat
frva: AD.BCO=AC.DE. Irjuk ezcket egymis ald és adjuk

Ossze.
AC.BE=AB.CD
AC.DE=AD.BC
AC(BE +4- DBy =AB.CD-}-4D.BC;
— 5
vagyis -

AC.BD=AB.CD+-4D.BC;

a korbe frhaté négyszdgek atloinak szorzata egyenld a szem-
benfekvd oldalak szorzatdnak Osszegével. Bzt akartuk be-

bizonyitani. Ha négyszdgiink torténetesen derdkszogli négy-

szog, — téglalap — akkor 4tl6i egyformék, mindkettst
c-vel jeloljilk, a szembenfekvl két-két oldal pedig o és b.
A Ptolemaios-tétel kiilonleges esete tehdt ez lesz:

¢.c=q.a-b.b, vagyis c®=a2-{b?

8 ez nyilvdnvalén Pythagoras tétele.
Vizsgdlatainkat még egy, a sugdrsorokra vonatkozd
tétellel egészitjik ki, s ezzel a kérre vonatkozé djabb ard-
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nyossdgi tételhez jutunk. A tétel a kovetkezd : Ha egy kort
két tetszésszerinti sugdrral metsziink, akkor a sugarak
gzeletei oly ardnylatot alkotnak, amelynek kiltagjai az
egyik, a beltagjai a mdsik sugdr szeletei. Mds fogalmazdssal :
a sugarak szeleteinek szorzatai egyenl8k egymdssal.

M

73. Abra.

"fehdt azt 4llitjuk, hogy a kévetkezd ardnylat helyes:
MA:MC=MD:MB, vagy ami ugyanaz: MA.MB=MC.MD.
Bizonyitds : AMD_x=BMC_.> és MDA x=MBC2 (ugyan-
azon az AC {ven nyugvo keriileti szogek). Tehét az MAD és az
MBC héromszdgek hagonlok. Ha felirjuk a megfelel8 oldalak
ardnyét, akkor éppen a bizonyitandé MA : MC=MD:MB
ardnylatra jutunk.

Bizonyitdsainkhoz, épp tgy, mint az el6bbi esetben
tettiik, ezentdl mdr nem fogunk sok magyardzé szoveget
tfizni, hisz van mir elegendd gyakorlatunk ahhoz, hogy csak
jelekkel leirt bizonyitdsokat 1s gyorsan és konnyen meg-
értsiink. Helyet 68 1d8t takaritunk meg ezzel, s ez csak javira
vélik amlgyis nagyon nagy anyagunknak. A «Gvid utaty

“természetesen csak mdr ismert Gsszefiiggések alkalmazdsakor
fogjuk haszndlni. Uj dolgokat tovébbra is részletesen ismer-
tetiink. _

- De mindez messzire vezetett eredeti, korosztdsi felada-
tunktol. 86t eddig teljesen mellfztik a kor négyfeld osztdsd-
val kapesolatos feladatot.

Léthatjuk, hogy ha a kort négy egyenl§ részre osztjuk,
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négy egyenl8széri héromszdggel taldlkozunk, szdruk két-két
sugdr, alapjuk a, s az alapok egyiitt négyzetet adnak. Ez
abbolis ldtszik, hogy az alapon fekv{ szogek — a kdzépponti
3z6g 90° — a 2a-+90°=180° osszefiiggésbll 45 fokosak.
Ebb6l kovetkezik, hogy a keletkezett egyenl8szdra hérom-
szogek egybevigok, tehdt alapjaik egyformdk, s kdvetkezik

74. Abra.

az is, hogy a négyszdg szbgei, minthogy két-két 45 fokos
3z0g Osszege mindegyik, 90 fokosak. Tovabbi kévetkezmény,
hogy a négyszog 4tl6i 4tmérék, egyenlbk, merblegesek egy-
méasra és felezik egymdst az O pontban. A négyzet oldala, a
kér sugardbdl Pythagoras tételével szdmitva :

AR NA e Tt
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HUSZADIK FEJEZET.

A négyszogek altalaban.

Most, hogy szinte észrevétleniil eljutottunk a sokszégek-
r8l sz6l6 tanulminyaink fejezetéhez, jegyezzilk meg, hogy
minden sokszdg, poligon, mindenkor hdromszogekre bont-
hatd, tehdt sok tulajdonsdguk valamiképpen mindenkor le-
vezethetd a hdromszogek tulajdonsdgaibél. Ilyenekkel nem
is fogunk foglalkozni, legfeljebb idénkint utalunk rdjuk. De
hogy el8addsunkba mégis valamelyes rendszert vigyiink,
ismerjitk meg elGszér a négyszogek, majd a sokszdgek kiilon-
fole fajtdit. Azonban nyomatékosan utalunk arra, hogy
mostani fdrgyaldsaink sohasem a projektiv geometria «teljesy
idomaival foglalkoznak, hanem a planimetria értelmezése
szerint egyenes vonalakkal hatdrolt sikidomokkal. A hatdrolé
egyeneseket oldalaknak nevezziik, a cstespontok mis médon
tortént Osszekotései 4tlokat adnak, ugy, ahogy az iskoldban
is tanultuk.

Léssuk elszdr a négyszogeket 6y fajtdikat.

1. A legdltaldnosabb négyszdg a trapezoid. Oldalainak
ninesenek kilonleges tulajdonsidgai, nem kell, hogy koztik
akdr csak kettd is egyenlS legyen, s nines két parhuzamos
oldala. Bz az dltaldnos, szabdlytalan négyszog, at161 metszik
egymést, a nélkiil, hogy valamelyes kiilénleges ardnyossdgot
meg tudndnk &llapitani. (Ismét eltekintve az oldalak meg
hosszabbitdsdval adédé projektiv tulajdonsdgoktol.) Trape-
zoid is lehet kérbe frt négyszog.

2. Megeshetik, hogy egy négyszig két szemben fekvd
oldala pérhuzamos. Fbben az esethen trapéz a neve. Altald-

ct




138

nos és egyenl8szdrt trapézt kilonbdztetiink mog, a szerint,
hogy a2z alapon fekvd két sz0ge egyenlb-e, vagy sem. Az
egyenlszéra trapéz szimmetrikus idom, szimmetria-tengelye
leeresztiilmegy az 4610k metszéspontjdn és természetesen a
pirhuzamos oldalak felez6pentjén is. A trapéz kdzépvonald-
nak a nem pirhuzamos oldalak {felezfpontjét ogszekstsd
egyenest nevezik. Az egyenl8szdri trapéz csticspontjai fek-
hetnek kor kertiletén, de az dltaldnos trapdz cstiespontjai
semmi esetre sem.

8. Megeshetik, hogy egy négyszdg két-két szemben fekvd
oldala pdrhuzamos, ebben az esetben parallelogramma a
neve. Koztitk a legdltaldnosabb az, amelynek szomszédos
oldalai nem egyenldk, szdgei nem derékszdgek.

Legnevezetesebb tulajdonsiga, hogy szemben fekvl ol-
dalai, AB &3 OD, illetve AD és BC egyenl6k (76. 4bra).
Ez azzal a tétellel bizonyithat6, hogy pérhuzamosak kozotti
pdrhuzamosak egyenl6k egymdssal. Ez a tétel viszont az
ABC és ACD héromszdg egybevigbsdgdbol kovetkezik.
Az AC a két héromszoghen kézos, a é8 a’, valamint 8 és £’
szdgek, valtoszogek 16vén, egyenl8k, tehdt a két hdromszog
a SOS tétel alapjdn egybevigd, s az AB és CD pedig meg-

A

76. abra.

felel§ oldalak. A parallelogramma 4tl6i felezik egymdst, mert
az ADE és a BOE hiromsz6g egybevégé (SOS tétel ; g=4’,
r=y', é8 AD=BC). Tehdt a megfelels oldalak : 4AE=EC és
BE=DE. Ez pedig a bebizonyitandd tétel helyességét je-
lenti. Végiil természetes, hogy a szemben lev§ szdgek egyen-
6k, hiszen vdltészogek. Ezek azm osszefiiggések mind meg-
fordithatok. Brdekes dtmenetet taldlunk itf, amely a tégla-
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laphoz vezet. Elegend8 ugyanis, hogy egy parallelograinmé-
nak egyetlen szoge derékszog legyen, hogy az dltaldnos
parallelogramma téglalappd valjék. Ha ugyanis egyik szig
derdkszog, akkor a vele dtellenes szdg is az, a kettdnek
osszege pedig 180°. A mdsik két sz6g is egyenlé egyméssal,
s tekintve, hogy a szdgek Osszegének a felét, 180 fokot mar
elébb elhaszndltuk, erre a kettére iz esak 180 fok marad,
mindegyikre 90°. Természetesen erre is érvényes valamennyi

D a Cn
b o
A a B A a  p & o B

7. abra.

tétel, amelyet a romboidnak is nevezett ferdeszdgf parallelo-
grammérél levezettiink. Ezekhez jarul még ezen kiviil, hogy
a téglalap két 4tloja egyenld egymdssal. Bz az ABC és ABD
héromszogek egybevdgosdgdbol kovetkezik. A téglalap min-
denkor korbe frhaté négyszog, mert szemben fekvl szdgei
egyiitt 180 fokot adnak. Ez mdr onmagdban is elegendd
bizonyiték, de még esattandsabb a bizonyitds, hogyha tekin-
tetbe vesszilk, hogy mind a négy félatlo egyforma hosszy,
tehdt sugara olyan kornek, amelynek koézéppontja az 4tl6k
metszéspontja. A ferdeszgl parallelogrammsék egyik kiilon-
leges esete a rombusz, amelynek minden oldala egyforma
hosszti. Kiilonleges tulajdonsdga, hogy 4tl6i merdlegesek
egymdsra, 8 felezik azt a sz6get, amelyen keresztiilmennek.
Ez az egyenlfszdri haromszégekre vonatkozé tételekbdl ter-
mészetesen kévetkezik., A rombuszra érvényes tételek ter-
mészetesen érvényesek a négyzetre is, amelyet egyardnt
nevezhetnénk «derékszdgl rombusznaks vagy segyenls oldalt
téglalapnaks. Az utébbi elnevezés magétol értetd8dbvé teszi,
hogy 44161 egyforma hosszik. A rombusz sohasem lehet korbe
irt négyszog, csak a négyzet, az viszont mindenkor.
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~ Meg kell még emlitentink az 4ltaldnos négyszdgek egy
killonleges fajtdjas, a deltoidot. Pdrhuzamos oldalai ugyan
ninesenek, viszont van két-két egyenld szomszédos oldala.
Alakja papirsdrkédnyéhoz hasonlit. Atléi merblegesek egy-
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78. dbra.

mésra, az egyenl8 hosszi oldalak metszéspontjait osszekstd
4416 felezi az egész idomot, a szdgeket, amelyeken dtmegy
és a masik 4tlot. Ha valamennyl oldala egyenl hosszu,
akkor rombusz lesz beldle.

HUSZONEGYEDIK FEJEZET.

Sziikebb értelemben vett sokszogek.

Most a tulajdonképpeni sokszégekkel fogunk foglalkozni,
tehdt azokkal, amelyeknek 6t vagy anndl tobb oldaluk és
szogik van. Megjegyersiitk azonban, hogy az itt levezetett
tételek a hdrom- 63 négyszogekre is érvényesek, igaz, hogy
sokszor csak mint hatdresetekre vagy elfajult alakjukban.
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Mér tudjuk, hogy minden sokszdgnek ugyanannyi oldala
van, ahdny csticsa, tehdt ahdny szoge.

Mekkora most egy n-szdg 4tldinak a szdma, ha n akér-
milyen 2-nél nagyobb egész szdmot jelenthet? Ne féljink és
gondolkozzunk logikusan : bdrmely csticspontot Osszekéthet-
Jitk a tobbi csticsponttal. Tehdt (n—1) 4tl6. Igaz ez? Nem,
téves, mert a két szomszédos cstiespontot nem lehet tekin-
tetbe venni, az azokkal 6sszekotl egyenes nem dtl6, hanem
oldal. Ezek szerint (n—3) 4616t hizhatunk egy estespontbol.
Ha valamennyi cstespontbél meghtizok minden 4tl6t, akkor
n.(n—=8) 4t16t kapok osszesen. De oz megint tévedés. fgy
minden 4tl6t kétszer szdmolnék. Kiilonbozbnek tekintendm
ily médon példéul az AG és G4 4t16t, holott a kettd azonos.

Tohét a valoségban egy n oldald sokszdghen Ssszesen ______n(nz—3)

4516 hfizhaté. Ez a tétel igaz, ha n>9%. Héromszogben kép-
lotiink szorint 0, négysztighen 2, hatszdgben 9, és mondjuk
23 szégben 280 4t16 huzhats.

Most volt sz6 arrol, hogy minden cstiespontbdl (n—3)
4t16 htzhaté. Bz az (n—38) 4t16 sokszdginket (n—2) haroms-
szogre bontja. A hdromszogek szdma sziikségképpen eggyel
nagyobb, mint az 4tl6ké, mert az elsG 4tlo levdgja az elsd
hdromszoget, a mésodik a mésodikat, az utolso, (n—=8)-dik
vigzont két hdromszdget teremt ; azt, melyet maga mogott
hagy és azt, amely el§tte keletkezik. Bz a tétel is akkor érvé-
nyes, ha n>2. Igy (n—38)=0 4tl6 (n—2)=1 héromszigre
bontja a héromszdget, a négyszdget egy 4tl6 bontja két

79. dbra.
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héromszbgre, az Otszdget (5—8)=2 4tl6 bontja 3 hérom
szogre 68 igy tovdbb. Joggal tehetjulk fel a kérdést, hogy
milyen a helyzet, ha a sokszognek beszogelld, tehdt dombora
szOgl cstiesal is vannak ; tehdt egy vagy tobb atloja vészben
vagy teljesen a sokszégon kivil van? A szabaly ebben az
esetben is érvényes marad Az eredeti felbontés is lehetséges,
csak az elképzelése okoz némi nehézséget, igy inkdbb bizo-
nyos szdmt «o6t4tlotr alkalmazunk és igy is érvényes marad
a szabdly .

A 79. rajz els6 két esete nem szorul bévebb magya-
rézatra. Hatszogek s mindegyiket (6—8)=38 4tl6 (6—2)=4
héromszégre bontja. A harmadik némi magyardzatra szorul.
A helyzet valamivel bonyolultabb, mert ha az A4 pontbél
kiindulo 4tlékat kezdjik meghizni, akkor 4, az F pontbol
kiindulé «p6tdtioty kell segitségiil venniink, hogy a sziikséges
(9—8)=6 4tl6t megkaphassuk. De ebben az esetben is sike-
riilt a sokszoget 6 atloval 7 hdromszogre bonbani, ez nekiink
tovdbbi bizonyitdsaink sordn elegendd.

Hatérozzuk meg most, hogy mennyi az n oldala sokszog
szOgeinek Osszege. Az ol6bbi eljdrdsunk, amellyel egy sok-
szdget hdromszogekre bontottunk, errdl is felvildgosit. Lét-
hatjuk az el6bbi rajzokon, hogy a sokszdg szogeit a hirom-
szigek szOgel teljesen megtoltik, anélkil, hogy bdrmelyik
hdromszognek esak egy szbge is megmaradna. gy a sokszog
szdgeinek Osszegét a hdromszdgek szdmédnak és egy hérom-
sz0g szogel Osszegbnek szorzata adja: 2B.(n—2)==S,. Vagy
ha a jellt szorzdst elvégezzik : S,=2nR—4R. Bz a képlet
is érvényes természetesen hdrom- és négyszogekre is. Tehdt :
Héromsz6g : S,=8.28—4R=2R; S,=4.2E—4R=4R; vagy
példdul S,,=17.2R—4R=80R, tehat 2700 szogfok. Krvényes
tovédbbd az elEbbi tételnek egy kdvetkezménytétele is, amely
szerint gokszégben 8-ndl kevesebb homori (180°-ndl kisebb)
sz0g nem lehet. Ha ugyanis egy = oldali sokszogben csak
2 homort szog volna, akkor a t6bbi (n—2) szog dombori,
vagyis nagyobb 180 fokndl. Tehdt a valamennyi szdg szdmdra
lehetséges legnagyobb (n—2).2R Gsszeget mér a dombord
szogek Osszege maga meghaladja. A dombora szogek Gsszege
ugyanis (n—2).(2E+7). Itt z azoknak a tdébbleteknek
dtlagdt jelenti, amellyel a domborid szdgek a 180 fokot meg-
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haladjdk. Ha viszont a sokszég hdrom homort szoget tartal-
maz, akkor (n—3)(2E-}5)=2En—6R-+»(n—=8) a dombord
szogek Osszege; ha ezt levonjuk a szdge z el6bb meghatéro-
zott (n—2).2R 9R—9Rn—A4R Osszegébll: akkor a kiilonbség
2R—»(n—38) marad a homord szdgek szdmdra. B feltétel
teljes1thet6 mert barmennyivel kevesebb is 7;(%—3), mint 2R,
mér taldlhaté hdrom olyan kis szdg, amelynek Osszege éppen
a 2R—y(n—8) kiilénbséggel egyenlS. Tehdt hérom homort
sziggel mér srerkeszthetd sokszog.

Ha az eddig megismert tételekhez még hozzdvessziik azt
. a tétels, hogy két sokszog egybevdgd, ha a megfeleld rész-
haromszogek azok és ennek megforditésit, hogy egybevégé
sokszogek megfelel§ részharomszdgei is egybevégék, akkor
kortlbelill ismeriink a sokszdgekre vonatkozé minden plani-
metriai tételt. Kivételek csak a szabilyos sokszégekre vonat-
kozo tételek, de ezekkel a kovetkezd fejezetben fogunk meg-
ismerkedni. Itt csak a szabdlyos sokszégek egy-egy szégének
nagységit hatdrozzuk meg poétlélag. Tekintve, hogy a sza-
bélyos sokszdgek minden szoge egyenlS, egy-egy szog nagy-

Es . . L £ oz
séga. —’-" vagyis az n-szogszogel Osszegének mn-ed rvészével.

Egy szﬁg tohdt

SR BV YOI
n n V) n n

Mivel ez a tétel is érvényes, ha n>2, Osszefoglalhatjuk
az eddigieket. A szabdlyos

héromszég  egy szoge ag =180°—120°= 60°

négyszig ¢ ¢« @y =180°— 90°= 90°
Gtazdg ¢ ¢ ay =180°— T72°=108°
hatszog ¢ ¢« ag =180°—.60°=120°
tizszog ¢ ¢ ay==180°— 386°=144°

tizennyoleszég « ¢«  a;3=180°— 20°=160°
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HUSZONKETTEDIK FEJEZET.

Szerkesziések és idomok atajakitasa.
Teriiletmérés.

Tsmételjik 4t a legegyszerlibb és egyben legfontosabb
geometriai srerkesztéseket, hogy kénnyebben tudjunk mo-
zogni. Ismételjitk 4%, ugyanis valamennyit tanultuk mér
mindnyéjan az iskoldban is, de konnyen lehetséges, hogy
azbta egyiket-mésikdt, vagy taldn valamennyit elfelojtettiik.
Korzdt, vonalzdt természetesen haszndlhatunk,

Kerdjitk a szogekkel, mésoldsukkal és felenéstikkel.
Képiinkon ldthatjuk, hogyan mdsolunk s felezzitk a szoget,
s hogy e mfiveletekkel killonféle nagysdgh szdgeket nyerhe-
tiink. Mindenkor a 60 fokos szdgbdl indulunk ki, mivel ezt
tudjuk legegyszerfibben szerkeszteni.

Az elv nagyon egyszerl. Legyen a mésolandé szbg egyik
szdra a g egyenes, ostiesa pedig az 4 pont. Az 4 pontbdl
mint kozéppontbol tetszésszerinti sugard kort hdzunk.
A sz6g mdsik szdra is metszi ezt a kort, valamely pontban.
Ha most ennek vagy mis egyenesnek egyik, mondjuk B pont-
jat kozméppontnak vesszitk s meghtzzuk ugyanazt a kort,
akkor az o szoget Ugy mésolhatjuk, hogy a kornek az elsd
sz0g két szdra kozt fekvl hirjat (tehdt az 4,4, tdvolsdgot)

C
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korz6be vesszilk s felmérjik B,-b6l kiindulva a mésodszor
rajzolt kirre. Kosgitk 6ssze B-t By-gyel, a kelotkezett o' sadg
egyenld az a szoggel, mert egyforma sugard kérékben egy-
forma htrokhoz egyforma ivek, ezekhez pedig egyforma
kézépponti szogek tartozrnak. 60 fokos szdget Ggy smerkesz-
tiink, hogy egy pontbél, pl. C-b6l kért htizunk s arra magét
a sugarat rdmérjiik. Ha C-t a keletkezett C, ponttal Gssze-
kotjiik, 60 fokos szoget kapunk. Ha a PDR széget — jeloljiik
y-val — meg akarjuk felezni, akkor hfizzunk D kézépponttal
olyan korivet, amely mindkét szédrdt metszi. Ezutin B és
P kozépponttal hizzunk koériveket, mig azok egymdst
() pontban metszik. A @ és D Osszekotd egyenese felezi az
y szdget. Az E pontban derékszoget Ggy tfiziink ki (Ggy 41li-
tunk mer8legest a ¢ egyenesre az E pontban), hogy ott
60 fokos szoget szerkesztiink, s folytatélag még egyet, s ezt
az utébbit megfelezzitk. Igy, 60°4-80°=90°, deréksztget
kapunk ; ha ezt felezzitk, két 45 fokos szogh¢z jutunk.
Ugyanigy az F pontban 60 fokos szog ismételt felezésével
30 és 15 fokos szégeket kapunk. Beldthatjuk mdr, hogy
megleleld felezéssel és kiegésuitéssel szdmos killonféle szoghoz
juthatunk.

Térjink 4t most mds feladatra : szerkesszitk meg egy
tdvolsdg szimmetria-tengelyét vagy ami ugyanaz, a tdvolsd-
got merdlegesen felezd egyenest.

Tz oly mddon térténik, hogy a tdvolsdg 4 és B vég-
pontjabdl egyenl§ sugdrral higzott koériveknek a tdvolsdg
alatt és folott fekvS metszéspontjét Osszekstjik. Ha harom
pontunk van, 4, B, C, akkor az 4B és BC merGleges felezsi-
nek metszéspontjit, O-t is meghatdrozhatjuk, s ebbdl kort
hizhatunk, amely mind a hirom ponton keresztilmegy.
(Bizonyftds AO=BO0, mert az s; egyenes minden pontja
egyenl8 tdvolsdgra van A-t6l és B-t8l; tovédbbé BO=CO,
mert ugyanez igaz a B és C pontokra és az s, egyenesre.
Tehdt CO=BO=A40=r, vagyis mindegyik egyenlé az 4, B, C
pontokon keresztillmens kor sugardval.)) Haszndljuk fel az
alkalmat és vizsgdljuk meg, miként kell héromszég koré
kért rajzolni és miként lehet a héromszég oldalait érintd
kort rajzolni. Tzt az utobbit hdromszégbe frt kérnek nevez-
zitk. Amikor a hdromszogek nevezetes pontjairél beszéltiink

Coleras: Pont. 10
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és az oldal- valamint szdgfelez8krbl volt 826, mér észleltiink
olyan ésszefiiggéseket, amelyek mostani feladatunk megoldé-
séra utaltak. Littuk, hogy az oldalfelez8k taldlkozdsi pontja
egyenl§ tdvolsigra van a hiromszog cstosaitol, a szoglelezdk
metszéspontja pedig az oldalaktél van egyforma tédvolsdgra.
Az oldalfelez6k metszéspontja tehdt a hdromszog koré irt
kor kozéppontja, a szogfelezbk metszéspontja pedig a hdrom-
szogbe irt kor kozéppontja. Képeink mutatjak a két esetet,
8 meg kell még jegyezniink, hogy elég két szogfelezdt, illetve
oldalfelezét megrajzolni, mert a harmadik szitkségképpen
kereszttilmegy az els6 kett6 metszéspontjin.

81. Abra.

83, dbra.
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A gzerkesztésre vonalkozd rovid megjegyzések utén tér-
jink 4t a terilletmérésnek és a teriletek dtalakitdsdnak
problémajira. Mér ismételten sz6 volt idomok egyenldségérdl.
Tdvolsdgokrol, szigekrdl 4llitottuk, hogy egyenlbk, hérom-
szogekrdl, hogy egybevigok, s ezt az-utébbit alak- és kiter-
jedés-egyenlbségnek tekintettitk. De azt, hogy két idom
egyenld legyen, andlkil hogy alakjuk is egyenld volna, még
nem tapasztaltuk, fgy lehetséges, hogy egy kériv és egy
egyenes tdvolsdg egyforma hosszi. Mds egyenldség a két
kiilonbozd alakd idom kozt nem is lehetne. Ugyanigy egy
hdromszdg teriilete egyenld lehet egy négyzet, téglalap,
trapéz vagy kor teriletével. Itt tehat taliltunk egy kozés
tulajdonsédgot, a teriiletet, amely az alak killonbdzbsége
eselén is Osszehasonlitdsi alap, k6z0s nevezl lechet. Kuta-
tdsi teriiletiinket ¢ tulajdonsédgok vizsgdlatédval lényegesen
kib8vithetjilk. Do jegyezzilk meg, nagyon kevés az olyan
idom, amelynek & teriiletét kozvetlenil, egységnyi teriiletd
négyzetek felhnszndldsdval megmérhetjik. Az esetek leg-
nagyobb részében s mindenkor lehetsdges tdvolsdgmérésre
leszlink utalva, s keresniink kell olyan 0Osszefiiggéseket,
amelyek lehet6vé teszik, hogy jellemz8 adatok hosszédnak
lemérése utdn o teriiletet kiszdmithassuk. Alaptételink .
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83. dbra.
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egyforma magassdgh és alapli parallelogrammék teriilete
egyenl8, s ennek bizonyitdsdt Euklides nyomédn adjuk.

A 88. 4brén l4thaté parallelogrammdknak egyenl a
magassaguk, ezért a kettdt egymdsra is rajzolhatom, kilo-
nosen mivel alapjuk is egyenld. Ezzel a DC és a HL oldaluk
ugyanarra az egyenesre kerill. Az 4brdk Osszerajzoldsdval
trapézt kapok. Nem sziikséges, hogy ennek fels§ pdrhuza-
mos oldala egyenld legyen a DC ég HL Osszegével. Az ABDN
trapéz magassdga ugyanaz, mint a parallelogrammdké, s
benne az ADO hdromszdg egybevdgd a BCN hdromszdg-
gel. Ha a trapézbol az ADO hdromszoget levonjuk, a
maradék az EFGH-val egybevdgd ABNO parallelogramma.
Ha viszont a BCN hdromszoget vonjuk le, akkor az 4 BCD
parallelogramma marad meg. Ha egyenl6 mennyiségekbél
egyenl6ket vonunk le, egyenl6k maradnak, tehdt — amit
bizonyftanunk kellett — az ABCD és az EFGH parallelo-
grammék terilete egyenld. Tekintve, hogy a téglalap is
porallelogramma, e szabdly alapjdn minden ferdeszogtl

Ninl2ni3n}dn;snj6nl#n|8n|en{10nf1inli2n
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84, dbra.

parallelogrammiét ugyanakkora teriiletfi, valamint ugyan-
akkora alapd és magassdgh derékszogti parallelogrammévd
tudunk 4talakitani. De a téglalap teriilete egységnégyzeteklkel
valo lemérés szdmaira mér hozziférhetl, s szemmel 14thato,
hogy teriiletének mér8szdmdt alapja és magassiga mérd-
szaménak szorzata adja. Mert alapja mentén mindenkor
annyi egységoldalé mérénégyzetet helyezhetek el, ahdnyat
annak mérfszdma mubet, s a magassdg mérdszdme mutatja
meg, hogy hdny ilyen sor fér el benne, A téglalap teriilete
tohdt egyenl8 az alap és magassdg szorzatéval, s ugyanez a
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képlet alkalmas — az el8bb tdrgyalt euklidesi tétel alapjén —
barmely parallelogramma teriiletének meghatdrozdséra. Te-
kintve azonban, hogy minden hdromszoget a képeken 14thatd
modon parallelogrammakkd egészithetiink ki s a kiegészitd
héromsz6grl bebizonyithajtuk, hogy az erdefivel egybe-
v4gd, igy a parallelogramma teriilete kétszerese a hdrom-
sz0g teriletének. Bzért a hiromszig teriilete : alap szorozva

a magassdg felével, azaz T = %ﬁ.

e mmeemey

C D C, D,

A A, B

85. abra.

Minthogy iost ismerjiik a legfontosabb képletekeb
(emlitsiik meg még, hogy az @ oldalu négyzet teriielte o?
mivel alapja és magassdga egyardnt a), ldssunk néhiny
idomdtalakitdst. Kldszor alakitsunk hdromszéget parallelo-
grammdvd, aztdn megforditva. (Bhhez egyetlen rajz ele-
gendd.) A mdsodik rajzon ldthatod, hogyan alakitunk 4t hdrom-
szOget ugyanakkora teriiletl, de mds alapd haromszoggsé,
végil a harmadik parallelogramma dtalakitdsdt mutatja més
alap parallelogrammdvéd. A terillet természetesen egyik
esetben sem viltozik. (86. &bra.)

Bizonyitdsok : Els6 eset (hdromszég dtalakitdsa parallelo-
grammdva és megforditva): A CEF hiromszég és a BDF
héromszdg egybevigdk, a teriilet tehdt nem viltozik, akdrhol
csatoljuk is a hdromszoget az ABFE trapézhoz. A hdrom-
szogek az SOS tétel alapjan egybevigdk, mert a szerkesztéds
szerint a CB tévolsagot felezd F ponton 4t haztunk az 4 B-vel
pérhuzamost, majd a B ponton keresstiil az AC-vel. A m4-
sodik eset: (4B alapt hiromszog dtalakitdsa AD alapa
héromszoggé.) A DCE hiromszog terilete egyenl a BCD
héromszog teriiletével, mert alapjuk, CD kozds, magassaguk
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88. 4dbra.

pedig egyforma. Mindkettd imnagassdga ugyanis a pdrhuza-
mos CD és BE egyenesek egymdstél valo tévolsdgival
egyenlS. Az ABC hdromszog terilete igy egyenld az ADE
haromszig tertiletével, mert a kozos ACD hiromszoghdz az
egyik esetben a DCE, a mdsik esethen pedig a vele egyenid
BCD héromszéget tettitk hozzd. A szorkessztés Ggy térténik,
hogy az 4 alapot (AD) rdmérjitk az 4 B-re, a D-t osszekotjik
a O cstesponttal. Bzzel az egyenessel parhuzamost hizunk a
- B ponton keresztiil, 8 ¢ padrhuzamosnak és az AC meghosszab-
bifdsdnak metszéspontjit (E) osszekotjiitk a D ponttal. Ha a
megkévetelt 0 alap nagyobb, mint az dtalakitando hérom-
szdg alapja, akkor a rajzon az ADE hiromszoget kell adott-
nak tekinteniink. Az 4j alapot (4 B) rdmérjitk a meghosszab-
bitott AD egyenesre, a B pontot sszekétjik az E ponttal,
D-n keresztil pdrhuzamost hizunk az 6sszekotd egyenessel,
s ez metszi ki a keresett C csespontot. A harmadik esetben
(parallelogramma 4talakitdsa mas alapt parallelogrammdvd)
a kovetkezd szerkesztéssel jutunk eredményhez. Rédmérjiik
az Gj oldalt, AE-t az AB-re, az E ponton &t pdrhuzamost
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htizunk AD-vel, ez kimetszi a CD-b6l az F pontot, az AF a
BC meghosszabbitdsét G-ben metszi. A G ponton keresztiil
az AB-vel hiizott pirhuzamos az 4D é3 EF egyenesecket a
keresett J és H pontokban metszi. Tehdt AEHJ a keresett,
ABCD-vel egyenl$ teriiletli parallelogramma. Szerkesztésink
igazoldsdra be kell bizonyitanunk, hogy a kézés 4EFD-hez
felvaltva fuggesztett EBCF és DFHJ parallelogrammdk
teriilete egymassal egyenld. Bz az egyenl@ség adddik, ha az
egybevigd ABG és AJG héromszogek teriiletébll a szintén
egybevigb AEF és ADF, valamint az FOG és FH@ teriletét
levonjulk.

87. 4bra.

Az ol6bbi mésodik eset elvén alapul a 87. képen lit-
haté o6tezognek hdromszogué torténd dtalakitdsa is.

Szdmtalan mds 4talakitdsi feladat is van, g az ilyen fel-
adatokat killondsen a régi gérogbk kedvelték. Ez alkalom-
mal mér csak az alexandriai Pappus (Kr. u. 400 kériil) tételét
akarjuk bemutatni, tovdbbd azt az eljdrdst, amellyel egy
téglalap teriletével egyenld teriiletti négyzet szerkeszthetd.
Az utobbi elftt azonban meg kell ismerniink a Pythagoras-
tételnek HuklidestSl adott bizonyitdsdt, amely Snmagdiban
véve i3 szdmos Atalakitdsi feladatot tartalmaz, s a hellén
geometriai tudds legszebb bizonyitékai kozé tartozik.

Léssuk elGszoér Pappus tételét. Bz dltaldnos érvényvf, a
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parallelogrammék teriiletének Osszeaddsdra vonatkozéd tétel.
Rajzoljunk tetszésszerinti hdromszég két oldaldra egy-egy
totszésszerinti parallelogrammdt. Hosszabbitsuk meg a kéb
parallelogramménak a hdromszég oldalaival pdrhuzamos
oldalait metszésiikig, a metszéspontot pedig kossitk Gssze a
héromszogoldalak metszéspontjaval, majd hizzunk a hirom-
sz6g médsik két estesdn 4t ezzel az Osszekotd egyenessel
parhuzamosakat. Ha 6sszekétjitk azt a két pontot, amelyben

88. abra.

czek az ogyenesek a fentemlitett parallelogrammaoldalakat
metszik, akkor a hdromszdg alapja f6l6 rajzolt parallelo-
grammdhoz jutunk, amelynek teriilete az eredeti két parallelo-
gramma teriiletének dsszegével egyenld.

Rettenetesen bonyolultnak latszik a tétel, habér nagyon
egyszorii : rajzoljuk fel és mindjdart megértjiik.

Bizonyitds : AK=CH, BL=CH tehdt AK=BL (pdr-
huzamosak koz6tti parhuzamosak). De inivel feltevésiink
pzerint AK és BL parhuzamosak : 4 BLK parallelogramma,
Megdlapithatok még a kdvetkezd egyenldségek a képen 14t-
haté parallelogrammdk kozt
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AJME = ACHEK = ACDE
BJML = BCHL = BCFG

az egyenl8ségeket Gsszeadva

AJMK+-BJML=ACHK BCHL=ACDE+BCTIG
ABLK

Mivel pedig AJMK-}BJML=ABLK, tehit ACDE+
-+BCFG@=ABLK, tételiinket bebizonyitottuk. Kideril to-
v4bbd, hogy a parallelogrammdk alakja mellékes. It tétel
segitségével két tetszésszerinti parallelogramma teriiletének
osszeaddsit elvégezhetjilk, mert egy-egy oldalukat egy hirom-
sz0g két oldalinak tekintve és hozzdjuk egy tetszésszerinti
harmadik oldalt vilasztva elvégezhetjik a szerkesztést.!

Pythagoras tételét mdr ismerjik. Tehdt csak az euklidesi
bizonyitdst kell potlolag megismerniink. B célt szolgdlja az
dttekinthetetlennek és zavarosnak l&tszo 99. ébra. A ko-
zepén levl hiromszégben a derékszdg C-nél van.

Annak bizonyitdsdra, hogy a befogék négyzetének dsszege
egyenl8 az dtfogé négyzetével, elegend§ bebizonyitani, hogy
az LAEK téglalap teriilete egyenl§ AC négyzetével, s a
BDKL téglalap teriilete a BC négyzetével egyenls. Bizonyi-
t48 : FAC héromszdg terillete az F ACG négyzet teriiletének
a fele. (FC 4t16 6s az 4tl6 mindenkor felezi a parallelogramma,
teriiletét.) FACA=FABA, mert alapjuk kozds, magassé-
guk egyardnt az AF és GB pdrhuzamos egyenesek egymdistol
val6 tévolsdga. Az FAB és CAE hiromszogek egybevigdlk,
mert FA=CA és AB=AE négyzetoldalak (igy rajzoltuk)
és FAB =CAE 5 =C0AB.x--90°, tertletik tehdt egyenl6.
CAENA=LAEN, mert alapjuk, AE kozos, magassiguk
pedig egyenld a pirhuzamos AE és LK egyenesek egymastol
val6 tdvolsdgdval. Az LAE hdromszog pedig a KLAE tégla-
lap tertiletének a fele, mivel EL 4tl6. A fenti egyenl8ségeket
osszefoglalva az FACG négyzet teriiletének a fele egyenls a
KLAE téglalap teriilotének a felével. Ha az idomok feriile-

1 Bz a tétel is tartalmazza Pythagoras tételés, mint kiilonleges esetet :
ha parallelogrammékul négyzeteket valasztunk és a négyzetoldalakbél,
mint befogdkbél derékszogll héromazoget szerkesztiink.
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tének a fels egyenll egymdssal, akkor az egész teriletek is
egyeulfk, s ezzel tételink elsd részét bebizonyitottuk. Raj-
zunk mdsik felében teljesen ugyanilyenek a viszonyok, a
bizonyitédst tehdt az olvaséra bizzuk. Ha a két félbizonyitast
osszefoglaljuk, Pythagoras tételét kapjuk, minthogy a
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89. dbra.

KLAE négysudg + KLBD négyszog egyenl§ az AB atfogd
négyzetével s egyenld tovdbbd az AC és BC befogok f6lott

rajzolt négyzetek Gsszegével. Tgy tehdt AB* = AC*4-BC

Ez a levezetés mutatja szdmunkra az utat, hogyan ala-
kithatunk 4t téglalapot ugyanakkora teriiletli négyzetté.
Bzzel keziinkbe keriil az utolsé léneszem, s ezutdn birmely
héromszoget parallelogrammdvé, parallelogrammiét tégla-
lappé és végiil négyzetté tudunk alakitani. Gyakorlathan ez
egyérielmii azzal, hogy minden egyenes vonalakkal hatérolt
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idom négyzetté alakithaté, ha esetleg bonyolult mfveletek
Gtjan is. Lassuk ennek a médjit.

Hosszabbitsuk meg az 4 BCD téglalap révidebb BC olda-
l4t annyira, hogy a BE tdvolsdg az 4B-vel egyenld legyen.
Tekintsiik ezt egy derékszdgili haromszog dtfogbjdnak, felez-
zitk meg s a kapott O pont koriil rajzoljunk OB sugard fél-
kort. Kossitk ossze a B és E pontot azzal az I ponttal,
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90. sdbra.

amelyben az DO meghosszabbitdsa a kort metszi. Derékszogli
héromszoget kaptunk, mert az F-nél fekvl szog félkérhoz
tartozé kerileti szog. Azonban az imént megismert euklidesi
Pythagoras-tétel levezetése szerint az ABCD téglalap teri-
lete egyenld a BF oldalt négyzet teriletével.

Ambér eddigi ismereteink mér elegend6k ahhoz, hogy a
legtébb egyenes vonalakkal hatdrolt sikidom tertiletét meg-
folels 4talakitdsok és szerkesztések segitségével meghatdroz-
zuk, ldssunk mégis néhény kiilonleges esetet. Ilyen elGszor is
a trapéz.
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91. abra.

Ha egy pillantdst vetiink a képre, azonnal lithatjuk,
hogyan alakithatjuk 4t a trapést téglalappéd azzal, hogy meg-
htuztuk kézépvonaldt. (Vegyitk figyelembe, hogy AEGA==
DED,A és BFHA=CC,FA. A trapbz kozépvonala a
nem parhuzamos oldalak felezpontjit Osszekotd egyenes.
gy a trapés terilletét a kozépvonal és a magassdg szorzata
adja. A kozépvonal hossza a parhuzamos oldalak dsszegének
a fele, mdsként a pdrhuzamos oldalak hosszdnak szdmtani
kozepe. Bz vildgos, mert :

AB4-CD=(A4G+GH +H B)+(C,D,—D,D—00,) =GH-+C,Dy;

mivel
AG=D,D és HB=CC,.

Tehét
AB+CD=GH-C,D, ;
de
GH=C,D,—EF;
ezbrt
AB+CD=2EF ¢ EF = ﬁBTJfQ’l-

Bzt akartuk bizonyitani.

Léssunk egy mdsik feladatot. Lattuk mdr, hogy minden
szabdlyos sokszég korbe irhaté, illetve, hogy minden szabé-
lyos sokszog koré kor rajzolhatd, mivel minden szabédlyos
sokszoget megfeleld korosztasi feladat elvégzésével kapha-
tunk meg. B szerkesztés folyaméin korsugarak a szabdlyos
n oldalt sokszoget m egyenl8szdrd héromszégre bontjdlk,
ezek mindegyikének a szdrai sugarak, tehat a kdzéppontban
metazik egymdst. Korzdvel és vonalzbéval e sokszogek koziil
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esupdn azok szerkeszthetlk, amelyek oldalszédma, n=4, 2.4,
2.2.4 stb. vagy 6, 2.6, 2.2.6 stb., tovdbbé Gauss bizonyi-
tésa szerint azok, amelyeknél n = 2@"4-1 és térzsszam. Ha
p=1, 2, 8, 4,... akkor n==>5, 17, 257, 65.587,... Toébb
lyen alaka torzsszdmot nem ismerink.

Ha eltekintiink a szerkesztés nehézségeitll, bizvdst 4llit
hatJuk hogy minden szabdlyos sokszog terulete n egyenld-
szdri hdromszog teriletének Gsszegével egyenls. De nyllvén-
vald, hogy csupa egyenlfszdrt haromszdgrdl van sz6, mert
az alapok egyenld sokszogoldalak, a szdrak pedig a koré frt
kér sugarai. fgy tehdt valamennyi héromszég magassdga
is egyenld. Jeloljiik a sokszogoldalakat a-val, & magassdgokat

m-mel, akkor egy hdromszdg teritlete az.m - A héromsezogek
. 2' Mivel
azonban n.a éppen a sokszdg kerilletét adja, a képletet
rovidebben 7= '

letét jeloli). Ez azonban azt is jelenti, hogy minden sokszég
teriilete egyenl olyan héromszog teriiletével, amelynek
alapja a sokszog keriilete, magassdga pedig egy hdromszog
magassiga. Bzt az 6gszefiiggést haszndljuk a kér teriileténck
meghatdrozdsdra is. Boesdssuk mindjirt el6re, hogy a kor
teriiletét nem lehet korzdvel és vonalzoval megszerkeszieni,
s bebizonyult, hogy nem lehetett eredményes az erre 1rényulo
évezredes igyekezet. Megismertink még tanulmdnyaink sordn
kozelit6 szerkesztéseket, van olyan killonleges szerkezet,
agynevezett evolvens-korzot mellyel a kor teriilete pon-
tosan meghatdrozhatd, Mégis a kor teriiletének meghatd-
rozéséban elsGsorban szémitdsra vagyunk utalva, amellyel
ha teljesen nem is, minden kivdnt pontossdggal meghatéroz-
hato a kor teriilete,

szdma n, tehdt az egész sokszdg teriilete

alakban is irhatjuk (k a sokszég kerit-
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HUSZONHARMADIK FEJEZET.

A kor teriilete.

Képreljik ol: kérbe irt sokszdgiink oldalszdmdt névelni
kezdjik, ugyanigy a kor kéré frt sokszogét is. Végil is vég
teleniil sokoldala sokszogekhez kell jutnunk, amelyeknek
végteleniil sok, de a nulldhoz koézeledd hossziségt oldaluk
van. Az ilyen sokszdg mir «végtelen keskeny» egyenlbszdra
hdromszogekbll tevidik Ossze, igy az oldalak szdméval
egylitt a szdrak hogsza 63 a magassdg hossza kézotti killonb-
ség is elenyészik ; mindkettd a kor sugardval lesz egyenlS,
a beirt és a korilirt sokszdgben egyardnt. Csak e két véghele-
niil sokoldalé sokszog keritletét kell meghatdroznom : a terii-
letiiket az imént levezetett képletb8l mér megkapom. Mert a

szabélyos sokszdg teriilete Tzw—; esetitnkben tehdt a

. 2
«égtelen sokoldaluéy T= 152—7 A sugarat ismerjik, hisz a

teriletmeghatdrozdst éppen a sugdr ismeretében akarjuk
elvégezni. Foladatunk tehdt Ggy médosult, hogy a keriiletet
kell a sugdrbél kigzdmitanunk. Az ehhez hasznslt, modszert
mér Archimedes eredményesen alkalmazta.

92, dbra.
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Val6sitsuk meg tehdt terviinket : rajzoljunk kord, rajzol-
junk bele szabilyos sokszoget, — cldalal hiirok, — rajzoljunk
koré is egyet — oldalai érint6k — ugyanazzal az oldalszdm-
mal. Rajzoljuk a legegyszertibben megszerkeszthetdt : a sza-
bélyos hatszoget.

Hangstlyozzuk : egydltalén nem fontos az a tény és nem
is t6r6diink vele, hogy éppen hatszdget rajzoltunk. Epp oly
jo a 17 szbg is vagy a 264 szog. Csak azt nem felejtjik el,
hogy OA4 és OB egyenlék és egyarént sugarak. E korillmény
ismeretében kiszdmitjuk, hogy mekkora a kér koré frt sza-
balyos sokszdg oldala, ha a beirt sokszdgé o, és a kor sugara 7.
Tehdt AB=0, és 0A=0B=r. Hasonlé hdromszdgekbdl
kovetkezik, hogy OF : OF=EB: FD, vagy ha az ardnylat
jobb oldaldnak tagjait kett§vel megszorozzuk (és a rajz
jeloléseit figyelembe vessziik), OF : OF=4B : CD. Jeltlje a
CD tdvolsdgot Oy, akkor az utobbi ardnylatot igy is frhatjuk :
OF :r=0,:0, (mert OF=r). Ha az OFB hdromszigre
Pythagoras tételét alkalmazzuk, akkor :

2 2
OF+ EB*=0B?, azaz OFP-+ (921‘) =1 &5 om=r— (%)

T o2
végil OE == 72——(92&) . Ha ezt az eredményt felhaszndl-

juk, az el8bbi ardnylatot igy is frhatjuk :

T 1o \2
5/7'2—~ (%) 11 =0,:0,
On:g-/__rz__fz
v ‘ 4

Tlzzik ki a kdvetkez§ feladatot : hatdrozzuk meg egy
szabdlyos sokszdg cldalhosszébdl és a sugdrbdl a kétszeres
oldalszdmi sokszég oldaldnak (F'B) a hosszdt. Jeloljik az
FB-t o04,-nel és hiizzuk meg a BG segédegyenest. Thales
tétele szerint az FBG sz6g derbkszdg, mert GF 4tmérd.
Helyes tehdt az ardny : FG: FB=FDB: FE. D¢ FG = %,

és ebbdl O,
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FB=0y, clfbb pedig 14ttuk, hogy OEZI/ 7-2_%%., tohdt

i 9
FE=pr— 1/ 1'2——%& s ezért az ardnylatot igy irhatjuk :

. =
2 0y =0y, (1*— 72 _4£ )
ebhd]
— 2 2
O2n = 1/27' (r — ‘/7'2 — %) = !/21‘2—- o ‘/r"‘——%i .

Ha a hatszogbdl kiindulva sorban meghatdrozzuk a be-
és korilirt hatszog keriiletét (ky==60g 68 K;==06.0;), azutin
a tizenkétazogét (f15=12.0,, é3 K;;,=12.0,,), szembe otlik,
hogy a kér keriilete mindenkor nagyobb a befrt sokszég
keriileténél és kisebb a kortilirt sokszdg keriileténél. A kerii-
letek kiilénbsége az oldalszdm novekedésével mindinkdbb
csbkken, hisz a sokszégek mind jobban simulnak a kor
keriiletéhez. Ismerjitk mér tehdt, ha a mod kissé nehézkes
ig, hogy miként hatdrozhatjuk meg, illetve kiozelithetjik meg
tetyzésiink szerinti pontossdgig a kor keriiletét, mert az el-
jérdst korlatlanul folytathatjuk. 8 ha azt tapasztaljuk, hogy
a korilirt és a befrt sokezog kerilletének mérészdma bizonyos
szémt tizedesig megegyezik, akkor ugyanannyi tizedesre
pontosan a kér kertiletét is ismerjiik.

Allftsunk 6ssze az ilyen szdmitdsrol egy kis tdbldzatots

Oldal- Beirt sokszdg Koriilirt sokszog
szAm fél keriilete fél kertilete
6 3 r. 3464101
12 r.3-105828 r.3:215390
2% r.3:132628 r.3:159660
48 r.3:139350 r.3-146086
96 r.3:141031 r.3.142714
192 r.3:141451 r.3141874
384 7.3'141566 r.3:141647
768 r.3'141592 r.3141593
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J61 megfigyelhetjiik ezen a tdbldzaton, hogy miként kdze-
ledik a két sokszog kerillete egymdashoz. A 768-sz6gnél mér
csak a hatodik tizedes mutat eltérést, s ha ennyivel megeleg-
szitnk (ez t6bbnyire elég is), 4llithajtuk, hogy #==8-141592..
de megjegyezzuk hogy az utolsé tizedesjegy mér nem pontos
A 7-nek {fontos szerepe van a matema,mkéban, s Ludolf
van Ceulen nevér8l Ludolf-féle szdmnak is nevezik. Ugyanis
Ludolf volt az, aki ezt az archimedesi moédszert haszndlva
1596-ban 85 tizedesjegyiz pontosan meghatdrozta értékét.
Szerinte

r = 8-14159265858979828846264838327950288. . .

és a szamitds sordu a szabdlyos 1078,741.284-sz6g adta ezt
az 6rtéket.! Ma mdr t6bb mint 700 tizedes pontossiggal
ismerjik a =« értékét. Kiszdmitdsdra felsCbb matematikai
oszkozdk szolgfltak. A fenti szdmitdst végezte Archimedes is,
de mér a 96-sz0gnél abbahagyta. Szervinte n értéke 381/, és
810/, kozt van, aminék helyességér8l meggy6z az eldbbi
tablazat. Tudjuk, hogy a # pontosan nem hatdrozhaté meg,
de ennek bizonyitdsa esak a XIX. szdzad nyolevanas éveiben
sikerfilt Lindemannak.

Most mér a kér teriileténok meghatdrozdsdhoz minden
eszkoziink megvan. Ha a kér félkeriilete miként a tablizat-
bdl kiadédik, a beirt és koriilirt sokszOgek félkeriiletének
kbzos hatarertéke, r.xzr 68 az egbsz 2rm, akkor a sokszogekre
vonatkozd képlet alapjdn a teriilet

k.or ___27‘71.’)‘__72
2 9 "

T—=

Jogyezzk meg amt is, hogy a két kor kerillete ugy
ardnylik egyméshoz, mint a sugaraik, vagy &tmérdik ;
tertiletiilk ardnya pedig sugaralk vagy étmérbik négyzeté-
nek ardnydval egyenld, vagyis rix : r*mr=d?:d- Tz utobbit
a 93. kep is jol szemlélteti.

! i hallatlan szorgalommal végrehajtott szdmitas jutalma, hogy neve
igy hozzakaposolodott a szdmhoz és 1840-ben még olvashatd volt sirkévén
az &dltale kiszdmitott 35 tizedesjegy.

Colerus: Pont. 11
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93. abra.

Teriiletszdmitdsaink befejezéseként még Heron képletés
akarjuk esak emliteni, amely az dltaldnos hdromszdg terti-
letét adja meg, ha az oldalakat ismerjik.

Levezetése oly médon térténik, hogy a hdromszog ismert
teriiletképletébll a magassdgot kétszer alkalmazott Pytha-
goras tétellel kikiiszdboljitk és bevezetjik a kovetkeszd, szo-
a-4b-¢

5 « Bzek szerint a hdrom-

kdsos jelolésmédot: s =

szog teriilete :

T = 1/ s(s—a) (s—b) (s—0).

A kovetkez8kben pedig azzal a feladattal fogunk foglal-
kozni, hogy miként lehet -—— akdresak most a teriletet — az
oldalak segitségével a hdromszog szdgeit kiszdmitani.

HUSZONNEGYEDIK FEJEZET.

Szégiaggvények.

Eddig széndékosan nem volt 8z6 a hdromszdg szogeinek
és oldalainak 6sszefiiggésérll, mert ezeket az Gsszefiiggéseket
a geometridnak kiilon dga tdrgyalja: a trigonometria. A tri-
gonometria ezek szerint azokkal a geometrial osszefiiggések-
kel foglalkozik, amelyek lehet6vé teszik, hogy a hdromszogek
ismert alkatrészeibdl az ismeretleneket szdmitdssal meghatd-
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rozhassuk. A «hdromszoégtannaky (gordg tri=hérom, gonii ==
gzodg, metron=mérés) elemi foka a goniometria, a szogtan.
Nem szokds a kett6t egymdstol élesen megkilonboztetni, s a
trigonometria sz6 haszndlatos dltaldban mindkettd jelolésére.
Mi se fogjuk fel szigoriibban a dolgot, nevezzitk mindkettdt
trigonometridnak.

Léssuk el8szér a héromszégtannak egyik altaldnos ér-
vényll tételét : azt 4llitjuk, hogy egy hdromszég nagyobb
sz0gével szemben nagyobb oldal, a kisebbel szemben pedig
kisebb oldal fekszik. Derékszogli hdromszog esetén mdr meg-
gy6z8dtimk errél : a legnagyobb szog a derékszdg, s a vele
szemben fekvd dtfogd bdrmelyik befogbnil nagyobb. De nem
akarunk ilyen kiilonleges esetnek dltaldnos érvényt tulajdo-
nitani, ezért az 4ltaldnos esetet is bebizonyitjulk.

C

94, dbra.

Legyen az ABC hdromszégben AC>BC és mérjik ré
az AC oldalra C-t81 a BC oldalt. Igy jutunk a D ponthoz
63 a BCD egyenlbszért hdromszoghtz. Ebben a J=¢".
A & azonban nyilvén csak egy része a g szognek. Mivel to-
vabb4 a ¢’ kiils6 sz6ge az ADB hiromszognek, igy d'=a-te,
tehdt ¢'>a é3 d>a. Mivel pedig 8>¢, kovetkezésképpen
igaz, hogy B> a 8 ezt akartuk bebizonyitani. Ha a bizonyitést
a hdromszog kiillonféle oldalpdrjaira megismételjitk, kideriil,
hogy a hdromszogekben a legnagyobb oldal és a legnagyobb

1
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8z0g, a legkisebb oldal és a legkisebb szdg végiil a &kozépsd»
oldal és a «kozépsdy szdg fekszik szemben egyméssal. De
ezek az Osszefiiggések még esak mindségiek, nem pedig mennyi-
pégiek. Ha derékszogii hdromszdget vizsgilunk, meggylzdd-
hetiink arrél, hogy a derékszoggel szemben fekvl &dtfogé
egysltaldn nem ugyanolyan hosszd, mint a két, egyuttvéve
szintén 90 foknyi hegyesszdggel szemben fekvd befogo.
Anngl kevésbbé dllhat fenn ez az dsszefiiggés, mert ha a--b=c¢,
akkor a, b és ¢ oldalakkal hdromszdg egyédltaldn nem raj- .
zolhato.

Mennyiségl osszefiiggést oly médon taldlhatunk, ha azt
vizsgdljuk, hogyan viltozik a derékszoglh hdromszog oldalai-
nak a viszonya, ha a hegyes szogeket valtoztatjuk. B viszony
véltozésdt legjobban Ggy szemlélhetjik, ha egy kor sugardt

95. a',bra,.

nyugalmi helyzetéb8l az Oramutaté jardsdval ellenkezd
irdnyban elkezdjiikk forgatni és a mozgd sugdr végpontjdt
a nyugalmi helyzetére vetitjik. A sugdr (r), a vetilet (p)
és a vetitd egyenes () egyiitt derékszogli hdromszoget ad,
az a, szoghoz példdul a ¢, vetitSegyenes és a p; vetiilet tar-
tozik. Ha a mozg6 szdr osszeesik a nyugvéd szarral, akkor az
a sz0g 0, a vetitd egyenes ugyancsak 0, a vetilet viszont
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a sugérral egyenld. Ugyanez a helyzet, ha ¢==180°. Ha viszont
a=90°, akkor a vetillet értéke 0 és a vetitl egyenes lesz
egyenlS hosszti a sugdrral.

Latjuk tehat, hogy a szog valtozdséval a p, g és » mértékei-
b6l alakuld viszonyok szintén megvdltoznak és viszont.
Tehdt teljesen jogos az az elgondolds, hogy a szigek jellem-
zésére éppen ezeket a viszonyokat haszndljuk fel s ezeket a
viszonyokat a szog fuggvényeinek tekintgitk. Itt természete-
sen nincs médunkban a figgvény fogalmdit megmagyardzni,
utalnunk kell az (Egyszeregytdl az integréligy c. kényviink-
ben elmondottakra. Csak roviden megemlitjitk, hogy figg-
vényen azt a torvényszerliséget értjik, amelynek alapjan
valamely mennyisdg vdltozdsdbdl egy mdsik mennyiség
viselkedésére (véltozdsdra) kovetkeztethetiink.

A kombinatorika tanitdsa szerint a rendelkezésre 4llé
hérom elembdl hatféle viszonyt alkothatunk, mivel s viszo-
nyok hdrom elemb6l alkothato ismétlés nélkiili médsodosztdlyt
varideidk. Ezt a hat viszonyt nevezziik szogfiiggvénynek.
A kovetkez6k sordn, mivel derékszdgii hdromszogekrdl lesz
876, kényelmesebb a szokdsos elnevezések haszndlata : sugdr
helyett mindenkor difogst fogunk mondani, vetiilet helyett
se0g mellett fekvé befogdt, vetit6 egyenes helyett pedig a
szdggel szemben felwd befogdt. ‘

Nevezzitk meg hat szogfiiggvényiinket :

Sinusa = sina = g :r (a szbggel szemben fokvd be-
fogd viszonya az -dtfogodhoz.)

Cosinus q == co8a = p:7 (a s20g melletti befogd viszonya
az étfogbhoz.)

Tangensa = tga=¢q:p (& szdgge! szemben fekvé be-
fog6 viszonyas a szogmelleti
befogbhoz.)

Cotangens a= cot a=p:q (a szogmelleti befogd viszonya
a szOggel szemben fekvs be-

. fogbhoz.)

Secans g = seca =r:p (az dtfogd viszonya s szog-
melletti befogohoz.)

Uoscbuusa = gusca=1:y (az 4tfogbd viszonya a szdggel
szemben fekvs befogdhoz.)
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Gyakorlatban osak az elsé négy szdgftiggvény haszndlatos,
Ha ol6bbi rajzunkat ismét szemiigyre vessziik, észrevehetjiik,
hogy ha a véltoz6 szog értéke a 90 fokot vagy annak valamely
t6bbezorosét talhaladja, ismét az el6bbi viszonyok keriilnek
ol6. Ha megdllapodunk abban, hogy a kér kozéppontjitol
jobbra levl vetiileteket és a vizszintes dtmérd {616 emelkeds
vetitsugarakat pozitivaknak tekintjitk, a baloldali vetiile-
teket illetve vizezintes alatti vetit§ sugarakat negativaknak
8 a sugdrnak viszont mindenkor pozitiv az elfjele, akkor a
szogiiggvényérték valtozdsinak igen fontos adatal keriiltek
birtokunkba.

Tsabldzatba foglalhatjuk, hogy miképpen ismétlédnek a
szogfiiggvények szdmértékei a siknegyedekben. A tdblézat
adatai egybevdgo héromszogek tulajdonsdgai alapjdn adod-
nak : a forgé sugdr Gtjan gyakran fedezhettink fel ilyeneket
hisz mindenkor derékszdgll haromszoget kapunk, a sugdr
sllandé és éppen azok az esetek érdekelnek, amidén a hérom-
gz0g egyik szoge egy bizonyos, kivilasztott a. B hdrom-

gin (80 —a) = cos a

co8 (90 —a) =sin a
tg (90 —a) = cot a

cot (80—a)=1tg a

sin (90+a) = cos a

cos (90+4a) =—sina
12 (90+a) == cot a

cot (90+a) =—tga

gin (180 —a) = sin a
co8 (180 —a) = — cos a
g (180—a) =—1ga
¢0t (180—a) = — cot a

gin (180+4a) == — sin a

cos (180+a) = — cos «
g (1804-a)=1tga

cot (180+4+a) = cot a

gin (270 —a) = — cos a
cog (270—a)=—sina

12 (270—a) = cot a
cot (270 —a) =tg a

sin 270+ a) = — cos «

cos (270+a) = sin a
18 (270+4-¢) = — cot a

cot (2704-a) = — tg a

gin (360 —a) = — sin a

cos (360 —a) = cos a
tg (860 —a) =—1ga

cot (360 —a) =— cot a

8in (360+a) = sin a
cos (3604a) = cos a
tg (360+-a) =1tga
cot (360+a) = cot a
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szogek egybevdgok, de helyzetik alapvonalainkhoz képest
oltérd : vetiiletbdl ismételten vetitd egyenes lesz, vetitd egye-
nesbdl pedig vetiilet, s ez egytttal azt jelenti, hogy az a sz6g
cosinusa fogja esetleg a 90° t6bbszdrosével eltérd szdg sinu-
sdnak értékét megadni.

Hzek az Osszefiiggések bonyolultaknak ldtszanak, pedig
csak nagy szdmuk zavar. Ezen legkénnyebben tgy lehet
segiteni, ha az olvasé levezeti a tdbldzatban Gsszefoglalt
osszefiiggéseket mind, vagy legaldbb néhényat. B kozben
természetesen az el6jelekre gondosan kell igyelni: példdul
ha a vetiilet és a votitd sugdr egyardnt negativ, akkor viszo-
nyuk feltétlentil pozitiv!

A szogfiggvények értékét tdbldzatokbol vehetjik ki,
Nemesak olyan téblézatok vannak, amelyek a szégekhez
tartoz6 szogfiiggvények értékét megadjdk, hanem olyanok
is, amelyekbdl ezeknek a szogfiiggvényeknek a logaritmusa
kozvetleniil kiolvashato. 86t ezek az utébbiak a pontosabbak,
minthogy szégfiiggvényekkel logaritmusok nélkil esak a log-
ritkdbb esetben szokds dolgozni.

Ha a szogliiggvények értékér6l tdjékorddni akarunk,
akkor egy mdr ismert, j61 bevilt fogdshoz kell folyamodnunk.
Vélasszuk a kér sugardt az egységnek — ezt anndl inkdbb
megtehetjilk, mert a sugdr hosszdrél eddig semmilyen fel-
tevégiink sem volt -~ s ldssuk, mi ennek az elfnye. Szdg-
fuggvényeinket most oly moédon fogjuk az egységsugart
kérbe — az egységkérbe — berajzolni, hogy a szogfiiggvé-
nyeket add tortek nevezlje mindenkor az egység legyen.

o Toe T T32T0
Pd Il > 12X
N e N oy N R

sinoc=q cos a;p tga-q, cota-,

96. abra.



168

Ennek az lesz a kovetkezménye, hogy a szdmlél6 63 a rajzon
a neki megfelel§ vonaldarab kozvetleniil megadja a szdgtiigg-
vény értékét. Tehdt a sinust és a cosinust oly médon rajzoljuk
a korbe, hogy az egységnyi sugdr az 4tfogé legyen, a tangens
és cotangens esetében pedig a megfeleld befogd (a vetiilet
vagy a vetitd egyenes). Ha a 96. dbra képeit szemiigyre
vessziik, vildgosan ldthatjuk a fenti osszefiiggéseket. S ha
az 4brdn ldthaté hdromszogekre Pythagoras tételét alkal-
mazzuk, Gjabb Gsszefiiggéseket taldlhatunk a szogiggvények
kozt. Ha pl. az elsS 4brdra alkalmazzuk Pythagoras tételét :
q®+-p?==1, mivel g=sin a és p=0cos a igaz, hogy sin®a+cos?a=1.
Most mdr minden eszkdz a keziinkben van, hogy a szog-
fuggvényeket egymdssal kifejezhessiikk. Kzt mutatja Gssze-
foglalén az aldbbi tdbldzat. Befejezésiil emlitsiik meg még a

gina = ¥/ 1 — cos’a cosa = 1 — sin%a
— tga ]
=it E=""
1 _ cot a
~ YT+ oot " Y1+ cota
1':g¢l=——‘six‘la.:—‘ cota=——1{-1—*—.~:-—TS-]‘;:;—2££
V1 — sina sin ¢
VY1 —cos%a | ___ Ccosa
~ eosa V1 — cos®a
1 o
cota. tga

negativ szogek fiiggvényeit. Eleve megdllapodtunk, hogy a
sugarat oly médon forgatjuk, hogy a forgdsirdny az 6ra-
mutatééval ellenkezl legyen. Hallgatélag ezt tekintettiik
pozitiv szognek. Bbbdl szitkségképpen adédik, hogy azok a
szogek, amelyek a mozgé szdr ellenkez§ irdnyd forgisival
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adddnak, negativak. Wzeknek figgvényeirSl is elsé, nagy
t4bldzatunk ad felvildgositdst, mivel tudjuk, hogy a mozgé
szdr 860° befutdsa utdn ugyanarra helyre kerill, ahonnan
elindult, tehdt valamennyi szogfuggveny ugyanazt az értéket
veszi fol. Kzek szevint sin (—a)==sin (360 °—a)=—sing, amint
a t4bldzatbol kiolvashatjuk.

Foglaljuk még 6ssze néhdny nevezetesebb szog szég-
fiiggvényeinek szdmértékét.

Sinus Cosinus Tangens Cotangens
a= 0° 0 1,00050 0 oo
= 10° 0,17365 0,98481 0,17633 5,67128
a = 30° 0,50000 0,86603 0,57735 1,73205
a = 45° 0,70711 0,70711 1,00000 1,00000
a==57° 0,83867 0,64464 1,53987 0,64941
a = 60° 0,86603 0,560000 1,73205 0,57735
a=179° 0,98163 0,19081 5,14455 0,19438
a = 90° 1,00000 0 f-o0 0

HUBZONOTODIK FEJEZET.

A derékszogili haromszog trigonometriai
megoldasa.,

Legutobbi tabldzatunkban felfedezhetnénk sinus és cosi-
nus, tangens és cotangens kozott fenndlld szimmetrikus
vonatkozdsokat, habdr ezckre mdr el6bb, rajzaink alapjdn is
rdjohettiink volna. Foglalkozhatndnk azzal is, hogy az Gssze-
foglalt szdmértékek meghatdrozdsa miként tortént, s ez sem
volna nagyon nehéz feladat. Mi azonban inkdbb szerzett
tudoményunk alkalmazdsinak médjdt szeretndk tanulmd-
nyozni, vagyis hogy a derékszdgli hdromszog megadott
alkatrészeib] miként lehet a hidnyzokat kiszdmitani. Erre
szolgalnak & derékszogti hiromszdgre vonatkozo tgynevezett
trigonometriai alapképletek.
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1. Egy a, b, ¢ oldalii derékszdgfi hdromszdghen sin ¢ =—Z-

C b o .
és sin g = tehdt a==c.sin a és b=¢.sin g. ’

9. Mivel cosa =—Z— és cos @ = % , kovetkezik, hogy
b=c¢.cos a és a=c.cos g.

a

3. Mivel tg 8 =% és lga = 7 kévetkezik, hogy b=a.tg 8

és a=b.lg a.
4, a?4-b%=c% (Pythagoras tétele.)

T6bb alapegyenlet nem lehet, ezekkel viszont a derékszogt
hdromszogre vonatkozd valamennyi feladatot meg tudjuk
oldani, ha a megoldds egysltaldn lehetséges, vagyis ha kell6
szamb adat &l rendelkezésiinkre. Minthogy a derékszéget
ismerjitk, még két adat ismerete mar meghatirozza a derék-
sz0gl hdromszdget, ha a kettd kozil legaldbb az egyik oldal.

Vildgos, hogy tuddsunk most mdr nem korldtozédik
esupdn a derékszogli hiromszogre, hanem minden olyan idom
adatait meghatdrozhatjuk szdmitds Gtjdn, amely derékszogl
héromszogekre bonthaté. Boldogulunk mér az egyenlészdra
héromszdggel és a rombusszal, s6t az dltaldnos haromszéggel
is, ha torténetesen ismerjiikk a magassdgdt. Ugyanigy a négy-
zotekkel és téglalapokkal is, 4tléikkal, tovabbé a szabdlyos
sokszOgekkel. Mogt mér szdmos gyakorlati feladatot is meg
tudunk oldani: t4volsdgrérénkon egyetlen szégmérést kell
~ csak végezniink, hogy a boja tdvolsdgdt meghatérozhassuk.
Ha figyel6helyiink magassdgdt ismerjik, tangens fiiggvény-
nyel meghatdrozhatjuk a béja tdvolsdgat.

Léssunk még egy példat. Kérdés : mekkora egy a oldal-
hosszisdgil szabdlyos n oldald sokszdgbe beirt és mekkora
a sokszodg kord irt kor sugara, tovdbbd mekkora e koralirt
kor koré irhat6 szabédlyos n oldald sokszég oldala.

L A szokésos jelolési méd szerint a és &, b és 8 mindenkor egymdssal
szemben fekvd alkot6részek. A ¢, az 4tfogd, természetesen mindenkor a
derékszdggel szemben fekszik.
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97. 4bra.

Hihatarozzuk, hogy lehetéleg nem alkalmazunk rekurziv
oljdrdst : vagyis nem haszndljuk fel a mdr kiszdmitott ered-
ményeket, hanem mindenkor az eredeti adatokboél indulunk
ki. A képen ldthaté derékszoégll hdromezdgben ismerjiik az

% oldalt. Mit még? Rejtve megkaptuk az a szdget is. Hisz

o nélkil tovabb sem tudndnk jutni. Az o sz0g a sokszig
srabalyossdgdbol adédik. A beirt és koriilirt kor kozos kozép-
pontjdban a szigek Osszege 860°, egy-egy sokszdgeikkre
tehdt ennek nm-ed része jut, ha a sokszdg cstiespontjaihoz
tartoz6 »’ sugarakat meghtztam. Az g 8z0g viszont az el§bbi-

nek a fele, tehdt a = 360 =EQ- Most sin g =9 . 4
n n 2
tga =%: r. Igy azonnal megkaphatom a keresett r ésr
darabokat. Mert sing =sin 180 =~2a7 ; tehdt
2’ . gin °—~a és 1’ = @
: = P
2.8in
Tovéibbd
180° a |, 180° a
ig = oy 18 2r.tg =g 6é8 r=——ggs"

2.tg "
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Igy tehdt feladatunk teljes megoldésdhoz mér csak az o’ meg-
hatérozdsa hidnyzik. Itt mér fel kell adnunk szigoru elveinket
és az eddigi eredményeket is fel kell haszndinunk, mert hidba
htzzuk meg az s segédegyenest és hidba tudjuk az AA'E
hédromszog szdgeit meghatdrozni, a ferdeszégli hiromszog
megoldésdt még nem ismerjitk. fgy tehdt dz egész OA'E

haromszogbdl indulunk ki, amelynek o' befogbja, % pedig

szoge Hozzavehetjiilk még a mér kisgzdmitott médsik befogot,
az r'-et. Ezekbdl az adatokbél :

Q

o ., 180°
57 —tga—tg—;-— tehdt

a’ 180° 180° a
v 5 t ’ e w4
5 =r'ty 68 a’ =2r'ty .De r —18p°
2.8in ——
n
o p , a 180°
ezt felhasznalva a'= 2. —50° tg =
2.8in —
. 180°
8in
n o

80° T 180° T 180°
GOS8

8l —— GOS8
n

k4

_ Bajnos, nem szaporithatjuk példdink szdmét, de hirtelen
kedviink kerekedett, hogy oldalakbdl szégeket szdmitsunk
ki. § feltessziik a kérdést, hogy annak idején az erkélyen
vajjon milyen szdg alatt ldttuk a vildgito bojat? Ismerjitk
annak a derékszog haromszognek, amelyrs! akkor sz6 volt,
két befogojat. Ugyanis M =87-49 és T'—=464-88 méter. Befogdk-
bol tangens és cotangens segitségével szdmolhatunk. Vélasz-
szuk most vdltozatossdg kedvéért a cotangenst. Tehét
cota=T : M =464'88 : 87-49. Logaritmussal fogunk szdmolni]

1 A logaritmusok nasznalatara vonathozoan ismeév csak a minden
logaritmus tdbldban taldlhaté hasznalati utasitésra utalhatunk. Itt csak
azt jegyezziik meg, hogy a tdblizatok a trigonometriai fiiggvények logaris-
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tehat logeot a=log 464:88—Ilog 87°49=2-66784—1-57392=
=1'09842. Teh4t logcot a=11-09842—10. Ha a tdbldzat-
ban megkeressiik az ennek megfeleld szoget, 4°86' és 4°87"
k6zotti értéket kapunk, amivel meg kell elégedniink, hiszen
alapvetd méréseink nagyon pontatlanck voltak. (Ez a szé-
mitds végeredményként 4°86'88"" értéket adna.) Tehét az a
nagysdga koralbeliil 4%/,°.

HUSZONHATODIK FEJEZET.

A ferdeszigii sikharomszég trigonometriai
megoldasa.

Most, hogy mér minden gétlds nélkiil mozgunk a trigono-
metria teriiletén, vessiink taldn egy pillanidst tudomény-
dgunk torténetére is. Nagyon régi tudomény ez, hisz minden-
kor fontos segédeszkoze volt a csillagdszatnak. Mér a régi
egyiptomiak, babiloniak, asszirok és indusok t6bb-kevesebb
ismeret birtokdban voltak. A régi gorogok a niecmai Hippar-
chost emlegetik a trigonometria feltaldldjaként (a Kr. e.
160—125 korili id6bél). De esak az alexandriai Ptolemaios
miive, a Megalé Syntaxis, mésképp «Almagests (Kr. u.
125—140 korill) terjesztette ol a trigonometriai ismereteket
az akkori miivelt vildgban. (Ez volt az a Ptolemaios, akinek
a vildgképét egészen Kopernikus és Gallilei miikodéséig
helyesnek tartottdk.) Ptolemaios f6mfivét az arabok lefordi-
tottdk nyelvilkre és 8k nevezték Almagestnek. A forditds
Kr. u. 827 tajén készilt. Kulonosen hangzik manapsag, hogy
a bizédnei csdszdrsdgot legy6zd bagdadi kalifdtus egyik leg-
f6bb békefeltétele egykor a Megalé Syntaxis egy példédnys-
nak kiszolgdltatdsa volt. A Hohenstaufen-hdzbél szirmazd
II. Frigyes német-rémai csdazdr uralkoddsa alatt forditottdk
le latinra az Almagestet és Kopernikusig és Keplerig a .

musainak 10-zel novelt értékeit tartalmazzik, értékiikbol tehdt mindenkor
levonandé 10. Ennek az a célja, hogy a tablizat a t8bbnyire fellépd negativ
karakterisztikdt nagyobb helypocsékolis nélkiil tartalmazhassa, mert ezv,
ha nem ismerjiik a fiiggvény szdmértékét, a szog alapjén nem tudjuk meg-
hatarozni.
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trigonometriai tuddsnak f§ forrdsa maradt. Az § idejilkben
kezd8dott a trigonometria nyugati, magasfoka fejlddése.
Ma mér bizvdst dllithatjuk, a trigonometria a matematikd-
nak Ggyszélvan teljesen lezdrt része, s mdr aligha vérhaté
teriiletén meglep6 Gjitds. Kulonféle nevili sz0gmérs miszereink-
kel elképzelhetetlen pontossdggal tudjuk a 161di és égi sz6ge-
ket mérni. 3 emlitsitk meg még azt is, hogy egy-egy esilla-
gaszati szogmérés alkalmdval néhdnyszdz hibaforrds hatdsdt
veszik figyelembe és kiiszobolik ki, a lehetséghez képest.

De mi szerények maradunk és nem kalandozunk olyan
teriiletre, amelynek megismeréséhez elkeriilhetetleniil sziik-
sbges t6bb évi tanulmény. Meg fogunk elégedni azzal, ha a
ferdeszogli hdromszdgre vonatkozd trigonometriai torvénye-
ket nagyjdbol megismerjik. Hisz nem akarjuk, hogy 6rokké
csak derékszogl hiromszég haszndlatira legyiink utalva.
Természetesen nem nélkiilozhetjitk Sket, mert a ferdeszdgitt
hdromszog torvényeit csak a derédkszogli héromszogek
segitségével vezethetjitk le. Csak arra kell torekedniink,
hogy a derékszigli hdromszoget, mert esak segédeszkoz, a
kell§ pillanatban kikiiszoboljik és eltintessiik.

A ferdeszogli hdromszogre is esak kisszdmi alapegyenletet
allithatunk fel. Ezek a kongruencia feltételeinek felelnek
meg. Itt is hdrom adatot kell ismerniink, hogy belflik a
t6bbit kiszdmithassuk. Ha az SOS vagy az QoS8 kongruencia-
tételnek megfleleld trigonometriai egyenletet keressiik, akkor
olyan Gsszefiiggdst kell keresntink, amely két oldalt és két
szognek valamilyen fiiggvényét tartalmazza. Ha ezek koziil
hérmat ismeriink, a negyedik kiszdmithato.

Kovetelményiinknek az tgynevezett sinustétel felel meg,
amely szerint minden héromszdghen az oldalak ardnya
egyenld a szemben fekvl szdgek sinusainak ardnydval. Tehdb

a:b:e=sing:sin B:giny.
Természetesen ezt az ardnylatot részeire is bonthatjuk :
a:b=sing:sin B; a:c=sing:siny é8 b:c=sinG:siny

8 ezek birmelyikével hdrom ismert adathél a negyedik
kiszdmithatd.
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b/ m N

98. dbra.

Bizonyftdsul htzzuk meg a CD magassdgot. Mivel
m: a=sin @, tehdt m=a.sin 8. Az m magassdg azonban az
ACD héromszéghdz is tartozik, s abbol m : b=sin a, tehdt
m=b.sin a. EbbS! kivetkesik, hogy a.sin f=b.sin a, vagyis
a:b=sin q:sin g. Ha a mésik két magassidgot htzzuk meg,
megkapjuk & misik két egyenl8séget. Bzek az ardnylatok
igy is irhatok :

o b b c |, a ¢
T = e e = e B8 = —
sing smpf  sng siny  sing  Slny
. a b ¢
vagyis =

sing  sing  sing

és ezzel az 0 :b:c=sina:sin @:sin y helyessége is bebizo-
nyult. Az el6bbi dllandé érték — az oldal osztva a vele szem-
ben fekvd szog sinusdval — mint kénnyen bizonyithato, a
hdromszog koré irt kor sugardt adja, s ebbll ismét sok kovet-
keztetést vonhatndnk le.

Ha most a mdsodik trigonometriai alapegyenletet keres-
sitk, azt, amely az OSO tételnek felel meg, akkor elbre kell
boesdtanunk, hogy a kovetkez§ oOsszefiiggés magdtol érte-
t6d6 : Ha ismerjilk a hdromszég egyik szbgét, akkor azonnal
meg tudjuk hatdrozni a mésik két szbg Osszegébnek a felét.

Ha az a az ismert szdg, akkorﬁ—;—l=90°-——g-o Ha most

valahogyan meg tudn6k hatérozni e két szég kiulénbségbnek
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a felét is, ( a;ﬂ) akkor a 8 és y sndgeket is kiszdmithatndk

(hisz két egyenle’sunk lenne két ismeretlennel), ezek felhaszna-
ldsdval pedig mér a barmadik oldalt is meghatdrozhatnok.
Ezt a célt a tangens tétellel érhetjik el. A tangens tétel
szerint a hdromszog két oldaldnak az osszege ugy ardnylik
a két oldal killonbségéhez, mint az oldalakkal szemben
fekvl szgek Osszegének fole ugyanazon szogek kilonhségé-
nek a feléhez.

I tétel bizonyitdsa a sinustételbd]l kiindulva egyszertt
szamitdssal adoédik. Minthogy a:b=sin ¢ :sin g, az ardny-
latok szabdlyai szerint a kévetkezd is helyes :

(a+b) : (a—Db)=(sina--sing) : (sing—sing).
De goniometriai levezetéssel bizonyithaté volna, hogy két
szOg sinugdnak Osszege Ggy ardnylik a két szdg sinusdnak
kiillonbségéhez, mint a szogek félosszegének tangense a szdgek

félkiilonbségének tangenséhez. Bzt felhaszndlva kapjuk a
tangenstételt :

(a+b) : (a—b)——tg,( J”g) tg (“‘%ﬂ)

8 ennek segitségével is meg tudunk oldani sok feladatot.

A kongruencia-tételek koziil mér esak az OOO tétel van
hétra. A szégeket most ecsakis oldalak segitségével kell
kifejezniink. Az e célbs! feldllitands egyenleteinkben tehat
esak egy szig szerepelhet, mivel ismertnek a hdrom oldalt
tekintjiik, az egyenletben szerepelni6k kell. Ezt a feladatot
oldja meg a cosinus tétel : Bgy haromszdg barmely oldaldnak
négyzetét megkapjuk, ha a mdsik két oldal négyzetének
Osszegébll e két oldalnak s az 4ltaluk bezdrt szdg cosinusi-
nak kétszeres szorzatdt levonjuk.

Bizonyitdsa a Pythagoras tételbd] indul ki, A sinustétel
bizonyitdsdhoz haszndls 98. 4bra jeldléseit alkalmazva,
a?=m2+BD%. Do m=bsing és BD=c¢—AD=¢—bcosa.
Tehdt, az elsé egyenletbe behelyetiesitve

1 Meghatérozhatndk el6szér a kovethezdkben tdrgyalandd cosinus-
vétellel a harmadik oldalt, majd ezzel az oldallal, a sinus-tételt alkalmazva
a szdgeket, De, mint l4tni fogjuk, a tangens tétel hasznilata kényelmesebb,
mert a cosinnstétel logaritmussal valé szdmoldsra alkalmatlan, (4 ford.)
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02=b24in%q -+ (c—b cosa)2="2sin2g+c2---9hc¢ Losa +-heoPa=
0%—2be cosa-+b3(sin®a-cos?a). .

De mint tudjuk, sin?a-+cos2a=1, ezért (a tagok sorrendjét
megvéltoztatva)

a2 ="b%4-c=—2be¢ cosa.
ligyanigy kapjuk a mésik két oldalra:

br=a®+*—2ac cosg és

F=a?+-1?—2ab cos 7.

A cosinus tételt bizonyos szempontokbél a Pythagoras-
tétel 4ltaldnositdsdnak is tekinthetjik, mert ha a szdgek
¢gyike derékszdg, akkor cosinusa nulla, 5 a megfeleld egyen-
letb8l Pythagoras tétele lesz.

Ezzel befejeztitk a sikhdromszogtant 4ttekinté tervezett
tanulményunkat. Azonban bemutatunk még néhdny nagyon
jellemz8 gyakorlati feladatot, amelyeknek megolddsa meg-
kivdnia o fordewrdof bdrowsrdg wegolddsdnalk ismavatéh.
El8szor azonban ismerkedjiink meg, ha nagyon feliletesen
is, a f6ldmérd, a gyakorlati «geometray szerszamaival. Tévol-
ségok mérésére mérdszalagok szolgdlnak, esek rendszerint
acélb6l késziilnek. Nagyobb tdvolsdgokat, természetesen
lehetSleg nemtégulé, acélhirokkal is szokds mérni, s6t optikai
eszkozok is 4llnak e célra rendelkezésre ; kisebbeket viszont
mérbrudakkal is mérhetiink. Bz utébbiak elsdsorban nem
tilségosan nagy magasségok mérésére szolgslhatnak.

Szégmérs mfiszeriink a teodolit. Lényege — hisz nem
akarunk szerkezetének megismerésébe ttlsigosan elmeriilni —
t4vesS, amelynek belsejében, egyik lencse eldtt fondl-
kereszt van; a tdves§ mind vizszintes, mwind figgbleges
tengely koril forgathaté. Mindkét elfordulds mértéke kor-
skéldn leolvashaté. Tehdt mind vizszintes, mind fiiggbleges
sikban mérhetiink vele szdget. Bedllitdsdt €s ugynevezett
kiigazitédsdt segédeszkozok egész sora teszi lehetdvé, amelyek
kozt a sokféle vizmérték, libella, a legfontosabb. Hdromldba
dllvényra szerelhetl és Ggynevezett talpcsavarok segitségé-
vel még ennek az AllvAnynak a fels§ lapjdn is Allithato.
Pontra allitdsst fiigedon segitségével végezzik.

A mérés eszkomiinkkel, elvben, tgy torténik, hogy
mfiszeriinket felallitjuk, — ekkor mindkét skdla mutatoja

Colerus: Poat. 12



178

0-n 41l — majd rdirdnyitjuk mérendS pontunkra. Az ekkor
leolvashato szdgeket feljegyezziik. Gyakorlatban, mint l4tni
fogjuk, rendesen két kijelolt pont kozott levs szmoget kell
lemérniink, geometriai jelentése ennek két hdromszégoldal
bezdrta szog. Ebben az esetben el8szor az egyikhez, majd a
mdsikhoz tartozé szoget olvassuk le é¢ a két leolvasds killonb-
sbge, esetleg Osszege adja a keresett szdget. De ehhez tulaj-
donképpen nekiink semmi koziink.

Teodolittal és mérdszalaggal felszerelve azt a feladatot
tlizzitk magunk elé, hogy meghatdrozzuk egy megkdzelithe-
tetlen hegy magassigit.

Szémitdsunk egyaltaldn nem bonyolult. Elbszor kitlizzuk
vizszintes alapvonalunkat (4B), oly médon, hogy meghosz-
szabbitdsa a megmérends hegyesues talppontjin (D) menjen
keresztiil és mérbszalaggul megmérjitk az alapvonal hosszdt
(¢). Teodolitunkkal most feldllunk az 4, majd a B pontban
é8 igy lemérhetjitk az a é8 a g, illetbleg & szdget. A h kere-
send8, a & ismert, 8 igy ahhoz, hogy a BGD derékszogli
béromszogh8l szdmolni tudjunk, ki kell szédmitanunk as
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100, 4bra.

a tdvolsdgot. Bzt azonban az 4BC hdromszoghdl a sinus-
tétel segitségével megkaphatjuk. Fenndll a kovetkezl ardny-

. . , ¢.8in a h C o
lat: a:c=sin a:siny tehdt a=— . De— =yin ¢ és
sin y a

h=a ¢in 8, igy végiil

_ cgina

T osiny

Az alkalmazott trigonometridnak mésik klasszikus fel-
adata két pont egyméstél vald tévolsdgdt meghatdrozni

abban az esetben, he a kézvetlen mérést valamilyen akadély,
mondjuk erdd, lehetetlenné teszi.

gin §.

101. 4bra.

19
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A mérés elvégzésére keressiink olyan harmadik pontot (C),
ahonnan a keresett tdvolsdg mindkét végpontja, a templom
(4) és az utjelzd tibla (B) egya,ré,nt jOl léthatd. Le kell
mérniink mérGszalaggal a BC és AC tdvolsigokat, majd a
miiszerrel a y sziget.

Most a tangenstétellel szdmolhatunk.:

a—b tg ( a;ﬂ )

(]

e i (o) (2 u=52)

Lav

__E tovdbbs

. BEbbdl kovetkezik, hegy

Mivel pedig a+p8=180°—y, igy

tg ( ath ) =tg (90° g ) =cot &

& (55—

a—}—ﬂ

2

s cot . Az g, b és y ismeretében ismerjiik

értékeét és klszé,mmhatjuk 2‘8 -6t iy, ebbdl pedig

(252 {5t o e (25 252)

Most mér ismert a, b, a, 8 és y tehdt sinustétellel a ¢ is
kiszdmithat6.!

Még egyszeriibb a szémitds, ha két olyan pont tdvolsdgit
keressiik, amelyek kozill egyik teljesen hozzdférhetetlon.

A foly6 jobb partjan tartézkodunk. Keresiink egy ¢ pon-
tot, lemérjitk a CB (=a) tdvolsagot, s a teodolittal mind &
B pontban mind a C pontban feldllunk é3 megmérjiik a
B 88 y szoget. Hzzel természetesen mér az a szoget is 1smer-
jik. (a=180°—g—p)

! lsmét szdmolhattunk volna a cosinus tétellel is, de nem tettiik,
mert tudjuk, hogy az logaritmusokkal valé szémoldsra nem slkalmas,
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102. 4bra.

Ismét sinustétellel szdmolunk. Igy a:¢=sin a : sin y, vagyis
a: ¢=sin (180—@—) : sin 7. Do kordbbi téblazatunk szerint
8 [I80°—{(f+y)j=+5m (5 }-7) 8 igy a végerelnbuy :
__ asing
gin (8+7)

Utolsé megjegyzésként emlitsik meg, hogy képletek
egész sordt vezették le, csakis arra a célra, hogy a logarit-
musokkal valé szédmoldst megkonnyitsék. De valamennyi
csak az 4ltalunk felirt alapegyenletek tobbé-kevésbbé édtala-
kitott formdja. Alapegyenleteink teljesen elegendSk a trigono-
metria elemeinek megismerésére, hisz tigyes szdmol6é minden
feladatot meg tud oldani velilk, igaz, hogy sokszor keril§
Gton és nagyobb szdmoldsi nehézséggel, mintha a trigono-
metridt alaposan ismerné.

HUSZONHETEDIK FEJEZET.

Koordinatak, gorbék egyenlete és figgvények.

Most amikor médr van némi sejtelmiink a trigonometria-
16l, & geometridnak alapjdban véve j teriiletét kezdjik ta-
nulmdnyozni, az fgynevezett analitikus vagy koordindta
geometridt. A geometridnak ez a része fiigg legszorosabban
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Ossze az aritmetikédval, a hatdrok mdr szinte elmos6dnak,
és az aritmetika minden kifinomult eszkdze a geometria
szolgdlatdba 4ll. 86t az 4gy nevezett fels6bb matematika, a
differencidl és integrilszamitds is itt fugg legszorosabban
6ssze a geometridval, Ggyszélvén a koordindta geometridbol
né ki.

Minden okunk megvan tehdt, hogy lehet6leg behatéan
foglakozzunk a geometria eme dgdval.

Ha a matematika torténetét tekintjik, akkor a projektiv
és nem-cuklidesi geometridkat megel6z8 utolsé nagyjelentd-
ségfl felfedezése ez a geometridnk. Hls6 nyomait ugyan a
pergacai Apollonius és Archimedes idejébe helyezik, de csak
a szakember fedezhet fel hasonlosdgot az 6 munkdssdguk és
a ma analitikug geometridnak nevezett tudomdnydg kozott.
Nagyobb mér a hasonlosdg oresmesi Nicole pontmeghaté-
rozass 68 a koordindtak kozt. De mi kitarthatunk azon véle-
ményiink mellett, hogy szdmunkra az analitikus geometria
kezdetét René Descartes és Fermat munkdssdga jelenti,
akik nemecsak az elemeit teremtették meg eme tudomédnynak,
hanem azt mdr jelentds mértékben ki is fojlesztették. Nem
jogosulatlan tehdt az analitikus geometria nevét Descartes-
tal kapesoltba hozni azdltal, hogy a koordinitarendszerek
egyik fajtdjat Cartesius-féle koordindtdknak neveszniik. Hogy
ezzel Fermattal szemben igaztalanul jédrunk el, az mér a
tudomédnytorténet més lapjara tartorik.

Az analitikus geometriat koordindta-geometridnak is ne-
veztitk. Valoban a koordindtdk adjék az egész analitikus
geometridnak a vézdt, a kapesolatot szdm és méret kozt.
Maga a koordindta sz6 viszont se Descartesndl, sem Fermat-
ndl még nem fordul elb, ez iz Leibniznek egyik szerencsés
sz6alkotdsa : 6 hasznalta eldszér az «Acta eruditorumy-ban.
Mik is ezek az cegymdshoz rendelt» egyenesek?

Mér az axiomékkal kapesoltos tanulményaink sordn be-
bizonyult, hogy szdmok és méretek kozt koélesonds és egy-
értelmli vonatkozds lehetdsége 41l fonn. Tehdt barmikor
alkalmazhatunk szdmok helyett tavolsdgokat s tédvolsdgok
helyett szdmokat. Ezt a szabadsdgunkat most jol felhaszndl-
hatjuk analitikai teriink felépitésére. Kezdjik egy RB,-gyel,
egy egyenessel. Jeloljik meg rajta az O kezd8pontot
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{¢Or-rigo=Lkezdet) s ekkor minden val6s szdmnak helyet
tudunk juttatni az egyenesen. Hatdrozzuk el, — teljesen
onkényesen, — hogy a pozitfv szémoknak az egyenes jobb
oldalén adunk helyet, a negativaknak a balcldaldn. Meg-
jegyezzitk, minden valés szdrunak jut hely, jut pont az egye-
nesen és valamennyi szdmra szitkségiink van, hogy a foly-
tonos, szakadds nélkili egyenes minden pontjdhoz tudjunk
szdmot rendelni. Bz volna a legelemibb, vonalszeri koordi-
nata rendszeriink», a szdmvonal.

Ha fenticket j61 megfontoltuk, akkor a tovdbbiak mér
nagyon egyszerfien és konnyen értheiSk lesznek.

Tegyiik fel, hogy szdmegyenesiinket a O pont koriil
kiforgatjuk eredeti helyzetébdl és valahol eredeti helyzetével

(-T412,+7) B

B, (+7 -1414)

103. 4bra.

bizonyos szdget bezdré helyzetben dllva hagyjuk. Bz esetben
vildgos, hogy minden szdmértéket kétszer tudunk a sikon
megtaldlni. De t6bbszor nem. Igy példdul a (47) érték eld-
fordul egyszer a O-t6l jobbra, egyszer pedig a O 0l6tt, ha a
pozitivnalk tekintend8 forgatds irdnya az Oramutatd jArdsd-
val ellenkez volt. A —4/2 =—1"414... szém szintén csak
kétszer taldlbhato. Hgyszer a O-t61 balra, egyszer pedig alatta.
Médunk ven tehét az egyik tengely valamilyen szdmdit és a
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mésik tengely bdrmelyik szdmét egymdssal valamilyen dssze-
fiiggésbe hozni, szdmpdrokat alkothatunk, anélkiil, hogy
ismétlédéstdl kellene tartanunk. A fenti két szdmbél a
(7, —1-414...) és a (—1-414..., 47) szdmpérok alkotha-
t0k, s a kettd egyéltalsin nem azonos miként arrél egykony-
nyen meg is gy&z8dhetink.

De hové tegyitk szdmpérjainkat? Gondolkozzunk egy
kiesikét. Minden szdmpdrnak részesednie kell az egyes szdmok
irdnyéban és nagysdgdban. Tehdt minden szdmpdrhoz pontot
rendeltink és a hozzdjuk rendelt pontnak kell tartalmaznia
mindkét szdmnak a jellegét. Ezt oly moédon érhetjik el
hogy pontunkat olyan egyenesek metszéspontjénak tekint-
jik, amelyek a tengelyektdl a megadott tdvolsdgra vannak.
Az ilyen koordindtdkat, minthogy pontokat hatéroznak meg,
pontkoordindtdknak is nevezik. Ha most az egyik tengely
valamennyi szdmét a mésik tengely szdmaival Osszeffizziik,
akkor az igy adédé szdmpdroknak megfeleld pontok teljesen
kitoltik a sikot, egyértelmtien és teljesen.Sehol sem marad kdz,
tehat a siknak, az Rynek koordindtarendszerét adta meg
eljdrdsunk. 8 ha a 0 pontbdl kiemelkednék egy harmadik
tengely, tetszésszerinti szog alatt, akkor lehetdvé valnék
hirom szdmot Gsszekapesolni szdmhdrmasokkd. S az e szd-
mokhoz rendelt pontok az By-at t6ltenék ki teljesen és foly-
tonosan. Ezzel megkapnok az ugynevezett térbeli koordindta-
rendszert. Hszrevehetjik immédr, hogy pontkoordmatak
esetén az egy ponthoz rendelhetS szdmok szdma megadja
amaz B, dimenzidinak a szdmdt, amelyben a koordindta-
rendszer fekszik. Az B, pontjait magukban 4ll6 szdmok
hatdrozzdk meg, az R, pontjait szdmpdrok, az R,-éit szdm-
hdrmasok.

Szamtalan kilénboz8 mddon alkothatunk koordindta-
rendszert, ha tekintetbe vessziik, hogy a tér és a sik folyto-
nossdga kovetkeztében minden tengelyen szabadon vdlaszt-
hatjuk meg az egység nagydsigdt. Szokasos is az ilyen eltérd
egységmegvalasztds : napilapok, folytiratok grafikonjait szem-
lélve mindenki taldlkozott mdr ilyenekkel. De mds rendszerek
is lehetségesek. A mi rendszeriink tehdt, hogy egymast metsz
egyenesek hatdrozzdk meg a pont helyzetét, taldn a leg-
haszndlatosabb és sok szempontbdl igen egyszerfi. De nem
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mulaszthatjuk el annak megemlitését, hogy a XIX. szdzad
elején Gauss, Plucker és Grassmann a koordinitdk fegalmst
nagy mértékben kiterjesztette, ugyanannyira, hogy szokds
Gauss-féle, Pliicker-féle koordindtédkrél is beszélni. Vannak
példdul hdromszogkoordindtdk, ahol a szdmsokasdg mér
egyaltaldn nem jellemz§ az 6t magdban foglals tér dimenzibi-
nak szdmdra, mivel ezeknél az B,-ben egy ponthoz hdrom
szamot rendelhetiink, a neki az R,-ban megfelels tetraeder-
koordindtak esetén pedig pontonkint négyet. Hzeknél a
szdmok szimossdga és a dimenziok szdma kozott fennalld
osszefiiggést kell megvdltoztatnunk, vagy pedig — amint
néhdny matematikus meg is teszi — a sikot kell hdromdimen-
zidsnak, a kozdnséges teret pedig négydimenziésnak tekinte-
niink., Bz ut6bbit azonban a magunk szédméra nem tartjuk
el6nyosnek, nem is fogunk vele foglalkozni. Emlithetjik
még a kor-, kap- és gdmbkoordindtdkat is. De van még egy,
szamunkra sokkal fontosabb koordindtarendszer-tipus is.
Bnnek legegyszerdibh esete az Ggynevezett tdvolsdg-szog
vagy més néven poldris koordindtarendszer. Ez a rendszer
igen alkalmas esavarod6, spirdlis vonalak, gérbék vizsgdla-
téra. Az R,-ben természetesen nem létezhet, ott nem beszél-
hettink szogr8l. A szog 1é6tezésének nélkiilozhetetlen feltétele
a két szabadsdgi fok : a két dimenzié. Az R,-ben a poliris
vagy még mésképpen sark-koordindtdk mér minden nehézség
nélkiil elképzelhet8k. Ezeknél a sik wminden pontjdhoz egy

104. abra.
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tdvolsdgot és egy szOget rendelink. Hz sem mds végered-
ményben, mint két szdm, vagyis egy szdmpér. Csak a szédmok
jelentésében van kiilonbség.

A polérkoordingtarendszernek is megvan a maga kiindulé
O pontja, megvan az alapvonala és megvan a szdmvonala.
De ez ut6bbi nem a tengely, hanem az tgynevezett vezetd-
sugdr, a radius-vector, a kerings sugdr. Mésodik meghatdrozé
alkatrész a ¢ sz0g, amely megmutatja, milyen helyzetet kell
a sugdrnak az alapvonalhoz képest elfoglalnia. Ha a szdg
alapjén megrajzolt sugdrra felmérjik az el8irt hosszdt, akkor
megkaptuk a keresett P pontot. Egy korlatozds ugyan
marad : valamely ponthoz tartozé szégkoordindtét sohasem
tudjuk egyértelmiien megdllapitani, mert nem 1dthaté, hogy
a sugdr csak ¢ szoggel fordult-e el eredeti helyzetébdl, vagy
pedig 860 fok valamely tébbszorosével nagyobb szdggel,
tehdt 4860 fokkal vagy ¢-+n.860 fokkal. Egyszeri vagy
t6bbszori 860 fokos elfordulds ugyanis ugyanabba a helyzetbe
hozza a vezetlzugarat.

Tanulmdnyaink sordn a két egymdst metszd egyenesbbl
4116 koordindtarendszer lesz a legfontosabb. Ezek kozil is az
egyik. Eleinte, az 4ltaldnos-érvényliség megdvisa kedvéért,
nem tettiink semmilyen kik6tést arra, hogy milyen szdggel
messe egymdst s két koordindtatengely. Ilyen, tgynevezett
ferdeszogli koordindtarendszerben is elvégezheté minden
miivelet, esak a két tengely hajldsszégét mindenkor figye-
lembe kell venniink, s ez egyaltaldn nem mondhaté kényel-
mesnek. Egyszerfibb egymdsra merSleges koordindtatenge-
lyek haszndlata. A derékswogli, Cartesiug-féle koordinita-
rendszer jelentdsége éppen ez, habir nem megvetends elénye
a siknegyedek egyenl8ségébll kovetkezd szimmetria sem.
Nem hallgathatjuk el azonban, hogy maga Cartesius (Descar-
tes) is ismerte és hagzndlta a ferdeszogll koordindtarendszere-
ket is, tehdt a Cartesius-féle koordindtarendszer elnevezés
nem teljesen jogosult ; azt sem tagadhatjuk, hogy vannak
olyan esetek is, amikor a megfelelén vélasztott ferdeszégii
rendszernek kiilénleges elényei lehetnek.

De ezt is esak érinteni akartuk. Most, kezdetben éppen
elég bajunk lesz, ha egy derékszogli rendszerben j6l akarunk
mozogni tudni, még akkor is, ha tanulmdnyainkat a sikra
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korldtozzuk. El6bb azonban még egy dbra kapesdn meg kell
ismerniink a hasznélatos elnevezéseket. (105. dbra.)

A képbdl tulajdonképpen minden kidertil. De ismételjitk
szavakkal is. Mindazt, amit a képen ldtunk, egytittvéve
derékszogll koordindtarendszernek nevezik. 0 a nullapont, a
kezd&pont, szinte azt képzelhetndk, hogy a koordindta-
tengelyek ebbll a pontb6l nének ki. «Koordinatiks széd
hallatéra 4ltaldban a két tengelyre szokds gondolni, pedig
helyesebb, ha valamely pontnak a tengelyektSl mért két
tavolsdga lebeg szemiink elftt. A tengelyeket koordindta-
tengelyeknek neverzik, a vizszintes az abszcissza tengely, a
fuggbleges pedig az ordindt a tengely. A megfeleld tengellyel
parhuzamosan mért tévolsdgok az abszcisszdk, illetSleg
ordinitak. A-helyzet és az elnevezés természetesen nem
jellemz4 tulajdonsdgai a koordinitdknalk.

Egy tetszésszerinti P pont koordindtéit dltaldban x-szel
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és y-nal szoktuk jelolni. Ha a koordindtdknak a P,, P,. P,. P,
ponthoz valo tartozdsdt fel akarjuk tiintetni, akkor az z és
y mellé is kitessziitk a megfeleld indexet : @y, ¥, vagy 2, ¥, 68
igy tovdbb. A tengelyeket is szokds & tengely és y tengely
néven emliteni. A sfkot a koordindtatengelyek négy részre
osatjdk, nevitk siknegyed, vagy roviden negyed. Az oéra-
- mutaté jirdsdval ellenkezd irdnyban szdmozzuk meg 8ket,

I, IL., I1I. és IV. negyednek. Ismét hangstlyozzuk, hogy a
'szdmords modja és minden irdnymegéllapitds teljesen on-
kényes. A matematikdban 4ltaldban az z tengely jobbra
futé szdrdt szokds pogitivnak tekinteni, a mésikat negativ-
nak ; az y tengelyen viszont felfelé mutat a pozitiv irdny.
Természetesen més irdnymeghatdrozéds is helyes volna,
aminthogy mds tudomdnydgak — igy példdul a mechanika
is — mésképpen szoktdk a koordindtatengelyek pozitiv
irdnydt megdllapitani. A negyedek szdmozdsa is torténhetnék
teljesen égmszerfitlen moédon: jelslthetndk az 1. negyedet
IV-gyel 6s a IL-at IIT-mal. De ha a megszokott jeloléstSl
eltérnénk, csak felesleges zavart okozndnk. A matematikd-
nak ilyen szokdsai, konvenciéi egyéltaldn nem tartalmaznak
itéletet arrol, hogy mi helyes és mi helytelen. Sokkal inkdbb
nyelvnek tekinthetjilk ket : ha elhatdroznék, hogy a bur-
gonya neve métél «wibarany, az sem volna helytelen, legfel-
jebb érthetetlen, mert csak a koényv olvaséi értenék meg és
nom a t6bb milli6 magyar. B példdn okulva nem viltoz-
tatjuk meg a koordindtarendszer elnevezéseit, inkdbb alkal-
mazkodunk az 4ltalinos szokdshoz. Ugyis annyi lesz a dol-
gunk, hogy hamarosan elmegy a kedviink a kiilonleges jelo-
1681 m6doktsl. Ha egy pontot réviden meg akarunk jeltini,
igy irjuk : P(w, y) vagy P,(21, 1), tehdt el6bb jon az abszcissza,
88 utédna az ordindta. Amig z-r6l és y-rél van sz6, termébsze-
tesen nines meg a tévedés lehetSsége, ez a lohetdség csak akkor
meriil fel, ha konkrét szdmokat alkalmazunk. A P,(4-4, 4-2)
pont tdvol esik a Py(+42, +4) pontt6l, miként a rajzbél is
konnyen kitlinik.

Ezzel most nagyjdbol Gsszeszedtiik azokat az alapismere-
teket, amelyek sziikségesek, hogy a most tanult wyelvets
alkalmazhagsuk. De eddigi tuddsunk csak arra jé, hogy pon-
tokat jelolhessiink meg. Ez pedig aligha lehet az anal..kus
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geometridnak teljes célja. Tehdt sziikséglink van valamilyen
matematikal «szerszdmras, amelynek segitségével a t6bbi
geometriai idomot is — vonalat, feliilletet — leirhatjuk.
Minket egyelfre esak a vonalak fognak érdekelni (az egye-
nesek ég a kiilonféle gorbék). Miként lehet — tessziik fel a
kérdést — a vonalakat matematikai tton lefrni? Létszélag
megoldhatatlan a problédma. De rovid meggondolds mér
megolddsra vezet. Azt a korilményt, hogy minden ponthez
két meghatdrozod adat tartozik, mindenesetre hasznunkra
forditjuk. Hzzel mdr a kozelébe jutottunk a matematikai
megolddsnak. A gérbe ismeretében ugyanis minden pontjd-
nak abszeisszdjéhoz, z-6hez megtaldlhatjuk a helyes ordi-
udtdt, az y-t. Persze, az B -ben lényegesen egyszer(ibb volna
a helyzetiink ; elegendd volna a pont egyértelmfi meghatiro-
zdsdhoz egyetlen adat : a vdlasztott kezdSponttol mért tavol-
sdg. Az R, természetébll fakadnak nehézségek, a mozgd pont
gzabadon haszndlja ki két szabadsdgi fokét, él vele vagy
visszaél vele, tetazése szerint. Ha gy tetszik neki, elindulhat
mondjuk, a kezdGponthél és mind az x, mind az y irdnydban
tdvolodva a végtelenbe menekiilhet. A kovetkezd pillanatban
a végtelenbd] jovet az x tengely alatt bukkan fel és kiozeledik
ismét kiindulopontjdhoz. De ha feltételerziik, hogy esavargéd
pontunk nyomot hagy maga utdn, vagy elképzeljik, hogy
megtett Utjat mintegy belevési a sikba, akkor ez a nyom
foltétleniil vonal. A vonal minden egyes helyén tartozott a
ponthoz z és y és esetleg taldlhatunk olyan Osszefiiggést,
amely fenndll a pont pdlydjinak minden helyén. Legyen
példaul pontunk mostani helyzete P,(+4, +2). Ekkor fel-
irhatjuk, hogy most a kovetkezd Osszefiiggés érvényes a

hozzatartozé = és y kozt : y=2£ De ez az Gssze fiiggés nemesak

erre az egyetlen pontra érvényes. Megfélel példdul az egyenls-
ségnek a P, (-2, +1) pont is, meg a Pg(25, 12'5), P (—6, —8)
pontok, g6t az O (0, 0) is. Igy nem sokra mennénk taldlmés-
nyunkkal, viszont megeshet az ig, hogy pontunk olyan pilyét
futott be, amelynek minden helyén érvényes a fenti egyenlé-
ség, tehdt a palya mindama pontok geometriai helye, amelyek
a fenti egyenletet kielégitik. HEzek szerint pontunk az I. és
a IIL siknegyedben ecsavaroghat, keresztilmegy a kezd§-
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ponton is és mégis mindenkor kielégiti az el6bbi egyenls-
séget. Ha tovdbb folytatjuk ezt a gondolatmenetet, ré-
joviink, hogy elképzelésink megfordithatd, tehdt valamint
minden gorbéhez taldlhatunk valamilyen, esetleg nagyon
bonyolult, két ismeretlenes egyenletet, igy minden egyenlet-
nek is megrajzolhatjuk a megfelel§ gérbéjét.t

Teohdt sikgtrbének két vialtozés figgvény, két véltozods
figgvénynek pedig sikgérbe felel meg. Hnnek elméleti alap-
jaival itt nem 4ll médunkban részletesen foglalkozni, helyiink
gines ré, utalnunk kell «Az egyszeregytdl az integrdligy cimfl
kényviinkben elmondottakra vagy valamely mds tankényvre.
Csak annyit emlitsiink meg, hogy pontunk véndorldsiban
a fiiggvény az a torvényszerfiség, amely a pont titvonaldb
megszabja. A fiiggvény sz6 egyébként azt a tényt jelzi, hogy
egy vagy t0bb mennyiség védltozdsdbol médunkban 4ll egy
vagy t6bb mds mennyiség viselkedésére kovetkeztetni. Sajat
hagzndlatunkra (s o megsziikitett meghatdrozdst konyviink-
- ben nem fogjuk 4thdgni) két véltozds figgvény (esetleg rovi-
den fiiggvény) elnevezésen két mennyiség olyan oOsszefiiggé-
sét értjiik, hogy az egyiknek megvaltozdsdbdl a mésiknak
véltozdsa szikségképpen kovetkezik.

Foglaljuk ossze tehdt mégegyszer : gbrbéhez taldlhatunk
két viltozés egyenletet (fiiggvényt); kétvdltozds fiiggvény-
hez megfeleld gorbét. Ha az egyik valtozdt, mondjuk az
abszcisszdnak megfelolS z-ot valtoztatjuk, akkor a mdsik
valtozo, az y-nak megfelel§ ordindta is megvéiltozik. Hzzel
azonban megillapitottuk a girbe keletkezésének a mddjat.
z
2
tigyre és az z helyébe egymisutdn kiiloniéle, énkényesen
valagztott értékeket tesziink (legyenek az értékek pl. z=l,
2, 8, 4, 5), akkor sorban kiadédnak a megfelel§ y értékek
(y=5, 1, 1Y,, 2, 9%/,). De ha az igy ad6dé szdmpéaroknak
megfelel pontokat a papiroson Osszekotjik, akkor mdr egy
tovabbi feltevéssel éltiink, azzal, hogy minden két felrajzolt

Ha ismét az el6bbi figgvényiinket <y = ) vessziik szem-

! Teljesen sltaldnosan ez utdbbi éllitdsunk ugyan nem igaz, de & mi
tuddsunkkal aligha bukkanhatunk olyan egyenletre, amelynek gérbéje
nem rajzolhatd fel. {4 ford.)
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pont kozé végtelen sok tovdbbi pontot iktathatunk be.
Roviden : azt tételeztitk fel, hogy figgvényiink folytonos,
tehdt gorbénk is az. Hz természetesen nem igaz minden
gorbe esetén, megeshetik, hogy a fiiggvény képe valahol
megszakad, vannak kiilondllé pontjai a gérbén kiviil ; de az
is lehetséges, hogy az egyébként folytonos goérbe Onmagib
metszi, vagy cstiespontja van. Mindez figyelmeztet arra, hogy
tandcsos minden figgvényt folytonossdg szempontjabol ég
esetleges killonleges viselkedés szempontjdbél is gondosan
megvizsgdlni, kiillénben tovdbbi kovetkeztetéseink sordn
esetleg kellemelten meglepetésben lehet résziink.

A matematikdnak rendkiviil érdekes, de szdmunkra
hozzéférhetetleniil nehéz része az ugynevezett fiiggvény-
elmélet. A matematikdnak ez az aga Gauss, Weierstrass
és mésok tanulmdnyai nyomdn a XIX. szdzadban fejlédott
ki, s ez foglalkozik a fiiggvények folytonossdganak kérdésével
is. A nehézségek elkeriilése céljdbol esakis olyan figgvények-
kol fogunk foglalkozni, amelyekrdl eleve tudjuk, hogy foly-
tonosak, s szdmunkra ezzel a probléma elintézést nyert.
Itt azonban meg akarjuk még a «artominy» fogalmdt is
emliteni. Megeshetik ugyanis, hogy valamely fiiggvény bizo-
nyos hatdrok kézt (mondjuk ha z nagyobb, mint m, de nem
nagyobb, mint ) folytonos, e hatdrokon kiviil viszont kiilon-
féle rendellenességeket mutiat. A folytonossdgi tartomédnyon
belitl ilyenkor is folytonosnak tekinthetjilk a fiiggvényt.

Sok mindent tanultunk immdr, de még mindig esak nagy
dltaldnossdgban mozogtunk. Szdndékosan tettik, a részletes
tanulmdnyok ezzel lényegesen koénnyebbé viltak. Mégis
kiragadunk most egy részletekbe vigd kérdést, még mielltt
tulajdonképpen gérbékkel foglalkoztunk volna. Bz a kérdés
a gorbék metszéspontjinak, érintdinek és aszimptotdinak
kérdése. Ha két gorbe metszi egymdst, két gorbének terms-
szetesen t6bb metszéspontja is lehet, akkor a metszés helyén
kozos pontjuk van. Habdr a két gorbe pontjaihoz tartozd
z-ok és y-ok 4ltaldban kiilonbozdk, a metszéspont koordindtai
sriikségképpen azonosak. Ugyanez a helyzet a gorbékhez
tartozd egyenletben is. Az egyenleteknek megfelelS « és y
értékek 4ltaldban eltérnek egymdstél, de lehetnek olyanok is
koztiik, amelyek mindkét egyenletet kielégitik. Hs éppeu
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czek lesznek a metszéspontok s a két egyenletbd] alakitott
egyenletrendszer megolddsal a metszéspont (vagy metszés-
pontolk) koordindtéit adjdk. Legyen egyik ismert dsszeliiggé-

stink, egyenletiink az el6bbi: y = —g— ,8 legyen egy mésik gbrbe

egyenlete y=8x--4, akkor a metszéspont, a kézds megoldds
z
2

dik. Ebbél a:=———§- és y =——§— . Hasonlo megfontblésokra

van alkalmunk az érint6kkel kapesolatban. Egy gorbének és
egy megfelelfen vilasztott egyenesnek legaldbb két metszés-
pontja van. Ha az egyenesiinket az egyik metszéspont koriil
torgatni kezdjik, akkor a mdsik metszéspontot egyik forgds-
irdny alkalmazdsdval tdvolitjuk az els6t6l, a mdsikkal koze-
litjitk hozzd. A metszéspontok addig kozelednek egyidshoz,
amig taldlunk egy olyan helyzetet, hatérhelyzetet, amelyben
a két metszéspont mdr osszeesik, s ebben a helyzetben a
metszd egyenes dtalakult érint6vé és a metszéspont érintési
ponttd. Kivételek természetesen vannak: midén nem két,
hanem hdrom vagy t6bb pont olvad Gssze egy érintési pontta,
vagy az egyenes forgatdsa sordn nem egy, hanem két, sét
t6bb hatdresetet taldlunk, vagy esetleg egyet sem, de mindez
még nem tartozik rénk, meghaladja tuddsunkat. Lényeges
most csupdn az, hogy a gorbének és az érintének az érintési
pontja kozos, tehdt a koordindtdk ugyanazok, vagyis az
z 68 y értékek mind a gérbének, mind az érintének az egyen-
letét okvetleniil kielégitik. Az aszimptotdk végil olyan egye-
nesek, amelyekhez gorbék kézelednek, anélkil, hogy valahol
is elérnék Gket. Felfedezésitk mdr a régi gérogoket is dvatos-
ségra intette a pdrhuzamosak euklidesi posztuldtuméval
szemben, mert ha vannak olyan gorbék, amelyek egyméshoz
végteleniil kozelednek, anélkiil, hogy elérnék egymdst, akkor
a pdrhuzamosak ama meghatdrozdsa, hogy olyan egyenesek,
amelyek bérmeddig meghosszabbitva sem kozelednek egy-
méshoz és éppen ezért nem metszik egymést, mdr nem
kielégits. Epp oly kevéssé, mint az egymast metszd egyenesek
meghatdrozésa : olyan egyenesek, amelyek egymdshoz kdze-

meghatérozdsdraa8z+4= -, azaz 624-8=z egyenlot adé-
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lednek, tehdt metszik egymdst. Az aszimptota jelleget arrél
ismerhetjiik fel, hogy a gorbe és az aszimptota ordindtéinak
kiilénbsége mindinkabb esékken, ha az x novekszik. Ilyen
aszimptotdkkal a hiperbola tdrgyaldsdndl fogunk taldlkozni
és ott fogjuk Gket kozelebbrdl megismerni.

Ismételjitk : az analitikus geometridban az elemi geo-
metria tételeit ismerteknek és helyeseknek kell tekinteniink.
Nem l4tszélagos okoskodds ez, ha fejtegetéseink sordn ered-
ményként geometriai alaptételre bukkanunk. Bz az axiomék-
nak inkédbb valamilyen igazoldsa, visszatekintS, regressziv
aton. Igy tehdt a hasonlé héromezogekre vonatkozé tétele-
ket, Pythagoras tételét stb. nyugodtan alkalmazhatjuk az
analitikus geometria tdrgyaldsa sordn is.

HUSZONNYOLCADIK FEJEZET.

Az egyenes és a kor.

Hatdrozzuk meg el6szor egy egyenes egyenletét. Hizzunk
tehdt egy derékszogli koordindtarendszerben tetszésszerinti
g egyenest, amely az « tengely pozitiv irdnyéval a szoget
zér be. Ha egyenesiinknek és az ordindtatengelynek metszés-

9

T

/A/T g‘l___g,
T T

| 106. dbra.

Tolerns 1 Pont.
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pontjdn keresztill az abszcissza tengellyel pdrhuzamos g’ egye-
nest hizzuk, akkor ¢ és g’ kozt is az ¢ szdg ldthatd, A két
sz0g szdral ugyanis pdrhuzamosak (st az egyik szdr kozos),
tehdt a szogek megfeleld szogek és igy egyenlSk. A g egyenes
killonféle pontjaibdl az « tengelyre merdlegeseket hizva
hasonlé hdromsezogeket kapunk. Az igy kapott hdromszdgek
természetesen mind derekszoguek befogéik sorban z,, y,—¢;
Lo, Yo O ; Ly Y>—¢ 68 igy tovdbb x,, y,—ec. A héromszégek
hasonlésdgdnak torvényei szerint valamennyi haromszog
hasonld, tehdt (y;—0):z=_(Yg—0):Zy=_(yy—0): 2=
=(yn—0) : Tn; Vagyis az dllandd ¢ ertekkel csokkentett
ordindtdknak és az abszeisszdknak & viszonya 4llando,
bérhol vilasztottuk is a pontunkat. E viszony értekét jelol-
hetjiik is, legyen a jele a. Tehdt a g egyenes minden pontjira

Y5 4 Tzt az egyenlGséget stalakitva meg-

igaz, hogy

kapjuk a fuggvényt: y=azx--c. A képen még két fontos
Osazetiiggést fedezhetiink fel. Az el6bbi a valéjdban az a sz6g
tangensének az értéke s meghatdrozza az egyenes irdnydt.
A ¢ értéke viszont azt mutatja meg, hogy & g egyenes hol
metszi az y tengelyt. A mésodik 4llitdsunkat ki is probdl-
hatjuk : az y tengely is esak egyenes, egyenlete nyilvin z=0,
hisz ennek a feltételnek minden pontja megfelel. Messe tehdt
y=az-t+¢ egyenesiink az z=0 egyenletd y tengelyt. A két
egyenletb8l azonnal kiad6dik a metszéspont két koordind-
tdja: y==c¢ é3 x==0, tehdi az, amit el6bb 4llitottunk. De
j6jjink tisztdba azzal is, milyen befolydsa van a ¢ 4llandé-
nak az egyenes és az x tengely metszéspontjdnak a helyére.
Szémitsuk ki. Hgyenesiink egyenlete ismét y=az ¢, az
abszeissza tengelyé pedig y=0. Ebbdl ax -+ ¢=0, vagyis

ar=—0¢ és £= ———Z—- Az  tengellyel valé metszéspont helye

tehdt a hajldsszogtdl is, de a ¢ allandotol is fiigg. Erre azon-
ban dgyis r4johettiink volna, hacsak rdnéziink az dbrdra.
Ha végil azt kivdnjuk, hogy az egyenes keresztiilmenjen a
koordindtarendszer kezdG8pontjan, akkor a ¢ értékét O-nak
kell vélasztanunk és igy az egyenes egyenlete y=azr. Eazt
terméazetesen kozvetloniil is lovezethettiik volna.
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Megjegyezzitk itt, hogy az a értéke itt a differencidl-
hényadosra valé utaldst 15 lehetvé tenné, de ez most nem
feladatunk és igy ismét csak az «Egyszeregytdl az integrdlign
¢. konyvre utalhatunk.

Adjunk az y=az-+b egyenletiinknek néhdny feladatot és
ldssuk, hogyan mikédik 4j, analitikus gondolkodé gépiink.
Koressiik tehdt annak az egyenesnek az egyenletét, amely
keresztiilmegy a Py(%,,%,) ponton, majd pedig azét, amely a
P.(x,,y,) ponton és a Pz, 1, ponton is keresztilmegy.

Ha az y=oax +b egyenes a P; ponton keresztillmegy,
akkor bizonyos, hogy helyes az y,=—a®m,+¢ egyenléség.
Ebbbl ¢=y,—am, és ezt az értéket az eredeti egyenletben
felhasznalva y=a% +y,—oax, ; vagy misképp irva y—y,=
=qa.(@—x,). Az o értékére nines semmilyen kikdtés, értékét
szabadon vilaszthatjuk — oo 68 - oo kozt. Bz azt is jelenti,
hogy egy ponton keresztiil végteleniil sok egyeneset hiizha-
tunk (sugérsort). De ha a Pj-en kiviil még egy pontot meg-
adok, pl. a P,(x,,y,) pontot, akkor e mdsodik ponton is ke-
resztiilmend egyenesek egyenlete #y—yo=a(rg—m;). EbbE]

a=%“’—z—yw-1- Ha mindkét ponton keresztiilmend egyenes
egyeniatét1 keressilk, akkor az a-nak emez értékét az el6bbi
egyenletbe kell helyezniink s igy a két ponton keresztiilmend

egyenes egyenlete y—y1=-Z—2_———J—Z-1— (z—ay).
Ca
Végiil emlitsiik meg még, hogy az egyenes egyenletének
dgynevezett dltaldnos alakja a kévetkezd: Az - By 4-C=0.
Természetesen A, B és C tetszésszerinti szdmok. Ha ezt az
egyenletet el6bb megismert az alakra akarjuk hozni, akkor

kifejezziik belble y-t. y=:4%—__0 » vagyis y= ———g— r— %

Toehét az a=——% 65 a c=-—~—E-

Mér az el6bb emlitettiik, hogy o az a s26g tangensével
egyenlS, vagyis a==tga. Ha tehdt olyan egyenes egyenletét
akarom felirni, amely egy adott egyenessel pdrhuzamos és
keresztiilmegy a Pi(z;,y,) ponton, akkop a két egyenesnek
az a irdnytényezlje — iranytényezbnek is szokds az a értéket

i3
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nevezni — feltétleniil ugyanaz. Ezenfeltl még a P, ponton
is keresztiil kell mennie. Fgyenlete tehdt y—y,=a(z—ay).
Ha a keresett egyenestl azt kivdnjuk, hogy a P, ponton
keresztiilmenjen és az y=ax-}c egyenesre merSleges legyen,
akkor hajldsszoge feltétlentil (a+90°). De tg(a+90°)=

—cobag=— fgz—=; e Hgyenletiink tehét ezt az értéket fol-
a

hasznilva, y——y1=——l(m—w1) alakban adédik.

Eddigi muveletemk sorén egy nagyon jellemz6 kériil-
ményre 18 bukkantunk : # és y mindenkor csak az els§ hat-
vanyon fordult eld. Tekintve, hogy ez a korulmeny csak
egyenes egyenletében 4l fenn, az ilyen egyenletet és ugyan-
ilyen tulajdonsdgt fiiggvényt linedris (linea = egyenes) egyen-
letnek, ill. filggvénynek nevezzik. Révidesen latni fogJuk,
hogy vonalunk gorbiilete az egyenletben elffordulé = és y
kitevdjét noveli. 8 mar most megemlitjiik, bir e kifejezés
magyardzatdval csak kés6bb fogunk taldlkozni, hogy a kap-
szeletek, tehdt kor, ellipszis, parabola és hiperbola egyenle-
tében elSfordulé legmagasabb hatvénykitevd cesak 2 lehet.
Ezért ezeket mdsodrendfi vagy kvadratikus gorbéknek is
nevezik.

Kontik els a kor. Rajzoljunk fel egy koordindtarendszert

Y

7P
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68 benne birhol egy kért. Keressiink olyan Osszefiiggést a
P pont koordindtdi kozt, amely fiiggetlen a P pont vilasz-
tdsatol, tehdt a koér minden pontjara egyardnt érvényes.
Mi hatdrozza meg a P pont helyzetét? Meghatdrozza magd-
nak a kornek, vagy ami ugyanaz, a kor kozéppontjénak a
helyzete a koordindtatengelyekhez képest : tehdt a p és a

értéke. Tovdbbd jellemz8 a kér sugara, az r. Mint minden
pont helyzetét, gy a P pontét is koordingtdi hatdrozzék
mog, tehit a kétféle jellemz8 kozt valamilyen osszefiiggést
kell taldlnunk. A képen derekszogli hdromszoget litunk, az
ott 14thaté jelolésekkel felirjuk r4 Pythagoras tételét. A hé-
romszog oldalai r, (x—p) és (y—q) tehdt 12=(@—p)2I-(y—q)%
Mivel nem volt semmilyen kikétés, hogy a kor melyik pontjat
vélasszuk P pontna,k a taldlt osszeftiggds valamennyi pontra
egyardnt érvényes, tehdt magdnak a kérnek az egyenlete.
Ha a kor kozéppontja véletlenill egybeesik a koordindta-
rendszer kezdSpontjdval, akkor a kor agymeverett kozép-
ponti egyenletét kapjuk. Blkkor ugyanis p——q—O tehdt a
kér egyenlete z?-+y2==2.

Keressitk most kor- és egyenes metszégpontjst. Ez a
feladat az (z—p)2-+(y—q?)=r? é3 y=ax+b egyenletekhbdl
4116 egyenletrendszer megoldésdt koveteli. Belfle kiadbédnak
a metszéspont koordindtdi :

o= oy [pHag—aot VTP —apFo—07) és

y=1—_—,_l—?ﬁ[ap+a2q+c:{:a v 0 +a®r—(apFc—q)]

Ha a gyokjelek alatt olvashaté kifejezések negativak,
akkor értékitk képzetes. Hzzel a metszéspont koordindtdi
komplexek lesznek. Analitikusan ez azt jelenti, hogy egy-
altaldn nem metszi az egyenes a kort, hanem elmegy mellette.
Ha viszont a gyokjel alatt 4116 klfeJezés pozitiv, akkor két
netszéspont koordindtdit kapom, tehdt az egyenes a kérnek
szel@je. Végil a gydkjel alatt O is 4llhat, a kérnek és az
egyenesnek csak egy kozds pontja van, tehdt az egyenes
csak érinti a kort, a metszéspont érintési ponttd lesz. A fenti
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egyenletb8l az érintési pont koordindti : wl=%_;
2
Y1 :____q%;—_c. Fzekb6l meghatdrozhatjuk az érinté
egyenlete szdmdra az a 68 a ¢ értékét: o= ———f}—_——i— és
ok

o==y,+ '731—@1_—_2) Ebbll a kérhéz, valamely P,(z,,y,) pont-
jhban hﬁzﬁaté érint6 egyenlete

o N 4 (2, —p)
_ e -l— — e e
g T Ty
vagy masképpen

Y

S 7o
y—% Yi—q ")
Ebbél mér a kér normdlisdnak, vagyis az érintési pont-
hoz tartozd sugdrnak az egyenletét is felirhatjuk :
—$hq ..
Y=y @)
Tovébbé ugyanezek az egyenletek a kor kézépponti egyenle-

z P z a:l e
tére: az érint8 egyenlete y—fy1=—?/-—(a:—-w1) a normalis
1

egyenlote y-—y1=%(w———w1) mivel ekkor p==¢=0.
1

HUSZONKILENCEDIK FEJEZET.

Ellipszis, hiperbola és parabola.

Léssuk az ellipszist. Ha fel akarjuk frni az egyenletét,
ismerniink kell tulajdonsdgait. Taldn mindenki tudja, hogy
megrajzoldsa nagyon egyszerll esskozok segitségével lehet-
gbges. Sztrjunk két ponton gombostlit egy lap papirba
(ezeket a pontokat nevezzik majd gyujtépontoknak) és
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helyezziink el koréjilk egy zdrt fonalat. Ha ceruzdnkat is a
fondl belsejébe helyezzitk és tgy mozgatjuk, hogy a fond]
mindenkor feszes legyen, akkor ceruzdnk -ellipszist rajzol,

108. 4bra.

A fonal hosszdnak legaldbb kéteszer akkordnak kell lennie,
mint a két t8 egymdstél mért tdvolsiga.

Ha a két tlit annyira kozelitem egymdshoz, hogy végiil
egyetlen tiivel helyettesithotem Gket, akkor ellipszisem korré
fajul ol. A két gyujtopontot az ellipszis valamely keriileti
pontjdval Gsszek6tl egyenesek mindegyikének neve vezetd-
sugdr, mostani elfajult esetiinkben ezek is Osszeesnek a kor
egyetlen sugardvd. A képr8l tovdbbd azonnal leolvashatd,
hogy a vezetlsugarak Osszege az ellipszis minden pontjdban
&lland6. A rajzoldshoz haszndlt fonal alakja mindenkor
héromszdg, amelynek egyik oldala a gyujtépontok tédvolsiga,
a mésik két oldala pedig a két vezetOsugdr, p és q- Ha pedig
t6bb hdromszog keriilete egyforma, s az egyik oldal hossza
4llando, akkor a mdsik két oldal 6sszege minden hdromszog-
ben ugyanaz. Ha a gyujtépontok osszekdtdvonalat az ellipszis
keriiletéig . meghosszabbitjuk, akkor az tGgynevezett nagy-
tengelyt kapjuk, hosszdt 2a-val szokds jelolni, s a vezetd-
sugarak Osszege p-+q=2a. Err6l rovid megfontoldssal min-
denki meggyfzédhetik. Az ellipszis kistengelye merdleges a
nagytengelyre, hosszdt 2b-vel szokds jel6lni. Merdlegesen
telezi a gyujtopontok tdvolsdgét ; ezt a tdvolsigot az ellipszis
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kétszeres excentricitdsdnak, 2e, is szoktdk nevezni. Az
excentricitds tohdt az ellipszis kozéppontjdtél birmelyik
gyujtépontig mérhetd tdvolsig.

Fentiek ismeretében mér meghatdrozhatjuk Pythagoras
tétele segitségével az ellipszis kdzépponti egyenletét. Hatd-
rozzuk meg el8szér 8 vezetGsugarak hosszdt. Azt mir tudjuk,

109. 4bra.

hogy p+q==2a, s legyen egy tetszés szerint vélasztott M pont
két koordindtéja x és y. Ha még azt is megfigyeljiik, hogy a
kép szerint FP=e+z 63 F,P==e—x, akkor Pythagoras
tétele alapjdn két egyenl8séget frhatok fel :

] pP=(e+a)*+y?
©8
q2 —_ ( 6—-1?)2 +7/2

Ha a miiveleteket eivégezziik és a két egyenletet egymds-
bél kivonjuk, az eredmény :

PP—g=dex ; vagyis (p-+q).(p—q)=4ez.
Mivel azonban p - q=2a, ezért (p—q) = %’. _ Zoz
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A (p+q)=2a ogyenllséget ismét figyelembe véve adodik, hégy
p=a+% &8 g=a— _"af_. Ezzel kifejeztem a vezetdsugara-

kat a pont koordindtdinak, a nagytengelynek és az excentrici-
tdsnak segitségével. (Az Osszefiiggést csak az els§ siknegyedre
vezettiik le, de nem okoz nehézséget kimutatni, hogy minden
siknegyedben érvényes a levezetett egyenldség.) Most @jbdl
felirhatjuk minden ellipszispontra érvényesen :

ex

' 2
p=p— taP=(a+ ) — (o Fap=att 22 ut
2,2 2,2
e"'a:z — 62— 2ex — x¥= >} % — zP—e?

De ez tovibbd egyenlt
y2= az_l_ _ezl_mz_z_ —_—r 32,

8 ebbél
(a?— AP+ ay?= a®(a®— é?).

De (a“—¢?) helyett Pythagoras tétele alapjén (az OFC hérom-
sz0ghdl) bP-et irhatok, mert FC és F,C szimmetria alapjén
egyenl8k, osszegik 20, tehdt mindegyik killén-kulén a-val
egyenld. E helyettosités utdn olyan egyenletét kaptuk az
ellipszisnek, amely mdr a pont koordindtdin kiviil csak a
féltengelyeket tartalmazze. Bz az egyenlet a kovetkezs :
Prdta*P=a??. Ha a=b=r, akkor révidités utén a kor
jolismert kozépponti egyenlete &1l el@ttiink : z2+4y2=r2 Ha
pedig végil az eollipszis egyenletét a®h?-tel osstjuk, akkor az

2 2
egyenlet mdsik szokdsos alakjét kapjuk: % -+ —‘Z-z- =l.

Bzt konnyl megjegyezni, mert mindkét tengely mindenkor
a vele parhuzamos ismeretlennel fordul elf egyiitt.

Az ollipszis érint6jének 6s normdlisdnak egyenletét
hasonlé médon kaphatjuk meg, mint a kérnél. HEppen ezért
csak a végeredményt irjuk ide. A keriilet P,(x;, y;) pontjs-
ban az ellipszishez hizhaté érint§ egyenlete :
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Y—th=— b (@—=y)
a?y, !

é8 ennek megfelelfen a normdlisé :

oy,

Y= (@—2,)-

A hiperboldra valé dttérés nem fog jelents nehézséget
okozni. Vannak szempontok, amelyek miatt a hiperbolét az
ellipszis negativ tikérképének tekinthetnSk. A hiperboldnak
is van két gyujtépontja, vannak vezetGsugarai, de ezeknek
nem az 0sszege, hanem kiillonbsége 4lland6 és ezt a 2a tdvol-
sdgot nevezzitk a hiperbola valés tengelyének (p—g=2a).

110. dbra.

Ha tovédbbd a gyujtopontoknak a kozépponttsl mért tdvol-
ségait OF =0F,=2¢ ismét excentricitésnak nevezzilk, akkor
mér teljes az analogia. Csak az okoz még nehézséget, hogy a
hiperbola nem metszi az ordindta tengelyt. A mésik tengely-
nek, amelyet képzetes tengelynek neveziink, végpontjai az
ordindta tengely ama pontjai, amelyek a valés tengely két
végpontjétol, a hiperbola «cstesaitols, éppen az excentrici-
téssal egyenl§ tdvolsdgra vannak.
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A hiperbola nem zdrt gorbe, igy 4gairdl beszélhetiink.
Vegyiik fel az M pontot, mondjuk, a jobboldali d4gon. Mint
az ellipszisnél, itt is meghatdrozzuk a vezetdsugarak hosszat,

p= ea_x +a 68 g= —?—a. Az ollipszisnél tanultak min-

tdjdra adodik az FMP héromszogbol az egyenlet: (az—ez)a;z—}-
+o¥P=02(®>—0%). De *=0a2+b? és a®—e2=—b? &5 ezzel a
hiperbola egyenlete —b2x2+-0%y2=—0a%?, azaz b*x2—a%y?>=a?.

2 2
Ha ismét osztunk a?b3-tel, az eredmény%—%z— =1.

2
A P, pontban hfizott érintd egyenlete Y=z~ b2y (w———acl)
a normalisé y—y,=— Z:il L (z—a,).
1

A hiperboldhoz azonban még két, igen kiilonds egyenes
tartozik. A két aszimptota. Létezésiikre mdr el6bb utaltunk.

Bocsdssuk eldre, bdr a hiperbola egyenletébél is kiolvas-
hat6, hogy névekvs z-szel az y is novekszik, tehdt a hiperbola
dgal mindinkdbb szétnyilnak és a végtelenbe nytdlnak ; ez a
hiperbola ktpszelet-természetébll is kovetkezik. Visszatérve
az agzimptotdkra : minden olyan egyenesnek, amely keresztiil-
megy a kezdSponton, y=mz alakd az egyenlete, ha az irdny-
tényezlt, a hiperbola valés tengelyének felével valé Gssze-
tévesztés elkeriilése végett, a helyett m bettivel jeloljik.
Tlyen egyenes és a hiperbola metszéspontjénak koordindtdi :

T= £ ab és Y= :Eﬂ’ﬁ_ Ceak akkor van met-

V B—aPm? Y V BB—a?m?
széspont, ha b2 > a®m? kiilonben nines, illetve képzetes.
Azt az esetet kell még megvizsgdlnunk, hogy mi t6rténik, ha

b*=a*m?, vagyis b=--am, illetve m=-- %—- Az egyenes

egyenlete ez esetben y=-4 —a. Most hasonlitsuk Ossze az

ugyanabhoz az abszeissza-értékhez tartozd egyenes-ordindta
és hiperbola-ordindta nagysdgdt. A hiperbola egyenletét

stalakitva, igy is nha,tjuk Y= :]:—xi/ - Ha ezt
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az egyenes egyenletével Osszehasonlitjuk, ldtjuk, hogy min-
den hiperbola-ordinéta l/ .J w(%)z-szer akkora, mint az.
egyenes megfeleld ordindtdja. De (%)zértéke névekvs z-szel
0-hoz kézeledvén, 1/ 1—(%)2 hatdrétréke 1, ha = oo lesz,

vagyis as egyenes és a hiberbola kozt az eltérés elenyészik.

De éppen ez az aszimptota meghatdrozésa, vagyis y=— +—

tehdt y==-- %x é8 y=——2— z a biperbola két aszimptots-

jénak az egyenlete, s ennek alapjén meg is szerkeszthetSk.
A rajzon tehdt az as, 68 as, egyenesek az aszimptotdk.

111, 4dbra.

Ha a=b, akkor a hiperbolét ogyenlfszdrd hiperbolénak
nevezziik, 8 ez esetben az aszimptotél egy négyzet két 4tloja-
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hoz hasonléan mer6legesek egymésra. A hiperbola egyenlete

2 2
%—- %= 1, vagy mésképp Irva g2—y?=qa? alaki lesz. Ext
az egyenletet a kor x®+y*=r? egyenletével Osszehasonlitva
megértjik, hogy miért nevezték egyes matematikusok az
ilyen hiperboldt negativ kérnek.

Lassuk most az utolsé kipszeletet, a paraboldt: a kip
szeletel sordban a hiperbola és az ellipszis kozt hatdrhely-
zetet foglal el. Ez ugyanis ama ktpszelet, amelyet a kiipnak
csak -egy alkotdjaval pdrhuzamos sik metsz ki a kipbdl
A hiperboldt kimetszd sik két kipalkotoval parhuzamos, az
ellipszisgt (6s kort) szolgaltaté metszbsik viszont eggyel sem,
vagyis valamennyi alkotét metszi.

A parabola analitikus meghatdrozdsa szerint olyan gorbe,
amelynek minden pontja egyenld tévol van egy ponttodl
(a gyujtéponttol) és egy egyenestSl (a vezéregyenestSl,
directrixt6l). Vezérsugdr a parabola esetén barmely parabola-
pontot a gyujtéponttal oOsszekdt§ egyenes. A paraboldk
szimmetrikus gorbék, s valamennyi hasonlé egymdshoz,
miként valamennyi kér is hasonls. Ez az 4ltaldnos hasonlé-
sdgi tulajdonsdguk az ellipsziseknek és hiperboldknak nines
meg ; vannak ugyan hasonlé ellipszisek és hasonlé hiperbolak
is, de nem valamennyi hasonlé. Ilyen 4ltaldnos hasonlésdg
{6képpen hatdreseteknél szokott el6fordulni, igy pl. vala-
mennyi szabédlyos hatszdg, hdromszog, négyszoég hasonls
sgyméshoz,

A koordingtatengelyeket a parabola vizsgdlatdhoz gy
helyezziik el, hogy z tengelynek a gyujtéponthol a directrixre
boesatott merblegest vilasztjuk, kezdGpontnak pedig a
gyujtépont és a vezéregyenes tdvolsdgdnak a felezlpontjas.
Ez a pont a parabola meghatdrozdsa szerint parabolapont,
még pedig a paraboldnak dgynevezett estiespontja. Az irdny-
vonalnak a gyujtoponttél mért tédvolsdgdt p-vel jeloljik.
Fzaltal valamely M parabolapontnak a vezéregyenestdl

mért tdvolsdga & + 221
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112. dbra.

Ha az FM tdvolsdgot g betlivel jeloljik, akkor Pytha-
2
goras tétele szerint ¢?=y*+ ( x——%) . Do g=FM=QM==

2 2 .
=w+_g_tehét 2t (m—«-—%) =(m+%), 63  tovabbd

2 2 2 2

P= <a: —]-%) — (m——%) =z?tpx+ %—mz—}—px—-%:me.
Tizel szerint a parabola egyenlete y2=2pz, vagy y=1 2pz -
Mivel z novekedtével az y is ndvekszik, a paraboldnak
mindkét 4ga a végtelenbe nyulik. Negativ z képzetes ¥
értékekre vezet, tehdt parabolanknak nines az y tengely-
t6l balre pontja. Az 9y =2px egyenletbll kovetkezik,
hogy 2p :y=y: %, vagyis minden ordinita mértani kozép-
ardnyos az abszcissza 68 a «paraméterr-nek nevezett 2p
tdvolsdg kozt. Igazolhatd tovdbbd, hogy a parabola két
pontjdnak koordindtai kielégitik a kovetkezd ardnylatot :
Z, : Tp=y2: y2, vagyis két ponl abszeisszdi Ggy ardnylanak
egyméshoz, mint a megfeleld ordindtdk négyzetei.

Az P,(z;, y,) pontban htzhato érint6 egyenlete az eddigi
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mintdk nyomdn meghatérozva 'y—y1=l (x—=,), a nor-
mélisé pedig y—yl=——h (—2y).

" Miel§tt még az analitikus geometridval valé foglalkozdst
abbahagynék, megemlitjitk, hogy nem csak a sikban, hanem
a térben is van analitikus geometria, 86t annak kiilonleges
jelentdsége van: Csak utalhatunk arra, hogy hdromdimenzi6s
koordindte rendszerben héromvéltozés fiiggvényekkel fog-
lalkozunk, amelyek koézil kettd szabadon véltozik, a har-
madik ezek figgvénye. A tér minden ponfjit csak hdrom
koordindta hatédrozza meg és egy, hdromismeretlenes egyen-
letnek a képe a térben felitlet. Az egyenes irdnytangensének
térbeli megfelelfje a hdrom irdnycosinus, de ennek taglald-
sdba sajnos nem bocsdtkozhatunk.

Végiil emliftsitk azt is, hogy nyitva é4llna az tt, hogy a
koordindtdk szdmédt harmon tGl is néveljik. Bzzel az R,
R, stb. koordindtarendszereihez jutndnk és benniik egy pont
helyének meghatdrozdsira mdr 8, 4 sth. adatra volna sziikeég.
Uymédon alkalmaz a Minkowski—FRinstein-féle geometria
négy koordindtdt, tehdt egy bizonyos B, a tere, csak még
bizonyos mellékfeltételek (gorbiilt tér, egyik koordindta kép-
zetes) még bonyolultabbd teszik a viszonyokat. Ilyen prob-
lémékkal még fogunk konyvimk végén foglalkozni.

Bzzel befejeztiik rovid bevezetésiinket az analitikus
geometridba. Aki bvebb ismeretokre Ohajt szert tenni,
kénnyen taldlhat kimeritd szakkonyvet. Megemlithetjitk még-
egyszer, hogy a differencidl- és integralszdmitdshoz innen
is vezet 4tmenet, s e szempontbdl ismét az HgyszeregytSl
az integraligy cimti kotetre kell utalnunk.

HARMINCADIK FEJEZET.

A sztereomeiria legfontosabb tételei.

Eltekintve a legutébbi megjegyzésektdl, mindeddig csak
az R, még pedig egy kilsnleges R, a sik geometridjsval
foglalkoztunk. Csak a projektiv geometria tdrgyaldsa sordin
utaltunk néhdnyszor, akkor is csak feliiletesen, az Rg-ra és a
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még tobb dimenzi6ji terekre. Annak is okdt adtuk mér,
hogy miért olyan kiillonésen fontos a sikgeometria tételeinek
ismerete. Rovidesen kideriil ugyanis, hogy sok felvildgositést
adnak a sztereometridrél, a testek geometridjdrol is. Annak
idején azt dllitottuk, hogy esak szoget és tdvolsdgot mérink.
Most «waz By idomaivaly, testekkel, foglalkozva rdjéviink,
hogy itt sem lehet més a helyzet. Csak egy nagyon fontos
segédeszkoznek a hidnya érint kellometieniil : a rajzeszkozok,
a kérz8 és vonalzd segitségével torténd szerkesztés hidnya.
Testeket kozvetleniil kizdrdlag esak mintadarabok, tehat
ismét testek Gtjdn tudunk dbrazolni. Ha a testeket le akarjuk
rajzolni, akkor ezzel az R, idomait az Ry,-be helyezzik &t.
3 esak tgy tudjuk Oket lerajzolni, hogy egyik kiterjedéstik-
t61, vetitéssel, meglosztjuk Sket. Azt az el6bbi kijelentésiin-
ket tehdt, hogy testeket csak mintadarabokkal lehet &brd-
zolni, médositjuk : a geometridnak egyik fontos dga foglal-
kozik o feladat kozvetett titon val6 megoldédsival. A geo-
metria emez dgdn a De Monge kutatdsai 6ta szigord tudomd-
nyos eszkozokkel kifejlesztett dbrdzolé geometridt értjik,
azonban megértésének nélkillozhetetlen feltétele a sztereo-
metria ismerete. B kényvben nem lshet feladatunk, hogy a
geometridnak e fontos és hasznos, de az dltaldnossdgtdl némi-
képpen tavoldllé 4gdt tdrgyaljuk. Csupdn azért mutatunk
be egy idevdgsd rajzot, hogy némi fogalmunk legyen eszké-
zeir6l. A rajz elsd része azt mutatja, hogyan kell a két, illetve

113, dbra.
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hérom rajzsik elStt 4ll6 guldt elképzelni, a mésodik pedig
azt, hogyan forgatjuk be egyetlen sikba a gula harom vetiile-
tét. Tovabba a figyelmes szemléld azt is észreveheti, hogy
lehetséges valamely tdrgy képét pusztén szerkesztéssel is
megkapnunk. De mint mdr mondtuk, mindezt esak melléke-
gen emlitjik.

Még miel6th a sztereometria térgyaldsa sordn testekkel
foglalkozhatndnk, meg kell ismerkedniink a térelemek,
pont, sugdr és sik egymédshoz valé helyzetének kiiloniéle
lehet8ségeivel. Mar tudjuk, hogy egy egyenes vagy parhuza-
mos egy sikkal, vagy pedig metszi, ha nem fekszik egbsz
terjedelmében benne. Egyenes és sik metszése pont. Ha egy
egyenesnek 6s egy siknak két kézos pontja van, akkor az
egyenes egész terjedelmében benne van a sikban és barmelyik
pontja koriil forgathaté a nélkil, hogy a sikot elhagyna.
Ha két siknak van kozos egyenese, akkor ez a két sik metszés-
vonala. Ha két siknak kézds pontja van, akkor ez feltétleniil
a metszésvonalon fekszik! Ha két sfknak hdrom, nem egy
egyenesben fokvd kozds pontja van, akkor a két sik egész
terjedelmében osszeesik., Hallottuk mér azt is, hogy sikot
hérom nem egy egyenesben fekvd pont vagy egy egyenes
68 egy rajta kivill fekvs pont, tovibbd két egymdst metezd
egyenes teljesen- meghatdroz.

8fk normélisdn vagy sfkra merlleges egyenesen azt az
egyenest értjiik, amely mer8leges a talppontjan (a sikkal
val6 metszéspontjdn), keresztiil mend valamennyi egyenesre.
Elegend§ ugyan mdr az a feltétel is, hogy a normdlis a talp-
pontjdn keresztiilmend két egyenesre merlleges legyen.
De ha egy egyenes hdrom, egy pontjin keresztiilmend egye-
nesre merGleges, akkor ezek koziil barmelyik a mésik ketts-
vel meghatdrozott sikban fekszik. Bzt a tételt a gyakorlat-
ban az esztergapadon hagznositjuk, mert ha az esztergakést
egy forgd térgy forgdstengelyére merfleges egyenes mentén
mozgatunk, akkor az a tdrgyra a forgéstengelyre merdleges
sikot fog végni.

Léssuk most a pirhuzamossig fogalmét a térben. Eleve
vildgos, hogy a térben nem valamennyi egymést nem metszd
egyenes parhuzamos. A térben kitérd egyenesek is lehetsé-
gesek, tehdt eddigi feltételeinket azzmal kell kiegésziteniink,

Colerus : Pont. 14
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hogy a pérhuzamos egyeneseknek egy sikban kell fekiidniok.
Megforditva : a térben két parhuzamos egyenesen keresztiil
mindenkor fektethetiink sikot. Tovdbbd arra is kévetkez-
tethetiink, hogy két killonboz8 sikban fekvd egyenes csak
akkor lehet egymdssal parhuzamos, ha olyan harmadik sik-

114. dbra.

ban fekszenek, amely a két sik metszésvonaldval pdrhuzamos.
Két egyenes tovdbbd, amely ugyanarra a sikra merdleges,
pérhuzamos egymassal, s ha egy egyenes egyszerre két sikra
merleges, akkor a két stk parhuzamos egymdssal.

Hzzel mér elérkeztink két sik hajldsszogének kérdéséhez,
hisz a pérhuzamossdg 0 fok hajldsszéget jelent.

Léssuk el6szor az egyenes és sik altal bezért szog kérdését.
Kérdezziik, mekkora sziget zdr be az 4B, EB, DB egyenes
az MN sikkal? A felelet : sik és egyenes hajldsszogén min-
denkor az egyenes és a sikon fekvl vetiilete dltal bezart
szOget értjilk. A vetiiletet azonban tgy kapjuk meg, ha az
egyenes valamely pontjibol (rajzunkon ez a pont a hérom
egyenes kozos B pontja) merlegest htzunk a sikra és a
merSleges talppontjdt az egyenes talppontjdval dsszekétjiik.
fgy kapjuk a hajldsszoget, esettinkben az a, 8 és ¢ szogeket.
Ervényesek a kovetkez6 nagyon konnyen bizonyithaté téte-
lek : sik és egyenes el6bb koriilirt hajldsszdge a legkisebb
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ama szdgek kozt, amelyeket a ferde egyenes a sikban fekve
63 a talppontjdn keresztiilmend egyenesekkel bezdr. Mellék-
szoge ennek megfelelfen a legnagyobb. Nagyon fontos az a
tétel is, hogy ha egy sikot ferde szoghen metszd egyenes
talppontjdn keresztill a sikban az egyenes vetilletére merSle-
gest huzunk, akkor ez magdra az egyenesre is merdleges.
ezt 14tjuk a 114. képen az 4 pontban megrajzolva. B tételnek
két megforditisa lehetséges : ha egy sikot ferde szogben metsz6
egyenes talppontjin keresztiil az egyenesre a sikban merdle-
gest htzunk, akkor ez a ferde egyenes vetiiletére is merdleges ;
tovabba : ha a sikkal ferde szdget bezdr6 egyenes és a sikban
fokvd 63 az el6bbi egyenes talppontjdn keresztiil huzott
egyenes egy harmadik egyenesre egyszerre merGleges, akkor
a mésodik az elsfnek a vetiilete a sikon.

Bzzel megismertilk az egyenes és sik hajldsszdgének a
fogalmdt. Mit kell azonban két sik hajldsszogén érteniink?

115. abra.

Kikeressiik a legkisebb szdget, amelyet a két sik bezdrhat
és ezt tekintjilk hajlasszogiitknek. A hajldsszog meghatdrozds
ezzel a k6vetkezd : két sik hajldsszogét a sikok egy-egy olyan
egyenese zdrja be, amely a két sik metszésvonaldra ammak
egyik pontjdban merbleges. A 115. képen l4thatjuk, hogy az
egyenesekkel bezdrt szogekhez hasonlé modon itt mellék-

14*
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hajl&sszdgrél, esticshajlisszdgrdl beszélbetink, tehdt az egye-
nesek 4ltal bezdrt szogekrll tanultak itt is érvényesek. Ha
tovdbbé valamely sikra merlleges egyenesen kereszbill sikot
fektettink, akkor ez a hajldsszogrdl tanultak alapjdn az
elébbi sikra mer Gleges lesz. Az anal6gidt tovdbb is fejleszt-
hetjik : ha pirhuzamos sikokat valamilyen sikkal metszink,
akkor a hajldsszdgekre érvényesek azok a tételek, amelyeket
a sfkban pérhuzamos egyeneseknek egy tovébbi egyenessel
val6 metszésénél tanultunk stb.

HARMINCEGYEDIK FEJEZET.

Testszogletek, Euler tétele, szabalyos testek.

Most, amikor mdr tidlestiink a térgeometria elemeinek
kissé unalmas megismerésén, megdllapithatjuk, hogy nem
tettiink mdst, mint hogy a sikgeometria ismert tételeit a
térbeli viszonyokhoz alkalmaztuk. Tovébb megytink tehdt
egy lépéssel és olyan idom felé forditjuk figyelmiinket, amely
8 sztereometridban éppen olyan fontos, mint a hdromszég
vagy a sokszog a sikgeometridban. HEz az idom s testszoglet.
Azt az idomot értjiik ezen, amelyet a hozzéd nem értd laikus
legszivesebben nyitott gulénak nevezne. Tudoményos nyel-
ven gy hatdrozhatnék meg, hogy egy pontban taldlkozoé
hdrom vagy t6bb sikkal hatdrolt térrész. Igaz, ha hérom
vagy t6bb sik taldlkozik egy pontban, akkor egynél t6bb
testszoglet keletkezmik. Harom sik taldlkozdsa a tereb nyolc
testszogletre osztja, aminthogy két egyenes metszése is négy
szoget ad a sikban.

De amint a szdg szdmdra is tudtunk oly médon irdnyo-
kat megadni, hogy azok & szdgeket egyértelmfien meg-
hatdroztdk, gy a testszogletek kozil is kivdlaszthatjuk az
egyiket.

A testszdglet alkotérészeinek megvannak a szokdsos
elnevezéseik. A sfkok metszéspontjdt (a képen 4) a testszoglet
esticsdnak szokds nevezni, a sikok metszésvonalai a test-
gzoglet élei. A sfkok maguk a testszdglet oldalai, nagysdgukat
8 hatdrolé élek dltal bezdrt szdgekkel adjuk meg. Més néven
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i16. dbra.

ozek a testszoglet élszdgei. A testszoglet szdgel, vagy mésképp
lapszogei a hatdrolo sikok 4ltal bezdrt szdgek.

Bgy pillantds a képre meggydz arrdl, hogy sikgeometriai
tételek ogbsz sorat dtvihetjiuk a testszogletekre, ha ezelet
sikokkal metsszitk. Itt emlitjiik meg, hogy olyan testszdgle-
tekkel nem szokds foglalkozni, amelyeknek beugré élitk van.
Az oldalsikok megfeleld meghosszabbitésdval ezek mindenkor
kikiiszobolhetSk.

Allitsuk ssze most a testszdgletekre vonatkozo legfonto-
sabb tételeket :

1. Minden héromoldala testszdglet (triéder) két oldaldnak
dsszege nagyobb a harmadik oldalndl.

2. Minden héromoldalti testszoglet két oldaldnak kiilonb-
sége kisebb, a harmadik oldalndl.

8. Minden testszoglet oldalainak osszege kisebb, mint
négy derékszég. (Ha eléri ez az dsszeg a 860 fokot, akkor
az oldalak mér sikban fekszenek és nem adndnak testszdgle-
tet.) Fnnek megfelelfen a testszogletek oldalainak Gsszege
0 és 860 fok kozt van. ]

Most egy id6re abbahagyjuk a testszigletekkel valg
foglalkozdst és a sztereometria egyik legfontosabb tételg:
fogjuk megismerni. Ez a tétel a poliéderekre vonatkoy,y
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Buler-tétel. Poliéder olyan, minden oldalr6l zért, térbeli
idomot jelent, amelyet sikok hatérolnak. A sikok a poliéder
lapjai, ezek metszésvonalai az élek, az élek és lapok viszont
a cglicsokban futnak oOssze. Ha a lapok, élek és esfiesok
szamdt sorban L, E és C betfivel jeloljik, akkor Euler tétele
sgerint L-+C=FE2, vagyis dap plusz cstes egyenld él plusz
kettd». Bizonyitdsa nem volna nehéz, csupin nekiink kissé
hogszadalmas. A poliédereknek azonban Huler-féléknek kell
lenniék, vagyis nem szabad, hogy gylrlszerfi sokszdgek
hatéroljdk, sem pedig, hogy bemélyedéseket vagy tiregeket
tartalmazzanak. B tétel vizsgdlatdval kimutathatd, hogy
hénytéle négy-, ot- stb. lapd polibdder képezhetd kiilonféle
megszorité feltételek megtartdsa esetén. Minket sokkal
inkdbb érdekelnek a szabdlyos poliéderek, szabdlyos testek
vagy még misképp a «Platon-féle testeln. Bz a nevitk onnan
szarmazik, hogy Plato egyik dialégusdban (Theaitetos) is sz6
van rbluk. ‘

Mit neveziink tulajdonképpen szabdlyos poliédernck
vagy méasképpen szabalyos testnek? Olyan testeket nevewiink
igy, amelyeket egybevidgd, szabdlyos sokszogek hatdrolnak
s amelyeken a testszdgletek is egybevdgdk és szabdlyosak.
Mivel testszogletet hdromndl kevesebb oldal nem hatdrolhat,
azonnal megmondhatjuk, hogy mely szabdlyos sokszégek
vehet6k egydltalén szabdlyos test alkotdse szempontjabél .
figyelembe. Egy szabidlyos n oldald sokszdg egyik szoge,

mint tudjuk, q=2R— -iig Mivel legaldbb hdrom kell bel8le

testszoglet alakitdsdhoz, az egy pontban Osszefuté szdgek
daszege (2R———i'r?—) .8 =6R— %R- =6R n;2
testszdglet oldalainak Gsszege sem haladhatja meg a 4B=860

fokot, “=2 feltétlenil kiscbb, mint =. De n logkiscbb

értéke 8, mert a szabilyos sokszignek legaldbb hérom oldala
van, legnagyobb értéke pedig 5, mert n=06 esetén %T2=§
és mér nem felel meg el6bbi feltételeinknek. fgy tehdt sza-

balyos testet hatdrold sokszog esak a hiromszdg, a négyszog

. De mivel egy
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68 az OtezGg lehet. De alkothatunk testszogletet héromndl
t6bb oldalbsl is. Valéban, 4 és 5 héromsz(jgbgl is Gssze-
illeszthetiink testszogletet, mert 4.60°=240° 55'5.60°=500°.
Hat hdromszég mér nem fordulhat el6, meyt 6.60°=860°,
tehdt meghaladja a megengedett mértéket, Négyzetekbbl
alkotott testszoglet esak hdromoldalt lehet, mart §,90°=270°,
de 4-900 mér ismét 360 fOkOt ad. Végul még az dtszog:
hérom otsz6g (8.108°=324°) még haszndlhats, négy mir
nem (4.108°=482°>860°).

A szabilyos testek sorban a kovetkezdk ,

Szabdlyos hiromszogek hatéroljdk a tetragdert, az okta-
éder és az ikozaédert.

Tetraéder Oktaéder Ixozaéder
117. dbra.

A tetraéder testszogletei hiromoldalfiak, van I.=4 lapja,
C=4 csticsa 68 E==06 éle. Az oktaéder tesigzigletei négy-
oldalaak, L=8, C=6, E=12. Az ikOZ&éder testszﬁgletei
gtoldalaak, =20, C=12, E=380.

]

Hexaéder Dodekaéder
118. 4bra.

Négyzetel hatdroljdk a hexaédert, a kogkst. Testszog-
letei esak héromoldaliak lehetnek, L==, C=8, E=19.
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Szabilyos 6fszogek hatdroljdk a dodekaédert. Testszog-
letei szintén hdromoldaldak, L=12, C=20 és E=30.

Az el6bb levezetettok szerint t6bb szabdlyos test nem lehet.

Azonban vannak még dgynevezett félig szabdlyos vagy
Archimedes-féle testek. Hatdrlapjaik ugyan szabdlyos sok-
szogek, de nem egyenlSk : példdul szabilyos hdromszogek és
négyzetek egy testen vegyesen is elbfordulhatnak. A test-
szogletek pedig egybevigdk ugyan, de nem szabdlyosak. Egy
ilyen félig szabélyos testen legfeljebb hdromféle szabslyos sok-
szog fordulhat el6, pl. haromszog, négyszig és 6tezdg (szdgeik
Gsszege 60°--90°4-108°=258°, tehdt ezekbll testszdglet
alkothatd), vagy héromszég, négyszog és hatszog (60°4-90°-+
4-120°=270°), de négyféle mdr nem, mert ebben az esetben
a 8z0gek 6sszegének minimumas: 60°--90°4108°4-120°=878°,
tehdt t6bb mint a megengedett 860°. Nem boesitkozhatunk
részletekbe, csak megemlitjik, hogy 12 kétféle sokszoghdl
416 és 8 hdromféle sokszogbdl 4ll6 Archimedes-féle szabdlyos
test van.

Végiil emlitsiik meg azt is, hogy a félig szabdlyos testek
egyik fajtdja a romboederek csoportja. Kzeket csupa egybe-
v4g6 rombuszlap hatdrolja, s jelentds szerepitk van a kristdly-
tanban. Legegyszeriibb a rombhexaéder, a «ferde kockans.
De van rombdodekaéder stb. is.

HARMINCKETTEDIK FEJEZET.

Cavalieri tétele. Kobtartalom-mérés.

Barmennyire érdekes lett volna Euler tételét részletesen
megismerni vagy tovdbbi kovetkezményeivel és kapesolatai-
val foglalkozni, sajnos, itt mégis abba kell hagynunk, vissza
kell térniink a testemigletek vizsgdlatéhoz, s ezeknek tulaj-
donségait fogjuk az 4ltaldnos poliéderekre alkalmazni.

Az R ban nemesak egybevig6sdgrél és hasonlésdgrol
beszélhetiink, hanem ezekhez tirsul harmadiknak s szim-
metria is. M4r utaltunk egy izben arra, hogy szimmetrikus
testeket 1igy lehet egymdssal fedésbe hozni, hogy egy maga-
sabb dimenzi6ba kiemeljiikk és abban dtforditjuk fket. Az
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R-en beliil két drdnyitotty tdvolsdgot nem lehet egymdssal
fedésbe hozni. Szimmetrikusak maradnak akkor is, ha egy-
mésra toljuk Gket, mivel irdnyuk mindenkor eltér6 marad.
Bz az «rdnyitottsigy egydltaldin nem esupdn 4llitdsunk bizo-
nyitdsdra kitaldlt tigyeskedés. Képzeljiink el a két tdvolsd-
gon szimmetrikus fekvésti, de egymdstol kilénbdz8 tdvol-
sagra lev8 pontokat és azonnal be kell 14tnunk s kongruencis-
boz sziikséges dtforditds jelent8eégét.

S
D C BA AR ¢ D

119. dbra.

Tologatdssal nem fog sohasem sikeriilni 4 és A4’, B és
B’ stb. pontokat egymdssal egy id6ben fedésbe hozni. Az
R,-ben mar nem lesz akadaly, ott mar megtudjuk forditani
a tdvolsigot. Az R,-ben ugyanaz a helyzet. Szimmetrikus
béromszogeket az By-ba kell kiemelniink, ha egymdsra akar-
juk ket helyezni. De nines ember, aki szimmetrikus test-
szogleteket az Rg-ban egymdssal fedésbe tudna hozni. Ilyen
szimmetrikus testszdgletpdr keletkezik példdul, ha valamely
testszoglet éleit a cstieson tal meghosszabbitjuk. Hzt a
westicstestszogletety az R,-be kellene kiemelniink, hogy a
pérjdval azonos fekvésbe fordithassuk. Az Rs-ban csak
onmagdba fordithatnék ki, mint a keszty(ivel szokds. Ez az
oljards elképzelhetd volne egy hdromszdggel is a sikban,
ha egyik estiesdt erbszakkal keresztiil hdzzuky az egyik olda-
lon. Vagy az egyenest az osztopontokkal rendkivil vékony
témlének tekinthetnlk, s annak mintdjira prébdlndk kifor-
ditani. De hogy ez mennyire esak 6ndmitéds, azonnal kideriil,
ha mondjuk, ecipdre gondolunk, amellyel kapesolatban
dkosztytiszerty kiforditds mdr aligha képzelhet§ el.

Poliéderek akkor egybevdglk, ha megfelel lapjaik és
szogleteik egybevdgbk. Ha azonban a megfelel§ alkatrészek
kozt szimmetrikusak is vannak, akkor az egész idomndl
csak szimmetridrol beszélhetiink. A jobboldal-baloldal problé-
méja, amely az R,-ben 8 az Byben magasabb rendd térbe
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emelkedéssel megoldhatévé, valt, az Rg-ban abszolat jelentd-
ségre tett szert. B problémadrdl az utolsé fejezetekben még
sok meglep8t fogunk olvasni.

De most ldssuk a kébtartalom-mérést, az utolsé feladatot,
amellyel a sziereometridval kaposolatban még foglalkozni
fogunk. Amint a stk idomok teriiletét egységnyi négyze-
tekkel mérjiik, ngyantigy a testek kobtartalménak mérésére
hosszegységnyl oldald kockédk szolgdlnak. A kubatura a
kvadratura mintdjdra megy végbe, s nem kell magyardzni,
hogy 5 olyan kockaréteg, amelyek mindegyike 8 egység
hosszti 63 8 egység széles, 5.8.8=120 egységkockdt tartal-
maz. Sikban a téglalap teriiletét hosszisdg, szorozva szélesség
adja, térben viszont hosszisdg, szorozva szélesség szorozva
magassdg a kobtartalommérés alapképlete. De a geometria
tudésainak legnagyobb probléméi kozé tartozik az, hogy
teriilotmérés és térfogatmérés kozt az dtmenet szigorian -alig
taldlhaté meg. Tt vagy rendkiviil kezdetleges eszkondkkel kell
megelégedniink, vagy éppen fels6matematikai eszkozoket
kell igénybevenniink, ha ezek még oly egyszeriiknek ldtsza-
nak is. Hls8sorban Cavalieri tételére gondolunk itf, amelyet
a térfogatmérés egyik alaptételének, alapelvének kell tekin-
tentink.

Alljon rendelkezésiinkre kiilonféle alakd, de tegyiik fel,
egyforma alapteriileti lemezeknek egész sora. Minden kiilons-
sebb magyarazat nélkil vildgos, hogy a rajzon l4thato kiilon-

AN o @ @

120. 4bra.
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féleképpen ferde tornyocskémknak a kébtartalma egyenld lesz,
tekintve, hogy egyenlo szdmd, egyenlS teriilett lemezbdl
gllnak. De a dolog mégsem olyan teljesen vildgos, miné
amilyennek az els pillanatban létszik. Hisz csak azt tudjuk
valamennyi lemezr8l, hogy teriiletiik egyenls. fgy a lomezeket
mindig vékonyabb és vékonyabb lemezekre hasitva kell
képzelniink, mig végtelenill vékony és finom lemezekhes
jutunk, hogy azt mondhassuk, hogy val6ban egyenlfk. De
arra viszont ninesen semmilyen bizonyitékunk, hogy akdr
végtelen sok ilyen nagyon vékony lemerz Gsszege véges. Liten
mar ismét a folytonossdg problémdjira bukkantunk. Mégis
megbizhatunk a Cavalieri-elvben, mert eddig még sohasem
jutott ellentétbe a tapasztalattal és minden koézvetett mate-
matikai ellenbrzést kidllt. Maga a tétel igy sz6l: Ha tobb
testet parhuzamos sikokkal metsziink és az egy sikban fekvd
metszetek teriilete egyenls, barhol vettiik fol a metszdsikot,
akkor a testek kibfartalma is egyenld.

Cavalieri tétele nem egyéb, mint kib&vitett térbeli meg-
felel§je Euklides ama parallelogramma-tételének, amely sze-
rint minden olyan parallelogramma terillete egyenls, amely-
nek alapja és magassdga egyforma.

Most, hogy mdér birtokdban vagyunk a sztersometria
gzémos alapfoga,lmanak l4ssuk sorban a legnevezetesebb
tosteket, kivéve a mdr eddig tdrgyaltakat.

1. A hasdb. Poliéder, két pirhuzamos és egybevagd
Bokszﬁg hatérolja alul és f6lil, oldallapjai parallelogrammdlk,
még pedig annyi, ahdny oldala a két alapsokszognek van.
Az alaplapok oldalainak szdma szerint hérom-, négy- sth.
n-oldalt hagdb a neve.

Altalédban jegyezziilk meg, hogy valamely test feliilotén
valamennyi hatdrolé lapja teriiletének Osszegét. . értjik.l
Hagdbndl tehdt az oldallapokat és a két alaplapot. Ha egy
papiroslapra ezeket a foliileteket Ggy rajzoljuk le, hogy beldle
a megfelel8 test modelljét Gsszehajtogathatjuk, akkor a test
ilyen vetiiletét a test hdlézatdnak nevezziik. Nagyon ajédnljuk

1 Viszont egy test kdpenyének vagy paldstjinak felszine valamennyi
oldallap teriiletének Gsszegét jelenti az alaplap vagy alaplapok teriilete
nélkil.
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minden olvasénknak, hogy rajzoljon ilyen hélézatokat és
allitsa Ossze belSlik a megfeleld testet, ha a satereometridban
jértassdgra akar szert tenni.

A hasdbnak a kovetkez§ kiilonleges fajtéit kiilonboztet-
hetjitk meg :

a) Egyenes has4b. Valamennyi oldaléle merlleges az
alapra. :

b) Szabdlyos hasdb. Alapja szabdlyos sokszdg.

¢) Parallelepipedon. Alaplapja is parallelogramma.

d) BEgyenes parallelepipedon. Oldalélei merdlegesek az
alapra.

¢) Derékszogti parallelepipedon. Egyenes parallelepipedon,
amelynek alapjai derékszogll négyszogek. ‘

f) Kocka. Derékszdg parallelepipedon, amelynek min-
den éle egyforma hosszi, vagy ami ugyanaz, valamennyi
hatdrolé lapja négyzet.

A pérbuzemosakra vonatkozd tételek segitségével be-
bizonyithato, hogy az alapsokszdgek és a velitk parhuzamos
sikmetszeth8l adodé sokszogek egybevdgdk. Mivel a derék-
szogl parallelepipedon kobtartalmét hossztisdgdnak, széles-
sbgének és magassdgdnak kezdete, vagy ami ugyanaz, alapja
teriiletének és magassdgdnak szorzata adja, ezért Cavalieri
$6telébll kovetkezik, hogy valamennyi hasdbnak kébtartalmst
e képletbdl kapjuk ; hisz minden metszetét egyenls terilletiinek
tekinthetjiik egy megfeleldn vdlasztott parallelepipedonéval.
A hasdbok kiilonleges alakja a henger, amely éppen tgy
tekinthet8 végtelen sokoldald hasdbnak, amint a kér vég-
telen sokoldaltl sokszog. A hasdbra vonatkozo tételeket tehat
azonnal alkalmazhatjuk a hengerre is, igy annak kébtar-
talma 72rm (ha 7 az alapkor sugara és m a henger magas-
séga). Az ellipszis terillote abz, igy az elliptikus henger kob-
tartalma abrm. (a és b az ellipszis féltengelyei, m a henger
magassdga.) )

9. A gila. Alapja sokszog, ennek csticsait kotik Ossze
oldalélei egy ponttal, & csticsponttal. Két-két szomszédos
oldalél és egy alapél egyiitt hdromszogeket ad. Kiulonleges
gila a ktp, mert alapja végtelen sokoldalt sokszdg.

A gialdkra vonatkozé alaptorvényszerliség szerint ag
alappal pirhuzamos silimetszetek hasonlék az alaphoz, de
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ezt wér a projektiv geometridbél is tudjuk. Teriileteik ugy
ardnylanak, mint a cstestél mért tévolsdgaik négyzetei.
Az utébbi Osszefiiggbs planimetriai torvényekkel konnyen

igazolhato.
Galék térfogatdnak meghatdrozésdra a basdbbél indulunk

ki, még pedig a hiromoldali hasibbél.
F

121. 4bra.

Azt 4llitjuk, hogy minden hdromoldald hasib hdrom
egyforma kobtartalmd galdra bonthaté. Vegyiik elGszor
szemiigyre a rajzon az ABCD és a BCDE gtlit. Alapjuk
teriilete egyenl6 (4BD és BDE egy parallelogrammanak
két fele), esticsuk kozos (C), tehdt magassdguk is egyforma.
(A C pontbdl az ABOD sikra bocsdtott merSleges hossza.)
Igy a két gila kobtartalma is egyforma, mert az el6bb
emlitett ardnyossdgi tétel szerint a cstiestél egyforma tdvol-
sdgra levl, az alappal pdrhuzamos sikmetszetek teriilete
egyenld. Legyen az alap (tertilete T) a cstiest6l M tdvolsdgra
és a cgioestél M’ tdvolsdgra lovs sikmetszeteket hasonlitsuk
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Ossze (teriiletik az egyik gd@ldban i, a mdsikban ¢'). Akkor az
egyik gtldban T :{=M?:M’?; a mdsik gtldban pedig
T:t'=M2: M?; de ekkor t=t'. Tehat Cavalieri tétele sze-
rint a két ghla kobtartalmdnak iz egyenlének kell lennie.
Most ugyanigy kimutathatnék, hogy BCDE és a CDEF
gtldk (kozds estiesuk a D pont) kébtartalma egyenl6. De
ilyen kériilmények kozt 4 BCD gla = BCDE gila = CDEF
gtla. Minthogy pedig kobtartalmuk egyiitt a haséb kobtar-
talmat adja, egynek-egynek a kobtartalma a hasdbénak a
harmada. Ha tehdt a hasdb kébtartalma V=a,.m, a galdé
a;m

3
alakithatunk, Cavalieri tételének ismételt alkalmazdséval a
héromoldalti gtla kobtartalméara vonatkozd most taldls kép-
letet minden sokszogalapt gtldra kiterjeszthetjiik. Ezzel az
altaldnositdssal a kiap kébtartalmét is a vele egyenld alaph
6s magassdgh henger kobtartalmdnak harmadéval egyenls-

. Mivel tudjuk, hogy minden soksziget hdromsz6ggé

2rr
nek mondhatjuk. Ezért a korkip kobtartalma ¥ = z ",
s ., abaxm
az elliptikus kapé L

Tébb swtereometriai képletet mdr nem sorolunk fel,
megtaldlhatndk birmely képletgyiijteményben. Levezetésik
is egyszert, t6bbnyire csak planimetriai ismereteket igényel.
Taldn folosleges is emliteniink, hogy a trigonometridnak is
és a folsbbb analizisnek iz jelentls szerep juthat a sztereo-
metridban. Osak az integrdlszdmitds segitségével tudjuk
példdul bonyolultabb gérbe feliiletekkel hatdrolt testek,
kiilonosen forgdstestek kobtartalmdt meghatdrozni. Forgds-
testek akkor keletkeznek, ha egy gorbét tengely koril for-
gatunk. A legszabdlyosabb forgéstest a gomb. Bzzel kiilon
fejezetben fogunk foglalkozni, de el6bb még azokat a felada-
tokat akarjuk megismerni, amelyek nagyon sokkal eldre
vitték a geometridt azédltal, hogy megolddsuk a szokdgos
eszkozokkel (kérzével és vonalzéval) nem lehetséges.



HARMINCHARMADIK FEJEZET.

Szog harmadolas, kér négyszogesités
és kocka kétszerezés szerkesziéssel.

E hdrom, hires, klasszikus feladat kozil eldszir a szogek
harmadoldsat nézztik meg kozelebbrél.  feladatot Nikomedes
gorég matematikus oldotta meg elsének, igaz, nem korzbvel
és vonalzéval, hanem egy kiilénleges gbrbének, a conchois-
nak, kagylégtrbének felhasznildsdval. Forgassunk egy sugarat
egyik pontja, P kériil. Forgds kozben e sugdr messen egy
adott g egyenest. A conchoist a forgé sugér ama két pontja
irja le, amely a sugdrnak a g egyenessel valo metszéspontjdtol
adott g tdvoledgra van. Aszerint, hogy a g egyenes a P pont-
61 (polustol), g-ndl nagyobb, ¢, vagy ¢-ndl kisebb tdvolsdgra
van, a conchoisnak a képen ldthaté hdrom alakja kelet-
kezik, Szégharmadoldsra kozilik a harmadik, hurkolt alakot
fogjuk haszndlni. (122. dbra.)

A szdgharmadolds menete a kovetkezd elgondoldson
alapul : Vegyiink fel a harmadolandé a szog (cstiesa az O pont)
egyik szdran tetszés szerint egy pontot (128. dbra). Ez leaz
az eldbbi P pont, a pélus, a sz6g mésik szdra pedig & g egye-
nes. Hazzunk az OP=r sugdrral az O pont koril kort, s
tekintsitk ugyanazt a tdvolsdgot az el6bbi szerkesztés g tdvol-
sédgdnak is. Ezekkel az adatokkal szerkessziink conchoist.
A conchois az E pontban metszi a kért, az B pontot a P-vel
6eszekotd egyenes a @ pontban a g egyenest. A conchois
tulajdonsdgai kovetkeztében az EQ tdvolsdg = g=r. Két
egyenlGszdra hdromszoget kaptunk : egyik a POR hiaromszog,
a mdégik az OEQ hdromszog. Mindkettdnek a szdrai egyfor-
mén ¢ hosszsdgiak. A g sz6g az OE(Q hiromszog kils§
sz0ge, tehat g=2y. A POE hiromszégben pedig 28--(180°—
—a—y)=180°, tehdt a+r=28. (Ezt az Osszefiiggést a rajz-
rél kozvetleniil is leolvashattuk volna.) A két egyenl8séghdl
kévetkezik, hogy a-ty=4y, tehdt a=3y. A ; szog tehdt
az ¢ sz0g harmada, s ezzel feladatunkat megoldottuk. H szer-
kesztés gyakorlati megvalésitdsdra mér az Gkorban is szer-
kesztettek késziilékeket, tgynevezett conchois-korzdket. Na-
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122. dbra.
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gyon egyszerll az ilyennek a szerkezete. A g egyenest egy
vonalzé-féle, nevezziik «ll6 radnaky szolgdltatja, amelynek
egy hagitéka van egy mdsik rfid («mozgd rtdy) végének
vezetésére. Bzen a mozgd r}"ldon nyer elhelyezést az {ro-

csties, akdresak egy rudkorzén. Azonban e rad hosszdban
is van egy nyilds, ebbe keriil a P pont rogzitésére azolgdls

123. 4bra.

szeg felsd csapja, s ezzel biztositottuk, hogy a mozgd rid
mindenkor keresztiil menjen a P ponton. Az iréestcsnak
é3 a mozrgé ridnak a vonalzéra es§ végének tdvolsdga az
ol6bbi g tdvolsdg.

Szerkezetiinket a kovetkez8képpen haszndljuk : a vonal-
z6t elhelyezziik a harmadoland6 szég egyik szdrdn. A mozgé
rd végét a szog csticsdra toljuk, s az fréesucesal o kézéppont
kori! kért rajzolunk. A koérnek és a szdg mdsik szdrdnak
metszéspontjdba leszirjuk a P pontot jelent§ sziget, ré-
fzzik a mozg6 rudat és megrajzoljuk & conchoist. A conchois-
nak 68 a kirnek a metszéspontjdt a P ponttal Osszekdtd

Colerus : Pont. iR
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egyenes a g egyenessel egyiitt megadja a keresett szdghar-
madnyi szdget.

A kor négyszdgesitése a masodik klasszikus feladat,
amelynek megolddsdn annyian féradoztak sikertelentil. Elg-
" 9z0r ogy kozelit§ szerkesztést mutatunk. Ezt a szerkesztést
Quoika osztrdk esredes 1934-ben egy ropiratban hozta nyil-
vénossdgra. Ebbél a ropiratbél szarmazik a kovetkezd rajz
is. Rajzoljunk az xy egyenes egyik pontjit kozéppontnak
véve tetszésszerinti sugdrral kort. Vilagszunk valamely
tetazésnzerinti tdvolsdgot egységnek és xy egyenesre mérjiink

D Q
{
[y
o a o
=
L
\J {
X Y
L "
44 (9374)
124, abra.

fol 4'4 (98-74) egységet. lgy adodik ae OC tdvolsdg. (A zéré-
jelben 1é6v6 szdmok ugyanezzel a szerkesztéssel pontosabb
eredményt szolgé,lbatnak) A C pontban emeljiink merSlegest
az OC-ro 68 erre mérjink fol 2:8 (49), az el6bbivel egyforma
nagysdgl egységet. 1gy kapjuk a D pontot, s ha a D pontot
az O kozépponttal dsszekitjik, az Osszekotd egyenes B pont-
ban metszi a kort. Ha a B ponton keresztiil az xy egyenessel
pérhuzamos hart hizunk, akkor a vele mint oldallal rajzolt
négyzet terilete jo kowelitéssel azonos a kor teriiletével.
A uzerkesztés igamoldsa egyswerfl, s egytuttal megkapjuk azt
is, hogy mekkora hibdt kovetink o, ha a négyzet teriiletés
a kor teriiletével azonosnak tekintjik. A kor négyszogesitésé-
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nek feltételi egyenlete a?=12r (r a kor sugara, a a kor teri';~
letével egyenld teri'lletﬁ négyzet oldala), ebbdl 71'=%
Az AOB héromszogbdl ——r cOo8 Z, tehét— 2.608 q¢ 68

=4 cos® a=m. A nagyobblk 00D haromszogbél viszont

2
cosa= % és oos?g= —3—%—2— Pythagoras tételével cos®a=

447 98-742
P IIE, a pontosabbik esetben pedig cos?a= I 057,

Pa, a fent kijelslt smdmitdsokat elvégezziik, az - eredménye-
ket 4-gyel megszorozzuk, akkor az els§ esetben 7=38141582,

a mésodikban pedig z=8'141594 kozelit§ értékeket kapjuk,
a helyes m=8'141592... érték helyett. A hiba els§ esetben

kigebb, mint a mésodikban pedig kisebb, ming

L
100,000,

000,000 tehdt a gyakorlat szabta kévetelményeknek telje-

sen megfelel. Quoika még megjegyzi, hogy az eddig ismert
legpontosabb kozelitl szerkesztés Kochanski jezsuita atyé-
t6l szdrmazik, 1685-bdl, s abbdl 7=8'141583 adédik. A hiba

6
tehét kb. 166000

Itt akarjuk megjegyezni, hogy az Snmagukban véve igen
kitting kozelitd szerkesztések mit sem védltoztatnak azon a
tényen, hogy kérzdvel és vonalzéval & kirrel egyenld teriileti
négyzet nem szerkeszthetl. B helyen ezt nem bizonyithatjuk,
nagyon messzire letérnénk utunktol, meg is haladja tudésun-
kat. Csak azt emlitjilk meg, hogy a =, mint Lindemann
bebizonyitotta, transzcendens szdm, s a szerkesztés lehetet-
lensége ebbll kdvetkezik. De Gjabban sikeriilt olyan szerkesz-
tést taldlni, amely teljes pontossdggal megadja a kér terfi-
lotét, 8 az eljdrds hibdi nem az elvbdl, hanem csak az esz-
kozok pon’&a.tlansagalbol ad6édnak. A ezerkesztés a Vietoris
t6l feltaldlt, Ggynevezett evolvenskdrzs segitedgével t6rténike
A korevolvens 8 splré.hsok egyik fajtdja. Akkor keletkezik,
ha a kérhoz érint6t htzunk, s ezt az érintét a kor keriiletén

16%
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cstszds nélkill végiggorditjik. Ha ez eljdrdsunk kozben a
gordild érintd egyik pontja myomot hagys, akkor a kelet-
kezett gbrbe korevolvens. Ha @myomot hagydy pontnak azt
a pontot vélasztjuk, amelyben az egyenes a kort eljdrdsunk

125. dbra.

kezdetekor érintette, akkor a yomot hagyé» pont és a min-
denkori érintési pont kozti tdvolsdg a mér elhasznilty kor-
fvvel egyenl§ hosszi.

Hzzel az eljdrdsunkkal a kor keriiletét mintegy dkiegyene-
sftettitky, rektifikéljuk. Ha tehdt evolvens korzénk segitségé-
vel, mondjuk a kor negyedrészét kiegyenesitettiik, akkor a
kvadratura probléméja megolddst nyert. A negyedkér keri-

lete ugyanis %T- a kor teriilete vz, tehdt a kapott, negyedkér

fvhosszénak megfelelS tédvolsdg f616 2r magassdga téglalapot
rajzolunk, akkor annak a terillete valéban egyenl§ lesz a
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korével. A téglalapot pedig, ha kedviink tartja, a mdr ismert
szerkesztésekkel bérmikor négyzetté alakithatjuk.

Az ovolvens szorkesztése az Ggynevezett evolvenskorzdvel
torténik. Ennek igen egyszert a szerkezete. Bgy egyenes rad
egylk végén t van s ezzel forgathatén valamely feliilethez
erGsithetd. (Akdresak egy korz8.) Ehhez az els rtdhoz
cstisztathatéan kapesolédik egy mésodik rad. Bz az utébbi
mindenkor mer8leges az elsbre, s cstisztathatésdga kovetkez-
tében annak bérmelyik pontjéhoz rogzithets. Ugy éllitands
be, hogy a keresatrtid a mérendd kor érint6je legyen. A kereszt-
ridon koesi cstszkdlhat, ez hordja a sugdrirdnyd rad felé
fordult oldalin a rajzolé hegyet. Bz a koosi kis, élesfogt
fogaskerékkel t4maszkodik a rajzpapirosra. Ha az egész
szerkezetet a kozéppont koril forgatjuk, akkor a keresztrid
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126. dbra.
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a kereket, tengelyénél fogva, a mindenkori érintGvel par-
huzamos helyzetbe hozza, az éles fogak ellenallnak a fordités-
nak, eredményeképpen a koesi a keresztradon kifelé estiszik
és a ceruza korevolvenst rajzol. A keresziradnak a sugdr-
irdnyh rid és a rajzolé hegy kézotti része pedig az addig
lefejtett korkeriletet mutatja. A szerkezet, mint mér emli-
tettiik, L. Vietoris (Innsbruck) taldlmdnya.l

A Kklasszikus szerkesztési feladatok kézt utolsénak az
ugynevezett ¢delosi problémdty emlitjitk. (A kocka kétsze-
rezésének problémdja, «duplicatio cubi.)

A monda szerint Minos krétai kirdly kockaalakd sir-
emléket emelt fidnak. De ez, az épitész hanyagsiga kovet-
keztében thlsdgosan kicsi lett. Elhatdroztdk tehdt, hogy a
100 14b magas mérvinykockdt lebontjik és helyette kétszer
akkora térfogat kockdt épitenek. De a matematikusok nem
boldogultak az 4] kocka élhosszédnak kiszdmitdsdval. Masik,
szintén klasszikus monda szerint a delosi ordkulum egykor
azt a tandesot adta az athenieknek, hogy a Delos szigetén 4116,
Apollénak szentelt, kockaalakt oltdr helyett kétszer akkora
és szintén kockaalakii oltdrt 4llitsanak. Athénben ugyanis
pestigjdrviny dithongott, s a betegséget Apollo haragja ko-
vetkezményének tulajdonitottdk. Minthogy a kor geometria-
tudésai nem tudték a feladatot megoldani, Platohoz fordul-
tak az athéniek tandesért. De § dllitélag azt vélaszolta, hogy
az istennek nem annyira a kétezeres terjedelmi oltér a fon-
tos, kovetelésének inkdbb az volt a célja, hogy e feladatdval
a geometria tudomdnydnak miivelésére buzditson.

1 A kétsbgteleniil igen figyes szerkezet a kior négyszogesftésének
probléméjst nem oldja meg. Mert, ha a problémét abban litjuk, hogy a
kor teriiletével egyenlé teriiletti négyzetet rajzoljunk, akkor ez a feladat
eddig is megoldhaté volt. A kért ki kellett vagnunk papirosbél és vala-
milyen egyenes mentén végig kellott gorditentink. fgy a kor keriilete koz-
vetleniil adédott. Bizonyos, hogy az evolvens korzé ezt az eljarist lénye-
gesen megkdnnyiti és egyszerlisiti, de elvben tjat nem tartalmaz. Ha vi-
szont annak meghatdrozésit tekintjitk a kornégyszogesités feladatdnak,
hogy megadjuk, hiny egységnyi négyzet helyezhetd el a kor tertiletén,
akkor ez az atalakités se visz tovibb, mert ha a sugir hosszét raciondlis
szédm adja, a Leletkezett négyszdg teriilete épp oly kevéssé raciondlis,
mint a koré., Az evolvens-korzd elsSsorban nem a kor teriiletének meg-
hatdrozdsira szolgdl, hanem fogaskerekek fogainak megrajzolésinal van
jelentosége. (A fordiid.)
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Kétségtelen, hogy a delosi probléménak mér az 6korban
nem egy megoldaséﬁﬁ ismerték. Igaz, nem korzGvel és vonalzd-
val szerkeszthet§ megolddsokat. Bebizonyithatd ugyams,
hogy bha az eredeti kocka élének hossza a,, a megnagyobbltott
kockdé pedig a,, akkor 208 =qaf, vagyis az——alﬁ 8 ez az 0ssze-
fiiggés korzbvel és vonalzéval nem szerkeszthet§ meg.
Hisz tudjuk, hogy ezekkel az eszkézokkel legfeljebb esak
mésodfoki egyenletek megolddsdt kaphatjuk meg. Mds
gorbék, tehdt nem kér, segitségével a feladat minden nehéz-
sb6g nélkill megoldhaté. Mar a Kr. e. V. szdzadban sikeriilt
a «holdacskdiroly ! nevezetes, Chios szigetrsl szdrmazé Hippo-

X¥=a,y

y*=20a,x
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127. dbra.

kratesnek két parabola metszéspontjinak megszerkesztésé-
vel a keresett tdvolsdgot meghatdroznia. Az #*=ay és az

1 Lésd t6bbek kozt szerzének «Az egyszeregytol az integraligs e. kébe-
tében, 229. lap.
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y*=2a,x parabolék metszéspontjdnak abszolsszdja éppen a

keresett élhosszat adja, ha a; az eredeti kockdnak az él-
2

hossza. Az elsd egyenlet alapjdn ugyanis y = il , ezt az érté-
4

ket & mésodik egyenlethe behelyettesitve: % =%:2; vagyis
1

=208 é3 3 = alffz tehdt @ éppen a keresett tdvolsdgot adja.

Mivel pedig az 6korban ismertek parabola-kérzfket, kénnyen
meg 'tudtdk szerkeszteni a metszéspontot. A szerkesziés
menetét egyébként a 127. dbra mutatja.

Egy mésik gordg matematikus, Diokles, Kr. e, 150 kériil
o kocka-kétszerezéds ¢6ljabol kiilénleges gbrbét szerkesztets.
B gorbének, a cissoidnak o tulajdonsdgait és elvét a 128. dbra
szemlélteti. Bgy korh6z érintét huzunk s az érintési ponton
keresztiilmend 4tmér6 mésik végpontjdn 4t sugarakat fek-
tetiink. Ha minden sugdrra felmérjik a P ponttdl a sugdrnak
a kor kertilete és az érint8 kozottl részét, akkor ecisszoid
pontjait kapjuk. A rajzon ezt az Gsszefiiggést mutatja, hogy
8,8=PA, (sz6val: a 8 és 8 jeli pontok kozdtti tdvolsig

egyenl8 a P s A, pontok kozdtti tdvolsdggal); 6, 6=D 4, stb.
3
; a itt a kér 4tmérdje.

. o
A cisszoid egyenlete y po—

128 abra.

A gérogok természetesen nem foglalkoztak sem a para-
boldknak, sem pedig a cisszoidnak az analitikai tdrgyaldsd-
val. Vizsgdlataikat az ardnyck geometridjdnak segitségével
végezték. Ma, szdmunkra, szonban mér egyszerfibbek az
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snalizis eszkozel, tohdt a megoldds igazoldsdra ezeket fogjuk
hagzndlni.

Rajzoljuk fel tehdt- elfszér, hogyan kell a cisszoidot a
kocka-kétszerezés megolddsdra haszndlni. Jelentse ismét a,
az eredeti koocka élhosszdt. Azt 41litjuk, hogy a 129. 4brén

l4thaté AC tévolsdg: AC=ay=a,7/2.

Y
B
g:
]
.
S)oc
M
20,
/ G,\s/i
M
0 A X
129 4bra

Bizonyftdsul hatdrozzuk meg el8szor a cisszoidnak és az
AB egyenesnek Z metszéspontjét. Ehhez oldszor az 4B
egyenes egyenletét kell felirnunk. Ez az egyenes keresatiil-

megy az A(al, 0) és B(0,2a,) pontokon. Az egyenlete tehdt
y_%::z L (z—a,) képlet alapjén y—2a; = 2a,—0 {(x—0),
vagy étalgkltéa y=2(a,—x). Ha ozt az értéket a metszéspont

meghatdrozdsa céljdbol a cisszoid y?= ::a: egyenletébe

behelyezem, a kdvetkezdt kapom :
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8
—) e .
2o )= -2
. 2 B
vagyis 4(a,—xP= al——a:'
Ebb6l 4{a,— 2=
Tehés _ T 4
° {a,—x)® - 5

z 3
L —7a
Ebbdl az egyenlethdl
= a“/— b3 az y=2(a;—)
1+1/
egyenlet folhaszndldsdval
20, -
V=TT
Most mér a C pont meghatédrozdsdra az OZ egyenes egyen-
letét kell felirnunk., Két pontjat ismerjik: O (0, 0) és

3
Z( @Y1 , 20 ) Az egyenes egyenlete tehdt :

144 1494

24,

ez 2 o
o
Yy— 0= (.’1;—0) 1 = =8,
' “11/— —0 11/4_L V4
1194
_V®
De = /92, tehdt az OZ eogyenes egyenlete

f‘/@ Ve
Y -x1/ 9. Mivel pedig az AC egyenes egyenlete T=0y, &

két egyenes mebszéspontjdnak ordindtdja y —aﬂ/— tehdt
éppen a kétszeresy kocka keresett élhossza.
A cisszoid el8dllitdsdra mér a gorogok is szerkeszmbettek
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megfolel§ korzbket. Bzeknek egyszerlibb fajtédjat befejezésiil
ismertetjiik és képét bemutatjuk. (130. a,bra.) Lényege két
egymdsra merbleges rad, egymashoz erlsitve. Az egyik
dgdnak a hosszdt bedllithatjuk, dgy hogy a, legyen, szabad
vége (@) a QM sinen cstszik. Fnnek az dgnak a felezSpont-
jdban (P) van az ir6estcs. A mésik szdér (RO) keresztezi
a QM sint é3 az O pontban elhelyezett, szabadonforgé
hiivelyben cstiszhat. Az OM tédvolsdg merbleges a QM egye-
nesre, hossza OM=q,. A korzdvel oly médon oldjuk meg a
feladatot, hogy a korzbt bedllitva el6szor megrajzoljuk a
cisszoidot. Az OM tdvolsdgot felezd S pontban merdlegest
dllitunk az OM-re, erre kétszer felmérjiik az a, tdvolsdgot,
azigy ad6dé T pontot dsszekdtjilk az M-t81 j obbra, a,/2 tévol-
sdgra fekvl A ponttal. Az AT egyenesnek és a cisszoidnak
7 metszéspontjét osszekotjik az S ponttal, ennek az egye-
nesnek a meghosszabbitdsa metszi ki az M pontban emelt
AM-re merSleges egyenesbll az F pontot. Az AE tévolsdg
adja a keresett ay-t: AE=0,= aﬂ‘”fﬁ

Hiétra van még annak a bizonyitdsa, hogy az el6bb ismer-
tetett szerkezetiink csakugyan eisszoidot rajzol. Minthogy a
P pont, amelyen az iréesies éppen 4ll, a gorbének egy
tetszésszerinti pontja, elegendd azt bebizonyitani, hogy ez a
pont valéban pontja a cisszoidnak. Kz csak abban az esetben

igaz, ha a BC=SP feltétel teljesiil. Ennek bizonyitdsira
rajzoljunk M kozéppont koril %L sugart kort, hizzuk meg
az 0Q és MR segédvonalakat, valamint az MB sugarat.
Az OMQ és ORQ hiromszdgek egybevdgok, mert az M és
Zj_pont___ mellett fekvl szogitk derékszog, O¢ oldaluk kézds,
OM=QR=aqa,. Bzért az QOM sz0g = OQR szig, tehit az
OMRQ idom egyenl8szira trapéz. Az SP egyenes a nem-
pérhuzamos oldalak felezépontjat koti 6ssze, tehdt a trapdz
kézépvonala és parhuzamos az 0@ és MR egyenesekkel.
Az SP egyenes meghosszabbitdsa a C pontban metszi az
4 pontban az AM egyenesre emelt merSlegest. Mivel 0@
és SC parhuzamos ; QOM 5 =C8A; tovibba OM=S4;
czért az QOM és OSA héromszogek egybevagk, tehdt
QM=CA. Ebbbl kovetkezik, hogy QC és MA pirhuzamos
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és egyenl, tehdt QOP . =DBSM z (viltészogek). Kovetkezik
tovdbbé, hogy a CQP és BMS hiromszogek egybevdgok,

mert SM=BM =Q?='C’T’=%I—- BMS héromszdgek egybe-
végok, mert SM =_B—ﬂ—l=@—l—’=7=%1 - Az egybevigosdgho!
végil kideriil, hogy o

SB=PC.
Hozzdadva a

BP=BP
azZonOsSAZot, L L

(SB+4-BP)=(BP+PC)
SP = BC
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az eleve feldllftott feltételiink helyessége beigazolodott, a
!

5 sugara korhoz és az S pélus-

rajzolt gbrbe feltétlentl az

hoz tartozd cisszoid.

HARMINCNEGYEDIK FEJEZET.

Gombtan (szférika) és gombharomszogtan.

A figyelmes olvasénak taldn mér felttiné, hogy a leg-
szabdlyosabb testrll, & gombrél még egydltaldn nem vols
gz6. Szokott dltaldnosité médszeriinkkel végtelen sok lapu
poliédernek tekintheltitk volna. Ilyen kértilmények kozt
végtelen sok, de «végtelen kogkeny» galdbsl 4llna, valamennyi
gala alapja a felillet, csficsa pedig a gbmb kozéppontja.
Kobtartalma ezek szerint az elfajult alapok dsszegének,
vagyis az egész gombfielilletnek és a sugdr harmaddnak szor-
zata. De mekkora a gdmb feliilete? A feliilet, a végtelen sck,
végtelen kisméretli gala-alap teriiletének az Gsszege. Meg-
hatdrozédsa tehdt infinitézimdlis szdmitdst igényls feladat,
fgy szdmunkra jelenleg hozzdférhetetlen.

Erthet, hogy a gémb-nyujtotta feladat megolddsa nagy-
jelent8ségli teljesitmény volt. Archimedes volt az elsd, aki
o feladatra vildgossdgot deritett. Tudatdban is volt teljestt-
ménye jelentfségének ugyanannyira, hogy azt kivdnta :
véssék sirkovére az dltala felfedezett Osszefiiggést gdmb és
henger kozt. Ez megtortént és szdzadok mulva errdl ismerte
fel a sirt Cicero, a nagy rémai szénok és boleseld, megerdsitve
az addig mende-monddnak tartott szdjhagyoménys.

A szférikdnak szdmunkra az a jelentdsége, hogy dtmenetet
biztosft a nem-euklidesi geometridkhoz. De nem kisebb a
gyakorlati jelent@sége sem, mert egyik 4ga, a gémbhérom-
szogtan nélkilszhetetlen a foldrajzban, a csillagdszatban és
a hajo6zésban,

Lissuk tehdt Archimedes nevezetes rajzat abban az alak-
jdban, amint szdzadokon 4t fennmaradt.

A Cavalieri-elv alapjén akarunk eljdrni, — ezt Archimedes-
nek valamilyen alakjdban ismernie kellett — ezért egy gém-
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bot és egy olyan hengert, amelynek alapkére a gdmb «leg
nagyobb kérer valamilyen z magassdgban alapjukkal pér-
huzamos sikkal metsziink. A gémb metszeteként £=0 esetén
a legnagyobb koért kapom, névekvs a-szel a kér tertilete
mindinkdbb esokken, végil ha x=r, a korb6l mér csak ogy
pont marad. A henger metszetei végig egyenlék az alap-
korrel. Arrél, hogy mi is az a legnagyobb kor, még lesz
alkalmunk részletesen beszélni. Egyel6re csak annyit, hogy
‘minden olyan kor, amelynek sugara a gémb sugardval
egyenld, a gbmbnek legnagyobb kére. De ezzel nem jutottunk
még tovdbb. Eddig csak annyit tudunk, hogy a gomb és a
henger metszetel nem egyenl8 teriiletick, de ez szemmel
lathaté. Most kovetkezik a mesterfogds. A hengerbe kupot
helyeziink, oly médon, hogy a kip csticsa a henger alap-
korének M kozéppontjaba essék, alapja pedig a henger felsd
zardlapja legyen. A rajzrél is ldtjuk, hogy e kip magassiga 7,
alkotoi 45° szdggel hajlanak az alaplapjébhoz. A tengelyen
keresztillmend sikmetszote derékszogli haromszog, amelynek
a tengely a magassidga. Ha ezt az egyesitett hengerbél és
kipbol 4116 idomot metsszilk pdrhuzamos sikokkal, =0
esebén tovdbbra is a legnagyobb kort kapjuk, ndvekvd
« mellett azonban mér x ndvekedtével csdkkend teriiletd
korgylrfk maradnak csak a henger és a kap kozt, z=r
magassdgban a kérgylrd teriiletnélkili korvonalld fajul el.
A koérgyflirlikb8l épil fel a «maradék tests, amelynek kéb-
tartalma o kap kébtartaiméinak kétszerese, mert tudjuk,
hogy a ktp kobtartalma a hengerének harmada.
Hatdrozzuk meg az & magassdgha fekvl metszet teriletés
a gombben 63 a «maradék testbeny. A gdmb metszetének
teriileto g*x, de Pythagoras tételével p*=r*—a?, T)=(r*—a)x.
A maradék test metszete két koér teriiletének kiilonbsége
T=r2r—a?r =(*—a?)xr. Meglepetve ldtjuk, hogy a metsze-
tek teriilete ogyenld, még a hatdrokon is. Tehdt Cavalieri
elve szerint a lcét test kobtartalma is egyenld. Mivel azonban
o @maradék tests kibtartalma a henger kébtartalmédnak és a

2,
rap kobtartalménak kiilonbsége, tehdt r.7%x r g T
3, ——
o i , gy a félgomb kobtartalma is T oz egbsz gombé

8 5
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181. dbra.

pedlg . Ebbdl adédik az a masik, mér Archimedes 4ltal

megadott ardnyosség a legegyszerfibb korkereszgtmetszetti tes-
tek, henger, kitp és gomb kobtartalma kozt, feltéve, hogy
a gugaruk egyforma, a ktipnak és a hengernek a magassiga
pedig egyenld a sugdr kétszeregével. Kip : gémb : henger
"
=§9‘_;1:,ir3_‘_7r_: 2 =-§-:—§-: 2=1:92:8. Jegyezzilk meg
taldn azt is, hogy a forgési ellipszoidok koébtartalmdnak kép-
lete is hasonlit a gdmbre vonatkozo képlethez ; esupdn a sugdr
helyén a féltengelyek kapnak helyet benne. Forgdsi ellipszoid
akkor keletkezik, ha ellipszist egy1k tengelye koril forgatunk.

2
Kobtartalms 4a%n

g— vagy 3 , asgerint, hogy a forgatds
a b vagy ae a tengely korill tortént. Az tgynevezett hérom-
4daben

. F testnek mindhdrom

temgelyti ellipszoid kébtartalma 3

temgelymetszete ellipazis ; a, b é8 ¢ a féltengelyei.
Most mér szdmitdssal is meg tudjuk hatdrozni a gémb
felseinét. Mdr emlitettiik, hogy a feliiletet megkapjuk, ha a

kébtartalmat —,;’,.—-mal osztjuk, vagyis a gbmbot ghldkbol

Gsszmerakottnak tekintjﬁk Brek sgerint a gbmb kdbtartalma
43z e r 9
=a=F.= (F 2 gomb felszine), tohdt F= =g ig= 452,
A gémb felszinét tehét legnegyobb korének négyszeres
terilete adja.
Most, hogy a gomb felseinét és kobtartalmdt mér meg-
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hatdroztuk, nem foglalkozunk tovdbb a sztercometria
gombre vonatkozd részével. Nem tekintjik ezentl a gémbit
testnek, az Ry részének, hanem inkabb mint felilettel fogunk
vele fogla,lkozm Tigyeljik meg alaposan az itt kovetkezbket,
nagyon egyszert modjat fogjuk talalni az egyik nem—eukhdesi
geometria megismerésének. Szdndékosan mondjuk, hogy
egyiky nem-euklidesi geometria. Mert tobbféle van és a gémb-
feliileten ezenfelill csak az egyiknek a planimetréjdt ismerjik
meg. B szempontb6l a gémbieliilet az euklidesi siknak felel
meg, mert mindeniitt egyformdn és pozitiv értelemben gér-
biilt., Gauss elnevezése szerint a gbémb 1 &llandd pozitiv gor-
biiltségt feliilet. A gorbilet 4llandésdgs kovetkeztében a
gbmbfelszin minden része, minden ebhdl Gsszerakott idom a
gombon éppen gy eltolhaté és elfordithatd, mint ahogy a
sikidomok & sikban. Réviden tehdt, a gémbfelszin 4llands,
poszitiv g01bultségu kétméretli tér, gorbiilt R, ¥zt akkor
fogjuk igazén hihetSnek taldlni, ha a gdmb sugardt nagyon
nagyn&k vesszitk. Igy a felszin is igen kltel_]edt lesz, mint
példdul a f6ld felszine. Az ember akkor mdr észre sem veszi,
nem is gondol arra, hogy idomok, pl. féldteriletek hatdr-
vonalait tulajdonképpen gomb felszinén szerkesszti meg.
Ilyen nagy feliiletekre is nyugodtan alkalmazzuk a sfk geo-
metridjdt, habdr az csak kozelitén érvényes

Léssuk most azokat az elemeket, amelyekb6l & gomb
felszinének geometridjét felépithetjik. A pont feltétlenil
ilyen elem. A pontnak, mivel nines kiterjedése, kozbmbds,
hogy milyen felilletrészének tekintjiik. Hisz gorbiiltségrdl
mindenkor csak tobb pont esetén szerezhetiink tudomast,
egy pont esetén soha. De mi az egyenes gémbfelszini meg-
felel§je?

Kétségtelen, hogy az euklidesi egyenest hidba keressiik
a gomb felszinén. A gSmb felszinén, ha az By-bol szemléljilk,
minden vonal gbérbiilt, st esetleg tobbszorosen gorbiilt is
lohet. Korzével viszont a gdémb felszinére szép szabilyos
koéroket is rajzolhatunk — csak egyenest soha.

De kiilénds 6tletiink tédmad. Rajzoljunk pérhuzamos

! Tsmételten fogjuk = «gdémhy szb6b «gombfelilets értelemben haez-
nélal. ’
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vonalakat a gombon! B feltételen az egymdstél mért egy-
forma tdvolsdg kovetelményét is érthetnGk, hisz a £6ldon a
grédlességl koroket pérhuzamos koroknek ig szokds nevezni.

Ilyen sparhuzamos koréks egymdstél mért tavolséga
mind az egyenlitd sikjival pdrhuzamosan, mind pedig a
sarkokat Gsszekotl egyenes irdnydban nézve valdban dllandé.
De most meghokkeniink. Tavolsdgokat mértiink! E' tdvol-
sdgok a 182. 4bra mésodik képén valGban egyenesek. Do az

132. dbra.

oled képen? Gorbe vonalak! De tdvolsigon két pont kozb
hizhaté legrovidebb vonal hosszdt értjik. De mi a legrovi-
debb Osszekotd vonal két pont kézt? Sfkban bizonyosan az
egyenes. Hisz az egyenest a sikban, annak idején, éppen e
tulajdonsigival hatdroztuk meg. Vajjon e tulajdonsdg nyo-
méra vezet a gombfelszin «ogyenesénekn?

De ne taldlgassunk, keressiik tovdbb a parhuzamosakat.
Emlékezziink vissza, akkor is pirhuzamos egyeneseket kap-
tunk -« sikban, ha egy egyenesre egymds mellett két merd-
legest Sllitottunk. Tehdt tegyilk fol, hogy az egyenlitén
allunk és abban a naiv hitben leledzimk, hogy a f6ld felszine
gik. Valami szerintiink sfk mezén meghtzzuk az egyenlit§
ogyik darabjdi és két merblegest hizunk erre az «egyenesrer.

Ha mer6legeseinket meghosszabbitjuk, legnagyobb eso-
délkozdsunkra mindkét irdnyban a végesben, a f6id két sar-
kén woetszenék egymdst.

Ne keltsimk tehét t6bb zavart, druljuk el: a gomb feliile-

Colarus ) Pont. 16
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tén vannak killonleges vonalak;, s ezek megfelelnek a sik
egyeneseinek : ezek az Ggynevezett legnagyobb kérok. Min-
denkor egy legnagyobb korrész a legrévidebb 6sszekstd vonal
-a gombfelszin két pontja kozt. Ks két legnagyocbb kor egy
g6mb feliletén mindenkor két pontban metszi egymést, egy

133. dbra.

S mbatmérs két végpontjiban, két «itellenes pontbany. Még
kkor is, ha, mint el6bb velink megesett, egyik résziikén
parhuzamosaknak véltik Gket.

Ebben még nines semmi esoddlatos. A gomboén bizony
més a helyzet, mint a sikban. Csoddlatos csupdn az, hogy a
pirhuzamosakra vonatkozd tételen kiviil valamennyi axioma
a gémbre is teljes mértékben érvényes, tehdt minden olyan
tétel, amely a pdrhuzamosak tételétdl fiiggetlen, minden
tovabbi meggondolds nélkiil alkalmazhaté a gémbén is;
csupdn az seuklidesi egyenes» helyébe kell mindenkor gémbi
18kort (legnagyobb kort) tenni. Mohrmann javaslatdra ilyen
l4tszolagos egyeneseket g-vonalaknak is szokds neveszni, mert
ezek, mint pontokat 68szekotd legrévidebb vonalak, a vona-
lak kiilonleges csoportjiba tartoznak. Geodetikus vonalak,
vildgvonalak, néven is taldlkozhatunk velik. Ezek szerint
a sik g-vonalai az egyenesek, a gomb g-vonalai pedig a leg-
nagyobb (vagy mésnéven 8-) korok.
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A kovetkezSkben Mohrmann nyomén bemutatunk egy
euklidesi szerkesztést, amely teljes mértékben figgetlen
attol, hogy milyen geometria segitségével oldjuk meg. Eppen
Ugy helyes tehdt a sikban, mint a gdmbén. Vannak tehdt
olyan geometriai tételek, amelyek fiiggetlensk attél, hogy
melyik geometridban végezzitk a szerkesztést, minden geo-
metridban érvényesek. Bzért ezeket az abszolat geometrid-
hoz tartozo tételeknek is nevezik. Szerkesztésiink tehdt az
abszolit geometridhoz tartozd szerkesztésnek ldtszik, mivel
gémbén éppen Ggy végrehajthatéd, mint sfkon. Tudomdény-
torténeti tréfdnak hangzik : Tuklides egyik szerkesziése,
mint nem-suklidesi szerkesztés!

Szokésunk szerint nem 4rasztjuk el az olvasdt ilyen alap-
vetd ismeretek ) tételeinek tomegével, inkabb addig mutat-
juk a feladatot més-mds oldaldrdl, amig ebbfl az egész feladat-
kor elve ki nem deriil, s koézben Gsszehordjuk a szitkséges

184, 4bra.

.

ismereteket. 826 volt mér korzdrél és vonalzérdl. Korzs? J6,
mér tudjuk, hogy kozonséges korzdvel is tudunk a gdmb
feliletére kort rajzolni. Még egyszeriibb lesz a korhuzds, ha
a korz8 rajzolé szdrdt a mdsikndl valamivel hosszabbra
vesszitk. Itt jegyezzitk meg, hogy dltaléban nem szokds a
gombfelitlet {6lgombnél nagyobb részét szerkesztésre hasz-
nélni. De milyen a vonalzd, amellyel az egyenesnek meg-
felel§ legnagyobb koreinket rajzolhatjuk? Hrre is haszndl-
hatndnk valami kalonleges korz6félét, olyant, amselynek

16%
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nyildsa éppen a gémb negyedét fogja 4t. Ez a vonalzé-p6tlék
azonban nem volna valami konnyen kezelhetd, igy helyette
inkdbb gombi vonalzét haszndlunk. Bz a gémbhéz pontosan
simulé két fémpdntbol 411, kilsd, rajzhoz haszndlt élei a
gbmbnek éppen f6kérei. A két pant két pontban metszi
egymdst 63 ezekben a pontokban merblegesek egymdsra.
Egyiitt tehdt tgynevezett derélszogti gombkétszoget adnak.

185, 4dbra.

Durvdn azt mondhatjuk, hogy egy negyedgémb hatdrolé
von;lait hagzndljuk vonalzénak, tehdt egy negyed narancs.
héjat.

Ilyen vonalzéval mindenkor dssze tudjuk kétni a gdmb-
foliilet tetszésszerinti két pontjét g-vonallal. B vonalzéval
tovdbbd mindenkor rajzolhatunk egymdsra merdleges gombi
g-vonalakat.

Most mér hozzéfoghatunk a bejelentett szerkesztéshez.
A feladat : szerkesszitk meg a korhoz a kiviile fekvd P pontbol
hizhaté két érintét. Buklidesi megoldésa e feladatnak Thales
tételével torténik («félkdrben fekvd keriileti rzog derékszogy)
8 rajzban a 186. 4bra mutatja. A P pontot Osszekdtjiik a kor
M kézéppontjdval, e tdvolsdgot megfelezziik, s folével mint
sugérral a C felezlpont koril kort rajzolunk. Bz a kor az
eredeti kort a B, és B, érintési pontban metszi. (Az 7, és 7,
ugyanis az erodeti kérnek sugara, a segédkérben viszont
Thales tétele alapjén merSleges a t; és Iy egyenesre; &, 63 ¢,
tehdt az eredeti kornek érintéje.)

Ez a sgerkesztés, ha rejtve 18, tartalmawza a pdrhuza-
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136. dbra.

mogak posztuldtumat. Thales tétele ugyanis a hiromszog
szogeinek 180 fokos Osszegével bizonyithaté. Ez a megoldds
tehdt kotve van az euklidesi geometridhoz, a gémbre nem
vihet§ 4t. De egy mésik megoldds, amely a pdrhuzamosak
posztuldtumdt nem tartalmaszza, korz8 é3 gbémbi vonalzé
sogitségével mindenképpen megvaldsithaté a gémbén i,
A 187. képenl lithatjuk a szerkesztést, «gdmb-tdbliras
krétdval felrajzolva. Szamunkra a feketére festett gomb az
iskolai falitdbla, a wem-euklidesi rajzfelilets. A szerkesztés a
kivetkez8. A kor M kozéppontjat osszekétjik a P ponttal,
az érint8k elfirt kozos kiindulépontjdval. A P ponton keresz-
ttilmend M kozépponta segédkort rajzolunk ezutdn és merd-
legest 4llibunk az AP vonalra az 4 pontban. Bz a merSleges
a segbdkort a @, és @, pontban metszi, 8 ha e pontokat az
M ponttal ogszekotjik, akkor az dsszekstd vonalak a kort az
érintési pontokban (B; és B,) metszik. A B, és B, pontot
a P ponttal osszekotve kapjuk a keresett érintSket. (A szer-
kesztés helyessége az MAQ,, MB,P és MB,P hiromszogek
egybevagosdgdn alapszik. Ebbdl ugyanis kévetkezik, hogy az

! Bz a kép Hans Mohrmann : ¢Einfithrung in die nichteuklidische
Geometrier cimt konyve nyomén készilt.
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MAQ,, MB,P és MB,P szog egyenl§ és hogy mindegyik
derékszog.)

Most, hogy megéreztitk a nem-euklidesi geometria elsd
fuvallatdt, talzott Altaldnositdsok elkertilésére néhény kor-
1ot szabd megjegyzést kell tenniimk. Hldszor is a gomb-
feliillet ondllé geometridja — tehdt ha nem kérdezsiik, hogy
milyen tulajdonsidgh a tér, amelyben a gomb helyet foglal —
csak egyike a szdmtalan lehetséges nem-euklidesi geometris-
nak. Hgyébként a planimetridnak felel meg, tehdt nem-
euklidesi planimetria. Nem-euklidesi a geometria, ha a pér-
huzamosak tétele nem érvényes. Iz a helyzet minden gérbilt
R,-, vagy By-ban. Az B,-ben nem lehet sz0 parhuzamosakrél.
A gorbilt terek kozt is vannak killonlegesek, még pedig
azok, amelyeknek a gérbiileti mértéke dllandd, ennek kévet-
keztében bennitk az idomok alakvéltozas nélkiil tolhatdk és
fordithaték el. B kiviltsidgos tereknek csak hdrom fajtdjuk
lehetséges. Azt a teret, amelynek gorbitleti mértéke 4llandd
63 pozitlv, szférikus térnek nevezzilk, 8 a gdmbfelillet az e
térhez tartord B,. A gorbultségnélkili, nulla gorbiiltségli tér
& mi mindennapi teriink, a hozzdtartozd B, a sik. Végiil az
4lland6 negativ gérbiltségli tér, a pszeudoszférikus tér, a
hozzé tartozd By a pszeudosziéra («algdmby), amelyrél kés6bb
még sz6 lesz.

De most még hdttérbe kell szoritanunk nem-euklides
#lmainkat ég figyelmiinket a gomb geometridjdra kell fordi-
tanunk. A gdmbot most euklidesi kornyezetben fogjuk tanul-
manyozni. Mar megéllapitottuk, hogy a gomb felszinén
kétszogek is vannak, ilyen idomot pedig a sikbél nem izme-
rimk. Két sfkbeli ¢ vonal, egyenes, ugyanis nem zdrhat kozre
semmilyen sfkrészt. Az ilyen gombi kétszbg mindenkor
szimmetrikus, két #6kér fele hatérolja. Két szége, jeloljik
o-vel, mindenkor egyenld. Igy két gombkétszdg egybevags-
sdgdhoz, ugyanazon a gOémbon egyetlen szdg azonosséga
elegendd. A gémb sugardbél és e szogb6l a gombkétszog
tovabbi jellemz8i iz szdmithatok. Ilyen példdul a gémb-
kétszog felszine és az oldalakat add £6korék sikjdval hatdrols
gombszektor kobtartalma.l A képleteket nagyon sgyszerfien

i Legjobban egy narancsgerezdhez hasonlft.
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137. dbva.

kapjuk meg. Mivel az egész gdmb olyan gémblkétszignek
tekinthetd, amelynek hatdrolé f8korei Gsszeesnek, az ilyen
kétszoghéz tartozd szog 860°. Itt kell besztrnunk néhiny
820t a gomb felilletén t6rténd szégméréerdl. Buklidesi szem-
pontbdl a gomb feliiletén gorbe vonalak altal bezdrt szogekkel
van dolgunk, tehdt a szdget a gérbe vonalak érint6i kozt
kell mérniink. Projektiv szemponthél a gomb esetén a gémbi
i6korok szogbt a f8koroket tartalmazé sfkok hajldsszige
adja meg. A gémb feliletére rajzolt sokszogek esetén pedig
(ha az oldalak szdma n>8) a cstcspontokat Osszekétjik a
gomb kozéppontjdval, ezdltal testszoglet keletkezik és e test-
grogletnek és a gombieliiletnek metszésvonalai a gémbi sok-
szdg oldalai. Vildgos, hogy a tesiszoglet oldalai (azaz él-
srOgel) ldtszanak oldalaknak a gdmb feltiletén, szdgei pedig
a gbmbsokszdg oldalai lesznek. A testszoglet élszbgeivel
adjuk meg tehdt a gombi sokszdg oldalait. Az oldalakat a
gbmbsokszogekben iz a latin abécé elsS kisbetiiivel fogjuk
jelolni, g ezért lesz eleinte kissé idegenszert, hogy az oldalak
hosszét is fokokban adjuk meg. A legnagyobb kdroktdl
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138, 4bra.

bezért suigek a testszoglet lapszogei lesznek. E szdgeket
gzokdsunk szerint kis gorég betlkkel fogjuk tovébbra is
jelolni. -

! De most nagyon messze vetddtiink eredeti eélunktol.
Térjiink tehdt vissza a gdmbkétszdg teriiletének, valamint
a gOmbszektor kobtartalménak meghatdrozdsdhoz. Tehdt
megillapitottuk, hogy a teljes gdmbleliilet 860 fok szdgl
gombkétszog. Mivel azonban a gbémb felszine F=4r%r, min-
den 860 fokndl kisebb sz6gll gombkétszog terilete ardnyosan

. . 4r%7.90
Ny S =90°, ak e

kisebb, vagyis F, =4+ 360" Ha ¢=90°, akkor F 360

vagyis a gémb felszinének negyede, tehdt az eredmény nyil-
drgm o

vén helyes. A gémbszektor kobtartalma viszont K= 3560
8 o képlet helyességdét maga az olvasé kiprébélhatja, ha a
¢ szédmdra kilonbozs értékeket vesz fel. Természetesen o
képletek a hatdresetekre, 9 =860° és ¢ =0° is érvényesek.
Most jutottunk el a tulajdonképpeni gémbhdromszdgtan-
hoz, az elemi geometria még tdrgyalandd utolsé fejezetéhesz.
Habar kijelentettik, hogy jelent8sége lényegesen eltorpiil a
gémbfelszin geometridjdnak, mint a nem-euklidesi geometria
egyik fajtdjdnak, jelent@sége mellett, nem szabad ezt az
allitdsunkat sem félreérteni. Gombhdromsezdgtan nélkil még
csak a pontos id6t sem ismerndk, oly fontos segédeszkoze ez
a tudomédny a csillagdsznak. Hs éppen ilyen fontos a fold-
mérének is. De még egyszer : a geometria tovabbi fejlédése
gzempontjibol a «geometria forradalman szempontjdbol el6bbi,
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nem-ouklidesi kirdnduldsunk tanulsdgosabb volt. Mert ott
latszott meg, hogy az euklidesi geometiria nem az egyetlen,
Istentdl szdrmazdé geometria, hanem van még més geometria
iz és mind teljesen egyenrangd, egyforma értéki.

Gombharomszogrbl beszéltiink mdr, Hérom g-vonal (leg-
nagyobb kor, f6kér) hatédrolja. Ks mindenkor csak g-vonal.
A kozonséges sikhdromszognek projektiv megfelelfje a gomb
felilletén. Fz kozvetleniil vildgos lesz el6ttiink, ha mindkettst
ogy triéder metszetének, sik-, illetve gombmetszetének tekint-
jik. Igy tehdt érvényesek a projektiv tételek a gémbhérom-
szogre is. A gOmbhéromszognek is vannak tehdt kiilonleges
pontjai. Csupdn azok a tételek nem igazak, amelyek a pér-
huzamosak posztuldtumdval fiiggnek ossze, tehdt elsd sorban -
nem igaz, hogy szogeinek Ssszege 180°. A gémbhiromszog
szogeinek dsszege mindenkor t6bb mint 180°, 8 azt a szdget,
amellyel a szogek Osszege a 180 fokot meghaladja, gombi
tobbletnek, szférikus excesszusnak neverik. Frrél a szférikus
excesszusrdl (e bettivel szokds jelslni) még lesz sz6. Emlitet-
titk, hogy a gémbhdromszdg oldalait a hozzdtartozd triéder
élszdgeivel mérjiik. Bzzel minden feladatunk figgetlen lett
a gomb sugardtdl. Természetesen a gdmb sugarat barmikor
ismét behozhatjuk szdmitdsainkba. De egyelére teljesen
figyelmen kiviil maradhat. A gombhdromszog szdgei viszont
o triéder lapszdgei.

Ne feledkezziink meg arrél sem, hogy a sikgeometridhoz
hagonléan a gombifeliileten is foglalkozhatndnk sokszogekkel.
Ezek is felbonthaték volndnak gémbhdromszogekre, esetleg
kivételesen gémbkétszdgekre is. Fzeket a gombi sokszogeket
is elképzelhetjik mint egy megfelel§ oldalszdmib testszoglet
s egy gOmbfeliilet metszését és itt is 4tvihet6k a megfeleld
projektiv tételek a testszogletrll a gombi sokszdgre.

Nagyon hasznosnak ldtszik ezmek szerint, ha emlékeze-
tiinkbe 1dézziik és némiképpen kiegészitjik a testszogletekrol
tanultakat. Kilénosen fontosak szdmunkra a hiromoldald
testezoglotek. '

1. El8szor is 4llapitsuk meg, hogy egy n oldala testszoglet
oldalainak Osszege mindenkor kisebb 860 foknél. Durva,
de szeinléltet§ hasonlat, ha a testszogletet kinai erny6hoz
hagonlitjuk. Ezt hdromszogekbdl dllénak tekinthetjiik, és ha
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annyira kifeszitettitk, hogy egészen koralaka lett, akkor
oldalainak Osszege elérte a 860 fokot és sikba fekiidt ki.
Tohdt a gémbsokszig oldalainak Osszege mindenkor kisebb
860 fokn4l.

2. Nagyon fontos eredményt ad a testsziglet Ggynevezett
sarktestszdgletének vizsgdlata. Ha ugyanis elképzeljilk, hogy
egy testszdglet belsejében fekvé pontbdl merlleges egyenese-
ket boecsdtunk a testszoglet oldalaira, akkor ismét testszoglet

139. abra.

keletkezik. Bnnek az utobbinak az oldalszdma természetesen
megegyezik az erodeti testszoglet oldalszdmdval. Kgyszerd-
ség kedvéért ocsak hdromoldaltl testezogletet, triédert raj-
zolunk fel.

A merblegesek meghuzdsdval négyszogek keletkeznelk,
mindegyikben az egyik szdg az eredeti triéder lapszoge, két
szdg derékszog, végil a negyedik szdg a sarktriéder élszoge.
Ebbél a lefrdshol is vilagos mér, hogy az eredeti triéder lap-
sz0ge €8 a sarktriéder élszoge egyitt 180 fokot adnak, hiszen
minden négyszig szigeinek 860 fokos Osszegébll a két derék-
sz0g mdr 180 fokot lefoglal. De mivel forditva is: az eredeti
triéder élei merGlegesek a sarktriéder lapjaira (ez igen kony-
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nyen bizonyithats), az eredeti triéder élszdgei a sarktriéder
megfelels lapszogeivel szintén 180 fokot adnak. A két triédert
tulajdonképpen csak akkor szokds egymds sarktriéderének
nevezni, ha csfesaik egybeesnek. A viszonyokon azonban ez
az elhelyezkedés sem vdltoztat semmit, hisz a pontot,
amelybél a merSlegeseket huztuk, a triéder belsejében bdrhol
felvehettiik, tehdt helyéill az eredeti triéder cstesat is valasat-
hattuk volna. A helyzetet gy képzelhetjiik el legjobban,
ha a képen is ldthato «belsdy triédert addig nyomjuk bele a
mdsikba, amig esticsaik dssze nem esnek. Kzek az dsszefiiggé-
sek természetesen a gdmbhéromszogekre is dtvihetSk ; sark-
gbémbharomszoge egymésnak az a két gdmbhdromszdg, ame-
lyek sarktriédereknek ugyanazon gdmbbel tortént metszésé-
bll szérmaznak. Ekkor az egyilk gémbhiromszig oldala és
a masiknak megfeleld szige egyiitt 180 fokot ad.

8. Az el8bbi tételbfl és a testszigletekre vonatkozd 4lta-
ldnos tételekbdi adodnak azok a hatdrok, amelyeken beliil
fekszik a gémbhdromszog szogének Osszege. Bzt az Gssze-
figgést a kovetkezd egyenlStlenség alakjiban ifrhatjuk :

180°< (a+p+7)<540°

mindaddig, mig a f6lgomb hatdrait 4t nem Iépjitk.

4. Minden friéderben és minden gémbhdromszogben :

a) egyenld oldalakkal szemben egyenld szégek fekszenek,

b) nagyobb szoggel szemben nagyobb oldalak, kisebb
szoggel szemben kisebb oldalak fekszenek, és viszont,

¢) két oldal 6sszege nagyobb mint a harmadik oldal.

5. Két triéder vagy két gombhdromszog egybevigd vagy
tikorképszerfien szimmetrikus, ha egyenld a kettdben :

a) két oldal és a kézberdrt szdg,

b) egy oldal és a rajta fekvl két szog,

¢) mind a hérom oldal,

d) mind a hirom szég,

e) két oldal és az egyikkel szemben fekvé sz6g. (De ekkor
a mésik oldallal szemben fekvd szog mindkett6ben nagyobb
legyen 90 fokndl vagy mindkett8ben kisebb.)

f) két sz6g és az egyikkel szemben fekvd oldal. (De a
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mésikkal szemben feliv8 oldal mindkett6ben nagyobb vagy
kisebb legyen 90 fokndl.)

B kongruencia-tételekhez még azt kell megjegyezniink,
hogy ezek egytttal szimmetriatételek is. A gémbhdromszog-
nek ugyanis térbeli tulajdonsdgai is vannak és igy az euklidesi
By-ban nem fordithaté 4t. Csak egyenlfszéri és egyenlboldala
gombhiromszighen egyértelm az egybevigtsdg és a szim-
metria. Tovdbbd megallapitottuk, hogy a sikgeometridval
alientéthen itt az 888 tételbll is egybevdgdsdg kovetkezik.
Konnyt beldtni, hogyan lesz itt a hasonlésigi tétel egybe-
vigosdgra vonatkozé tetellé. Mert mig triéderiinket sfkokkal
birmelyik részén metszhetjilk, s ha a metsz8 sikok pdr-
huzamosak, a kimetszett hdromszogek hasonlok lesznek,
addig itt, egy bizonyos gombbel valé metszést kell mindenkor
figyelembe venniink. Ezzel a hasonlé idomok helyett termé-
szetesen egybevdgd idomokat nyertink.

6. Mér emlitettiik, hogy a triddernek vannak kiilonleges
egyenesei, amelyek a gombhdromszéghen mint kiilénleges
pontok jelentkeznek. A triéderbe és a triéder kéré irhaté
kipnak megfelelfen van a gombhdromszdoghe és a gdmb-
héromszdg koré irt koér is. Az el8bbinek a kozéppontja (akdr-
esak a sikhdromszoghben) a szégfelezfk metszéspontja,
utobbié pedig az oldalfelezd merblegesek metszéspontja.

Bzzel mér elég ismeretet gyiijtottink, hogy a gombhirom-
szogtanhoz szorosabban tartozé feladatok megolddsdhoz fog-
hagsunk. E tudoménynak, igaz, csak az alapvonalaival fog-
lalkozhatunk, nem mintha az Osszeffiggések thlsdgosan
nehezen értheték volndnak. Sokkal nagyobb nehézséget
jelent, hogy minden idevigé feladat megolddsa a gyakorlat-
ban hosszadalmas és nehézkes szdmoldst igényel. 8 tovdbbsd
minden érdeki6dd blséges és nagyszdmG tankoényvet taldl-
hat & az alapfogalmak ismeretében nehézség nélkil tanul-
ményozhat.

El8szér hatdrozzuk meg a szférikus excesszus fogalmdt.
E fogalom azt a tobbletet jelenti, amennyivel nagyobb egy
gbmbhiromszdg szogeinek Osszege, mint egy sikharomszogeé.
Tehdt képletben: e=a--pg-+r—180°. Igyekezni fogunk e
szférikus excesszus jelentGségét kozelebbrdl megismerni.
A 140. képen 4 4', BB’ és CC’ a gbmb tetszésszerinti 4tmérdi.
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Az ABC pountokkal alkotott gémbhéromszdg, mint bérmely
gombhdromszdg, két-két oldalénak meghosszabbitésa 4ltal
hérom moddon egészithet6 ki gombkétszoggé. Az fgy adodé
gémbkétszdgek szoge sorban a=a', #=@', y=¢'. Mér tudjuk,
hogyan lehet a gémbkétszog teriiletét meghatdrozni, s igy

140. dbra.

folirhatjuk az aldbb kovetkezd egyenléségeket. T mindenkor
a gOmbhdaromszdg teritletét jelenti, a T mellé annak & hdrom-
szognek a estiesait frjuk, amelynek a tertiletét jololni akarjuk.

1
’ — 42 ——
T(ABC)+T(A BC) 4y Ta 360

1
? s oy =42 —_—
Prapey+Tup =428 360
1
f 7y — 2 S esren.
T asey+Teapey=4%ny 360
A harmadik egyenlet helyett ezt is frhatjuk :

. 1
Tuse+Twse =47'27rr§6—0—,
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mert az ABC' és az A'B’C haromszdg egybevigd, helyeseb-
ben szimmetrikus, egyméssal, mivel ngyanahhoz a gémbhéz
ég ostostriéderekhez tartormak.

Ha hdrom egyenletiinket (a harmadik egyenletnek mdso-
dik {rdsmodjst véve) Osszeadjul, akkor az Gsszeg

Tupey+TiapeyH T upe)+T (A'BC)"IIT o)yt ol=
=4r*z(a+F+7) 360"

Az 4brdn jol latszik, hogy a szogletes zdrojelbe foglalt
kifejezés a f8lgomb felszine, tehdt 2%z, és ezzel az egyenleb
1
2T upoy+ 2 =4r*n(r +6+1) 555~

Kettdvel osztva é3 dtalakitva
. 1
Tupey=2n(a+B+7) g5 —1"n=

st (a-+6-+)ga5—1]

1 180
= zﬂ[(a+ﬁ ‘H’)m“m}

s, (a+B-+r)—180
=rz 180

Ha a tort szdmldléjét pontosabban szemiigyre vesszilk,
lathatjuk, hogy az az ABC hiromszdg szférikus excesszusa :
=a+§+7y—180° Irhatjuk tehdt, hogy Tupc=r’zigs
ebbdl kideriil, hogy azonos sugér esetén a gombhiromszog
teriilete ardnyos a sziérikus excesszussal, vagyis

s B

Tl H T2=€1 . &gy

tehdt més szavalkkal : a saférikus excesszus a gémbhiromszog
teriiletével ardnyosan nd vagy fogy. Most értjitk meg, hogy
Gauss tulajdonképpen miért igyekezett Iehetbleg nagy hdrom-
szoghen meghatdrozni a szogek Osszegét. Természetesen egy
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14tsz6lag sik hdromszog szdgeit akarta megmérni, mert nem
a £6ld gémbalak felszine érdekelte, hanem az, hogy vajjon
wgyenesy vagy pedig «gorbilty Eg-ban éliink-e.

Léssunk példdkat. A gdmb negyedrészét fed6 hdromszdg
szférikus excesszusa 180°. A hdromszog teriletébdl és a gdmb
sugardbol ugyanis meghatdrozhaté a szfréikus excesszus,

©
mivel T=r27z’T§6 és ebbll e= T;jio . Ha a hdromszog
teriilete 812z, tehdt nagyobb a félgémbnél, az excosszus 540°.
Ha a teriilet 0, akkor £=0, tehdt ez is igazolja aunak a
jogosultsdgdt, hogy a gbémbfelilet egy pontjat sik pontjanalk
18 tekinthetjitk. Ha a gémbhdromszog terillete a félgomb
toriileténél kisebb, — mér elfre elhatdroztuk, hogy csak

ilyen hdromszogekkel foglalkozunk — akkor 2‘7’27r>7'27r.%
vagy 2>—1—8%‘3s tehdt e <<860°, az excesszus kisebb mint 860°.

Hzzel a hiromszog szdgeinek Osszege, figyelembe véve, hogy
e=a-4B+r—180° a+pg-+r=e+180°<860°4-180°; tehdt
a+B-+r<540°. Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint a
sarktriéderen 63 a sarkgémbhdromszogon alapulé megfon-
tolassal.

A sfkbéromszoghtz hasonlén most is a derékezdgl gomb.
béromszoggel kell térgyaldsainkat kezdeniink. De itt fel
meril a kérdés : mibt neveziink derékszogl géombhdromszog-
nek? Hisz esetleg hdrom derékszég is lehet egyetlen hirom-
szogben! A vilasz : az a gdmbhéromszog derékszigl, amely-
nek legaldbb egyik szoge derékszog. s valamennyi idevdgd
képlet erre vonatkozik, tekintet nélkiil arra, hogy a t6bbi
sz6g mekkora. Miként a sikhdromszdg esetében, a derékszsgh
gémbhdromszdgre vonatkozd képletek is a hdromszognek
hérom alkotérészét tartalmazzdk. A gémbhdromszégre vonat-
kozé képletekben megeshetik ugyan az is, hogy egy kép-
letben két szdg és egy oldal szerepel csak, de ez az egybe-
vagoésdgrol mondottak alapjdn nem meglepd. A képletek
hasonlok a kdvetkezd képlethez :

€08 =608 .C08 ¢
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Vagyis egyik alkotérész (szog vagy oldal) valamilyen szog-
fiiggvénye egyenld két masik alkotérész szégfiiggvényének
szorzatdval

Erzeket a képleteket Sir John Napier (akinek a nevét mér
a logaritmusokkal kapcsolatban ismerjiik) egyszerfien &s
4ttekinthetfen foglalta Gssze.

c
VNN
Vg Y 1 4
V 1
go-a >  gomp
141. 4bra.

Hagyjuk most ¢l a derékszoget, akkor a derékszogt gémb-
hdromszognek 6t alkotérésze marad. (Hérom oldal és kéb
sz0g.) Ha ezeket elholyezkedésitk sorrendjében egy otszog
estesaihoz frjuk (141. 4bra), akkor a kévetkezl Osszefiiggés
érvényes : bdrmely alkotérész cosinusa egyenl6 a szomszédos
alkotorészek sinusainak vagy a nem-gszomszédos alkotoérészek
cotangenseinek szorzatdval, esak a befogék helyett minden-
kor a potezdgiket kell venniink. Tehdt példdul :

cos (90°—a)=sin g. sin (90°—b)==cot ¢.cot a,
vagyis
gin a==sin @.eos b=cot ¢.cot a.
Ha valamilyen feladatot akarunk megoldani, akkor is igy

kell eljdrnunk. Derékszogli gémbhdromszoget két alkoto-
része egyértelmfin meghatdroz (az dltaldnos torvénybdl ez



257

azonnal kovetkezik, hisz egy harmadik alkotérész, a derék-
8z6g, magatol értetSdén ismert). Ha egy harmadik alkotorészt
kerestink, akkor esak el@vesszitk az Gtszbget és megnézziik,
hogy a hdrom alkotorész (két ismert és egy ismeretlen) koziil
melyik a «kozépsby, tehdt melyik ezomszédosy vagy wem-
szomszédosy mindkét mésikkal. Ennek az alkotérésznek a
coginusa egyenld tehdt a mésik kett§ megfeleld fiiggvényének
szorzatdval és az fgy ad6dd egyenletbfl az ismeretlen
kiszdmithat6. Példdul a és b ismert, keresendff c.
Az q @zomszédjay a b-nek és a ¢-nek, tehdt

cos g=sin (90°—Db).sin¢;

ebbél
cosa __ cosa
sin (90°—b) ecosb

Ferdeszogli gombhdromszdgre éppen Ggy vannak képle-
tek, mint a ferdeszdgll sikhdromszdgre. Négy ilyen képlet-
csoport van, mert négyiéleképpen vilogathatunk ssze egy
ismeretlen és hdrom ismert alkotérészt egy képletbe.

1. Osszefiiggés két oldal és a velilk szemben fokv szdgek
kozt. (A gombhdromszig sinustétele. Nem ad egyértelmti
eredményt, exért alig haszndlatos.)

#in e=

sina:sinb :sin c=sin a : sin §:sin 5.
Trhat6 igy is:

sing ginb  sme

sing  sing = sin -

és M & gombhdromszég «modulusar.
2. Osszefiiggés két oldal, az dltaluk bezdrt és az egyikiik-
kel szembenifekvd szdg kozott.

COB ¢ CO8 g==sin ¢.cot b—sin a cotb 7.

Ez az egyenlet az alkotérészek mds Osszevédlogatisival Gt
més médon is frhato.

8. Osszefiiggés hérom oldal és az egyik sz0g kozott
(A gombhdromszég oldal-cosinustébele.)

cos ¢==c0s b ¢os ¢+-sin b sin ¢ cos 7.

Colerus : Pont. 17
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A hérom oldalnak megfeleldn hiromféleképpen frhaté.
8. Osszefiiggés hdrom szog és az egyik oldal kozt. (A gomb-
hdromszdg szdg-cosinustétele.)

€08 a==— 08 f cos y-sin @ sin y cos a.

Bz is hdromféleképpen irhaté.

Végiil meg kell még emliteniink, hogy a szférikus excesszus
a hirom oldalbél is meghatdrozhaté a Heron-képlettel analog
L'Hulier-képlettel. Jelolje s a hdromszdg oldalai 6sszegének

a felét, tehdt s= -qj_—g——l——c—
akkor

€ s s—a s—b $—¢C

ter=1 g t8—75—t8—5—t8—5—

Nem mélyediink el tovébb a gémbhdromszégtan képlet-
rengetegében, hisz e képletek javarésze arra vals, hogy a
logaritmussal val6 szdmoldst lehetévé tegye. Befejeuziik
elemi geometriai tanulményainkat, hogy a kényvink cimé-
ben is emlitett negyedik dimenziéval foglalkozhassunk.
Azoknak, akik veliink egyiitt haladtak, egyszerli jdtéknak -
fog tinni, habdr kell§ felkésmiiltség hijan a legjobbaknak is
nehézséget okozhatna. De tilzdsokba ne essink. Nem volt
feladatunk és nem is lehetett, hogy a nem-euklidesi, vagy
héromndl t6bb dimenziés geometria tudésaivd képezziik ki
magunkat, Konyviinkkel sokkal inkdbb arra térekedtiink,
hogy megsziintessitk azokat az els§ nehézségeket, amelyek
a tanulni vigyék nagy részét elriasztjék a geometriai tanul-
ményoktol.

HARMINCOTODIK FEJEZET.
Nem-euklidesi geometriak.

Most mér Gl vagyunk muonkdnk nehezebbik részén :
Ssszoszedtiitk az elemi geometria eszkoztirdt. Igaz, csak az
alapvonalakat ldttuk és minden fejezetben egész sora maradt
a megoldatlan, meg nem ismert problémiknak ; de az alap-
vonalak megismerésén nem is akartunk tilmenni. Eppen
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olyan kevéssé kivinhatjuk, hogy a kivetkezd fejezetek sordn
mélyebben meriljink a feladatokba. De a biblidval szdlva :
az igéret foldjét legaldbb tédvolrél megpillanthatjuk. S6t,
néhény eredményt részletesebben is megismeriink.

A laikus és a kezdd kellemetlen képeket fliz a gorbiilt
terek 63 a negyedik dimenzié fogalmdhoz. Az ijedtség ellen
lagsankint mér felvérteztitk magunkat. Kezdjik tehdt a gor-
biilt terekkel. Mivel szdmunkra a «tér» sz6 csak valamilyen
B -et jolent, a gomb felilete gorbilt B, volt. Még pedig
pozitiv és sllandé gorbiiltségll B, A kor dllandd, pozitiv
gorbiltségli R,. Mar Newton ismerte a gorbilet mértékét,
igaz, csak az B;-re vonatkoztatta. A grbiileti mérték e fogal-
mit Gauss terjesztette ki felilletekre. B kiterjosztés lényege
kéritlbeliil az, hogy két jellemz6 szdmértékkel megadjuk a
folillet valamely elemének legnagyobb és legkisebb gorbiile-
t6t. Léssuk ezeket valamivel részletesebben. Azt az 4llds-
pontot foglaljuk el, hogy minden gérbe vonal legkisebb
részecskéjét korivelemnek tekinthetjik. Igy minden részecs-
kének van gorbileti sugara: aennak a kérnek a sugara,
amelynek elemi részével a gbrbeelemet azonosnak tekintjiik,

7
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Igy a k gbrbe AB darabkéjdnak g a gérbiileti sugara,
a CD darabnak pedig ¢'. Szigortian véve ez ecsak akkor
igaz természetesen, ha az 4 és B pontok, valamint a C és
D pontok olyan kézel vannak egymashoz, hogy «kdzvetlen
szomszédoknaky tekinthet6k. A gorbiileti mérték viszont a
gorbileti sugdr forditott, reciprok értéke, a gorbilet irdnyds
pedig a gorbitleti mérték elGjelével szokds meghatérozni.

Ha tehdt el6bbi példénkban asm egyik gérbilleti mérték _1_,
M 7 7 . Q
akkor a mésik — —1—,, vagy forditva —— és — , tekintve, hogy

a két gorbileti kozéppont, M és M, a gérbégek két kiilonbozé
oldaldn van. Ha egy felillet gorbiileti mértékét akarjuk meg-
kapni egyik pontjdban, akkor Gauss nyomédn e pontban
érintSsikot fektettink a felillethez, s erre merbleges egyenest
allitunk az érintési pontban.! Ha e merbleges egyenesen
sikokat fekietiink keresztiil és meghatdrozzuk az ezek 4ltal
kimetszett gérbek gorbiileti sugarait, akkor a legnagyobb,
illetve legkisebb gorbuleti sugdr két, egymdsra merSleges
sikhoz tartozik. Jeldlje a legnagyobb, illetve legkisebb gor-
biileti sugarat g, és g, akkor a felillet Gauss-féle gérbiileti

mértéke e pontban—— . Ha a kimetszett gorbék Ggy gorbal-

2
nek, hogy a két gési)gleti pugdr a felillet méds-mds két olda-
l4ra keriil, akkor g, vagy g, negativ, s vele egyiitt a gorbiileti
mérték is az. Ilyen esetben beszéliink negativ gorbiiletd vagy
nyeregfeliiletekrsl.

Ha végiil bdrhogyan vilasztjuk is a két, egymdsra merd-
leges metszdsikot, a két gorbiileti sugdr mindenkor legfeljebb
el6jelben killonbozik egymdstol, ugy dllandé pozitlv, illetve
negativ gorbiilet(i feltilettel van dolgunk. A gérbiileti mérték -

1

— vagy — ——, a.szerint, hogy a két gorbiileti sugr eljele

gg;?enl(’i vagyellfifadﬁnbéz()'. E szempontb6l hdromféle felitlettel

lehet dolgunk. Ha g, ==g,, akkor feliilettink gémb, ha g, =—g,,
vagyis abszolit értékilk egyenlS, de elbjelik kiilonbozé,

1 Peliiletekhesz éppen gy tartozik érintd sik, mint a gorbékhez érintéd
{egyenes).
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akkor az dllandd, negativ gorbulett felilethez jutunk.
E feliletnek nyeregfeliletszeriinek keli lennie, s néha pszeudo-
szférdnak, algémbnek is szoktdk neverni. Azt hitték, hogy ez
a folillet képzetes gdmb, mert ha egy gbémb sugara r=iR,

akkor a gorbileti mértéke valéban K =i de Beltrami

1868-ban kimutatia, hogy e feltételnek megfelel§ mindeniitt
valés pontd feliletek is vannak. Ha végil a gorbileti sugarab

+oo-nek vessziik, akkor a felidet gorbileti mértéke ;—i—

2
vagy ——;. Mindkett6, tudjuk, nulla. De nulla gdrbiiletd
feliilet a sik.

E megjegyzések utén vdzolhatjuk a nem-euklidesi geo-
metria térténetét, s utdna lényegére is utalhatunk. Tudjuk,
hogy mér az 6korban sem biztak nagyon az euklidesi posztu-
I4tumnak, a parhuzamosak posztuldtumédnak helyességében.
B bizalmatlansdgnak aligha volt egyetlen oka az & bonyolult
fogalmazds. amelyet Euklides adott tételének. Olyan tények
is hozzdjérultak a bizalmatlansig noveléséhez, mint a hiper-
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bola aszimptotdinak tulajdonsdgai. Tgyekertek tehdt a posz-
tuldtumot «bebizonyitaniy, azaz egyszeriibb axioméra vissza-
vezetni 69 a bizdnoi Proklos (Kr. u. 410—485) egyszeriibben
fogalmazta meg. Az 6 fogalmazdsdban a tétel igy sz6l:
«Ha a a P ponton keresztillmend és a g egyenessel parhuzamos
egyenes, akkor a P ponton keresztill nem hizhaté még egy,
8z a-t6l killonboz8 és a g-vel pdrhuzamos egyenes.y Termé-
szotesen minden bizonyitds sikertelen volt, Ggyhogy egy
ezredévvel késébb mds hipotéziseket kemdtek feldllitani.
A jezsuita G. Saccheri 1888-ban hozta nyilvdnossdgra «Buklid,
von jedem Makel befreity ciml mfivét! s benne egy ilyes
<hipotézisty 4111t fel és cdfol meg. A cafolat azonban helytelen
volt, tigyhogy Saccherit tekinthetjilk a kés6bb hosszi sor-
ban kovetkezf Buklides-tagaddks &sének. J. H. Lambert
(1728—1777) oléggé messze jutott kutatdsaiban ; szerepelnek
benniik a 180 fokndl nagyobb szdgosszegli gémbharomszégek
is ; tudatdban volt, hogy a parhuzamosak tétele és a hirom-
szog 180 fokos szogosszege ekvivalens. O mér a képzetes
gombot is emliti. G. 8. Kliigel (1789—1812) és a nagy Legendre
(1752-—1888) is beletitkdzik ¢ problémdba, de a pdrhuzamo-
sak tételét mindketten érvényesnek tekintik, bar kételked-
nek benne, hogy o priori igazsig volna. A geometria nagy
forradalma igy Gauss-szal kezd6dik, aki — mint Bolyai
Farkashoz irt levelébdl kideriil — mdar 1799-ben foglalkozott
a pdrhuzamosak tételével. Bolyai Farkas maga is egész életén
4t foglalkozott a problémdval, de végil be kellett l4tnia
féradozdsainak céltalansdgdt és Fuklides igazit. s ekkor
kezd8dik a tudomdnytérténet legkiilondsebb felfedezés-
egyidejlsége, amelyet, nehogy zavaros legyen, szkematiku-
san kell lefrnunk.

a) Gauss maga hamarosan rdjott a titok nyitjdra ; olyan
ellenmonddsmentes geometridt épitett fel, amelyben a
héromszog szogeinek Osszege kisebb mint 180° és a pér-
huzamosak tétele nem érvényes. De nem hozta nyilvdnos-
sdgra 69 még 1829-ben is azt irja Besselnek, a nagy esilla-
gdsznak, hogy fél a beltiaiak hangoskoddsitol, ezért viem

' ¢A szepldtlen Buklidesy lehetne a magyar cime.
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fejti ki teljesen véleményét. Fz a taldnyos eljdrdsa még
pszicholégiai és torténeti magyardzatra vér.

b) Lenyegeben ugyanerre a geometridra jutott egy
Schweikart nev(i jogész; tudomésira hozta Gaussnak és
dicséretet kapott érte,

¢) Schweikart veje, Taurinus, e témdrol irt értekezését
1825-ben nyilvdnossdgra hozza. De ugyanabba a hibdba esik,
mint Saccheri, Ggy hogy végiil Euklides tételének kizardlagos
helyességét hirdeti.

d) Csak Bolyai Jédnos, a magyar mérndkkari tiszt épit ki
a Gauss-félével teljesen azonos nem-euklidesi geometridt
1828-ban (a hdromszdg szogeinek Osszege szerinte kisebb,
mint 180°), de esak 1832-ben hozza nyilvdnossdgra.

e) A tobbickt6l teljesen fiiggetleniil jutott az orosz
I N. Lobaecsefszkij (1798—1856) ugyanarra a geometridra
1826-bant ég felfedezését elSterjesztette a kazdni egyetem-
nek. («Koazdni értekezésy.) Nyilvdnossdgra 1829—1840 kozt
kertilt. Lobacsefszkij hatdrozottan egyenértékfinek mondja
geometridjit Buklidesével.

f) Teljes éltaldnossdgban a nagytehetségli Bernhard
Riemann, Gauss tanitvéinya és kés8bbi gottingeni professzor,
készitette ol 1854-ben a forradalom végleges gydzelmét.
Habilitdciés dolgozata : «Uber die Hypothesen die der Geo-
metrie zugrunde liegeny (A geometria alapvetd hipotézisei),
g amelyet Gauss még végighallgatott, mindhdrom geometria
(Z>2R, 3=2R, ><2R) ismeretét tanusitja.

g) A végs6 gyBzelmet Beltrami ég F. Klein munkélkoddsa
hozza ; 6k ketten kimutatjdk, hogy van esupa valés pontbél
allé 4lland6 negativ gorbiiletd feliilet, ezenkivil lényegesen
iagyszerﬁsitették és tokéletesitették a goometria vildgszemlé-
otéb

Bz a nagy forradalom révid torténete, taldn a legnagyobbs,
amelyet a tudomdnytorténet ismer. Jegyezzilk meg, a @em-
suklidesiy kifejezés Gausstol szdrmazik. Ma ez & sz szinte
teljesen koriilvesz mdr minket. Mér a népszerti tudomdnnyal

1 Ha eltekintiink attél, hogy Gauss egyik tanitvénya kollégija volt
az orosznak az egyetemen ég8 igy esetleg emlithette neki, hogy Gauss a
parhuzamosak tételével foglalkozik.
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foglalkozé verebek is mind ezt csiripelik. Azért olyan nagy
ez a népszerliség, mert Finstein ezeket a geometridkat a
fizikdban kezdte alkalmazni. Cafolja meg a t6rténet ismerete
azt a laikus véleményt, hogy a modern fizikusok a gorbiilt
terek é8 a negyedik dimenzid feltaldléi. A fizikai alkalmazds
természotesen idlszertibbé tette a nem-euklidesi geometris-
kat. Errll egyébként mindenki meggy8&zbdhet, ha kezébe
veszi azb s népszerdl leirdst, amelyet maga Hinstein adott
¢ témarol.

Do nekiink ez most mellékes. Kezdjik inkdbb ismét ot,
ahol a gorbe terek tdrgyaldsdt abbahagytuk ; megdllapitjuk
azt, hogy egy gorbe feliiletnek, egy gorbe R,-nek, amelynek
gorbiltsége minden irdnyban egyenll és ezdltal a benne
fekv§ idomok szabadon forgathaték és eltélhatok, a gorbileti
mértéke, figyelembe véve a g,=g,=¢ (4llandd) feltételt,

esak +i2, 0, vagy — = lehet. Ahhoz, hogy a gorbiileti
mérték O legyen, elegendd volna, hogy vagy a ¢, vagy g,
a végtelenbe névekedjék. Ezzel mdr K=——==0, s a foliilet

172

mégis gérbiilt, mint példdul a henger vagg_gr) a ktp felszine.
Itt esoddlhatjuk a nagy Gauss éles eszét. Ugyanis § jott rd
arra, hogy a felillet euklidesi vagy nem-euklidesi jellege
éppen a gorbileti mértékkel van Osszefiiggésben. Ha o gor-
bitleti mérték 0, akkor a felileten érvényes az euklidesi
geometria, ha 0-t61 kiilonb6z6, akkor valamilyer nem-
euklidesi geometria érvényes. Valéban a kap és a henger
paldstja sikba fejthetd, vagyis nyalds és alakvaltozds nélkil
«esavarhatjuk les és fekiethetjik ki sfkba paldstjukat. Ha
papirlapon valamilyen geometriai szerkesztést végrek, akkor
ezt a papirlapot akaddlytalanul csavarhatom rd hengerre
vagy kapra, s az idom kortlményei mitsem valtoznak. Iis
viszont. COsak azt kell elképzelniink, hogy ez a fel- és le-
esavards korldtlanul folytathatd, kiilonben az idomok 6n-
magukkal keriilhetnének fedéshe. Igy a ktp vagy henger
tengelyére merdleges irdnyban iz vannak végtelen euklidesi
egyenesek.

Felvetjitk a kérdést, hogy milyenek a mdsik két geo-
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metria g-vonalai? Megdllapitjuk, hogy ig> 0 esetén, tehdt a

gombon, & g-vonalak legnagyobb korsk. Ezzel mdr foglal-
koztunk és azzal indokoltuk, hogy a gémbfelilet két pontja
kozt a legrovidebb 6sszekdtd vonal a gémb legnagyobb
korének eogyik része, a mdsik része pedig a leghosszabb
Osszekotl vonal. Ha az Gsszekdtendd pontok &tellenesek
akkor a két 6sszekotd vonal egyforma hossz. De ekkor nem
ogy Osszekotésmod van, hanem végtelen sok, mert az egyik
ponton keresztiilmend minden legnagyobb kor a mdsik
ponton is keresztiil megy. Egyértelmil szerkesztési eljardsok
kedvéért a gombielillet geometridjdt félgémb feluletére szo-
kés korldtozni.

A g-vonalak alakjdbdl kovetkezik, hogy a gémbén nem
érvényes a pirhuzamosak tétele. A gémb feliiletén egyiltaldn
ninecsenek parhuzamos g-vonalak; birmely két ¢-vonal,
kell6képpen meghosszabbitva a végesben metszi egymdst.
Viszont a parhuzamosak tételének érvénytelenségébll az
kovetkezik, hogy a hdromszdg bels§ szdgeinek Osszege nem
180°. A gémbhéroinszdg szogeinek Osszege 3>180°. A 180 fok
felett fennmaradé tobblet a szférikus excesszus és ez ardnyos
8 héromszog teriiletének az egdsz gémb feliletéhez vald
viszonyédval. A gombfelilet geometridja egyik nem-euklidesi
planimetria, amelyre jellemz8, hogy 3>180° és pérhuzamo-
sak szdma 0; e jellemz§ tulajdonsdgokkal meghatdrozots
geomotridkat nevezik sziérikus vagy elliptikus geometridk-
nak. Ha g,=g,=co, akkor a sik planimetridjat kapjuk, az
euklidesi planimetridt. Parabolikus planimetridnak is nevezik
ég az elliptikus és a hiperbolikus planimetridk hatdresete. Ha
a gOrbitleti mérték kisebb mint 0, akkor e negativ gorbiiletli
feluleten a Gauss, Bélyai és Liobacsefszkij felfedente pszmeudo-
gzférikus, mésképp hiperbolikus geometria érvényes. A felii-
let, ha negativ gorbiileti mértéke minden pontjiban egyforma,
nyeregfeliilet s a gorbileti sugarak hossza 4llandé. Ma mir
tudjuk, hogy tobbféle olyan felillet van, amely a «képzetes
gbmby e kovetelményének megfelel. Az «algbmby leggyakrab-
ban haszndlt alakja az Ggynevezett forgdsi traktrix-feliilet,
amelyet a 144. kép o rajzdn ldthatunk. A Leibniz és Huygens
dltal tanulményozott traktrix, mds néven ild6z6-gorbe,
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akkor keletkezik, ha példdul egy zsebérdt az asztalra fekte-
tiink, 14ncdt megfleszitjitk és a ldnc végét a kifeszitett ldnc
irdnydra merSleges egyenes mentén hizzuk., Ekkor az Ora
traktrixot rajzol az asztalra. Bz a gorbe mindink4bb kozeledik
az egyeneshez, amelyen a ldne vége mozog, anélkiil, hogy
valaha is elérné. Az egyenes tehdt az iildoz-gorbe aszimpto-
tédja. Ha az egész gbrbét az egyenes koriil megforgatjuk,

i

a b ¢
144, dbra.

akkor a traktrixfeliiletet kapjuk, helyesebben a folét. A mdsik
fole az el6bbinek tiikorképe, tehat az egész traktrixfelilet
két, nyildsdval egymdsra helyezett harsondhoz hasonlit.
A charsondks csdve végtelenbe nydlik és mindink4dbb véko-
nyodik. Van még két mdsik dlgémbszert forgisi test is, amely
a széléig kielégiti g,==—p, feltételiinket (144. képen b és c).
De e kettd mar periodikus, vagyis a forgdstengely irdnysban
mindig Gjabb és Gjabb részeket kell egyméshoz illesztentink.
«Algémb iskolatdbldnaks a képen c-vel jelzett alak felel meg
a legjobban.

Természetesen a negativ gorbiileth nem-euklidesi térben
és By-ben is vannak g-vonalak, s ezek két pont legrévidebb
Osszek6td vonalai. Ha a negativ gérbitletd tér g-vonalai
bdromszoget hatdrolnak, akkor azt tapasztaljuk, hogy a
héromszogben a szogek Osszege kisebb mint 180°. Ezzel a
pérhuzamosak tételének is més alakja lesz. Az 4lgdmbén
ugyanis egy ponton keresztill valamely cegyenessely két par-
huzamos hiizhat6. Van azonkiviil végtelen sok olyan g-vonal,
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amely az el8bbit metszi, de van végtelen sok olyan is, amely
nem pérhuzamos ugyan az el6bbi wegyenessely, de azt nem is
metszi. A pszeudosziérikus, Bélyai—Lobacsefszkij geometria
tehdt szintén nem-euklidesi geometria. A most elmondottak
e geometria planimetridjdra vonatkoztak. E planimetridt

ogy —-I?g(‘)‘rbﬁletﬁ feliileten tanulményoztuk, rajta a hirom-

szbg szogeinek Osszege Z<2R és a valamely ponten kereszbiil-
htizhat6, egy g-vonallal pdrhuzamos g-vonalak szdma kettd.
Miel6tt ezt a tényt részletesebben tdrgyalnok, foglaljuk ossze
t4bldzatban a hdrom gedmetria 6 tulajdonsdgait.

Hgyenessel
kiviilekfekvﬁ A geometria
: PRI YT 4 onfon €82~
Az R, slakja | Gorbileti mérték |P i ﬁzeﬁ:até lnevezdse
pérhuzamosak
széma
X 1 0 Szférikus vagy
. . =2 elliptikus
Gombfeliilet 0 0 geometria.
01=g,=0 (8l1ando) (Nem-euklidesi)
Stk ‘1)'{__—__0 oo Sikgeometria.
(esetleg kip *1(;_3 e ) Parabolikus
vagy henger __:o vi 1 geometria,
stb. feliilete) |91= 0 VA8Y (Buklidesi)
@q==00
Algbmb F— 1 <0 Pazeudosziéri-
(pszendoszféra, Oa kus geometria.
vagy a mésik 10, ] ==04| = (6llands) 9 Hiperbolikus
két forgéhs- do geometria.
feliilet) (Nem-euklidesi)
01=—0g

Megjegyezzilk, hogy szdmtalan olyan tétele van a geo-
metridnak, amely a pdhuzamosak tételétSl fiiggetlen, igy
mindhdrom geometridban viltozatlanul érwvényes. Eppen
ezeknek a tételeknek az Osszessége az «abszollt geometrian.

Miel§tt e tanulmdnyainkbodl kbvetkeztetéseket vonndnk le,
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ldgsunk egy szerkesztést : szerkessziink «lgdmby iskolatédb-
ldnkon parhuzamosakat. ElSszér vézlatosan fogjuk a szer-
kesztést folrajzolni, a bizonyitds azonban tilmegy kényviink
keretein.

Rajzoljunk tehdt a P ponton keresztiil a h-val jelzett
g-vonallal pdrhuzamost. Elbszér merlegest kell a P ponthol
a h-ra hiznunk. Bzt kénnyen megtehetjik ; az «lgombs-
tdbldhoz megfelel6 vonalzd is tartozik, amely, akdresak a
gémbvonalzé, teljesen hozzdsimul a tdbldhoz. E merlleges-
nek O a talppontja. Mérjiink fel most az O pontbdl a h «wgye-

ch

pa R O ps

145, 4bra.

nesre» valamilyen s tdvolsdgot, ennek a végpontja @. Most
a @ pontbol hizzuk merblegest arra a ki, egyenesre», amelyet
gy kaptunk, hogy az OF vonalra, annak P pontjiban mers-
legest dllitottunk, Ha a P pont koril s sugdrral kort rajzolunk,
akkor ez a QT g-vonalat az S, és S, pontban metszi. Ezt a két
pontot kell a P ponttal ésszekdtniink, hogy a keresett két
(py 68 py) pérhuzamost megkapjulk.

Valamennyi olyan g-vonal, amely az a sz6gnél nagyobb
sz0gben metszi a hy-eb, metszi a h-t is. Ha azonban ez a hajlis-
szdg kisebb mint a, akkor a g-vonalak nem metszik a h-t,
de nem is pdrhuzamosak vele.

Az eddigiekhez még hozzé kell fiiznink, hogy valamennyi
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pszeudosziérikus hdromazdgnek, mivel szdgeik dsszege I<2R,
pszeudoszférikus defektusa van, §=180°—(a+£-+y), 8 ez,
akdresak a sziérikus excesszus, a hdromszdg teriiletével
novekszik., Oly modon vdlik ez a névekedés leginkdbb ért-
het8vé, ha elképzeljiik, hogy minél nagyobb a hiromszég a
felilethez képest, anndl inkabb részesedik annak tulajdon-
gdgaiban és a gorbiiltség kévetkezményeiben. Igy mindhdrom

146. abra.

geometria elenyészd kis részén igaz, hogy 3=180° és érvényes
a parhuzamosak tétele, mert eléggé kis felilletelemet gorbilt-
pég nélkil valonak tekinthetiink. Véges nagysdgi méretek
kozt azonban az euklidesi geomstria csak azon a felileten
érvényes, amelynek a gorbiileti mértéke O, tehdt a sikban
é3 a tgulds nélkal sikbafejthetd feluleteken, mint péld4ul
a kp vagy a henger paldstja.

Természotesen mindebbdl nem kovetkerik, hogy a gor-
biileti mérték a feliiletek minden pontjdban esak 4llands
vagy a két gorbiileti sugdr csak egyforma lehet. Ilyen nem
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alland6 gorbuletl felillebek mindegyikének, ha egyik gorbii-
leti sugdr sem végtelen, megvan a maga kulbnleges, nem-
euklidesi geometridja. Hzeken azonban nem tolhaték vagy
fordithatok el tdgulds nélkiil az idomok, hisz minden hely-
zotikben mds. és mds gorbilleti viszonyokhoz kellene alkal-
mazkodniok. Képletesen : a tenger szinén lobegd dzott papir-
laphoz hasonlitandnak, amelynek kdvetnie kell dllandéan a
hulldmok alakjds.

Tehdt annyiféle a geometria, ahdnyféle felillet 16tezik. 8
ezeknek elenyész8 kis részében érvényes csak a parhuzamo-
gak euklidesi tétele, mig a t6bbi nélkiile 411 fenn és az eukli-
desivel valamennyi egyenrangil, egyformén zdrt és teljes.
8 hogy oly keveset hallunk mégis a nem-euklidesi geometridk-
r6l, azt annak koszonhetjik, hogy semmi okunk sines fog-
lalkozni velitk. Gorbe felilleteket, koztiik a leggyakoribb
gombfeliiletet, mindenkor euklidesi térbe édgyazva vizsgdl-
hatunk, derékszdgti, kozonséges Descartes-féle koordindtikra
vonatkoztathatunk, s nem taldlunk olyan problémét, amely
a gombfelilletnek, mint nem-euklidesi By,-nek tdrgyaldsat
kivannd. Mds volna persze a helyzet, ha olyan R,-ben élnénk,
amelyr6l csak mi hissziik, hogy euklidesi. Akkor geometridnk
csakugyan hibds volna. Ezt a lehetséget azonban més gérbe
terekkel kapesolatban azonnal 14tni fogjulk.

HARMINCHATODIK FEJEZET.

Gorbualt terek.

Hzért 1ldssuk, el6zetes megjegyzésként, az tgynevezett
«Beltrami-féle hipotézists a feluletlényekrél, feliletlakdkrol.
Tegyiik fel, hogy vannak — mint neviik is mutatja — tel-
jesen vastagsdg nélkiili, tehdt geometriai szempontbél is
csupin kétdimenzi6s feliiletlakok, s ezeknek ne legyen médjuk
a foliiletot elhagyni. Igy tehdt tertink egy B,. Bz az elképzelés
egyéltalén nem olyan lehetetlen, mint amilyennek els§ pilla-
natban l4tszik. Erls kozelitésben mi, a foldfelszin lakéi, is
hasonlitunk hogzzdjuk. A déli tengerek egyik korallszigete
lakoinak, akiknek otthona 10 méterre emelkedik a tenger
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szine 1618, s ha valamelyikiik eléggé iigyes, 5 méter mélyre
is le tud szdllni a tenger ald, szabadsiga foggbleges irdnyban
Osszesen tdn 20 méterre terjed. Képzeljik el ezeket a kezdet-
leges embereket a tundra-vidékeknek eszkimoktoél jol ismert
k3dds, borfis kérnyezetében, s mdris l4tjuk, hogy a Fold
12,754.784 méteres dtmérdjéhez képest bizony nem igen lehet
magassdgi méretekrdl fogalmuk. Ha még a Fold méretei is
megnivekednének, akkora lenne a Fold, mint a Nap vagy a
Tejat valamelyik «vords éridsay, akkor gomblakéink gémb-
jikon bizony csak euklidesi sikgeometridval foglalkozhatnd-
nak, sohagsem jénnének nyoméra valamilyen szférikus excesz-
szusnak, mert ez legfinomabb mér6mészereik szdmdra sem
lenne hozzdférhetd. De ha valédi, Beltrami-féle feliiletlakdk,
akkor a harmadik dimenziénak még az érzéke is hidnyoznék
beléliik, bér errdl még a déli tengerek emlitett lakéja is tudo-
mést szerez némiképpen, legalabb 4ll6 jérdsdbol vagy egy
pélma ldttdra. A feliletlakdk, éljenek gomboén vagy 4lgom-
bon, kétdimenzits, euklidesi geometridval fognak foglalkozni,
s aligha kételkedhetnek a parhuzamosak tételében.

De szérnyli meglepetés is érhetné egyszer Gket, mind a
dimenzidk szédma, mind a gorbiiltség szempontjibél. Vegyik
el8szér a Ry-bll borzalmasnak, okkultnak ldtszé dharmadik
dimenziéts. Tegyitk fel, hogy feliiletlakéink 4tldtszd tiveg-
szerll anyagbél @ért edényty készitettek. Milyen is lenne ez?
Alighanem valami zdrt geometriai idom volna, talén kor
vagy négyszdg, vagy valami hasonlé. Az edény» belsejébe’
csak gy juthatndnak feliletlakdink, ha a hatdrvonalat
valahol 4ttdrik. Fekiidjék most valamilyen lapos részecske
az edény mellett, a faldn kiviil. A részecskét most hirtelen
valamilyen esak rdhaté természeti er8 ragadja meg, a mdg-
neses or§ felemeli a harmadik dimenziéba, ott megperditi,
stforditja s igy ejti be az edénybe. Az 4tldtsz6 vonalfalon
keresztiil égnek 4116 hajjal szemlélnd feliiletlakénk a tiine-
ményt és még akkor sem tudnd a részecskét, legyen ez mond-
juk héromszogalakt, eredeti helyzetébe visszaforditari, ha
végre 4tt6ri a vonalfalat és fgy hozzdfér a esodéhoz.

Mi bizony nagyon egyszertinek ldtjuk a tiineményt.
Mégnes kapott fel egy vasdarabkdt, ezen a vildgon emelte
ki a feliiletb8l, dtforditotta és beejtette a kiorbe, bdr annak
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faldt feltiletlakéink dtjdrhatatlannak tartottdk. Igaz, a hason-
lat kissé santit. Vagtagsdgnélkiili részecskét nem vonz mags-
hoz a magnes sem. De nem is akartuk ezt ilyen szigortian
venni, bér a kiterjedési viszonyok teljesen helyesek. Ala-
kitsuk 4t most a példdt Ggy, hogy szdmunkra is ijesztd
legyen. Csindltassunk magunknak hatalmas {iveggémbot,
tegytink melléje a padléra egy komépkori pdneélkesztyflit.
A pénecélkesztyli most hirtelen eltéinik s néhdny pillanat
mulva benne van az tiveggdmbben, s6t az eredetileg jobbkézre
vald kegztyibdl id8kdézben balkeszty lett. Bkkor, azt hiszem,
nekiink dllna égnek a hajunk.

Megallapitjuk : ‘az R;-ben egy pont mdr 4thdghatatlan
akaddly és egy tdvolsdg mdr edény. Zdrt edény az E,-ben
minden vonalakkal hatdrolt idom. Az BEj-ban zdrt edényt
felilettel kell elhatdrolni. Kovetkeztetink : az B,-ben az edé-
nyeket alighanem testek hatdroljdk. De erre még visszatériink.

Mésik esalogaté feladat valamely R,-et Ggy két részre
osztani, hogy az egyik rész valamelyik pontjdbol ne lehessen
8 mésik rész valamilyen pontjaba az elvdlaszté alakzat 4t-
16pése nélkil eljutni. Az R, két tartomdnydt mér egyetlen
pont elvilasztja egymdstol. Az B,-t csak végtelen vonallal
vélaszthatjuk ketté, példdul egyenessel, ha euklidesi sikrél
van 820. Az B, elvdlasztdsdhos mdr felilet kell, példdul sik.

Az B, elvalasztdsa mindenkor (n—1) méretll alakzattal
torténik. De tévedhetink is. Ha Rq~ink nem egyenes,
hanem példdul kor, akkor pontszerd lényitk neki szalad a
zadrépontnak, ott visszafordul és egyszerre a mésik oldalon
jelenik meg a zdrépont, szdmdra, 3llitélag hozzdférhe-
tetlen .oldaldn. Vagy legyen B,-nk autétomlbalaki és va-
lasszuk szét, pontosan figyelve a szabidlyokra, a gyfiriit
megkeriild vonallal. Felilletlakénk nehézség nélkil, szdm-
talan Gfon juthat a zdrévonal tGlsd oldaldra. Az ilyen tere-
ket «t6bbszorosen Osszefiiggl tereknek» nevezik, s jellemz6
1djuk, hogy Osszefiiggbsitket magasabb dimenziébél, tehdt
ha n dimenzidsak, akkor mér (n-+1) dimenziébs! azonnal
dttekinthetjiik. Tobbszérésen Osszeftiggl Rg-at nem tudunk
ellépzelni, csak azt mondhatjuk, hogy az elvélasztdsnak
gombieliilettel kellene torténnie, vagy legaldbb valamilyen
ouszefiigpl zdrt felillettel, amelyet megkeriilhetiink. De ez
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esak hozzdvet8leges hasonlat. Mert a valé helyzetet csak az
B,-b6l tekinthetnbk 4t, tehdt Rjunkat valamilyen B,-nek
kellene magdban foglalnia. De mint mér t6bbszor emlitettitk,
nines egyel6re semmi okunk, hogy a negyedik dimenzi6
1étezését koyeteljilk.

Azt is hangstlyoztuk mdr, hogy végtelen és hatdrtalan

nem azonos fogalmak. Korvonal vagy gémbielilet benne 61§
képzelt lak6knak feltétleniil hatdrtalan, bdr biztos, hogy
véges. Mert ha a kor keriiletén egyik pont éllva marad,
masik pedig mellGle elindulva folyton eldre halad valamelyik
irényban, végil visszaérkezik a vdrakozé ponthoz. Ugyan-
ilyen egy «vildgvdndorldsy gémb feliiletén is.
- Hasonlé dolgok girbe Rg-ban szintén lehetségesek. S a
legtjabb fizikai és csillagdszati kutatdsok sordn mér komoly
megfontoldsok tdrgya volt, hogy ha tertink gdrbilt, akkor
az ég két ellentétes pontjdn lathaté kodfolt nem azonos-e.
De egy gérbult B, fogalma akkor sem rejt énmagéban ellen-
monddst, ha 7n>2. Bernhard Riemann #6bbszér idézett
magintandri értekezésében Gauss feliiletelmélotével kapeso-
latban mdr tdrgyalja a gorbilt n méretd tereket, Fréchet
pedig Lebesgue integrdlelméletéhes kapesolédva Riemann
térelmélotét még jobban kiterjesztette, tgyannyira, hogy a
matematikus szempontjdbél az egész kérdés mir nem mond-
haté misztikusnak vagy tisztdzatlannak.

Tekintve, hogy legmagasabb matematikai ismeretek nél-
kil nem tudunk e problémdhoz hozzdférni, esak annyit
jegyezziink meg, hogy a g-vonalak magasabb dimenzibk
esetén is alkalmazkodnak a tér jellegbhez. Buklidesi B,, E,,
R,, ...R, egyenese mindig egyforma, vagyis éppen az eukli-
desi egyenes. Bzt kell a t6bbi g-vonalrél is feltételezniink, ha
& tereinknek 4llandé a giérbiilete. Ha a gorbilet viltozik,
akkor pontrol-pontra vdltozik a g-vonal jellege is. De két
pontot 6sszekots vonalak kozt mindenkor a g-vonal a leg-
révidebb, hisz ez a lényege.

Van tehdt a gorbiilt tereknek, az By stb. B,-nek is nem-
euklidesi sztercometridja. De példdul az is vildgos, hogy
vannak tételek, — ilyen példdul Euler tétele' — amelyek

1 Lap plusz cstics egyenld él plusz ketté,

Colerus : Pont. 18
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az abszolut geometridhoz tartoznak, tehdt bizonyos korldto-
zésokkal a nem-euklidesi geometridkban is érvényesek. Csak
az olyan tételek érvénye szoritkozik az euklidesi geometridra,
amelyek s pirhuzamosak tételébsl kovetkeznek. Ilyen s
héromszdg szogeinek az 6sszege. Azonban a szférikus excesz-
szus &3 a pszeudoszlérikus defektus fiigg a hdromszog méretei-
t6l 68 a tér gorbilleti mértékének nagysdgdtol. Ebbbl az is
kovetkezik, hogy ha a tér gorbiltsége kicsi, tehdt a gorbileti
sugarak a végtelenbe nének, akkor esak igen nagy hérom-
szogeken volna észlelhetf, akér excesszus, akdr defektus.
Bzért nem tudjuk még megdllapitani, hogy tertink gorbiilt-e
vagy nem. De azt mdr majdnem biztosra vehetjik, hogy
hiromdimenziés. Ks az Einstein-féle képzetes, negyedik,
id8koordindta sem donti ezt meg, mert a relativitds elmélete
ig csak hdrom térkoordindtdt ismer. A négydimenziés «¢idg-tér
koordindtarendszery csupdn szdmoldsi modnak is nevezhetd,
az fgynevezett Hamilton-féle quaterniok alkalmazdsdnak,
de errGl nem beszélhetiink itt részletesebben. Gorbiiltséget
Einstein is feltételez. De szabdlytalant, pontrél-ponira vélto-
z6t. Bzért mondjék azt is, hogy a tapasztalati tér Riemann-
féle, s gorbiilete nem 4llandg.

Befejerésiil mutassunk be egy egészen kiilonleges médon
gorbiilt By-t, az Ggynevezett Mobius-szalagot. Mintdjdt bérki
konnyen elkészitheti egy darabka papirosbél. Bgy papirszalag
egyik végét 180 fokkal elforditjuk és igy ragassztjuk hozzé a
mésik végéhez. Ha most valahol elkezdiink egy, a papir
szélével pirhuzamos g-vonalat hizni, akkor azt a viratlan
tiineményt létjuk, hogy a vonal 6nmagdba visszatér, tehdt
hatdrtalan. Ha most Gjra szétvégjuk a gylirit, meglepetten
tapasztaljuk, hogy az egyetlen vonal a papirlap mindkét
oldaldn végigmegy. Olvastink idegeit kimélni akarjuk, ezért
esak utalunk arra az ijedségre, amely e feliilet lakéit érheti.
Ha a «vildgot koriilhajézzay egyikik,! akkor szészerint &g
fizikai értelemben titkorképévé alakul 4t. Kétméretl suive
példdul a jobboldalra keril. Az otthon maradt rokonok

* Akkor mondjuk, hogy «koriithajbéztuks a Mobius-szalagot, ha az utas
a feliilet mésik oldaldn Gjbol eléri a kiindul6 pontot. A feliilet oldalanak
fogalma & feliiletlakéok szdmdra kozoémbos, mivel vastagsiguk nincs,
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forditottnak 14tndk a vildgutazét és koleséndsen bolondok-
nak tartandk egymdst. A képen ldthatjuk, hogy Fehér tm
otthon maradé «Feketes bardtjdnak jobb kezével btiesat int,
Mobius-éle vildgutazdsa utdn hazatérve ugyanazzal a kezé-

147, 4bra.

vel akarja iidvozolni «Fekete» baratjst, de «Feketes Gr és mi
is, itt kint az Ry-ban, kezét most balkéznek nézziik. O azon-
ban viltig bizonygatja, hogy «Feketes Gr vdltozott meg, velimk
egyiitt, 8 mi koszoniink egyszerre balkézzel. Jegygytirtijét az
egész Gton, az egész id6 alatt nem vette le a kezérll, — de
Feketen r sem. Bele lehet bolondulni. Nyugodjunk meg, az
ilyen fereket wem-orientdl6do tereknek» nevezik, s itt meg-
jegyezzik, hogy még hdromdimenziés wdrt nem orientils
Riemann-terek is léteznek, s matematikailag szerkeswmthetlk.
A mozgds nem vezet tGl a harmadik dimenzi6n. Ilyen térben
negyedik dimenzié nélkiil is 4talakulhat egy jobb pédneél-
kesztyli balkesztytivé. De a szimmetridt kongruencidvd
dtalakitdshoz sziikséges (n--1)-edik dimenzi6 hidnya csak 14t-
sz6lagos. Mert mint a Mo6bius-szalag az B, megesavardsival
az Ryban készilt, 4gy a nemorientdlt Ry elkészitéser az
R, hasznélatdt igényli. Ezek a v4lt6k természetesen mar £616s-
logessé tehetik magasabb dimenzi6 hasznilatdt, hisz mir
maga a tér csavarodott el.

De még nem vagyunk & végén. A konyv cimében igérte-
ket még nem teljesitettitk. A legmagasabb éltaldnosités a
legmagasabb cstics megmiszdsa a kovetkesnd fejezetre marad.

18*
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HARMINCHETEDIK FREJEZET.

Négy és tobb dimenzids geometria. Befejezés.

J6 ugyunkért ldngolé lelkesedéstink se tegye akir egy
percre is kéteégessé, hogy e konyv a nem-euklidesi és t&bb-
dimenziés geometridk megértésének és elképrelésének esupdn
keozdeti nehézségeits] szabadithat meg. Mindkét teriilet nagy,
hatalmas dga a matematikdnak, s tovdbbi tanulményok cél-
jéra esak a srdmos kivalé szakkonyvre utalbatunk.

Do ez az Gvatos bejelentéstink ne legyen akaddlya annak,
hogy annyira belekéstoljunk a kérdések megismerésébe,
amennyire konyviink és tuddsunk terjedelme megengedi.

A geometridnak ez az 4ga, G. Cantor és Hausdorff halmaz-
elméloti fojtegetéseitd]l eltekintve, a legijabb dga tudomd-
nyunknak. A német Grassmann (1809—1877) foglalta elfszor
rendszeresen Ossze 1844-ben, «Lineare Ausdehnungslehre»
cim! miivében. De olyan kevéssé értették meg 6t, hogy
esalédottan fordult el a matematikdtol és szanszkrit nyelvé-
szettel kezdett foglalkozni. Ebben az @j milkodés korében
olyan tt6r8 eredményeket mutatott fel, hogy 4ltaldnos
elismeréshen lott része. Bz az elismerés viszont matematikusi
hitelét is emelte, 8 a nagy Helmholz iy megtett minden t6le
telhetSt, hogy a régi igazsdgtalansdgot feledtesse. Természe-
tesen Riemann 1854-ben megjelent értekezésének is része
volt ebben. Az angol Cayley és a francia Cauchy is koriilbeliil
Grassmannal egyidSben foglalkozott a t6bbdimenziés geo-
metria egyes kérdéseivel, a nélkiil azonban, hogy tételeiket
rendszerrd fejlesztették volna. Még egy mdsik, nagyeszl
matematikus is osztozott Grassmann balsorsdban és ez még
azt sem 6rte meg, hogy miive nyomtbatdsban megjelenjék.
A svdjei egyetemi tandr, L. Schlafli (1814—1895) volt ez a
matematikug, aki 1850—1852 kozt irta miivét, amely nyom-
tatdsban hilds tanitvdnya, a szintén kitlind matematikus,
J. H. Graf f4radozdsainak eredményeként jelent meg. Ekkor
deriitt ki, hogy Schlifli mfive kordt jéval megel8zte és e
tudomdny alapvet§ konyve.

De elég legyen ennyi ennck a& ma mér elismeit matema~
tikai rendszernek t6rténetébll. Most tehdt mindazt, amit méir
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tudank, latba vefjitk, hogy minél el§bb behatolhassunk a
matematikai szellemvildg kozepébe. Mdr megszoktuk, hogy
By, B,, By stb. B,-r6l beszéljiink. Most ecsak abban dllapodunk
meg, hogy akkor is beszélink idomroél, ha n<2. Igy a tévol-
gdg az B;-ben idom, idom a pont is az By-ban, habér az utobbi-
ban nem tudunk «éry és «domy komt killsnbséget tenni.
8 ha most ismét el6vesszitk a «implexy fogalmét, s ezt S-sel
jeloljik, akkor a pontot az B, simplexének nevezhetjilk,
az I3, simplexe a tdvolsdg, a hdromszdg az B, simplexe és az
Rg-6 a tetraéder. A simplexek szdmozdsa indexsze! torténik,
az index a pontok szdmat adja meg, amelyek a simplexet
meghatirozzak. Tehdt az R, simplexének a jele S, az R,
tavolsdg-alakt simplexéunek jele S,, az By-ben ax S; hdromszog
a simplex, a tetraeder az Bgz-ban az S, sth. dltaldban az R,
gimplexét S, jeloli. Mi iz az ilyen simplex? A simplex a
megfeleld térnek, R,-nek, a logegyszerliibb alakzata, amelyet
(n+1) pont Osszekéstése &ltal nyertnk. Atlék ekkor nem
keletkezhetnek, mert csak két pontja fekszik egy egyenesen,
hérom pontja egy sikban stb. 8 pontjainak a szdma éppen
hogy elegendd az illet6 tér meghatdrozdsdra. Természetese.
nem fekhet annyi pontja egy alacsonyabb index( térben
hogy azt tilhatdrozzik. Ha két pont egy pontba, egy Byba
esik, akkor nem keletkezik az B,-ben tdvolsag (S,). Ha hdrom
pont egy egyenesen fekszik, nem hatdroz meg héromszdget
(Sy) a sikban (B,). 8 ha végil négy pont egy sikban van,
akkor nem keletkezik tetraeder (S,) az BEs-ban stb. Tehdt
megengedhetetlen, hogy (n-+1) pont egy B,_i-ben fekiidjék,
mert kiilénben nem keletkezik az S, . az B,-ben.

A simplexek jelent8sége azért olyan nagy, mert egy 8,1
simplex meghatdroz egy R, teret. Természetesen a poniok
helyzetére vonatkozd. megszoritdsok betartdsa esetén. Hazt
azonban, ha simplexekrsl beszéliink, nem is kell killon hang-
gllyoznunk. Mert he a pontok helyzZete nem megfelels, akkor
nem is keletkezik a megfelel6 simplex. Régi beszédmédunk
szerint azt mondtuk volna : egy pont By-t hatédroz meg, tehdt
sajat magdt. Kett6 meghatdroz egy egyenest (B,), bdrom
pont egy sikot (R,), négy pont egy Bg-at stb.; s magasabb
dimenzi6k esetén a pontokat simplexekké vonhatjuk Gssze.
gy a sikot egy pont (8,) és egy tévolsdg (S,) is meghatérozza,
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egy teret két S,, ha nem metszik egymdst stb. Tehdt egy
B, meghatérozdsdhoz szikséges, hogy a meghatirozd egy-
méstél fiiggetlen simplexek indexének Osszege (n--1) legyen.
Ha a simplexek metszik egymdst, akkor figyelmen kiviil
maradnak, elesnek azok a pontok, amelyek a metszésidomot,
mint mmplexet meghatéroznék. Igy két S,, ha metszi egy-
mést, esak Byt hatdroz meg, mert habdr indexeik Osszege
2—]—2:4, de ennek jelentése (n-}-2), mivel van egy kozds
résziik, egy Sy Az indexck sszege szempontjdbél tehdt irhato,
hogy S,+48;=8;+8; vagy S;+8;—S;==8, vagyis ha az
(n--1)=3 egyenlbséget tokintem, helyesen kapom, hogy n=2.

Bgy B,-6t hdrom egyenes hatdroz meg, ezek egyiitt egy
Sg-ot adnak. De nem elég, hogy e hdrom egyenes kitérd
legyen, mert ez mér az By-ban is megtorténhet. A harmadik
egyenesnek el kell keriilnio a két olsd, kitér§ egyenest és el
kell «keriilnies az azokkal meghatdrozott Eg-at is.

B kombinatorikus jellegli megfontoldsokkal kapjuk egy
B, tgynovezett pontértékét, Az B,-et ebben az Osszefliggés-
ben, anélkil, hogy ezzel valami Gjat mondandnk, Rd-vel
fogjuk Jelolm Minden Ej-nek a pontértéke (d-l-l), vagyls
ama pontok szdma, amelyek oly médon fiiggetlenek egymads-
t6l, hogy sohasem fekszik koztilitk t6bb pont egy R,-ben,
mint ahényat annak indexe megenged. Nem fekszik tehdt
két pont gy Ry,-ban, hdrom pont egy R,-ben, négy pont
egy B,-ben és altaldban n pont egy R, _s-ben, hanem leg-
felJebb egy B,—i-ben. Egy R, szempontjdbdl legfeljebb
6 pont fekhet egy Ry-ben, 5 pont egy R,-ben, 4 pont egy
Bg-ban, 8 pont ogy Rz-ben, 2 pont egy Rl-ben.l B feltételek-
ben nines sermmi rejtélyes. Az Ry-ig gyakran alkalmaztuk
Gket, mert megakaddlyozzdk az idomok elfajuldsdt.? Kovete-
¥siiknek azonban més, esoddlatos kovetkezményei is vannak,
Ha betartjuk, akkor egyszerfien kombinatorikus eljdrdssal
megkaphatjuk akdrhdny dimenzi6 esetén a simplex adatait.
Igy példdul az Sy-6t, a négydimenzibs tér simplexét ot fiig-
getlen pont adja, mert az B, pontértéke (d-+-1)=5; ennek

1 B feltételek mindegyike az 6t megel6zé feltételekbSl mér természet-
szertien kovetkezik. (4 ford.)
? Vagy més sz6val ne legyen «hfithatédrozotits.



279

tehdt a kovetkezd részel vannak : i = 5 pontja, (g) =10 éle,
(g) =10 héromszog alakd lapja és végiil Z = b hatérold
teste, amelyek mindegyike tetraéder. Tehdt 5 «ejtbsly 4ll,
innen a neve is: az R, simplexét, az S;-6t «bisejir-nek is

nevezik. Valamely S;.; 4ltaldban (dj;l alacsonyabbrendii

simplexbdl, S,-b8l 411, s az n 1-t8l d-ig vdltozik. Ezzel lohe-
t6vé valt tisztdn kombinatorikus eljardssal akérhdnymérett
tér simplexét felépiteni.

Nos, az Ggynevezett «Schlegel-féle diagrammok feltaldldsa
6ta egydltaldn nem lehetetlonség, hogy a harmadikndl maga-
sabb dimenzitba belepillanthassunk. Miért is ne? Hisz egy

Beltrami-féle folilletlaké is lerajzolhatja magdnak egy hérom-
dimenzids tetraéder képét vildgdban és tanulminyozhatja.
Mi magunk is rajzolunk hézakat, fékat, poliédereket, gém-
boket minden félelem nélkil papirra. Mi az B, testjeit nyu-
godtan vetitjiuk egy By-be, sikba. Ne hozzuk fel ezzel szem-
ben azt, hogy nem miészkilunk ebben az Ry-ben. Hisz ugyan-
olyan joggal azt is 4llithatnék, hogy nem lehet fogalmunk
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egy hézrél, mert ugyanabban az Ry-ban mészkdlunk. Vildgos
ezek alapjdn, hogy kellSképpen dtgondoltuk a valamennyi
B; szempontjdbol invaridns, vdltozatlan testképzd térvénye-
ket, hogy az R, idomait az Bs-ba vetitsitk. A német Schlegel
ezt valéban meg is tette és rézdrothél, selyemzsinérokbol
készitett modelleket. Ez az eljirds az Ry-ba valé rajzoldsnak
felel meg. A perspektiva szabdlyai szerint tehdt bdrmely
magasabb indexii térb6l vetithetiink alacsonyabb indexii
térbe. Az B,nek S; simplexét tehdt Sechlegel-diagrammd
vetithetjilk az Bg-ba, s ezt a diagrammot, amely még test-
szeri modell, az B,-re lerajzolhatjuk, wjabb projicidlds,
vetités segitségbvel. Vagyis egyszerfien lerajzolhatjuk. Eat
most régton meg is tesszitk. A mdr egyiltaldn nem rejtélyes
negyedik dimenzié egyik testének, politopjdnak képén tehdt
mindazt ldthatjuk, amit el6bb elmondtunk., Megszdmolhat-
juk 5 estiesdt, 10 6lét, 10 oldallapjit és 5 hatdrold tetradderét
(1284, 19285, 1245, 1845, 2345) 68 nyugodtan megillapitiuk,
hogy minden egticsdban 4 éle taldlkozik, 6 oldallapja és 4 oldal-
tere. Az utébbiakat kissé nehezen 14thatjuk, legkénnyebben
akkor, ha elképzeljiik, hogy az 5 pont az 1284 teradder bel-
sejében debegr. Tovdbbd minden élen 8 oldallap megy
keresztiil és 8 oldaltér, végiil minden oldallapon 2 oldaltér.
Vagy mint de Vries egyszerfien leirta : az Sy «itsejtetsr 5 te-
traéder hatdrolja, kettd-kettének kozos egy oldallapja (6ssze-
sen 10 oldallap), hdrom-hdromnak egy éle kozds (Gsszesen
10 é1), négy-négynek pedig kozds egy cstiosa (0sszesen 5 ostics-
pont). (148. dbza).

Kissé kovésbbé bizalmatgerjesztS, ha halljuk, hogy az
R; lakéinak két diagrammra van szitkségiik, ha az Sg-ob
akarjék lerajzolni. (S, az 6tdimenziés simplex.) Elfszér négy-
dimenziés modelljét kellene elkésziteni, majd ennek a hdrom-
dimenziés diagrammjit, s végil ezt lohetne papirra le-
rajzolni.

Miel6tt befejezzitk, még egy kis vardzslatot szeretnénk
bemutatni. Az Stsejt tdrgyaldsakor arrdl is beszéltiink, hogy
két magasabbrendfi térnek milyen kézos része van, vagyis
milyen metszégsidom keletkezik, ha metszik egymést. A ko-
zonsbges geometridbél tudjuk, hogy két sik egymdst egye-
nesben metszi, két tost sikban, test és egyenes egyenesben,
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test 6s sik sikban! Mivel a sokdimenziés geometridban is
szitkségiink van 4ltaldnos metszési torvényre, ilyent fel is
allftottak, még pedig igen egyszerd alakban. Nem elég
agyanis tudni, hogy milyen R,-ek metszik egymést, azb is
tudnunk kell, hogy milyen Egn belil toérténik a metszés.
8 ma mér teljesen vildgosan tudjuk, hogy ha az egymdst
metszd idomok kiterjedései (n és m) kisebbek, mint az Gket
koriilvevd tér kiterjedése (d),? akkor a kdvetkez§ Gsszefiiggés
érvényes :

@) =) D) —(m A1),
vagyis

d=n--m—nm,

ha nm a metszésidom dimenziéinak szdmét jelenti, (nm--1)
pedig ennek pontértéke. Ha d, = é8 m ismert, akkor
nm=n-+m—d. ‘

Bls8 kisérloteinket végezzik a mdr jol ismert Rg-ban.
Ez esethen d=38, egy egyenes értéke 1, egy siké 2, egy ponté 0.
Tehat egy egyenes és egy sik metszése esetén a térben
nm=3-+1—8=0, vagyis egyenes és sik pontban metszik
egymdst. Két sik a térben : nm=2+2—8=1, vagyis egyenes-
ben mefszi egymést. Fontos, hogy (n-+m) egyutt legaldbb
annyi legyen, mint d, mert killonben a metszés alacsonyabb
dimenzioban torténik és megeshet, hogy a magasabb dimen-
zibban az idomok kitérnek, keresztezik egymést. Igy két
egyenes a térben: nm=1-4-1-8=—1. Sikban viszont :
1-+1—2=0. A minusz elGjel azt jelenti, hogy még van f6165-
leges szabadsdgi fok, amelynek kévetkeztében keresztezbs
lehetséges, tehdt metszés el6fordulhat ugyan, de nem kévet-
kezik be feltétleniil. Azt, hogy a bekévetkezett metszés
eredménye mi lesz, csak egy alacsonyabb dimenziGban tudjuk
meg, bir ez az eredmény rendesen pont. Az B,-ben test és.
egyenes nm==148—4==0 alapjén pontban metszi egymdst.
Két sfk ugyancsak pontban, nm=2-42—4=0, bir ezt

! Mindez kiilonféle «terekben» tdrténik.
? Tehdt két idom metszi egymdst, amelyek pontériéke n4-1 és m--1
és d>n és d>m.
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gem tudjuk elképzelni. Sik és test : 2-}-8—4=1, tehdt egye-
nesbe moetszik egymdst. Végil két test : 84-8—4=2, tehit
sikban metsrik egymdst. Hgyenes és sik kitér8 is lehet:
142—4=—1 stb. Utols6 példdnkban visszatérink az E,-ba
és azonnal megkapjuk a megolddst nm=1+2—8=0, a
metszés tehdt pont, mint virtuk.

A politopok elmélete éppen olyan exakt és pontos, mint
az eddig tanultak. Bz az elmélet lehetSvé teszi, hogy a poli-
topok (soksejtek) lapszogeit! sth. meghatdrozzuk. Minden
dimenziéban meghatdrozhatjuk a szabdlyos testek, helye-
sebben politopok vagy soksejtek szdmét is. Megkapjuk, hogy
az B,-ben hat szabdlyos politop szerkeszthetf. Fzek : a sza-
bélyos otsejt, nyolesejt, tizenhatsejs, huszonnégysejt, szdz-
htiszsejt 63 a hatezdzsejt. Még egy blcsfimegjegyzés : t6bb-
dimenzi6s tanulményaink sordn mindeddig linedris, euklidesi
térben mozogtunk. Hzt mér olyan kifejezésekrél is észre-
vehettiik, mint egyenes, sik, hiromszdg, tetraéder. De ter-
mészetesen it iz megvannak az ismert altaldnositésok ; mdr
Riemann beszélt sokdimenzids, szférikus és pszeudoszférikus
terekrSl, ma pedig mdr a matematika kézkinese, hogy a
térnek a gorbiltség és a dimenzitk széma a jellemzbje.
Ezen feliil esak utalunk arra, hogy maga a tér is esak egy
fajtdja egy magasabbrendd fogalomnak, az n-méretli soka-
sagnak. Bzt a gondolatot is Riemann vetette fol mar 1854-ben.
Geometriai vildgunk a legmagasabb algebrdval, fiiggvény-
elmélettel invaridns elméletekkel kapesolathan mind szédi-
t8bb magassdgok feld tor. S ember nem mondhatja meg,
hogy mennyi belfle «valésdgs s mennyi csak «lomw. De a
geometriai «ilom» iz engedelmeskedik a legszigorGbb logika
torvényeinek — — — »

Azt hisszitk, teljesitettﬁk igéretiinket. Ha valakit f4jdal-
masan érint, hogy mér elbagyjuk e vardzgvildgot, vigaszta-
16dj6k, hisz tanulményamk példdul azok is, amelyek t5bb-
méretl terekrfl szoltak, esak egy euklidesi I, ismeretének
elemeit tartalmaztdk. Azokn&k is esak kis részét. A geo-

1 Ttb egdszen kisérteties dolgokra bukkanhatunk, mert példdul egy
egyenes merdleges lehet egy térre stb.
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metria tanulményozdsa még minden irdnyban elSttink all!
S mindny4jan, szerz§ és hiiséges olvaséi, egyardnt kdszonetet
akarunk mondani azoknak a nagy szellemeknek, akik dnzet-
len, h8si munkdval feltdrtdk az egyik kaput & mésik utén,
hogy roppant tévlatot nyissanak a geometria csillogé biro-
dalmédba, a tiszta formdk vildgdba, amelynek kimerithetet-
len harmonidja megmutatjs nekiink, az R, szegény lakéinak,
& Mindenhaté nagysdgdnak kis sugardt.
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