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ELOSZO A peremelem moédszer integralegyenletei

ELOSZO

Minden torténelmi korszak fejlddésének megvan a maga hajtoereje. Mig a XIX. szazadban
a tudomany eldrehaladasat egyértelmiien a vasuti kdzlekedés robbandsszerii elterjedése hatotta at
(évente atlagosan 10.000 km hosszéagban épitettek 0j vasutvonalakat), addig jelen korunkban ¢
mikroelektronika adta lehetdségek szotték at a mindennapjainkat, igy a miiszaki életiinket is,
szolgéltatva annak fejlodéséhez sziikséges hajtoerdt. E két periodus fejlodésének sajatossagai
természetesen megmutatkoztak a tarsadalmi struktdra formalédasaban is. Az elmult szazadbal
kialakult a nagylizemi munkassag, megvalosult a t6ke koncentracidja és létrejott a redl -
dominansan a miiszaki - tudomany miiveldinek népes tdbora. Ez utdbbiak kivivtak maguknak a
széles tarsadalmi elismertséget, hisz tevékenységik kdzvetlenll hozzajarult a tarsadalom lathatc
fejlédéséhez. Napjaink sajatossaga az informaciés tarsadalomkialakulasa, amelyben a
mikroelektronikai elemek fejlédése atszovi a mindennapi életiink, tevékenységiink lehetdségeit. A
muszaki ¢életben ez tobbek kozott a szamitastechnika robbanésszerli elterjedését, a diagnosztikai
vizsgalatok eszkodzparkjanak atalakuldsat, az anyagok viselkedésének, tulajdonsagainak mélyebl
megismerését szolgald anyagvizsgalati modszerek, eszkdzok 1étrejottét eredményezték. A fejlodés
Utemét jol tukrozi az, hogy mindez az utdébbi 20 évben kovetkezett be (pl. a szamitogepek
mikroprocesszorainak miiveleti sebessége 1978-1998 periddusban 3 nagysagrendet valtozott!).

A nagy értékli miuszaki Iétesitményeket, szerkezeteket (hidakat, erOmiiveket, gaz-
olajfeldolgoz6 rendszereket, vegyipari Uzemeket, tranzit energiaszallité vezetékeket,
repiilégépeket, hajokat, stb.) 15-50 éves tlizemeltetésre tervezik az adott periddusban érvényben
levd szabvanyok, miiszaki iranyelvek figyelembevételével. Ezekben pedig az azt megel6z6 néhany
év ismeretszintje, technoldgiai szinvonala testesedik meg. A mikroelektronika altal diktalt
fejlodési litem lehetdve teszi azt, hogy a nagy értéki szerkezetek, 1étesitmények tizemeltethetoségi
feltételeit, maradék élettartamat egyre nagyobb megbizhatésdggal becsuljik, azaz integritasé
egyre kisebb kockézattal itéljuk meg.

Az eléz6kbol adodoan kialakult egy uj, diszciplina, a ,Szerkezetek integritasg” vagy
»Szerkezetintegritdsfogalma és 1étrejott intézményrendszere szerte a vilagon. A dontéen mérnoki
ismereteket integralé tudoményterilet feladata annak eldontése, hogy egy adott szerkezet,
létesitmény milyen feltételek mellett lizemeltethetd a tovéabbiakban, ill. mennyi a maradék
¢lettartama ¢és ez milyen médon menedzselhetd. Ahhoz, hogy a szerkezet allapotat a lehetd
legnagyobb biztonsaggal felmérhessiik - ebbdl adoddéan a tovabbi lizemeltethetdség feltételeit a
legkisebb kockézattal megbecsiiljik - elengedhetetlen az, hogy

» diagnosztikai vizsgalatokkal felmérjuk a szerkezet allapotat

* tisztazzuk a valosagos tizemi koriilményekre jellemzo mechanikai dllapotot,

* megitéljuk a beépitett anyagok karosodasanak folyamatat és mértékét az adott
uzemeltetési feltételek mellett

Nyilvanvalo egyrészt az, hogy az eldz6kben emlitett harom f0 teriilet (méréstechnika -
mechanika - anyag) egyforma jelentoséggel bir a szerkezet integritdsdnak megitélésében és
barmelyik tertlet elhanyagoldsa, sulyanak csokkentése hibas dontéshez, esetleg katasztrofakho
vezethet. Nyilvanvald masrészt az, hogy minden miiszaki dontésben, igy az iizemeltethetdség
feltételeinek megitélésében is, bizonyos kockazat rejlik, hisz a tudomany adott szintjét
hasznositjuk és a rendelkezésre all6 eszkozpark maga is az adott kor szinvonalat képviseli. Ebbol
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adoddan mérlegelni kell az esetleges hibas dontés miiszaki, jogi, kozgazdasagi és
kornyezetvédelmi kdvetkezményeit. Ezek egylttes figyelembevételével viszont mar kialakithatdk
az ésszerl kockazatvallalas feltételei.

A szerkezetintegritas tehat egy igen komplexlterihkik ezt miivelik azoknak képesnek
kell lenniiik arra, hogy az iizemeltehetdséggel kapcsolatos problémakat teljes kortien atlassak,
kiemeljék a meghatarozé paramétereket, kérdéscsoportokat és alkalmasak legyenek arra, hogy &
érintett tudomanyteruletek szakembereivel érdemben szakmailag konzultalni tudjanak.

A szerkezetek integritasanak, realis allapotanak, maradék élettartamanak megitélése mind
az lizemeltet6k, mind pedig a biztositotarsasagok alapvetd érdeke. Az lizemeltetd szempontjabol a
tudatos tervezeés, fejlesztés megkeriilhetetlen sarokpontja az lizemben levd késziilékek miiszaki
allapota, biztonsaga; a sziikséges biztositas tekintetében pedig az ésszeri kockazatvallalés,
biztositasi 0sszeg alapeleme a redlis allapot ismerete. Ezek jelentdségét mérlegelve tamogatta az
Eurdpai Unié a TEMPUS program keretébefTaaching and Education in Structural Integrity in
Hungary” cimmel Osszedllitott palyazatot, amelynek f6 célkitlizése ezen 1Uj diszciplina
meghonositdsan kivil egyrészt a szerkezetintegritas oktatasi anyagainak kidolgozasa, masrészt
Szerkezetintegritas - Biztositasi Mérnok Szakmérnoki Szeinditasa. A négy hazai intézmény -
Miskolci Egyetem, Budapesti Miiszaki Egyetem, Kossuth Lajos Tudomanyegyetem Miszaki Kara
¢s a Széchenyi Istvdn Miszaki Fdiskola szakembereinek bevonasaval elérendd célok
megvaldsitasat nagyban segitették a kovetkezo6 kiilfoldi partnereink:

* Prof. T. Varga, Bécsi Miszaki Egyetem

* Prof. H. P. Rossmanith, Bécsi Miiszaki Egyetem

» Dr. J. Blauel, Fraunhofer Institut fir Werkstoffmechanik

» Prof. S. Reale, Universita Degli Studi di Firenze

» Prof. G. Pluvinage, Universitz of Metz,

» Dr. S. Crutzen, Joint Research Centre, European Commission

Miskolc, 1999. augusztus 10.

Toéth Laszlo

egyetemi tanar
a projekt koordinatora
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A jelen flizet a pemelem modszer integralegyenleteit tekinti at. A targyalasmodot illetéen
az volt a torekvés, hogy mérndkkarokon oktatott matematikai €s mechanikai ismeretek birtokaban
megérthetd legyen a fiizet tartalma. Az elsd fejezet rudelméleti feladaton keresztiil mutatja be az
ugynevezett direkt és indirekt mddszer jellegzetességeit. A masodik fejezet potencialelméleti
feladatokra forditja figyelmét. Mivel a peremelem modszer alapvetd jellegzetességei itt értheték
meg a legjobban a gondolatmenet kifejtése igen részletes. A harmadik fejezet a rugalmassagtal
térbeli feladatai esetén mutatja be a direkt ¢s indirekt modszer integralegyenleteinek eléallitasat.

Az anyaghoz tobb flggelék is tartozik. Ezek részint matematikai ismeretket nydjtanak, részint
pedig egyes gyakorlatok megoldasait ismertetik.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy az anyag nem teljes, hiszen nem 6leli fel a sikrugalmassagtan
feladatkorét, a dinamikai feladatokat és a numerikus implementéciéval kapcsolatos ismeretek is
hianyoznak. Mégis hianypétlonak tekintjik, mivel magyar nyelven nem &all rendelkezésre a
témakorrel foglalkozd és a mérndkkarokon oktatott ismeretekre tdmaszkodd konyv. A szerzd
dolgozik az itt bemutatott anyag kibovitésén, és rovidesen elkésziil egy a jelenleginél 1ényegesen
tobb ismeretet kinalo kézirat.

Els6 olvasasra a bemutatott anyag elméleti ismeretek dsszegezése, hiszen nem tiinik ki a
leirtakbdl, hogy a peremelem modszer mint a végeselem maoadszerrel egyenragl numerikus tech
nika szamos terileten, pl. repedések kordl kialakuld fesziletségallapot numerikus meghatarozase
stb. kinal numerikus megoldast a feszlltségek meghatarozasara.

Mint minden Uj kezdeményezésnek, e flzetnek is nyilvanvaléan meglesznek a maga
hidnyossagai és a jovOben szdmos teriileten kiegészitésre szorulnak. Ezt nagyban segitené az, ha a
Tisztelt Olvasok észrevételeiket, javaslataikat a szerzoknek vagy a projekt vezetdjének eljuttatnak.
A TEMPUS program nyujtotta tdmogatas lehetd legjobb kihasznalasa érdekében az elkésziilt
tananyagokat INTERNET-en is kdzreadjuk (hftpww.bzlogi.hu/tempus.htim) annak érdekében,
hogy a szerkezetintegritas diszciplindja hazankban minél gyorsabban és minél szélesebb korbel
elfogadasra és elterjedésre talaljon.

Miskolc, 1998. augusztus 10.

Szeidl Gyorgy
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1 FEJEZET

A peremelem-médszer alapjainak szemléltetése riidfeladatokon

1.1. Az egydimenziés feladat vilasztiasdnak elényei

1.1.1. Jelen fejezet a peremelem-médszer vagy roviden PEM egydimenzids feladatokon torté-
né alkalmazdsara forditja figyelmét. Az egydimenzids feladatok védlasztdsanak okai koziil az
alabbiak érdemelnek kiemelést:

1. A PEM mérnoki alkalmazdsokban jdtszott szerepének novekedésével egyidejiileg annak
igénye is felmeriil, hogy a mddszer lényegét — kiilonds tekintettel a mérnokjelolt hall-
gatésdg, illetve a végzett mérnokok matematikai és mechanikai eléismereteire — olyan
feladatokon keresztiil szemléltessiik, melyek megolddsa csak a szigorian vett mfiszaki
egyetemi alapismereteket tételezi fel.

2. Annak ellenére, hogy a PEM igazi ereje a két-, és haromdimenziés feladatokban mu-
tatkozik meg a mddszer egydimenzids feladatokon keresztiil torténd bemutatdsa elénycket
kinal

— a nemlinedris feladatok megolddsi mddszerének tdrgyaldsakor
és
— agz inhomogén feladatok tdrgyaldsa sordn

A PEM egydimenziés feladatokban torténé alkalmazésédnak kérdésével R. BUTTERFIELD [1]
tovabba P. K. BANERJEE és R. BUTTERFIELD [2] munkai foglalkoztak el6szor. A jelen fejezet
nagymértékben tdmaszkodik ezekre a munkdkra.

1.2. Rugalmasan agyazott rid mechanikai egyenletei

1.2.1. A rugalmasan dgyazott egyenes rid mechanikai feladata a fentieken tilmenden a
késébbiekben értelmezett direkt és indirekt PEM alapvett jellegzetességeinek dttekintésére is jé

lehettséget biztosit.
A vizsgdlt rudat az 1.1 dbra szemlélteti.

M, | B
A A B

o
O

o
O

7
Eiq

Xy

1.1 dbra
Egyik végén befogott, rugalmasan dgyazott rid.

A széamitdsokat az (z1wows) kartéziuszi koordindtarendszerben végezziik; a vonatkozé egy-
ségvektorokat ip,io és iz jeloli.
A vizsgalni kivant ridfeladattal kapcsolatosan a szokdsos feltevéseket alkalmazzuk:

(a) A rud édllando keresztmetszet(i.
(b) A rdd anyaga homogén, izotrép és linedrisan rugalmas.
(¢) A rid hémérséklete dllandd; a hohatédsok figyelmen kiviil hagyhatok.

Néhany tovabbi feltevést az aldbbiak részleteznek:
(d) A rud sulyponti tengelye egybeesik az x1 tengellyel.

1
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(e) Az 1, x3 sik a rud tehetetlenségi fésikja.

(f) A rddra haté koncentrélt er8k (terhelések és tdmasztéersk) illetve megoszlé terhelések az
x1, w3 sikban miikodnek.

(g) A rudra haté koncentralt erfpdrok nyomatékvektora (terheldnyomatékok, tdmasztény-
omatékok) illetve a megoszl6 eréparrendszer nyomatéki stirtiségvektora meréleges az x1, x3
sikra.

Ha a rudat, gondolatban, a kézépvonaldra mer6leges stkkal dtvagjuk, akkor az i; normadlisd
keresztmetszetet pozitiv keresztmetszetnek nevezziik. A rid egy pozitiv keresztmetszetén ébreds
belst erérendszer — tekintettel a terhelésre vonatkozé (f) és (g) alatti feltevésekre — a kereszt-
metszet stlypontjdban az

Fg = Fs1i; + Fgs3iz = N(ml)il — T(wl)ig (1.2.1)
ertvel és az
h
Mg = Mgois = M (x1)i3 (1.2.2)

h
Nyomatékkal helyettesitheté. Az (1.2.1) és (1.2.2) képletek jobboldaldn &ll6 N, T' és M a pozitiv
riderd, nyfréert és hajlitonyomaték. Az 1.2 dbra a rud pozitiv A keresztmetszetén szemlélteti

a belsd erdket.

\

M \

X

\H

\

X3

1.2 dbra
Belsé erék a rid pozitiv A keresztmetszetén

1.2.2. Tovabbiakban feltételezziik, hogy nincs a rid hossztengelyével parhuzamos terhelés.

Ez esetben — tekintettel a terhelésekkel kapcsolatos feltevésekre is — a riad kdzépvonala mentén
megoszlé terheld eré-, és eréparrendszer stirliségvektorai az

f = f3(x1)is m = ip(21)i2 (1.2.3)

modon frhaték és amint az némi szdmoldssal konnyen ellendrizhet az egyensiily

d
—Fs+f=0
dZIZl s+
d .
—Mg+i; xFs4+m=0
d.fl
alaku 4ltaldnos feltételébdl [3, 85 o] a
d d h
—1T = < —M=-T- 1.2.4
diy J3 €S iy 29) ( )
Legyen us = w a fiiggbleges elmozdulds. A rdd kézépvonaldnak x gorbiilete linedris kozelitésben
2
p dx]

értéki, ahol p a gorbiileti sugdr.
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Q

O
2O

—
S

O ST
(a) Egyenes rid @) pontjdnak e-nyi kornyezete

Tege) |"e Teqd

(o]

I o S—

Q

(b) Koncentrdlt eré a @) pontban

1{I/I(E:lQ' e) (NI\Q 1{1/1(&;162%)

- o0—————]

Q

(¢) Koncentrdlt nyomaték a @) pontban
1.3 dbra
Legyen I a rdd keresztmetszetének médsodrend(i nyomatéka a keresztmetszet silypontjdn
dthaladé ze-vel pdrhuzamos tengelyre. Ismeretes az elemi szildrdsdgtanbdl, hogy a HOOKE
torvényt az

h
M = IEk (1.2.6)

egyenlet fejezi ki, ahol F a rugalmassiagi modulus.

h
1.2.3. Négy ismeretlen fiiggvény — a T', M, k és w — szerepel az (1.2.4)19, (1.2.5) és
(1.2.6), osszesen tehdt négy egyenletben. Kovetkezésképp a rudfeladat hatdrozott.

1.2.4. Az 1.3 dbra a rid @ pontjdnak e-nyi kornyezetét, az 1.3 (b) és (c¢) dbra pedig azokat
a terhelési eseteket szemlélteti, amikor a () pontban

— Fg nagysigu koncentralt erd

illetve

— Mg nagysdgu koncentrdlt nyomaték
miikodik.

Osszhangban a (b) és (c) dbrdkon vézolt viszonyokkal feltételezziik, hogy zérus a megoszlé
terhelés a () pont kornyezetében.

Felidézve a nyiréerd dbra rajzoldsdnak szabdlyait — ha a rdd egy pontjdban a rid tenge-
lyére mertleges koncentralt eré hat, akkor a nyfréerdabran erdirdnyd szakadds van, a szakadds
nagysidga pedig az er6 abszolut értéke — az a kovetkeztetés adédik, hogy a

T — —
T(€1g—€)+Fp 21 € (&1g,610 T
médon szdmithaté a nyfréerd a () pont kérnyezetében. Figyeljitk meg, hogy dsszhangban a

matematika jelolésbeli megdllapoddsaival egy intervallum nyitott vagy zdrt végpontjit a vég-
pontot azonosité betli melletti kerek illetve szigletes zardjel azonositja.
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Az (1.2.7) egyenletbél az € — 0 esetben természetesen visszakapjuk az alkalmazott szabdaly
matematikai alakjdt:

T(€19+0) =T(519 — 0) + Fo (1.2.8)
Ez az egyenlet az F(y koncentrélt erdvel kapcsolatos illesztési feltétel.

Vegyiik észre, hogy kozvetleniil is megkaphaté az (1.2.8) illesztési feltétel az x5 irdnyu egyen-
stlyi egyenletbél, ha az e — 0.

1.2.5. A (c) esetben koncentrdlt nyomaték a @) pont terhelése. Felidézve ismét az igény-
bevételi dbrdk szerkesztési szabdlyait — ha a rid egy pontjdban a rid sikjdra azaz az x, xs stkra
merbleges erépar hat, akkor szakadds jelenik meg a nyomatéki dbrdn, a szakadds nagysdga az
er6pdr abszolut értéke, elbjele pedig ellentétes az erdpdar eltjelével — és alkalmasan vélasztott
hatdrok kozott integrdlva az (1.2.4), egyenstilyi egyenletet azt kapjuk, hogy

h
h M(&§1g —€) — ./ZlQ_g T(r)dr 71 € (§19 — €.€1)

M(z1) =4 ,
M(&g =€) = Mg — Je.  T(T)dr a1 € (§1g:§1g +¢]

a hajlitéigénybevétel a () pont kérnyezetében. Az e — 0 hatdrdtmenet ismét visszadja, ugyan-
olyan médon mint azt a nyirderd esetén lattuk, az alkalmazott szabdly matematikai alakjat.

(1.2.9)

JC{(@IQ +0) = ]C[(le —0)— M. (1.2.10)

Az (1.2.10) egyenlet az Mg koncentrilt nyomatékkal kapcsolatos illesztési feltétel.

Vegyiik ismét észre, hogy megkaphat6 az (1.2.10) illesztési feltétel a ) pontra felirt nyomatéki
egyenletbdl feltéve, hogy a kapott kifejezés hatérértékét vessziik, ha e — 0.

Viéltozatlan marad az (1.2.8) és (1.2.10) illeszteési feltételek alakja akkor is, ha zérustdl kiilon-
boz6 a megoszld terhelés intenzitdsa a () pont kornyezetében. Ez az sllitds konnyen ellendrizhetd,
ha az egyensilyi egyenletek felirdsa sordn figyelembe vessziik a megoszlé terhelés meglétét is.

1.2.6. Az (1.2.4)5 egyenlet x; szerinti derivdldsa majd (1.2.4)1, (1.2.6) és (1.2.5) helyettesité-
se utdn a fiiggbleges w elmozduldsra az

dpy
d.%’l
kozonséges differencidlegyenletet kapjuk. Az 1.1 dbrdn ldthaté rugalmas dgyazdsd rid esetén az
f3 terhelésintenzitdst az

TEwW = f3 + (1.2.11)

fs=f—kw (1.2.12)

alakban célszerti felirni, ahol k az un. dgyazdsi tényez6d, mig f a tényleges terhelésintenzitds. Az
(1.2.12) osszefiiggés helyettesitésével (1.2.11)-bél a

1 d
4 L 48% ) = — A2 1.2.1
w'™ + 45w IE(f+dm1) (1.2.13)
kozonséges differencidlegyenlet adédik, ha bevezetjiik a
48 = k/IE (1.2.14)

jelolést.
1.2.7. Az (1.2.13) differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa
w(xr) = Ajwi(x1) + Aswa(xr) + Azws(x1) + Aqwa(xr) + wp(x) (1.2.15)
alakdi, ahol

wi(z1) = e P cos(Ba1)  wo(wr) = e P sin(Brr)
w3 (1) = €71 cos(Bay) wy(x1) = %1 sin(Bry)

a homogén egyenlet partikuldris megolddsai ahol

(1.2.16)

— Aq,...,A4 az integricios konstansokat mig
— w)p az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat jeloli.
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ot

A w megoldés ismeretében az (1.2.6), (1.2.5), (1.2.4)9 és (1.2.14) képletek felhaszndaldsdval

¢ = —wl) (1.2.17a)
a merevtestszerii forgds
h
M=—-ITEw®? = —i4 w® (1.2.17b)
4
a hajliftényomaték és
k
T=IEw® — py = 4—5411)(3) — g (1.2.17¢)

a nyiréer6 értéke. Ha zérus érték{i az x; tengely mentén megoszlé erépédrrendszer p, intenzitdsa,
akkor az utébbi képlet egyszertisodik:

T = IBw® = %w@ . (1.2.18)

1.3. Alapmegoldas rugalmasan dgyazott ridra

1.3.1. Amennyiben ismeretes az 1.1 dbrdin vézolt feladathoz tartozé hatésfiiggvény — ez
megadja a rid egy tetszbleges M pontjédnak fiiggtleges elmozduldsat, ha a rid tetszbleges @)
pontjaban egységnyi fiiggbleges terhelés vagy egységnyi koncentrilt nyomaték hat — akkor a meg-

M, | F
A B M

it o o 3
1 [

X1

X —~ =
3 =X, gl
1.4 dbra
Végtelenbe nyild, rugalmasan dgyazott rid
oldds a szuperpozicié elv segitségével, vagyis az egyes terhelésekhez tartozé hatdsok linedris
Osszegezésével elédllithats. Valdjdban a hatdsfiiggvény a feladat peremfeltételeinek is fiiggvénye,
kovetkezésképp

— megtdmasztdsonként mds és mds, tovabbd
— a meghatdrozasdhoz sziikséges szamitdsok volumene, munkaigénye tébbnyire egyenértékii
magédnak az eredeti feladatnak a megolddsdval.

1.3.2. Tovdbbiak egyelére a mindkét irdnyban végtelenbe nyulé rugalmasan dgyazott ridra
forditjak a figyelmet. Az

(v, 0) illetve az U(M, Q)
fiiggvény a rid egy tetszbleges M pontjdnak fiiggtleges elmozduldsa, ha a rid egy tetszéleges )
pontjaban egységnyi érték{i
fiiggtleges erd illetve koncentrélt nyomaték

mikodik. Az ;
U(M,Q) és U(M.,Q)

fiiggvényeket alapmegolddsnak szokds nevezni.
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1.3.3. Az alapmegolddsok rendkiviil fontos szerepet jatszanak a tovdbbi gondolatmenet
sordn és ezért a meghatdrozdsukkal érdemes egy kissé részletesebben is foglalkozni [4].
Az alapmegoldds fentiekben ismertetett értelmezésébdl kovetkezik, hogy

(a) az alapmegolddsok mint az M pont fiiggvényei kielégitik a
w® + 4% = 0 (1.3.1)
homogén differencidlegyenletet, feltéve hogy M # Q;

(b) arugalmas dgyazds hatdsa miatt a végtelenbeli elmozdulds minden véges terhelésre zérus,
és 1gy az alapmegolddsok teljesitik a

f m
MHTOO UM,Q)=0 |1\}i\goo UM,Q)=0 (1.3.2)
feltételeket.
Legyen az 1.4 dbra alapjdn
r=x1 —&q (1.3.3a)
és
R=|r|. (1.3.3b)
Az
M € (—00,Q) — Q, R—0 r<0, M=Q-0 (1.3.3c)
illetve az
M e (Q,+x) — Q, R—0 r>0, M=Q+0 (1.3.3d)
frasmoédok ekvivalensek.
A
%ﬁ(...) = %(. )= (Sgnr)”dd—m(. ) =(.)" (1.3.3¢)

derivdltak argumentumdénak feltiintetése esetén, megdllapodds szerint, a lokalizdlds mindig a
derivdldst koveti, bar ez a felirdsbdl nem kovetkezik. Igy példdul

dr - Me(—00,Q)—Q dr

Az (a) és (b) alatti tulajdonsdgokbdl, tekintettel (1.2.15)-re is, kovetkezik, hogy az alapmegoldds
mindkét terhelésre megadhaté a

U(M,Q) = Are P cos fr + Ase™PTsinr r >0
U(M,Q) = A1ePr cos Br + AzeP sin Br r<0
alakban, ahol az egységes réasméd kedvéért elhagytuk az U felett 4116 (f) és (m)-t. A képletekben

szerepld A, Ay, Ay és Ay integrécios sllandok az M = Q helyen eléirt illesztési feltételekbl
hatdrozhatdk meg.

(1.3.4)

1.3.4. Koncentdlt erd esetén az alapmegolddsnak a kivetkezt illesztési feltételeket kell tel-
jesftenie a () pontban:
A fiiggbleges elmozdulds folytonos a () pontban, azaz

f f
U(Q-0,Q)=U(Q+0,Q). (1.3.5a)
A szogelfordulds értéke zérus a ) pontban. Ez a feltétel abbdl kovetkezik, hogy a rid
deformdlt alakja szimmetrikus az erd hatdsvonaldra. Matematikailag

d ! _d ! B .
2 UQ-0,Q)=—U(Q+0,Q)=0. (1.3.5b)

Vegyiik észre, hogy (1.3.5b) két skaldregyenlettel ekvivalens.
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Mivel a ) pont terhelése egységnyi abszolit értékii fiiggtleges erd a hajlitéigénybevételnek
mint M fiiggvényének ugyanitt folytonosnak kell lennie. A folytonossédgi feltételt adé

M(Q - 0)= M(@+0)
egyenletbél (1.2.17b) kihaszndldsaval a kés6bbi szémitdsok szemszogébdl kedvezébb
d I d I
WU(Q—O,Q) = WU(Q—&—O,Q) (1.3.5¢)
alak adddik.

A @ pontban tdmaddé egységnyi erd a nyirdert dbran szakaddst okoz. A vonatkozé illesztési
feltétel (1.2.8)-bdl az Fiy = 1 helyettesitéssel kaphat6 meg:

TQ+0)=T(Q—-0)+1.
Az egyenlet egy a konstansok szdmitdsahoz kedvezsbb alakja adédik a nyiréerd (1.2.18) képletbél
torténd helyettesitésével:
k d® f ka3 1
—_— =—— — 1. 1.3.5d
454dr3 U(Q+O7Q) 4ﬁ4d7,,3 U(Q 07@)+ ( 35 )

Vegyiik észre, hogy az (1.3.5a,...,d) feltételek ldtszélag ot skaldris egyenletet adnak a négy
integracids dllandé szamitdsdra. Késtbb ki fog deriilni, hogy a fenti feltételi egyenletek valdjaban
nem fiiggetlenek egymadstol.

1.3.5. A merevtestszerfi forgds  pontbani eltiinését kifejez6 (1.3.5b) egyenletbdl, tekintettel
az (1.3.4)-bol kovetkezd és a derivdltakat adé

v = — A1 Be P (cos Br + sin Br) + Az Be P (—sin Br + cos fr) r >0
dr (1.3.6)
dU - . a .
= = A13ePT (cos Br — sin Br) + AgB3ePT (sin Br + cos Br) r<0
.
képletekre, az
A=A =A (1.3.7a)
és
Aj=-A,=A (1.3.7b)

eredmény kovetkezik.
Ha most még az (1.3.5a) folytonosségi feltételt is kihasznaljuk akkor

A=A (1.3.7¢)
Az (1.3.7a,b,c) alatti konstansok (1.3.4)-be torténé visszahelyettesitése utdn

f

U(M,Q) = Ae=P"(cos Br + sin Br) r>0

f

U(M,Q) = AePr(cos Br — sin 8r) r <0
az alapmegoldds, ami egyesitett formdban is felirhato:

(§(M, Q) = wp(xy, &) = Ae PR(cos BR + sin BR) . (1.3.8)

A wp fliggvényt az (1.3.8) egyenlet maga értelmezi és §; = ;.
A £, indexében 4116 ) elhagydsa azt kivdnja érzékeltetni az {rasban is, hogy a

f
U(M,Q) = wp(r1,&)
fiiggvények valéjdban kétpontfiiggvények.
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Erdemes azt is észrevenni, hogy a fiiggvény szimmetrikus az M, @ vagy ami ugyanaz az 1,
&, véltozékban:

f f
U(]\/-[u Q) = U(Q7 Af) = wF(mlvgl) = uA]F(fhwl)
A ¢p(x1,£;) merevtestszert forgds az (1.2.17a), (1.3.3e) és (1.3.8) egybevetése alapjdn
di
Pp(x1,8) = —% = 2BASgnre PRsin BR (1.3.9)
1
értékii.
Az
h ~
M = p(21,&;)

hajlitényomaték értéke ugyanilyen médon, az (1.2.17b), (1.3.3e) és (1.3.9) felhasznéldsdval adodik:

f
(e, Ey) = — k d*op _k d*U(M, Q)
FELSUZ 05T ar — 43t da?
ko, PR
= WAQ (cos BR — sin R) (1.3.10)

Konnyti ellenérizni, hogy

mp(§ —0,8) = mp(€ +0,&) = mr(é,6;)

Utobbi egyenlet azt fejezi ki, hogy a hajlitéigénybevétel folytonos a () pontban. Mésként fogal-
mazva ez azt jelenti, hogy a (1.3.5¢c) folytonosségi feltétel automatikusan teljesiil, kovetkezésépp
nem fliggetlen. Erre a kortilményre az 1.3.5. pont utolsé bekezdésében mér tortént utalds.

Az A integrécids dllandé meghatarozdsara a nyiréert) ) pontbeli szakadasat kifejezd (1.3.5d)
egyenlet nyijt médot. A

f
BUM,Q)  d*ip(x,€)

— _ 3 —BR
03 = = = 4A3* Sgnre Pl cos BR (1.3.11)
derivélt helyettesitésével (1.3.5d)-bol az
k k
A== A— 141
g s
egyenlet, A-ra nézve pedig az
g
A=— 1.3.12
o (1.3.12)

eredmény adédik. A T = tp(x1,£&;) nyiréerd értéke az (1.3.11), és (1.2.18) képletek alapjan
frhaté fel:
. k g k
t = — = A—
F(«Tlafl) 454 d.%':f ﬁ
Az A éllandé (1.3.12) alatti értékének (1.3.8), (1.3.9), (1.3.10) és (1.3.13)-ba torténd helyettesité-
sével kaphatjuk meg az

Senre P cos BR. (1.3.13)

f
U(M,Q) = (1, €,) = %e_ﬁR(cos BR + sin 3R) (1.3.14a)
alapmegolddst, a
dit 2
Op(r1,€) = /- B—Sgnre_ﬁRsinﬁR (1.3.14Db)
d.rl k
merevtestszerli forgdst, az
9 A
mp(x1,&) = koddr i(fmq(cosﬁR —sin BR) (1.3.14c¢)

T4 dx? 48



1.3. ALAPMEGOLDAS RUGALMASAN AGYAZOTT RUDRA 9

hajlftényomatékot és a
. k dop 1 _
tp(x1,&) = Wd—x:f =3 Senre P cos BR (1.3.14d)
nyiréerdt.
1.3.6. Megmutatjuk tovdbbiakban, hogy a wp(x1,£;) alapmegoldds a formadlisan felirhaté
d*p
dxf
differencidlegyenlet megolddsa, ahol §(x1 — &;) a Dirac féle fiiggvény. Mivel az alapmegoldés
a homogén egyenlet megoldédsa x1 # & -re ezért az x1 = £; pontbeli viselkedést kell vizsgdlni.
Tegyiik fel, hogy &; bels6 pont véges tavolsdgra van az [x1(A), x1(B)]; x1(B) > x1(A) interval-
lum végpontjaitél. Integraljuk a fenti egyenletet az x1(A) és x1(B) hatdrok kozott figyelembe
véve, hogy

-z1(B) §1—€ §1t+€ -x1(DB)
/ ... dx1 = lim / ...d:c1+/ ...d:c1+/ coodx | .
Jx1(A) =01 Jz1(4) JE € JE +e

A jobboldalon 4ll6 elsé és utolsé integral zérus értékii minden zérustdl kiilonbszd e-ra fiiggetleniil
attol, hogy az (1.3.15) egyenlet jobboldala vagy baloldala az integrandusz. Kovetkezésképp zérus
a vonatkozé hatarérték is. A kozépsd integrélt tekintve vegyiik figyelembe, hogy

EI

+ kg = 6(z1 — €,) (1.3.15)

g
dz}
tovabb4, hogy wr folytonos az 21 = £, helyen. Elvégezve az integrédldst — kihaszndlva ekdzben a

DIrAC fiiggvény integraljdval kapcsolatos (B.1) képletet — és képezve a vonatkozé hatédrértéket
a

iF(mlvgl) =1K

tr(Q+0,Q) —tr(Q -0,Q) =1

reldcié adédik, amit azonban teljestt 7 hiszen az utébbi feltétel megegyezik formalisan (1.3.5d)
feltétel kiinduldsi alakjdval.

1.3.7. A koncentrélt nyomatékkal terhelt rid esetén a kovetkezo illesztési feltételeket kell
teljesftenie az alapmegolddsnak:

(1) A terhelés jellege miatt a fiiggbleges elmozdulds egyrészt zérus, masrészt pedig folytonos
az M = () pontban:

U(Q-0,Q) = U(Q+0,Q) =0. (13.162)

Vegyiik észre, hogy a fenti feltételbsl — ugyanigy, mint az (1.3.5b) illesztési feltételnél
lattuk — két skaldris egyenlet kovetkezik.
(2) A szogelfordulés értéke folytonos a ) pontban azaz:

d m d m
— — = — . 1.3.16b
Z0Q-0,Q) = 2 U(Q+0,Q) (1.3.16b)
(3) A @ pontban miik6dé egységnyi nyomaték szakaddst idéz eld a nyomatéki dbrdn. A
vonatkozo illesztési feltétel az Mg = 1 helyettesitéssel kaphat6 meg az (1.2.10) egyenlet-

bol:
h h
M@+0)=MQ-0)—-1. (1.3.16¢)
Az (1.2.17b) egyenlet felhasznélasaval adédik innen az illesztési feltétel (n} -t tartalmazd
k d2 m 2 m
- = - - — 1
454 dr2 U(Q + 07 Q) 4ﬁ4 d?“2 U(Q 07 Q) +

alakja.
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(4) A nyiréertnek folytonosnak kell lennie a ) pontban, hiszen a ) pont erémentes:
T(Q+0)=T(Q - 0).
Az (1.2.18) képlet felhasznéldsaval innen a
kE d3 m kE d3 m
———= U@ -0 =——U 0 1.3.16d
464 dTB (Q I Q) 4/64 dT3 (Q + ’ Q) ( )

feltétel kovetkezik.

Vegyiik ismét észre, hogy az (1.3.16a,...,d) feltételek latszélag ot skaldris egyenletet adnak a
négy integriciés dllandé meghatdrozdsara. A kés6bbiekbdl azonban ki fog deriilni, hogy az
utolsé feltétel valéjdban nem fiiggetlen és igy az egyenletek és ismeretlenek szédma azonos.

1.3.8. Az (1.3.4) alatti megoldds és az (1.3.16a) illesztési feltétel egybevetésébdl azonnal
adédik, hogy

A=A =0.

Az utébbi két érték (1.3.6)-ba torténd helyettesitésével majd az eredmény felhasznéldsdval az
(1.3.16D) illesztési feltételbdl

Ay=Ay=A4A,
kovetkezik, ahol az A a kozos értéket jeloli. Ezzel
(n}(]VI, Q)= Ae PTsin fr r>0
(n}(]V[,Q): AeP sin Br r <0
az alapmegoldds, ami az
ﬁ(M, Q) = wpr(w1,&;) = ASgnrePHsin BR (1.3.17)

egyesitett alakban is megadhatd. Figyeljiik meg, hogy ez a fiiggvény aszimmetrikus az M, Q)
vagy ami ugyanaz az x1,&; valtozékban:

U(]V[a Q) = _U(Q7 ]V_[) = w]\f(mlagl) = _w]\f(gb 513'1) .
A @p(x1,€;) merevtestszer(i forgds és az mas(x1,£;) hajlitéigénybevétel rendre az
(1.2.17a), (1.3.3e), (1.3.17) valamint az (1.2.17b), (1.3.3¢), (1.3.17)

egybevetése alapjdn szdmithaté:

ou(21,6) = —BAe PE(cos 3R —sin BR), (1.3.18)
mar(r1,§) = 2—;2/1 Sgnre PR cos BR. (1.3.19)
A tpr(21,€,) nyfréerst az (1.2.17b), (1.2.18) és (1.3.3e) felhaszndldsaval adédé
h,
T = —(Z—]g Sgnr

h A
képletbdl kapjuk meg, ha M helyére rmp(z1,£;)-t T helyére tp(1,£;)-t frunk és az (1.3.19)-re
is tekintettel vagyunk:

tar(wy, &) = %AeﬂR (cos SR+ sin BR) . (1.3.20)

h
Az rhpr(x1,€;) hajlitényomatékot helyettesitve M helyére az (1.3.16¢)-ban és kihaszndlva az
(1.3.3c) és (1.3.3d) képleteket

,62

A:k
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az A integréciés dllando értéke. Az integracios allandé (1.3.17), (1.3.18), (1.3.19) és (1.3.20)-ba
torténd helyettesitésével illetve az (1.3.14a,...,d) kihasznéldsdval adédik egyrészt a koncentrélt
nyomatékkal kapcsolatos alapmegoldds, médsrészt pedig a két alapmegoldds kozotti Ssszefiig-
gés:

m 2
U(M,Q) = (z1,€;) = —% Segnre PRsin BR = —@p (w1, &) (1.3.21a)
. 3 sr . 46"
Pu(@1,61) = %€ (cos BR —sin BR) = TmF(wlagl) (1.3.21Db)
oar(n,61) = — Sanre P cos R = ~Fer1, &) (1.3.21¢)
tar(@1,61) = —gefﬁR(COSﬁRJr sin fR) = —kwn (21,€1) (1.3.21d)

Vegyiik észre, hogy tpr(z1,&,) fiiggvény folytonos a rogzitettnek tekintett ) ponton torténd
athaladas sordn. Ez azt jelenti, hogy az (1.3.16d) illesztési feltétel automatikusan teljesiil és igy
nem lehet fiiggetlen.

1.4. Az indirekt mdédszer egyenletei

1.4.1. Tételezziik fel, hogy az 1.4 dbrdn vizolt végtelenbe nyild rudat a () pontban tdmadd
Py erd illetve az My er6par, az A pontban tdmadé Fy ert illetve az My erdpar, tovabbd a B
pontban tdmadé Fp, ert és My, erdpdr terheli. Ezt a terhelési esetet az 1.5 dbra szemlélteti.

M, | B M, 1 M B
FE RN |\
L Y Y A 4 - é
i %,
A &1 Q B M
P L
X1
X3
1.5 dbra

Koncentdlt erékkel terhelt, végtelenbe nyuld, rugalmasan dgyazott rid

A terhelés hatdsdra kialakulé elmozdulds, merevtestszer(i forgds, hajlitéigénybevétel és nyiréerd
— azaz a rid mechanikai dllapota — az (1.3.14a,...,d) és (1.3.21a,...,d) alapmegolddsok birtokdban
a szuperpozicié elv segitségével hatdrozhaté meg. A vonatkozé egyenletek felirdsa sordn célszer(i
fejben tartani, hogy az alapmegolddsokban allé ()-nak rendre az a pont felel meg ahol a terhelést
alkalmazzuk, mig a hatds — elmozdulds, merevtestszer{i forgds, hajlitényomaték és nyiréerd —
az M pontban jelenik meg. Mondottak alapjdn az x; koordindtdji pont mechanikai dllapotdt

h
megadé w(zy), @(x1), M(x1) és T(x) fiiggvények a
w(1) Wp(21,0)  wp(rr, L) wa(z1,0)  wa(er, L) Fo
f(xl) _ &p(21,0)  @p(z1, L) @p(21,0) a1, L) I
M (1) ﬁ}F(xlvO) ﬁ}F(xlaL) ﬁ}M(l’l,O) ﬁ}M(l’l,L) My
T(a1) tp(z1,0)  tp(x, L) ty(x1,0)  tar(2g,L) My,

wp(21,&)  wam(re,&y)
ep(r1,€1)  Punrle1,61) [
ﬁ}F(Uﬁlafl) eu(@1,€1)
tr(21,81)  Punr(e1,61)
métrixegyenletbél szamithaték. Amennyiben a végtelenbe nytilé rid terhelése a felsorolt pontsz-
erfi terhelések mellett megoszlé terhelést is magéba foglal, akkor az (1.4.1) egyenlet jobboldalat

B

N My }

(1.4.22)
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ki kell egésziteni. Az
fa(wr) = fla1) 1 €0, L]

alaki megoszl6 terhelés esetén példdul — f(x1) ismert terhelés — a kiegészitd tag a

L
.LOWF(”“"”@ Prlen,€r) mpeéy) ire&) ] [F(E)d

moédon frhaté fel. A tovdbbiak az 1.5 dbrdn vézolt terhelési esetet veszik alapul.

1.4.2. Haaz Fy, M, terhelés rogzitettnek tekintett akkor az (1.4.22) egyenlettel leirt mechani-
kai dllapot az Fy, My, Fr, és My terhelések, azaz Osszesen négy paraméter fiigevénye. Ezeket
a paramétereket dltaldban meg lehet gy vilasztani, hogy a megoldds, azaz a fiiggbleges el-
mozdulds, merevtestszer(i forgds, hajlitéigénybevétel és nyirderé négy eldirt feltételnek tegyen
eleget.

1.4.3. A jelen szakaszban azt a kérdést vizsgdljuk, hogy milyen feltételek mellett lehet az
(1.4.22) képlet altal adott megoldds, vagyis egy a végtelenbe nyilé rugalmasan dgyazott rid-
ra vonatkozé megoldds, egyben egy véges hosszisdgi rugalmasan dgyazott riddal kapcsolatos
mechanikai feladat megoldédsa. Pontosabban fogalmazva mikor viselkedik az 1.5 dbrdn vézolt
végtelenbe nyilé rugalmasan dgyazott rad L hosszisdgi AB szakasza pontosan ugyanigy mint
egy a végein valamilyen médon megtdmasztott véges hosszisdgi — ez legyen ismét L — rugal-
masan dgyazott rid, melynek végpontjait a késtbbi széhaszndlat egyszertisége kedvéért jelolje
rendre A és B.

Nyilvanvalénak latszik, hogy a végtelen hosszisdgi rid AB szakaszdnak ugyanaz kell legyen
a terhelése mint a véges hosszusdgu radé, emellett az A és B pontokban a megoldds eleget kell,
hogy tegyen a véges hosszisigi rid A és B pontjaiban, azaz a végpontokban el6irt perem-
feltételeknek.

Ismeretes, hogy a véges hosszisdgui rid végpontjaiban eléirhaté peremfeltételek szdma négy.
Kovetkezésképp az (1.4.22) éltal adott megolddsban 4ll6 Fy, My, Fr, és My, terhelések — ezek
széama ugyancsak négy — mindig megvélaszthaték gy, hogy a végtelenbe ny1ilé rid A és B pont-

X

M, |B
AA

o
O

L
X3

1.6 dbra
Koncentdlt erékkel terhelt, véges hosszisdgi, rugalmasan dgyazott rid

jaiban teljesiiljenek a véges hosszisagui AB rid végpontjaiban eldirt peremfeltételek. Ha példaul
az 1.6 dbrdn vazolt egyik végén befogott masik végén szabad rid a vizsgdlatunk tdrgya — vegytiik
észre, hogy az AB szakaszon beliil mind a véges hossziisdgii, mind pedig a végtelenbe ny1ilé ridon
azonos a terhelés — akkor a

h
w0) =0 0)=0 ML) =0 T(L)=0
peremfeltételek felhasznalasdval az (1.4.22) képletbdl a

0 lZ)F(O—F(:‘,O) IZJF(O—FE,L) I@AI(O+E,O) IZJ]U(O—FE,L) Fy
0| _ypy | #r0+6,0) @p(0+e, L) On(0+e,0)  Op(0+e,L) Fy,
0 e—0 mF(L—é‘,O) mF(L—é,L) mN[(L—é‘,O) m]V[(L—é‘,L) ]\fo
0 tr(L —¢,0) tp(L—e,L) ty(L—¢,0) #y(L—e L) My,
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wF§O+5,§1§ 1Z;M§O+5,§13

. Orp(0+e,& Oy(0+¢€,€ F

+l£% @?(L_g,éll) ﬁ:bjjtj(L—E,fll) |: ]V[ll :| (1423)
tp(L—¢,&)  tu(L—e&)

linedris egyenletrendszer adédik az Fy, Fr,, My és My, terhelések szamitdsara. Az Fy, £, My és
M, terhelések ismeretében a tényleges megoldds az (1.4.22) képletbdl szamithaté. Legyen

lZ)F(O+€O) IZ]F(O—I-E,L) lZ)]V[(O—FEO) I[]]V[(O—FE,L)

[7(0L) — 1 ¢p(0+€0) @p(0+eLl) @p(0+€0)  &3(0+€L)
U 1{% Tllp( —60) ﬁ:LF(L—E,L) ﬁ}]V[( —6,0) ﬁ:LJ\I(L—E,L) (14243)
tF( —6,0) tF(L—E,L) t]\[( —6,0) t]\[(L—E,L)
wF(O+6€1) IZJ]\[(O—{—E&Q FO
~ . pp(0+€&)  op(0+€8) Fy,
o) =1 EOF( U YM ! = 1.4.24b
0 mp(L—e&) myu(L—e&) |7 x My ( )
tp ( 6751) tJU( 6761) My,
és
b’ =[] F M ] (1.4.24c¢)
Legyen tovdbbd
=[0oo0o00]. (1.4.24d)

Amint arra a jelolés is utal az U@L matrix a rid végpontjaiban vagy masként fogalmazva a
test peremén tekintett mennyiségekbdl épiil fel. Az U@ métrix elemei pedig az A és B pontok
kozott, azaz a test belsejében tekintett egyes alapmegolddsok. Az is nyilvanval6, hogy b a
tartomdnyi teher az x oszlopvektor pedig az ismeretlenek vektora. Bar a B oszlopvektor most
zérusvektor a késtbbiek sordn azonban ki fog deriilni, hogy dltaldnos esetben a test peremén
vett értékeket tartalmasz.

Az (1.4.24a,...,d) jelolések alkalmazdsdval az indirekt médszer (1.4.23) alatti egyenlete az

U0x + UPb =8B (1.4.25)

alakban frhaté fel.

Az Fy, Fr, My és My, terhelés nem tényleges terhelése a véges hosszisdgi AB riudnak. Az
indirekt sz6 erre a koriilményre utal. Szokds ezt a terhet fiktiv tehernek is nevezni. Az (1.2.8)
és (1.2.10) képletek felhaszndlasdval irhatjuk, hogy

= liII(l] T(0+e€) — lirr(l)T(O —€) Fr = lir% T(L+e) — liII(l] T(L —e¢) (1.4.26a)
h h h h
My =limM(0— ) ~lim M(0+¢) My =lim M(L—¢)~limM(EL+¢)  (1.426D)

ami azt mutatja, hogy az ismeretlennek tekintett fiktiv teher a vonatkozé bels erék szakaddsa
a végtelen hossziisdgi ridban.

1.5. A direkt moédszer egyenletei

1.5.1. A direkt mdédszer egyenleteinek szdrmaztatdsdndl a feladat differencidlegyenlete szol-
gélhat kiindulé pontként. Ha az 1.6 dbrdn vdzolt rugalmasan dgyazott rid a vizsgdlataink
targya, melyet most az dbratdl eltérben az

flz1) =b(z1)  x1 €0, L]
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megoszlé erérendszer terhel, akkor py = 0 és az (1.2.11) illetve (1.2.12) egybevetésébél azonnal
adédik, hogy az

d*w(zy)

EI
dnc‘l1

= b(x1) — kw(xy) (1.5.27)

egyenlet a feladat differencidlegyenlete. Nyilvanvald, hogy az (1.5.27) egyenletet a feladat perem-
feltételeivel is ki kell egésziteni. A peremfeltételek kérdésére azonban csak a direkt mddszer
egyenleteinek leszdrmaztatdsa utdn tértink vissza.

1.5.2. A direkt mddszerrel kapcsolatos egyenletek levezetésének feladattipustdl fiiggetlen
kozos mddszere az, hogy a feladat differencidlegyenleteit végigszorozzuk a megfelel alapmegoldés-
sal majd integraljuk a szorzatot a vonatkozé tartomdnyon. A formédlis eredmény egy olyan
hibaintegral lesz melyben a wp(x1,£;) alapmegoldds felel meg a sulyfiiggvénynek. Ezt az inte-
gréalt alkalmas parcidlis integréldsok végrehajtdsdval addig alakitjuk, amig a keresett megoldds
tartomdnyon vett derivéltjai eltlinnek a tartomdnyi integralbél. Mondottak alapjdn kétszer
parcidlisan integrilva az

/'L (1B w® (1) — bar) + Bu(an) e (an, &) dan = 0 (1.5.28)

x1=0

hibaintegral elst tagjat és felhaszndlva ekozben az (1.2.18), (1.3.14b) és (1.2.17b) tsszefliggéseket
kapjuk, hogy:

L 2~ 2 L 3 - 2 L
d*WF d*w / ) {A d3w dr d w}
IF — dx1 — b—kw)wpdr, + |WplE — IE =0
,/xlzo dm% dm% ! -m1=0( ) @r dz) F dm‘;’ dxy dm% 210
(1.5.29a)
vagy ami ugyanaz, hogy
L Mo(a,€) L
I mp(x, R
/ Miip(1,6) g / ba1) — kw(ay)] wp (e, &) doy
z1=0 1E Jx1=0
h L
[T anen &) - Maprene)|| =0 s
x1=0

1.5.3. Az utébbi egyenlet megegyezik formailag a virtudlis munka elvvel, illetve a teljes
integral formailag a belsd er6rendszer virtudlis munkdja, a médsodik tartomdnyi integrdl a tar-
tomdnyi teher virtudlis munkdjanak az ellentettje, mig a fennmaradé tagok a peremterhelés —
jelen esetben a végpontokon miikodé er6k — munkdjdnak az ellentettjét adjdk. Ez a megjegyzés
arra kivdn ravildgftani, hogy a direkt médszer egyenletei a virtudlis munka elvbol illetve varidciés
elvbél is szdrmaztathatdk.

1.5.4. Az (1.5.29a) egyenletben 4ll6 els6 tartoményi integrdl kétszeri parcidlis integréldsa
utdn elt{innek a w megoldds derivéltjai az integralbdl:

Bw  dop dw op o dw  dap L
vp I B — IFE IE— — IFE
o dod  day dz? - da? dx; dz} w} 210
L 4 L
d
/ QZFIEwdml :/ (b — kw)wp dx;
JO dwl Jx1=0

Ez az egyenlet tovabb alakithaté az (1.2.18), (1.2.17b), (1.3.14b) és az (1.3.14c,d) képletek
segitségével tovabbd annak a koriilménynek a kihasznéldsdval, hogy awp alapmegoldés kielégiti
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az (1.3.15) differencidlegyenletet:
L

-L
~ i (ar, &) T(a) —mmﬁmo] + /0 (a1, &) bar) dey =

0
— [w(ml)fp(xl,fl) - ga(xl)mp(xl,fl)] ‘é’ + ‘/0. w(zy) 6(xy — &) dxr . (1.5.30)

1.5.5. Az eredmény megegyezik formailag az idegen munkdk egyenléségét kifejez6 BETTI
tétellel vagy méasként fogalmazva a GREEN féle azonossédg jelen feladatra érvényes alakjaval. Az
észrevételt dltaldnosftva azt is mondhatjuk, hogy ha a vizsgdlt feladathoz tartozik GREEN tipusi
azonossdg, akkor virhatd, hogy a direkt mddszer egyenletei levezethettk a feladathoz tartozd
GREEN féle azonossdgbdl.

A B. Fiiggelék DIRAC fiiggvényekkel kapcsolatos (B.1) képletét alkalmazva azonnal adédik,

hogy

L
/ w(zy)o(xr — &) dry = w(&) .- (1.5.31)
0
Utébbi egyenlet (1.5.30)-be torténé visszahelyettesitése utdn a
€ =L arterne) ertene)]| oo
w = Wrl{xy, P, h
1 1 F 1 Mz)

— | —tr(x1,&) mp(21,&) ] {w(xl) H L

(1) mlof/o wp(21,61) b(21) dy (1.5.32)

eredmény kovetkezik. A kapott egyenlet szerint barmely & € (0, L) pontban kiszamithaté a
b(x1) megoszlé terhelés hatdsédra létrejovs elmozdulds

— ha ismeretes a wp(r1,&;) alapmegoldds és az alapmegolddshoz tartozé merevtestszerti
forgds és bels6 erék — azaz a ¢p(x1,£,), mp(ry, &) és tr(xy, &) fiiggvények — az o1 = 0
és L pontokban

tovdbbd
— ha ugyancsak ismeretesek a keresett megolddsok a rid végpontjaiban, vagyis ha ismerjiik
a
w(0) w(L)
©(0) (L)
h h
M(0) M(L)
T(0) T(L)
értékeket.

Mivel a rid A és B végpontjaiban négy peremfeltétel irhaté elé a felsorolt nyole érték koziil
dltaldban csak négy ismeretes. Ha a rid baloldali vége rogzitett és a jobboldali vége szabad,
akkor példdul

mig a fennmaradé négy
w(L) (L) M)  T(0)
peremérték tovdbbra is ismeretlen.

1.5.6. A mondottak fényében felmeriil a kérdés, hogy felhaszndlhaté-e valamilyen médon
az (1.5.6) egyenlet a hidnyz6 négy peremérték meghatdrozéséra. Az 1.5.8. és 1.5.9. szakaszok
erre a kérdésre keresik a vilaszt.
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1.5.7. Vegyiik észre, hogy az (1.5.32) dltal adott megoldds differencidlhaté a &, szerint.

Jelolje " a &, szerinti derivdltakat. Az (1.5.32) egyenlet £, szerinti derivdltjdnak ellentettje a
merevtestszerli forgdst adja:

—T(1)

w(&1) :{[ —w%(wlafl) —95%’(371751) ] ]}VL[( )
T

L

- L) i) || S M = et 6)pen an a5

A rud mentén haté py = m(x1) megoszlé eréparrendszer dltal okozott elmozdulést az (1.3.21a)
figyelembevételével irhaté

zr1=0

L
- /0 op(&r,21) m(x1) day

integrél adja mivel most az 21 pont a nyomaték alkalmazédsdnak pontja, mig a hatds a £; pontban
jelenik meg. Tovdbbiakban hasznéljuk ki, hogy —@p(&1,21). = ¢p(x1,&;). — v.0.: (1.3.21a)-et
és az (1.3.17)-et kivetd elsd egyenletet — majd bovitsiik ki az (1.5.32) és (1.5.33) egyenleteket a
megoszld er6parrendszer hatdsdra kialakulé elmozdulédssal és forgdssal. Fgyesitve az eredményiil
kapott képleteket irhaté, hogy

[ | ={] St e
- [ Glsy el 1w 1Y,

+ /'L [ wf(wlafl) @F(wlafﬂ ] { b(z1)

Jo —Wp(21,€1)  —@p(1,61) m(a

Mindaz amit mondottunk az (1.5.32) egyenlettel kapcsolatosan, véltozatlanul érvényben marad

az (1.5.34) egyenlet esetén is. Roviden megismételve: a wp, @p alapmegolddsok és a nyolc

peremérték birtokdban — ezek koziil négy még ismeretlen — az (1.5.34) segitségével a rid barmely
pontjdban szamithaté a w(;) elmozdulds és a ©(§;) merevtestszerti forgés.

) ] day . (1.5.34)

1.5.8. Az (1.5.34) egyenlet médot nyujt a hidnyzé peremértékek meghatdrozasira. Tek-

intsiik ui. az (1.5.34)-bdl a & — 0, illetve £ — L hatdrdtmenettel ad6dé linedris egyenletrend-
szert:

w(L —¢)
.| eL—e) | _
lg% w0+e) |
©(0+¢)
N . N . —T(L
Sp(LL—¢) Gp(LL—e) wp0.L-e) Gp0L-2) 7] L
lim —IZJ};(L,L—(:‘) _QAO/F(IHL_@) —IZ]};(O,L—&‘) _QAOIF(O7L_€) ]\/[(L)
T | wp(L,04+¢e)  @p(L,04+¢e)  wp(0,04+¢)  ¢p(0,0+¢) —T(0)
—We(L,0+¢e) —¢p(L,0+¢e) —wh(0,0+e) —@R(0,0+¢) M(0)
—tp(L,L—¢) np(L,L—¢) ip(0,L—¢) —mp(0,L—¢) w(L)
—lim tiF(L7L_E) _m/F(L7L_5) _tiF(OvL_g) mIF(O7L_E) @(L)
—0 | —tp(L,0+¢) mp(L,0+¢) tp(0,0+¢) —mmp(0,0+¢) w(0)
#o(L,04¢€) —ilp(L,0+¢e) —(0,042)  mp(0,04¢) ¢(0)
. wp(xy, L —¢) Qo/F(.rl,L—s)
[T —up(e, L—¢e) —@p(x, L —¢) b1
B )y | wre0+e)  ppen0+e) | [ me |4 (559
—p (1,0 +¢) —@p(a1,0+¢)
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A négy egyenlethél 4ll6 linedris egyenletrendszerben az ismert peremértékek helyettesitése utdn
négy ismeretlen marad; ezek pedig épp az ismeretlen peremértékek. Numerikus megolddst
tételezve fel az integrédl valamilyen kvadratiraformuldval szémithaté és olyan algoritmus is sz-
erkeszthetd amely a peremel6irdsok fiiggvényében osszedllitja a megoldandé linedris egyenle-
trendszer egyiitthatémadtrixat, illetve az egyenletrendszer jobboldaldt.

Arra is tigyelni kell, hogy a i; alapmegoldds — v.6.: (1.3.14d) — nem folytonos a Q = M
pontban, kovetkezésképp koriiltekintésre van sziikség a vonatkozé hatdrértékek megallapitdsanal.

Legyen

_wlF(mhgl) /F 371751 :|

{ ~tp(r1,6) __ZFE%€1§ }

NN

U(mlvgl) = [ Uaﬁ ] |: wF($17§1) zFEZUlyfl

T(x1,61) = | Tap |

fﬂm(l’h&) rla1,&
B | w(z) _ — —I)
u(z) = [ug(z1)] = [ o) ] , t(x1) = [tg(xr)] = ]CI(L)

és

biar) = ) = | ) |

m(x1)

Legyen tovabbd ds az fvelem a rid kozépvonala mentén. A bevezetett jelslésekkel (1.5.34)-bdl,
visszaidézve azt is, hogy a &, pontot ()-val, az x; pontot pedig M-el jeloltiik, az

ua(Q) = [Uap(M, Q)ts(M) — Tog(M, Q)ug(M)]| §1—
L (1.5.36)
+ /0 Uaﬁ(ﬂf, Q) bﬁ(]Vf) dS]\[

egyenlet adddik. Fz az egyenlet formailag megegyezik a direkt mdédszer rugalmassdgtani felada-
tokra érvényes és az elmozduldsmezbre vonatkozé megolddst adé (4.4.23); egyenletével.

1.6. Gyakorlatok

1.1 Igazolja, hogy végtelenbe nytld, hajlitott-nyirt, nem rugalmasan dgyazott rid esetén a
koncentrilt er6hoz tartozé alapmegolddsok

. N S S 3
wp(r,€) = 12[E(2L 3R°L + R’) (1.6.1a)
. 1 R
op(x1,&) = 4IELR(2 — L) Sgnr (1.6.1b)
. 1 . 1
mp(e1,6) = 5(L - R), tp(r1,61) = 5Sgnr (1.6.1c)

alakiak.
(Az alapmegoldss az TEw® (z)) = §(x; — &,) differencidlegyenlet megolddsa. A homogén
egyenlet

f
U= Ay + Air + Agr? + Asr® r>0 (1.6.2a)

f . . . N
U= Ay + Air + Ayr? + Asr® r<0 (1.6.2b)

megolddsdbdl érdemes kiindulni. Az 1.3.5. szakaszban részletezett illesztési feltételek mellett a
feladat hatdrozottd tételéhez ezen tulmenden a

wF(mlvgl)hr\:L =0 illetve @F('rhél)‘MZQL =0 (163)
feltételeket is el6 kell {rni.)



18 1. A PEREMELEM-MODSZER ALAPJAINAK SZEMLELTETESE RUDFELADATOKON

1.2 Igazolja, hogy végtelenbe nytld, hajlitott-nyirt, nem rugalmasan dgyazott rid esetén a
koncentrélt nyomatékhoz tartozé alapmegolddsok

) 1 |.R R\* [(R\?| .,
Wy (x,6,) = “12IE QZ - <3E> + <f> L*Segnr (1.6.4a)
. 1 R R\®
Pur(@n,6) = rE |26 13 <f> L (1.6.4D)
. 1 R - 1
m]\f(mbgl) - _5(1 - f) Sgnr, t]\f(mlvgl) — _i (164C>
alakiak, ha a szokdsos illesztési feltételek mellett még a
W (21, 81)jrj=2 = 0 (1.6.5a)
illetve a
oat(@1, )t T = 0 (1.6.5b)
Pm\L1,61)|r=L 127E .0.

kiegészits feltételeket is el6irjuk.

1.3 Irja fel a direkt médszer egyenleteit rugalmasan dgyazott ridra, ha a rid mindkét vége
befogott tovabbd ha egységnyi fiiggtleges erd terheli az £ = 0.5L koordindtdju @ pontot (a rud
kozéppontjat).
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2 FEJEZET

A Laplace és Poisson egyenlet

2.1. El6zmények

2.1.1. A peremelem-médszer elézményei a 60-as évek elejére nyilnak vissza amikoris HESS
és SMITH [1,2] mésodfaju FREDHOLM tipusi integrélegyenletekre vezette vissza az egyszerti for-
réseloszlas forgésfeliileten torténd meghatdrozasanak feladatdt. Az egyenlet numerikus megolddsa
révén lehetévé vilt az egyenletesen dramlé kozegbe helyezett feliilet dramldsi képre gyakorolt
hatdsdnak szdmfitdsa. Ez az dttors jellegli munka azonban még mindig inkdbb tekinthett egy
specidlis feladat szdamszerfi megolddsdnak, mint egy dj numerikus médszer felé utat nyité ered-
ménynek.

Az els6 olyan tanulmény amely tudatosan kihasznélta a peremgtrbén tekintett GREEN féle
képletet, hangsilyozva egyuttal, hogy ez az egyenlet egy harmonikus fliggvény és normaélirdnyd
deriviltjai kozott fenndll osszefiiggés, JASWON és PONTER tolldbdl ered [3, 1963]. Az idézett
dolgozat a csavarasi feladat deplandcids fiiggvényének meghatdrozdsira vezetett le médsodfaji
integrélegyenletet, numerikus uton szémitva a deplandcié értékét a peremgorbén, majd ennek
birtokdban a nyiréfesziiltségeket illetve a csavardsi merevséget is meghatdrozta.

Ugyanebben az évben két tovabbi tanulmény jelent meg — JASWON [4] és SYMM [5] — melyek
az elektromos toltéseloszlds meghatdrozdsdra szolgdls elsbfaju FREDHOLM tipusi integrdlegyen-
let levezetését [4] és a numerikus megolddst [5] mutatjdk be. A perem kis elemekre volt fel-
bontva, a forrdssfirtiséget pedig dllandé értékiinek tekintették az elemeken. A [3], [4] és [5] alatti
tanulmdnyok valéjdban madr tartalmaztdk az un. direkt médszer teljes megalapozdsdt. Ennek
ellenére nem keltettek akkora figyelmet mint amekkordt valdjdban érdemeltek volna. Ebben min-
den valészinliség szerint az is kozrejatszott, hogy a 60-as évek sordn robbandsszerlien elterjedt a
végeselem maédszer.

A peremintegril-egyenlet médszer elnevezést CRUSE és R1zz0 hasznélta el6szor [7] és fel-
tehetben ennek alapjan alakult ki a BREBBIA és DOMINGUEZ dltal bevezetett [8,9,6] valamivel
egyszeriibb de ma mdr dltaldnosan elfogadott peremelem-mddszer kifejezés. A moddszerrel kap-
csolatos elsd dsszefoglald jellegli munka, az elébb mér idézett [6] alatti kényv, 1978-ban jelent
meg.

A 80-as évtized a mdédszerrel kapcesolatos kutatdsok volumene gyors novekedésének ideje. A
kutatdsi céllal megirt programokat fokozatosan felvéltjdak a felhasznalébardt mérnoki ’software’-k
[10]. A kutatdsok hangsilya pedig fokozatosan dtkeriil a nemlinedris, id6t6l fiiggd és alakopti-
malizéldsi feladatokra [11]. Az eredmények zomét a BREBBIA dltal ujonan alapitott Engineering
Analysis with Boundary Flements cimii folydiratban publikaljék.

2.1.2. A jelen fejezet a POISSON egyenlettel, illetve a potencidlegyenlettel kapcsolatos fe-
ladatokon keresztiil mutatja be a mdédszert. Az alapmegoldds tulajdonsdgainak tdrgyaldsa utdn
elészor a direkt mdédszer integrilegyenleteit tekintjitk at. Kiinduldsi pontként a GREEN féle
képletek, illetve a vonatkozé differencidlegyenletekkel kapcsolatos hibaintegrédl szolgdl. Az in-
direkt médszer integrélegyenleteinek ismertetése ugyancsak a Green féle képleteken alapul. A
gondolatmenet Kkifejtése sordn elséként a haromdimenziés esetet vessziik. A kétméretli felada-
tokkal kapcsolatos eredményeket elkiilonitetten, részint analégidkra tdmaszkodva targyaljuk. A
fejezethez csatlakozé E. Fiiggelék a stkbeli LAPLACE egyenlet numerikus megolddsédra alkalmas
program Fortran kédjénak részletes magyardzatokkal elldtott listdja. Az algoritmus a direkt
modszeren alapul. A peremelemek menti approximacié kvadratikus, a program hasznédlhatssagat
numerikus példdk illusztraljdk.
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2.2. Térbeli feladatok

2.2.1. Legyen V; végesben fekv$ egyetlen zart feliilettel hatdrolt egyszeresen 6sszefiiggt tar-
tomény. Jelslje S a V; tartomdny sfma feliiletrészekbdl felépitett hatdrolofeliiletét. Az S feliilet
dltaldban két részre bontott:

S=25,US8, (2.2.1)

ahol S, vagy S; zérus kiterjedési is lehet.

Legyen V. a hdromdimenzids tér azon része amely a V; tartomdny teljes térbdl torténd
eltdvolitdsdval kaphaté meg. Nyilvanvald, hogy az S felillet a V. tartomédny hatédroléfeliilete is.
Jelolje rendre ;n és (n a V; és V, tartomdnyok S hatédroléfeliiletének kiilsé normélis egységvek-
tordt. A tartomdnyok fenti értelmezésébdl azonnal kivetkezik, hogy

N = —cn (2.2.2)
A V; és V. tartomdnyokat a 2.1 dbra szemlélteti.

2.1 dbra
Egyetlen zart felilettel hatdrolt belsé (a) és kilsé (b) tartomdny

A tovabbiakban részletezett jelolések teljes 6sszhangban vannak az 1. Fejezetben bevezetett
jelolésekkel.

Legyen M az x, xe, x3 koordindtdjd futépont. A &, &, &3 koordinédtdju ) pontot dltaldban
paraméternek tekintjiik és ebben a mindségében természetszerlien rogzitett is lehet. Amennyiben
az M vagy @) pontok az S feliiletre esnek akkor a megkiilonboztetést az alséindexként kiirt kis
karika segiti vagyis M, illetve (), a vonatkozo jelvlés.

Az M € V; vagy M € V. pontban dV), a térfogatelem. Ugyanilyen médon dAy, az S feliilet
M, pontjaban tekintett skaldris feliiletelem. A Nabla, illetve Hamilton féle differencidloperdtor
mind az M mind a @ pontra vonatkoztathato:

g . M J . Q .
Vi = S k= Vi i Vg = 56, = Vi i (2.2.3)
és
9? o2 2 M M
Am =V Vi = pre +a_a:§ + 3 7= ViV (2.2.4a)
illetve
Ag=Vg-Vg= 8;2 + 8;2 + 8—2 = %k%k (2.2.4b)
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ahol pont jeloli, ssszhangban az A.Fiiggelékben mondottakkal, a skaldris szorzést.

2.2.2. Legyen u(M) a V;-n [vagy a V. -n] tekintett legalabb kétszer folytonosan derivélhaté
és egyelére ismeretlen skaldrfiiggvény. A

homogén differencidlegyenlet az un. LAPLACE vagy potencidlegyenlet. Az egyenlet megoldésait
harmonikus fiiggvényeknek nevezik. A vonatkozé peremérték-feladatokat pedig a peremfeltételek
jellege szerint osztédlyozzdk [12].
Az uw(M) M €V fiiggvény normélirdnyu derivéltja az S feliileten az
M M ~
(V)| = inp(Viu(M.)) = 8;”(M°) = it(M,) (2.2.6)
Mo Mo

modon frhaté fel, ahol a kozépst két tagban a derivdlds természetszerlien — és az eddigiekkel
osszhangban — megel6zi a lokalizdldst. A képlet jobboldala jelslésbeli megdllapodds. Szavakban:
az u(M) skaldrmez6 kiilsé normadlis mentén vett derivéltjét ¢ jeloli. Az n betii elétt 4ll6 ; vagy
¢ index a vonatkozé V; illetve V. tartomdnyra utal.

Belst [Dirichlet] {NEUMANN} féle peremérték-feladatrol beszéliink, ha a peremfeltételek

[W(M,) = ;a(M,) M, € S] (2.2.7)
{%ﬁf) = 4(M,) M, € S} (2.2.8)

alakiak. Itt és a tovdbbiakban ;4 (M) és ;£(M.,) elére megadott elegendéen sima fiiggvények az
S feliileten, vagy annak egy részén.

Vegyes peremérték-feladatok esetén az S hatdroléfeliilet egyik részén az ismeretlen fiiggvény,
mésik részén pedig a fiiggvény normadlirdnyd derivdltja az eléirt:

u(My) = ja(M,) M, €S, (2.2.92)
JuiMo) _ A(M,). M, €S, (2.2.9b)
ann@

Kiils) DIRICHLET, NEUMANN és vegyes peremérték-feladatok esetén a

Apru(M) =0 MevV, (2.2.10)
differencidlegyenletet rendre az
w(M,) = (M) M, €S (2.2.11)
(DIRICHLET feladat), illetve a
agr(i\vf) — (M. M.eS (2.2.12)
(NEUMANN feladat), vagy az
w(M,) = (M) M, €S, (2.2.13a)
agfl—]:f) = A(M,). M,€S, (2.2.13b)

(vegyes peremérték-feladat) peremfeltételekkel kell kiegésziteni, ahol (a(M,) és o£(M,) elére
megadott fiiggvények. Vegyiik észre, hogy a (2.2.12) és (2.2.13b) egyenletben nem tértiink el a
(2.2.6)-t6l a norméliranyu derivalt irdsmaédjat tekintve, ezért jegyezziik meg, hogy ez az frésmaod
mindig a kifelé mutaté normadlis mentén szamitott derivaltat jelsli. A (2.2.6) jobboldalanak
felhasznéldsaval azonban méd nyilik arra is, hogy ezt a koriilményt a jelslésben is érzékeltessiik.
Legyenek a(M,), B(M,) és f(M,) ismert fiiggvények az S hatéroléfelilleten. Az

a(Ms)u(M,) -l—ﬁ(]%o)% = f(M,) M,eS (2.2.14)

M,

peremfeltétel a hovezetési tipusi peremérték-feladat peremfeltétele.
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2.2.3. Eltiiné | Sp-re S, = S | { Su-ra S = S } és ekkor mind a belst mind a kiils6 vegyes
peremérték-feladat | DIRICHLET | { NEUMANN } tipusi feladattd valik. Erre tekintettel a direkt
és indirekt mdédszer bemutatdsa sordn a vegyes peremérték-feladatok tdrgyaldsdra helyezziik a
hangstilyt.

2.2.4. Az [ a(M,) =1; B(Ms) =0 | { a(Ms) =0; B(Ms) =1 } esetén a hévezetési tipusu
peremérték-feladat val6jdban | DIRICHLET | { NEUMANN } tipusu feladat.

2.2.5. Legyen b(M) M €V, ismert fiiggvény. A
Apru(M) +b(M) = 0 M eV (2.2.15)

inhomogén differencidlegyenlet az un. POISSON egyenlet. A fenti egyenlethez a 2.2.2. sza-
kaszban ismertetett peremfeltételek barmelyike tdrsulhat.

2.2.6. Ismeretes [13], hogy stacioner hédramlds esetén — homogén, izotrép testet tételezve
fel —a v(M) hémeérsékletmezd a
q(M)

k
differencidlegyenletnek tesz eleget, ahol k a h&vezetési tényez6, a q(M) pedig az egységnyi tér-
fogatelemben id6egység alatt keletkezd hémennyiség. Ha a q(M) pozitiv, akkor ho termelddik,
ha negativ, akkor h&éelvonds megy végbe az adott pontban. Szokds a q(M)-t hoforrdssiiriiségnek
is nevezni.

A (2.2.16) egyenletet ki kell egésziteni a vizsgalt feladat peremfeltételeivel.

A (2.2.15) és (2.2.16) egyenletek egybevetése alapjdn azt is mondhatjuk, hogy a (2.2.15)
egyenlet megegyezik formailag a hovezetési egyenlettel, ha a k h&vezetési tényezt egységnyi
értékdi.

Ha nincs héforras, akkor ¢(M) = 0 és a (2.2.16) egyenlet megegyezik a LAPLACE egyenlettel.

A kVpv(M)],,, hédramvektor ismeretében a

kiny (%u(M)) _ 4, 9v(Mo)

Mo On,
médon szamithaté a V; tartomdny S hatdroléfeliiletének M, pontjédn dtdramlé hdmennyiség.
Ha a derivélt pozitiv, akkor a V; tartomdnnyal hékozlés, ha negativ, akkor a V; tartomdnybdl
héelvonds torténik.

AA[U(Af) +

=0 M eV, (2.2.16)

M, €S (2.2.17)

2.3. Az alapmegoldads

2.3.1. Legyenrgy =r = riip = (2 —& )ik az M pont () pontra vonatkoztatott helyvektora
és jelolje R = R(M, Q) = |rgu| a két pont tavolsdgat. Az

1

UM,Q) = WROLQ)

(2.3.1)

kétpontfiiggvény a LAPLACE egyenlettel kapcsolatos alapmegoldds. Vegyiik észre, hogy az alap-
megoldds az M és () pontok szimmetrikus fiiggvénye:

U(M,Q) = UQ,M). (2.3.2)

Az R(M,Q) = \/(z1 — &1)? + (w2 — £)% + (w3 — £3)? és a (2.2.3) képletek felhaszndldsdval el-
lendrizhets, hogy

M , Tk Q , Tk
Vi ROMLQ) = Vi ROMLQ) =~ (2.3.3)
tovdbbd, hogy
M 1 L Q 1 Tk
- __k - = 2.3.4
V'ROLQ) T B VPROLQ) T R 23.4)
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és
M M v
vkvl% = —VF’;;“’ +3 s = —% 3 (2.3.52)
illetve
Q Q1 M M 1
ViVi B ViV I (2.3.5b)

ahol, osszhangban az A. Fiiggelék jeloléseivel, 6y a Kronecker szimbdlum. A (2.3.5a,b) ten-
zorok skaldrinvariansét véve, tekintettel a (2.2.4a,b) képletekre és az alapmegoldas (2.3.1) alatti
értelmezésére, azonnal addédik, hogy

ApUM,Q) = AgU(M,Q) = 0. Q#MEeV;UuSUV, (2.3.6)

Szavakban: Egymdstdl kiilonbozd (- és M-re az alapmegoldds mindkét véltozéjdban kielégiti a
térbeli LAPLACE differencidlegyenletet, azaz harmonikus figgvény.

2.3.2. Aldbbiakban az alapmegoldds és a LAPLACE egyenlet kapcsolatdt prébdljuk meg
tisztdzni.

Tekintsiik az S feliilettel hatdarolt V; tartomdnyt és tételezziik fel egyelére, hogy QQ € V;. A
(2.3.1) és (2.3.4); képletek felhasznéldsdval

oU (M, Q) M iNg Tk
=, M, = _ 2.3.
8nMO "tk v U( Q) M, ATR3 Mo ( 3 7)

az alapmegoldds normélirdnyud derivaltja.

2.2 dbra
A dAyy, feliletelem
A 2.2.6. szakasz illetve a (2.2.17) képlet alapjén azt is mondhatjuk, hogy az

/= / WM,Q) )y

Js  Ona,
integral a V; tartomannyal kozolt, illetve a tartomédnybdl elvont hémennyiség, ha k = 1, hiszen az
alapmegoldds normalirdnyu derivaltja az integrandusz. Az integral atalakitdsdhoz helyettesitsiik
a (2.3.7) képletet, hasznaljuk ki a skaldris szorzds értelmezését — ¢ az rgp, és az ;nyy, dltal
bezart szog, vagyis ;ngrr = R cos @ — és vegyiik figyelembe, hogy a dAjs -hoz tartozé do térszog
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ismeretében dAy;, = R*do/cosp. A geometriai viszonyokat a 2.2 dbra szemlélteti. Mondottak
alapjdn

LN T " cosp 1 f
I =— | ——dAy, = — | —=dAy, = —— [ do.
/S dm i3 Mo /S AnR2 M T Ty /S 7

Az eredmény geometriai tartalma nyilvanvalé hiszen az utolsé tagban 4ll6 integral a V; tartomany
térszoge. Ennek értéke a ) pont V; hez viszonyitott helyzetétél fiige, azaz ha a () pont belsd
pont, akkor a térszog 4w, ha @@ = @, és a feliilet ugyanitt sima, akkor 27, ha a ) pont kiilsd
pont akkor pedig zérus. Kovetkezésképp

-1 QR eV
" OU(M,,
I = / MdAJ\IO =<{-1/2 Q=Q.€8S. (2.3.8)
Js  Onug
0 Qe

Ismét a hévezetési feladatot véve alapul, a (2.3.8); egyenlet azt fejezi ki, hogy a V; tartomanybdl
egységnyi mennyiségli h tdvozik, holott a (2.3.6) képlet szerint — ldsd még a (2.2.15)-6t — a
héforrassiirtiség azonosan zérus, ha ¢ #= M. Mivel a héegyensilynak fenn kell dllnia pontszerti
héforrdas miikodik a @ pontban, a kibocsdtott hémennyiség pedig egységnyi. Visszaidézve a
DirAcC fiiggvénnyel kapcsolatos (B.6) képletet valamint a Ay U(M,Q) = AQU (M, Q) egyen-
16séget adédik a kovetkeztetés, hogy az U(M, Q) alapmegoldés a

ApU(M,Q)+6(M —-Q)=0

AQU(M,Q) +6(M —-Q) =0
differencidlegyenletek megolddsa. A (2.3.8)1 3-al egyenértéki

/' oU (M., Q)

Js  Ona,

M,QeV,uSuvV, (2.3.9)

ddn + | S(M=Q)avir=0 Q#Q.€S (2.3.10)

egyenlet pedig a V; tartomdny héegyensulydt fejezi ki, ha — amint azt mér kordbban feltételeztiik
— k =1 és egységnyi intenzitdsi pontszer{i hoforrds miikodik a () pontban.

2.4. A Green féle azonossdg és képletek bels tartomanyra

2.4.1. Legyen g(M) és u(M) a V;-n értelmezett legalabb kétszer folytonosan differencidlhaté
fiiggvény. A GAUSS tétel és a parcidlis integrélds szabédlydnak alkalmazdsaval {rhaté

| /V w(M) A g(M)dVas = / v, <u(M)AvI,€ g(M)> Vo — / <AVIW(M)> <Avjkg(]\1)> Vit

s Vi

= / w(Mo) in, (gkg(ﬂfo)) dApg, — /V <gku(ﬂf)) <%k9(ﬂf)> dVu

JS
és

. /V g(M)Apr u(M)dVy = . /S g(Mo) ing (gku(Mo)> dAy, — | / <%[kg(]\/f)> (%u(M)) AV

integralok kiilénbségét véve — a médsodik integral az w és g betlik felcserélésével adddik az els6bél
— az un. GREEN féle azonossdgot kapjuk:

- /S @(MQ% _ g(MO)M> A,

M, M,

(2.4.1)

A (2.4.1) egyenlet akkor is igaz, ha a V; tartoményt t6bb zart feliilet hatdrolja. Az is nyilvanvald,
hogy ez esetben az egyes zdrt feliileteken vett integrdlok tsszege adja a képlet jobboldalit.
Miésként fogalmazva S az egyes zdrt feliiletek unidja.
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2.3 (a) és (b) dbra
A belsé V; — Ve tartomdny. (a) A Q forraspont a V; tartomdnyon belil taldlhats. (b) A Q = Qo
forrdaspont az S hatdrfelilet pontja.

2.8 (c) dbra
A belsd V; tartomany. A Q forrdaspont a V, tartomdanyban van.
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1. MEGJEGYZES: A
blg(M)] = —Apg(M) és blu(M)] = —Apu(M)

jelolések bevezetésével, tekintettel a (2.2.6) egyenletre is, kovetkezik, hogy

/' w(M) blg(M)] dVay + / W(Mo)itlg(M,)) dAy, =
Jvi Js

_ / g(M) blu(M)] dVay + / g(Mo)st[u( M) dAps,. (2.4.2)
Jv; Js

Amennyiben mind az u(M) mind a g(M) harmonikus akkor a GREEN féle reciprocitdsi tételt
kapjuk a (2.4.1)-bél:

L(U(Wfo)it[g(ﬂfo)] — 9(Mo)itfu(Mo)]) dApr, = 0. (2.4.3)

2.4.2. Tegyiik fel, hogy g(M) = U(M,Q) ahol a @ pont rogzitett. Ami a @ pont V;
tartomédnyhoz viszonyitott helyzetét illeti az aldbbi hdrom eset kiilonboztethet meg;:

(a) a @ pont a V; tartomény belsd pontja;
(b) @ = Qo azaz a ) pont a V; tartomdny S hatédroléfeliiletére esik;
(¢) a @ pont a kiilsé V, tartomany belsé pontja.

Mivel az U(M, @) alapmegoldés szinguldris az M = @) pontban az (a) és (b) esetekben a GREEN
azonossig nem haszndlhaté fel az eredeti alakjaban. A probléma azonban megkeriilhetd. A
vonatkozoé lépéseket az (a) esetre részletezziik, mig a (b) esetben csak az eltérésekre tériink ki.

2.4.3. Jelolje V¢ a Q pont € sugard kirnyezetét és legyen Se a () kozépponti e sugari gomb
hatérfelillete. A V; — V, tartoményt a 2.3 (a) dbra szemlélteti. Vegyiik észre, hogy a jobb
lathatésag kedvéért a V; tartomdny felsé része vékony vonallal van rajzolva.

Mivel az U(M,Q) alapmegoldéds korldtos a V; — V¢ tartomdnyban a g(M) = U(M,Q)
helyettesitéssel és annak a koriilménynek a figyelembevételével, hogy a V; — V¢ tartomédnyt két
feliilet hatédrolja a (2.4.1)-bél

/Y./-V (w(M)ANU(M, Q) — U(M, Q)Anu(M)) dVir =

- [ (00 22D yar, 2 ) o,

ona, onar,
4 / w20 @) oy )M g (2.4.4)
Js. 8nMo 8”]V[o

kovetkezik. A tovdbbi dtalakitdsok célja a fenti egyenlet hatdrértékének meghatdrozdsa, ha
e — 0. Az atalakitdsok sordn az aldbbiakra kell tekintettel lenni:

1. Az S feliileten vett integrél értékét nem befolydsolja az € — 0 hatdrdtmenet.

2. Az U(M,Q) alapmegoldds mint az M fiiggvénye teljesiti a (2.3.6); egyenletet — azaz
harmonikus fiiggvény ha Q) # M € V; — V, — kovetkezésképp a (2.4.4) baloldaldn all6 elsé
térfogati integral eltiinik.

3. Az u(M) fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté a V;-n. Ebbél adédéan

Ou(M,)
M, M, e S
U( ) 8”]\/[0 €
valamint
A]\[u(]\/f) MeV;

korlédtos.
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4. A (2.3.7) képlet az S feliiletre lokalizdlhaté, ha figyelembe vessziik, hogy a kiilst normalis
most a ) felé mutat az r, pedig ezzel ellentétes irdnyu:
oU (M., Q) 1

= . 2.4.
8nMo 471'62 ( 5)

(Ugyanez az eredmény a % = —% képlet felhaszndldsdval is megkaphatd.)

5. A (2.4.4) baloldaldn all6 térfogati integral mésodik tagjdnak hatérértéke a (2.3.1)-re is
tekintettel a

. V; e—0 47TR

JVe
mddon frhaté fel. A Ve gombon vett térfogati integrdlnak nyilvanvaldan zérus a hatdrértéke
hiszen a térfogatelem

dVar = R*sin@ dRdf dyp

alaki — a @ pontot tekintve origénak 6 € [0, 7] a sugdr 3 tengellyel bezart szoge, ¢ €
[0,27] a sugdr x1,xo sikra esd vetiiletének z; tengellyel bezért szoge — és igy R-ben
mésodrendtien kicsiny a Apu(M) pedig a differencialhatdsdggal kapcesolatos megkétés
miatt korldtos. Kovetkezésképp

UIV-Ve JVi
6. Az Sc-on vett integral els® tagja az integrilszamitds kozépértéktételét, (2.4.6)-6t és az €
sugart gomb felszinét adé 4me? képletet kihasznélva az

/ u(MO)—aU(M(”Q) dApn, = u(M))
Js. o,

moédon becsiilhet6, ahol M! az € sugarti gomb alkalmas pontja. Nyilvanval6, hogy a fenti
integralnak

lim ' u(Mo)—aU(MO’ Q)

o0 . anﬂjo dA]V[o == U(Q) (247)

a hatdrértéke.
7. Az Se-on vett integral masodik tagja a (2.3.1) felhaszndldsaval és a 6. alatt mondottak
alapjdn becsiilhet6:

. y 71!
_/ U(M,,0) Ou(Mo) dAy, = — Ou(M})
J S on, In,
Fnnek az integralnak tehdt zérus a hatdrtértéke:
N e Dy — (2.4.8)

0 /g, T M,

8. Tegyiik fel, hogy az w(M) fiiggvény a (2.2.15) Poisson egyenlettel kapcsolatos, egyelére
nem meghatérozott peremértékfeladat megoldédsa. Ez esetben (2.4.6)-bdl a

—Iirr(l) UM, Q)Apu(M)dVy = / U(M,Q)b(M)dVyy, (2.4.9)
IV JV;

eredmény kovetkezik. FEz a lépés dontd jelentéségli, mivel a (2.4.1) egyenletben &ll6

u(M) fuggvényre a derivdlhatésdggal kapcsolatos megszoritdson kiviil ezideig semmiféle

megszoritdst nem tettiink.

Az egyszer(ibb frasmod kedvéért — és figyelembe véve a (2.3.1), (2.3.4)1-et is — bevezetjiik
az

_ UM, Q) imyg(Mo)ry
M, C din, 4T R3

T(M,, Q) = i <Avf,f UM, Q) Mo£Q  (24.100)
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és

AU (M., Q) ene(Mo)re
= = — M, 2.4.10b
Pl M 42 (a0

eTMLm»:em(gumeﬁ

jeloléseket, ahol a kiilonbségtétel kedvéért most mindeniitt kitettiik az n elé az ¢ és e indexet.

Az .np = —;ny reldcidra tekintettel nyilvanvald, hogy
T (Mo, Qo) + T(Mo, Qo) =0. Mo, Qo € S M, # Qo (2.4.11)

Az 1. és 2. alatt mondottakat illetve a térfogati és feliileti integrdlok hatdrértékeivel kapcsolatos
(2.4.9), (2.4.7) és (2.4.8) képleteket kihaszndlva, alkalmazva egyuttal a (2.2.6) és (2.4.10a) alatti
jelolésbeli megéllapodést, a (2.4.4) egyenlet ¢ — 0 hatdrértékére — némi rendezés utdn — a
(2.4.14); képlet adddik. Az eldérehivatkozdst az indokolja, hogy az (a), (b) és (c) esetekkel
kapcsolatos eredmények egy helyiitt, egymdést kévetve szerepeljenek a szévegben.

2.4.4. A (b) esetben Q = Q. € S. Jelolje V. a Q = @, pont € sugari kornyezetének V;-n
beliil fekv) részét. Legyen tovabbd S. a (), kozéppontd e sugard gomb feltiletének V;-n beliil
fekvt része. A V; — V. tartomdnyt az e sugari gomb &dltal kimetszett feliiletrész S-bél torténd
eltdvolitasaval kapott S’ és az S feliiletek hatdroljdk.

Legyen az S feliilet stma a ), pont kdrnyezetében. FEzt a feltevést késtbb — ldsd a 2.4.6.
szakasz 1. MEGJEGYZESét — enyhitjiik és toréspont 1étezését is meg fogjuk engedni. Vegyiik azt
is észre, hogy ha az S sima, akkor az € — 0 esetben V, egyre inkdbb € sugard félgombbé valik.

A V; — V¢ tartoményra alkalmazva a (2.4.1) GREEN féle azonossdgot, a (2.4.4) egyenlettel
azonos formailag az eredmény:

[ @ODANUM.Q:) - UM, Q) Awru(M)) dViy

= ‘/'I <U(MO)M _ U(Mo,Qo)a”(MO)> A

on, M,
4 / () QMo Qo) iy 0y QUME)N g (a1
Js. onpg, ona,

A tovébbi dtalakitdsok célja, amint azt a (2.4.4) egyenlettel kapcsolatosan mér léttuk, ismét az
€ — 0 hatardtmenet vizsgilata. Az eltérésekre helyezve a hangsilyt a kovetkezdk figyelheték
meg:

1. Amint az (2.4.12)-bdl is latszik a @ betfi helyére minden esetben @, keriil.

2. A térfogati integrélokkal kapcsolatos gondolatmenet véltozatlan. Kovetkezésképp a (2.4.6)
és (2.4.9) képletek csak annyiban mdédosulnak, hogy az 1. alattiakkal Ssszhangban @
helyett Qo-t kell irni.

3. Az 9’ feliiletbt]l az € — 0 hatdrdtmenettel az S feliiletet kapjuk. A vonatkozé integ-
rdl az un. Caucny féle féértékben vett integrdl. Ez a fogalom rendkiviil fontos, mert
a hatdrdatmenet sordn a szingularitdst okozd @, pontot valdjdban végig kizdrjuk az in-
tegréldsi tartomdnybdl. Magédt a hatdrértéket a szokvanyos mddon, azaz az integréldsi
tartomdny kifrdsdval jeloljiik anélkiil, hogy kiilon is felhivndnk arra a figyelmet hogy az
integralt f6értékben tekintjiik. Az ilyen tipusid szinguldris integrdlok — noha kozonséges
értelemben nem léteznek — CAUCHY féle féértékben még végesek lehetnek.

4. A (2.4.7)-re vezetd lépések szészerint megismételhettk, ha a félgomb felszinét veszziik az
Se feliiletének szamitdsakor:

lim | u(Mfo)w dAns, = o(Q)u(Q) Qo) =+ (2.4.13)
€— JS. TL]\[O 2

A vonatkoz6 geometriai viszonyokat jol szemlélteti a 2.3 (b) dbra.
5. Az S, feliileten tekintett integrédl masodik részének hatdrértéke a (2.4.8)-ra vezetd lépések-
kel adédik és most is zérus.
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Az 1.,...,5. alatt mondottak alapjén (2.4.12)-bél a (2.4.14)2 egyenlet kovetkezik.

2.4.5. A (c) esetben — v.6.: 2.8 (c¢) dbra — a @ pont a V;-n kiviil fekszik. Ennélfogva
kozvetleniil alkalmazhaté a (2.4.1) GREEN féle azonossdg és nincs sziikség hatdrértékek vizs-
gélatdra. A (2.4.14)3 alatti eredmény felirdsakor, dsszhangban az eddigiekkel, kihaszndltuk
(2.3.6)1-t és azt a feltevest, hogy u(M) a (2.2.15) POISSON egyenlet megolddsa. Kovetkezésképp
a (2.4.9) jobboldala irhat6é a megmaradé térfogati integral helyére.

2.4.6. JOl l4tszik, hogy a GREEN identitds alkalmas dtalakftdsdval kapott

u(Q) = /S [U(Ms, Q) it(Mo) — ;T(Ms, Q) u(M,)] dAn,
+ / U(M,Q)b(M)dVy QeV;
(Qo)u(Qs) = /S U(Ma, Qo) it(M,) — T(M,, Qo) u(M.)] dAy,
+ / UM, Qo)b(M)dVyy Q=Q.€S
0= /S [U(]\/-[m Q) zt(]\/-[o) - iT(]\/-[o, Q) U(]V[o)] dA]uo

+ [ vonQpanay  Qev.

(2.4.14)

hdrom egyenlet, az un. GREEN féle képletek vagy formuldk, szerkezete csaknem azonos.
Ha a b(M) = 0, akkor a (2.4.14) képletek a

w(Q) = /S U (M, Q) it(M,) — ;T(M,, Q) u(Mo)] dApy, QecV
c(Qo)u(Qo) = L[U(WfoaQo)it(Wfo) —iT (Mo, Qo) u(Mo)] dAy, Q@=Qo.€S (2.4.15)

0= / U (Mo, Q) it(M) — T(M,, Q) u(M.)] dAn, Qev,
S

alakra egyszer{isodnek.

1. MEGJEGYZES: Ha a ), pontban nem sima az S feliilet, akkor a (2.4.14)5 és vele egyiitt
a (2.4.15)5 baloldala, pontosabban fogalmazva a ¢(Q,) dllandé értéke, médosul. Aldbbiak geo-
metriai szemiivegen keresztiil kisérlik megvildgitani a kérdést. A feladat — lasd a (2.4.13) egyen-
letre vezetd gondolatmenetet — a

lim . u(M,) —GU(]V[O, Qo)

dAyy,
=0 /s, o, °

hatdrérték vizsgalata, ahol S¢ a Qo kozépponti e sugarii gomb V;-n beliil fekv része. Mivel
most a feliiletnek nincs érintésikja a ¢, pontban — él illetve sarokpont esetével dllunk szemben
—az Se € — 0 hatdrérték nem ponttéd zsugorodé félgsmb. A hatdrérték vizsgdlatdhoz alakitsuk
dt a fenti integralt majd alkalmazzuk a kozépértéktételt az elsd egyenléségjel utdn allé méasodik
integralra. Vegyiik emellett figyelembe, hogy S. Qo-ra vonatkozé térszogét o-val jelslve S, = €20
a gombfeliilet V;-n beliil fekvd része. Az eredményiil adédo

, ' L OU(Ms, Qo) ' / oU (Mo, Qo)
1 M) ) ga = w(Qu) ] FUA\To o) g4,
lim SEU( ) Drar 2, = u(Q )eli%. . OnnL M,
: U (M., Q.
i [ () — u(@u)) M Q) g
e—0 S. an]\fo

—u@2) [ P gy (u(0a]) - @u)) £

Js.  Ona, Am
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egyenletben a jobboldal mdsodik tagjdnak zérus a hatdrértéke, hiszen az u(M) folytonos és
M! — Qo ha e — 0. A jobboldalon &ll6 elss integral értéke a (2.3.8)-ra vezetd gondolatmenet
ismétlésével ellenérizhetéen o /4w ha figyelembe vessziik, hogy most ;n, a gdmbbe befelé — de
Vi — Ve-bdl kifelé — mutat. Legyen

g

C(Qo) = E .

Ezzel a jeloléssel mind a (2.4.13); mind pedig a (2.4.14)2 és (2.4.15)2 megtartja formailag az
eredeti alakjdt.
2. MEGJEGYZES: A (2.4.14); és (2.4.15); egyenletekben 4ll6

(2.4.17)

/ U(M,, Q)it(Mo) dAr, 69 / T, Quu(M,) dAy, Q&S
JS JS
fiiggvények harmonikusak a @) valtozéban. Ez abbdl kovetkezik, hogy az U(M, Q) alapmegoldds

harmonikus fiiggvény mindkét viltozéjadban és igy a () viltozéban is. Az is konnyen kimutathaté
— a formélis igazoldst a 2.2 Gyakorlatra hagyjuk —, hogy az

| vorQuon

fiiggvény a (2.2.15) POISSON egyenlet partikuldris megolddsa. Fentiek kovetkezménye, hogy a
(2.4.14); osszefiiggés alapjan irhaté

Q) = (@)~ | VOLQMONVY -

- (2.4.18)

= / [U(Ms, Q) (M) — T (Mo, Q)u(M,)] dAy, Q€
JS

egyenlettel értelmezett @(Q)) harmonikus fiiggvény a V;-n.

3. MEGJEGYZES: Ha a b(M) = 0 M € V; és u(M) = w(M,) = uy = const., vagy ami
ugyanaz ha nincs tartomdanyi héforrdseloszlas és dllandé a hdmérséklet, akkor a (2.4.18) vissza-
adja ezt az dlland6 homérsékletet a V; belsejében. Ha dllandé az u(M) akkor ;4(M,) = 0 hiszen
nincs hédramlds és igy zérus a hémérsékleti gradiens. Kovetkezésképp

Q) = u(Q) = — /S T(My. Q) u(M,) dArs, = —ug / (Mo, Q) dAy, -

JS
A (2.4.10a) és a (2.3.8) helyettesitése utdn valéban a kivént

u QeV
uw@) = q3u0  Q=Q.€S. (2.4.19)
0 QReV,

eredményt kapjuk, hiszen w(Q) = ug, ha Q € V;.

2.5. Egyenletek kiils6 tartomanyon

2.5.1. A 2./ dbrdan vézolt V! tartomanyt az S feliilet és az S feliiletet teljes egészében tar-
talmazé O kozéppontd R sugari Si gomb hatdrolja. A koordindtarendszer O kezd6pontjanak
helye a gondolatmenetben nem jétszik szerepet ezért a jobb dttekinthetség kedvéért feltételez-
ziik, hogy az a V; tartomany bels6 pontja. Nyilvanvals, hogy V. — V. ha ;R — oo.

A kiils6 tartomdnyra vonatkozoé egyenletek el6éllitdsa ismét a (2.4.1) GREEN féle azonossag
felhaszndlasdt igényli. A kovetendd gondolatmenet megegyezik a 2.4.2.,...,2.4.6. szakaszok
gondolatmenetével, ezért a tovdbbiak csak az eltéréseket hangsilyozzak.
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2.5.2. A (2.4.1) GREEN féle azonossédg felhaszndldsa sordn a g(M) = U(M, Q) vélasztés
mellett azt is feltételezziik, hogy reguldris az u(M). Ez azt jelenti, hogy az u(M) a kiils6
tartomdnyra vonatkozé POISSON egyenlet megoldésa és hogy fenndllnak az w(M) aszimptotikus
viselkedésével kapcsolatos

Ou (M) A

ell%linoou(]%o) =% és ell%linoo D =R M, € Sk (2.5.1)

képletek is, ahol az A allandé. Megjegyezziik, hogy a fenti feltevés hatterére a késdbbiekben
még visszatériink.

2.5 dbra
A kilsé V! tartomdny. A Q pont a V. tartomdnyon beliil taldlhato.
Az is konnyen ellenérizhetd az alapmegoldds (2.3.1) alatti értelmezésének felhasznaldsdval,

hogy

1 1
li M, = — M, 2.5.2
A UM, @) = 5+ O <8R2> € Sr (2:5.22)
UM,,Q) 1 1 /
ell%linoo IV T > +0 N M, € Sr (2.5.2b)

Visszaidézve a 2.4.2. szakaszban mondottakat most is az

(a) a Q pont a V tartomdny belsé pontja,

(b) Q = Qo €8S és

(¢) a @ pont a belsd V; tartomédny pontja
eseteket kell egymdstol megkiilonboztetni. A 2.4 dbra az (a) esetnek megfeleld viszonyokat
tiinteti fel. A mdsik két eset dbrdzoldsétdl eltekintettiink, mivel a 2.3 (a) és (b) dbrak ezek
tekintetében is elegendé tampontot biztosftanak a geometriai viszonyok dttekintéséhez.

Az (a) és (b) esetekben a V] — V., a (c¢) esetben pedig a V! tartomanyra alkalmazzuk a (2.4.4)
GREEN féle azonossdgot.

A V] -V, tartoményt (a) esetben az S, S és Sy, feliiletek, a (b) esetben pedig — figyelemmel
arra, hogy S’-t és Se-t ugyanolyan médon értelemezziik mint azt a V; tartomédny esetén tettiik
—az §', Se (ezek most egy zdrt feliiletet alkotnak) és Sy feliiletek hatdroljdk.
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A (c) esetben V! a vizsgdlt tartomdny és igy S és S a vonatkozé hatérfeliiletetek.

A kivant eredmény eléréséhez a GREEN féle azonossdg alkalmazédsdval kapott egyenletek
hatdrértékét kell venni, ha

(a) € = 0 és ¢R — 00,

(b) e = 0és R— o0
illetve ha

(¢) eR — o0.

2.5.3. Nyilvdanvalé a mondottak alapjdn, hogy a belst V; tartomédnnyal kapcsolatos gondo-
latmenethez képest csak annyi az eltérés, hogy a GREEN féle azonossdg alkalmazdsa sordn a
vonatkozé egyenletek jobboldaldn egy tovdbbi, az Sg feliileten vett, integrdl is megjelenik:

_ UM, Q) Ou(Mo)
Is, = '/SR (u(ﬂfo) Do, U(M,,Q) Ian

) dAy, . Q¢ Sr

A (2.5.1) és (2.5.2a,b) képletek felhaszndldsdval az Ig, integral hatérértékére a
lim Is, = 0 (2.5.3)

e R—o0

eredmény adédik, ha figyelembe vessziik, hogy elegenden nagy .R-re

: M., . A
lim / u(Afo)MdAMO < lim —=0
eR—o< | Jgp an]\[o eR—00 ¢
és
. ' Ou(My) , A
1 Mo, dAy | < lm = =0.
Jim /S . U(Ms, Q) oy, Awe| = lim - 0
2.5.4. Legyen u(M) a
Anru(M) +b(M) = 0 MevV, (2.5.4)

differencidlegyenlet egy, egyelére nem meghatdrozott peremérték-feladatdnak a megolddsa, ahol
a folytonos b(M) fiiggvény csak a V. tartomény egy a végesben fekv V;, résztartomédnydn kiilon-
bozik zérustdl. Kimutathaté — a részleteket illetéen a 2.4 Gyakorlatra utalunk — hogy ez esetben
indokolt a (2.5.1) regularitési feltételek alkalmazdsa.

A 2.5.1.,...,2.5.4. szakaszok alapjdn alkalmazva a GREEN féle azonossigot a kiilsd tar-
tomdnnyal kapcsolatos (a), (b) és (c) esetekre a

WQ) = [ U0, @)et(OM:) = 104 Q) u(M)] dAar,
+ / U (M, Q)b(M)dVay QeV.
«Qu(Q.) = [ (M. L) — (e, Qo) u(M)] dAdss,
+ / UM, Q)b(M)dVar Q= Q. € S
0= L[U(NIO,Q) et(]LL,; — T (M, Q) u(My)] dAns,

4 / U(M, Q)b(M)dVas Qev

(2.5.5)

egyenleteket, azaz a (2.4.14); 2 3 GREEN féle képletek kiils6 tartoményra vonatkozé analogonjait
kapjuk.
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Ha a b(M) = 0, akkor a fenti képletekbdl az
u(Q) = /S.[U(M'o, Q) (M) — T(Ms, Q) u(Ms)] dAns, Qe
(Qu(Qe) = [ [U(MQu)ct(Me) = T, Qu) u(Mo)) dA, @=Qe€S  (256)

0= / [U(Mo, Q) et(My) — T'(Mo, Q) u(Mo)] dAy, Qev,
JS

egyenletek kovetkeznek. Ezek az egyenletek a (2.4.15) egyenletek kiilst tartomdnyra vonatkozé
analogonjai.
1. MEGJEGYZES: A (2.4.18) egyenlet pérja dtrendezéssel adddik a (2.5.5); képletbol:

@) = (@)~ | VLBV

' - (2.5.7)

— [ WOM.Q)H0L) - T(Mo @ uid)] dAy,  QEV.
JS

Nem nehéz beldtni a 2.4.6 szakasz 2. MEGJEGYZESének visszaidézésével, hogy az (@) har-
monikus fiiggvény reguldris a V, tartomdnyon.

2. MEecJeGyzES: Ha b((M) =0 M € V. és u(M) = up = const., akkor, a htmérsekleti
analdgia széhaszndlatdval élve, nincs héforrdseloszléds és dllandé a hdmérséklet a V, belsejében.
Kovetkezésképp ot(M,) = 0. Ennek ellenére nem vérhats, hogy a (2.5.7), vagy ami ugyanaz a
(2.5.5)1, visszaadja az dllandé hémérsékletet, mivel ez a fiiggvény nem reguldris. Visszaidézve
azonban, hogy a (2.5.5); az

u(Q) = /S [t (Mo)U(Ms, Q) —u(M,) T (M,, Q)] dAn,+

e R—00

+ lim { / WM U (Mo, Q) — u(Mo) JT(Mo, Q)] dAns, +
J Sk

+ / b(M)U(M, Q) de} QcV/  (258)
JVYL

kifejezés hatdrértéke azt virjuk, hogy ez az egyenlet visszaadja az dllandé hémérsékleteloszlést.
A b(M) =0 és (t(M,) = 0 értékek helyettesitése utdn

w(Q) = —ug {/S (M, Q)dAy, + lim ' T(M,, Q) dAMO] . QeV! (2.5.9)

eR—o00 Sk

Figyelembe véve, hogy T (M., Q) = —T(M,,Q) ha M, € S és [T (M,,Q) = ;T(M,,Q) ha
M, € Sg tovdbbd, hogy a ) pont az Sg feliileten beliil fekszik, majd kihaszndlva a (2.4.1);
valamint a (2.3.8) osszefiiggéseket az

u  QEVe
uw@) = {3u0 Q=Q.€S. (2.5.10)
0 QeV

eredményt kapjuk. A (2.4.1); egyenlet valéban azt mutatja, hogy éllandé az u(Q) a V. tar-
tomédnyban.

2.6. A direkt médszer integréalegyenletei

2.6.1. Eloszor a belst V; tartomdnnyal kapcsolatos egyenleteket tekintjiik 4t.
A (2.4.14); egyenlet szerint kvadratirak segitségével szamithaté a (2.2.15) POISSON egyenlet
u(Q) megolddsa — most a @) pont a futépont — ha a test S hatdrfeliiletének minden egyes
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pontjaban ismeretes a meghatdrozandé fiiggvény és normadlirdnytd derivéltja, azaz ha ismeretesek
az

zu(]\fo) és it(]\/fo) M, €S

fiiggvények, ahol — hangsilyozni kivinva, hogy belst peremérték-feladatrdl van szé — az u betii
elé is kitettiik az ; indexet.

Ez az éllitds a (2.4.14); egyenlet b(M) = 0 esetre vonatkozé parjaval a (2.4.15); egyenlettel
kapcsolatosan gy fogalmazhaté meg, hogy az u(Q) harmonikus fiiggvény a fenti peremértékek
birtokdban kvadratirdk segitségével dllithaté eld.

Mivel az ;u(M,) és az ;t(M,) figgvények egyidejlileg nem irhaték elé — a vizsgdlt perem-
feltételek korét a 2.2.2. szakasz tekinti 4t — a (2.4.14); és (2.4.15); egyenletek elsd pillantdsra
csak elvi jelent6séglinek tiinnek.

Az ismeretlen peremértékek azonban meghatdrozhatok, ha a(2.4.14), illetve a(2.4.15)9 egyen-
letet mint integrédlegyenletet, alkalmasan védlasztott numerikus médszer segitségével megoldjuk.

2.6.2. A megoldés birtokdban mind u(M,) mind pedig ;£(M,) ismertnek tekinthetd és igy az
u(Q) skaldrmez6 val6ban szamithaté a (2.4.14); vagy a (2.4.15); egyenlet felhasznéldsdval, azaz
kvadraturdk segitségével. Az u(Q) gradiensének szamitdsdra a (2.4.14); derivalasdval adédé

U(Q)%l = /

KU(M@)%) (M) — <iT(M'o,Q)%l> u(]V[o)] dAyg,

75 0 (2.6.1)
+ / <U(M, Q)Vl> b(M)dVas Qev
JVi
képlet nytdjt médot, ahol a (2.3.1), (2.4.10a) és (2.3.3)2 Osszefiiggésekre is tekintettel
Q T Q L ity L ingTET
M, - & T(M,, - (— - ) . 9.6.2
VAMLQVI = 1o & (Mo, QVi= o\ 75 =37 (262)

2.6.3. A kiils6 V, tartomény esetén az
eu( M) és (M) M, e S

peremértékek ismeretében a (2.5.5); illetve (2.5.6); egyenletekb6l — vegyiik észre, hogy az utébbi
esetben b(M) = 0 M € V., — hatdrozhaté meg a (2.5.4) differencidlegyenlet megolddsa. Az
ismeretlen peremértékek meghatarozdsdhoz pedig a (2.5.5)2 illetve (2.5.6)2 integrélegyenletek
szolgdlnak. A (2.6.1) és (2.6.2) képletek analogonjai oly médon kaphaték meg, hogy az emlitett
képletek mindegyikében e bet{it frunk az ¢ index helyére. A vonatkozd egyenletek részletes
kifrasatdél eltekintiink.

2.6.4. A belst, illetve kiils6 tartomdnnyal kapcsolatos ismeretlen peremértékek meghataroza-
sa, amint fentebb mdr rdmutattunk, a (2.4.14)9 és (2.5.5)2 peremintgrélegyenletek megolddsét
igényli. Felmeriil a kérdés, vajon az igy meghatdrozott peremértékek kotelesek-e valamiféle
tovdbbi feltételnek eleget tenni. Aldbbiak, felhaszndlva a stacionér htvezetési feladat termi-
nologidjdt, ezt a kérdést kisérlik meg tisztdzni.

A belsd V; tartomény héegyensilyban kell, hogy legyen. Ez azt jelenti, hogy a V; tartomény
térfogatdn és S hatdrfeliiletén kozolt hdmennyiség Gsszege zérus. Matematikailag — feltételezve,
hogy a k hévezetési tényezb egységnyi — az

/ it(]\/fo) dAJUO + / b(]\/[) dVy =0 (263)
Js Jv;
egyensiilyi egyenletnek kell teljesiilnie. Ez egyben azt is jelenti, hogy nem lehet tetszileges
az ;t(Ms) hédram. Mivel a direkt médszer egyenleteinek levezetése sordn a differencialhatdsig
mellett azt is feltételeztiik, hogy a pontbeli hegyensilyt kifejezé POISSON egyenlet megoldésa
az w(M) az véarhato, hogy
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1. DIRICHLET és vegyes peremértékfeladatok esetén, amikoris ismeretlen az ;t(M,) az S-en
illetve az Sy-n, az ;t(M,) M, € S eleve teljesiti a (2.6.3) egyenstlyi egyenletet. Az u(M)
pedig, a vonatkoz6 peremfeltételek miatt, egyértelmiien meghatarozott.

2. NEUMANN feladat esetén elére megadott fiiggvény az ;1(M,), hiszen fenn kell dllnia az
A(Ms) = it(M,) M, € S peremfeltételnek. Ez azt jelenti, hogy elére kell teljesiteni a
(2.6.3) feltételt. Ugyanakkor zérus az u(M) = dllandé fiiggvény gradiense, amely {gy nem
okoz hédramot. M4ds szavakkal a megoldds csak egy tetszbleges dllandé erejéig meghatdro-
zott.

Kiils6 peremértékfeladat esetén, visszaidézve a (2.5.5) egyenletek levezetésében fontos sz-
erepet jatsz6 Ig, integrdl szerepét, az

/ et(]\fo) dA]V[o + / b(]\/[) dVy 4+ lim et(]\/fo) dA]V[o =0 (264)
JS

. % eR—)oo_ SR

-~

egyenlet fejezi ki a hbegyenstlyt. Mivel az utolsé integrdl nem sziikségképpen zérus — u(M)
regularitdsa miatt t(M) ~ O(1/.R?) és dAyr, = «R%do, ahol do a dAyy, 14t6szoge — a kapcsos
zardjellel megjelslt tagok tsszege sem sziikségképp zérus. A mondottak alapjan varhats, hogy
1. Mind DIRICHLET, mind NEUMANN, mind pedig vegyes peremértékfeladatok esetén, tel-
jesiil a (2.6.4). Mds szavakkal NEUMANN feladat esetén sem koteles el6zetes feltételeknek
eleget tenni az (£(M).
2. A regularitds miatt az w(M) a NEUMANN feladat esetén is egyértelmiien meghatdrozott.
Mindig célszerii a fentieket szem el6tt tartani a numerikus megoldds sordn.

2.7. Az indirekt mdédszer integralegyenletei

2.7.1. Elészor ismét a belsd V; tartomdnyra forditjuk a figyelmet.
Legyen

O(Ms) = it(My) — et(My) M,eS (2.7.1a)
és
V(M) = iu(Ms) + cu(Ms) . M, e S (2.7.1b)

A (2.4.18) és (2.5.6)3 egyenletek kiilonbségét véve és felhaszndlva a (2.7.1a,b) alatti jeloléseket
az

WQ) = u(@Q) - / UM, Q) b(M)dVas =

Vi
_ /S U(M., Q)d(M.)d A, — /S T, Qb(Mo)dAy, . QeVi  (27.2)

osszefiiggést kapjuk.
1. MEGJEGYZES: A (2.7.2) képletben 4ll6

V(Q) = /;U(Afo,Q)(ﬁ(]\/fo)dAAMo illetve W(Q) = /gZT(]V[O7Q)w(]V[O)dAN[o (273)

integralok rendre az egyszer(i réteg, illetve a kettds réteg pontencialjat értelmezik. Az elnevezés
hétterét illetéen a kovetkezék érdemelnek emlitést:

(a) Legyen ¢(M,) az S feliilet M, pontjdban az egységnyi feliiletelemre vonatkoztatott témeg.
Ez esetben a (2.7.3)1 integrél az S feliileten tekintett ¢(M,) siiriségli tomegeloszlds grav-
itacios potencidlja. A ¢(M,) fiiggvényt a vizsgalt fizikai feladat jellegétdl fiiggten fiktiv
forrasstiriségnek, fiktiv héforrdssiirtiségnek stb. szokds nevezni. Az egyszerliség kedvéért
itt és a tovdbbiakban a sfirfiségfiiggvény elnevezést részesitjiik elényben.

(b) Legyenek az S feliilettél +e tavolsdgra — a tdvolsdgot a feliilet normadlisa mentén mérjiik
— +m nagysdgu {tomegek} [elektromos toltések] elhelyezve. Tételezziik fel, hogy a

i 2

e—0



36 2. A LAPLACE ES POISSON EGYENLET

hatérértek véges. Ha ez a {tomegeloszlas} [toltéseloszlés] feliiletegységre is vonatkoz-
tathato, akkor jelolje ¢(M,) a megfeleld stirfiségfiiggvényt. Kimutathaté, lasd pl. [12,
66-68 old.|, hogy a kettSs réteg potencidlja a fenti {tomegeloszlashoz} [toltéseloszldshoz]
tartozé {gravitdcids potencidl} [elektromos térerdsség).

A 2.4.6. szakasz 2. MEGJEGYZESe alapjdn azonnal addédik, hogy mind az egyszeri mind
pedig a kettés réteg potencidlja harmonikus, ha Q # M.

2. MEGJEGYZES: Az egyszerli és kettOs réteg potencialjat értelmez6 (2.7.3) képletekben az
S integralédsi tartomdny nyitott feliilet is lehet.

3. MEGJEGYZES: Tekintettel a (2.3.1) és (2.4.10a) képletekre kézenfekvt a kovetkeztetés,
hogy mind az egyszer(i, mind a kett0s réteg potencidlja tetszés szerinti rendben differencidlhatd,
ha Q € V; vagy Q € V.

4. MEGIEGYZES: Legyen Rg = |rg|. A (2.3.1) és (2.7.3) értelmezd egyenletek egy-
bevetésébdl Rg — oo esetén az egyszerfi és kettds réteg potencidljdnak végtelenbeli viselkedésével
kapcsolatos

V(Q) = RLQ | /S (M)A +0(Rié) (2.7.4a)
W(Q) = O(Ri%) (2.7.4D)

képletek kovetkeznek.
5. MEGJECGYZES: Legyen
7 o) — 1 ¢ e o) — 1 275
V(@)= lim V(@ & V@)= lim, V(Q) (2.7.5)
az egyszerll réteg potencidljanak beliilrdl, illetve kiviilrél vett hatdrértéke az S feliileten. Kony-

nyen belathaté a (2.3.1) és (2.7.3); segitségével, hogy az egyszerl réteg potenciélja folytonos az
S feliileten torténd dthaladds sordn. Kovetkezésképp

V(Qo) =V(Qo) = V(Qo) . (2.7.6)

A folytonossdg formélis igazoldsat a 2.7 Gyakorlatra hagyjuk.

6. MEGJEGYZES: A jelen megjegyzés azt a kérdést vizsgdlja hogyan viselkedik az egyszer(i
réteg potencidljanak normalirdnyd derivéltja az S feliileten torténd dthaladds sordn. Legyen @)
a (o pont normadlisdn és a V; belsejében fekvt pont. Az ng = ;ng, vektort a () ponthoz kotjiik.
A (2.4.10a) és a (2.3.8)1 vsszefiiggések felhasznaldsaval — lépésenként végezve az dtalakitdsokat,
annak érdekében, hogy a (2.3.8); integral kozvetleniil helyettesithets a hatarérték képzés pedig
lokalizdlassal felcserélhetd legyen — frhatd, hogy

oy / oU (M., Q)

= lim
32'71@0 QeVi—Qo Jg 8TLQ

— OU(Mo, Q) | iy, ,
= QG%,IEQO { /S {W + T (Mo, Q)] A(Mo)dApg,

d(Ms)d A,

- / T (Ms, Q)6(Mo) — $(Q)|dAw;, — / (M, Q) dAMoqs@o)}
JS JS

Tk

= ¢(Qo) + Qe%TEQO {/S m [mk(Q) - z’nk(ﬂfo)w(ﬂfo) dAMo

n / e
Js 4mR3 (Mo, Q)

Konnyli meggy6z6dni arrdl, hogy a kapcsos zdréjelben dll6 feliileti integrdlok hatdrértéke és a
Q) = Q. helyen vett helyettesitési értéke megegyezik. A kozépsd két integral Osszege természete-
sen akkor is zérus, ha a helyettesitési értékeket tekintjiikk. A (2.4.10a) és (2.3.8)2 képletek

ik (ML)[(M:) — 6(Qo)] dAMO} (2.7.7)
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egybevetésébdl pedig az is ldtszik, hogy az Osszevonds utdni utolsé integrdlnak —% az értéke.

Legyen
e (e UM, Qo) Qo) ,
(M, Qo) = ing, (VkU(M,Q)> B T Py M+#Q, (2.7.8a)

és

GT(]\/L Qo) = eNg (%k U(]\/f, Q)> — aU(JVL QO) enk(Qo)Tk

= . M#Q, (2.7.8b)

O deng, 4w R3
Nyilvanvalé, hogy
(Mo, Qo) + eT(Ms, Qo) = 0. My,Qo €S M, # Qo (2.7.9)

A lehetséges Osszevondsok elvégzése utdn a (2.7.7) egyenletbdl a
oV 1 .
3 = —¢(Qo) +/ T (Mo, Qo) (M) dAn, (2.7.10a)
inQ, 2 Js

osszefiiggést kapjuk. A fenti képletben az ;T(M,, Q),) derivdlt szingularitdsa miatt, ez a szingu-
laritds a M, = (), pontban jelentkezik, féértékben kell venni a feliileti integralt. Vegyiik észre,
hogy az ng = ;ng, feltétel helyett a gyengébb

feltétel is elegendd és a ()-nak sem sziikséges az ;ng, tartéegyenesén fekiidnie.
Ugyanilyen médon igazolhatd, hogy

)% 1 .
SO = L0(@Q) + / (Me, Qu)6(M.) Ay, (2.7.10b)
ellQo JS
A (2.7.10a) és (2.7.10b) egyenletek tsszegét véve és a (2.7.9)-et is kihaszndlva
)% )%

- o [e] E S 2.7.11
S B = 9@2) Q (2.7.11)
az eredmény. Ez a képlet vildgosan mutatja, hogy az egyszer(i réteg potencidljianak normélirdnyd
derivéltja nem folytonos a @, € S pontban.
7. MEGJEGYZES: Legyen

iW(Qo):QE%IEQOW(Q) és BW(QO)zQeggQOW(Q) (2.7.12)

ahol @, az S feliilet egy tetszbleges, de rogzitett pontja. Tegyiik fel hogy ¥(Q,) = 0. Konnyfi

meggy6tzédni arrdl, felhaszndlva a (2.7.3)s értelmezé egyenletet és a (2.4.10a) képletet, hogy ez
esetben

W(Qo) = W(Qo) = NV(Qo). Q. €S (2.7.13)

Szavakban: ¥(Q,) = 0-ra folytonos a kettds réteg potencidlja az S feliileten tortént athaladds
SOTAI.

8. MEGIEGYZES: A kettdsréteg potencidljanak viselkedésére vonatkozé utolsé megjegyzésiink
azt a kérdést vizsgdlja hogyan viselkedik W az S feliileten torténd dthaladdskor ha ¢(Qs) # 0.
A (2.7.3)2 egyenlet alkalmas b&vitésével irhaté, hogy

W(Q) = /S T (Mo, Q) [V (Mo) —(Qo)] dAnr, + / iT (Mo, Q) dAn, ¥(Qo) - (2.7.14)

S
Az utébbi egyenlet jobboldaldn a

(M) = $(Mo) = ¢(Qo)
kiilsnbség a sfirfiségfiiggvény az elsé integrdlban, és ez eltlinik az M, = ), pontban. Az el6z6
azaz a 7. MEGJEGYZES fényében ez egyuttal azt is jelenti, hogy a (2.7.14) egyenlet jobboldalan
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allo elst integrél folytonos az S feliileten toérténd dthaladds sordan. A jobboldalon &éll6 mésodik
integral pedig a (2.4.10a) helyettesitése utdn a (2.3.8) integralt adja. Mondottak figyelem-
bevételével és annak a koriilménynek a kihaszndldsaval, hogy a jobboldalon 4ll6 elsb integralban
a QQo-ra torténd lokalizdlds utdan megjelenik a (2.3.8)2, a (2.7.14) egyenletbdl a

zW(Qo) = W(Qo) - % (Qo)
eW(QO) = W(QO) + %w(QO)

osszefiiggések kovetkeznek.

Q. €S (2.7.15)

2.7.2. Ismeretes, hogy a LAPLACE egyenlettel kapcsolatos kiilsé DIRICHLET feladatnak bér-
milyen (u(M,) esetén van megolddsa. Ez egyben azt is jelenti, hogy az

c(Ms) = ju( M)

valasztds ugyancsak lehetséges. Ez esetben azonban egyszeriisodik a (2.7.2) egyenlet:

u(Q) = /S U(M,, Q) p(Mo)dAn, + /V UM, Q)b(M)dVy. Q €V, (2.7.16)

A (2.7.16) egyenletnek szemléletes jelentés tulajdonithaté ha a ¢(M,)-dt az S feliileten meg-
o0sz16 fiktiv héforrasstiriiségnek, a b(M,)-dt pedig ismert térfogati héforrasstirtiségnek tekintjiik,
tovdbba ha a hévezetési tényezs k = 1. Ez esetben ugyanis, amint az kénnyen kiolvashatd a
(2.3.9) egyenletbdl, az U(M, Q) alapmegoldds az M pont hdmérséklete ha a () pontban egységnyi
intenzitdstu héforrds mitkodik. Az U(M, Q) alapmegoldds 2.3.1. szakaszban részletezett szim-
metriatulajdonsdgait kihaszndlva tgy is fogalmazhatunk, hogy U(M, @) a @) pont hémérséklete,
ha az egységnyi intenzitdsi héforrds az M pontban miiksdik. Az utébbi értelmezés alapjan a
(2.7.16) egyenlet, tsszhangban a szuperpozicé elvével, a Q pont u(Q)) hémérsekletét adja és ez a
hémérseklet a test hatdrfeliiletén és térfogatdn miikods ¢(Ms) és b(M) héforraseloszlas hatdsédra
alakul ki.

Mivel a (2.7.16) egyenlet differencidlhaté a @ valtozé szerint az w(Q)) mezd gradiensének
szdmitdsara a

U(Q)%l = /

g <U(]\/-[ov Q)%) &(Mo) dAp,

‘ . (2.7.17)
+/ (U(M, Q)Vz> b(M)dVie Q€

Osszefiiggés frhaté fel.

1. MEGJEGYZES: A (2.7.16) egyenlet a (2.4.14); a (2.7.17) egyenlet pedig a (2.6.1) egyenlet
parja. A felsorolt egyenletekben &ll6 ismeretlen mezk tekintetében azonban kiilénbség van,
hiszen a (2.4.14);, illetve a (2.6.1) egyenletekben

wM,) M,eS, és  #(M,) M,€S,
a (2.7.16) és (2.7.17) egyenletekben pedig
o(My) M,eS

az ismeretlen. Kitlinik fentiekbdl, hogy az els6 esetben a vonatkozé peremértékfeladat valtozsi-
nak peremen vett értékei — az u(M) mez6 és annak normadlirdnyd derivaltja — , a mésodik
esetben viszont a peremértékfeladathoz tartozé fiktiv ¢(M,) stiriségfiiggvény az ismeretlen. A
(2.7.1a) értelmezt egyenletet visszaidézve adédik azonban, hogy a ¢(M,) mezb nem fiiggetlen
az el6zbektdl, hiszen a ;#(M,) és ot(M,) derivaltak kiilonbségeként szémithato.

2. MEGJEGYZES: A (2.7.16) és (2.7.17) egyenletek felhasznéldsaval — feltéve, hogy ismeretes
az adott peremeértékfeladathoz tartozé ¢(M,) siirliségfiiggvény — tetszbleges () € V; pontban
kvadraturdk segitségével szamithaté az ismeretlen u(Q)) mez6 és gradiense.
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2.7.3. Azismeretlen ¢(M,) siirliségfiiggvény szdmitdsdra ugy kaphatunk egyenleteket, hogy
a (2.7.16) és (2.7.17) egyenletek hatdrértékeit vessziik, ha Q — Q.. Figyelembe véve, hogy a
2.7.1. szakasz 5. MEGJEGYZESe szerint az egyszer(i réteg potencidlja folytonos az S feliileten
torténd dthaladds sordn a 2.7.3)1, (2.7.6) és (2.7.16) felhaszndldsdval, tekintettel a (2.2.7) perem-
feltételre is, azt kapjuk, hogy az S, jelti peremrészen fenn kell allnia a (2.7.18); egyenletnek. Ez
az egyenlet csak a ¢(M,)-t tartalmazza ismeretlenként.

Tovabbi egyenlethez jutunk, ha az u(Q) gradiensét adé (2.7.17) Osszefliggést megszorozzuk
skaldrisan ng = ;ng,-val és a kapott kifejezés hatdrértékét vessziik, ha Q) — Q. € S;. Az ered-
mény baloldala, az u(Q) normalirdanyd derivdltja, amint az a (2.2.8) peremfeltételbdl kit{inik,
eléirt. A jobboldalon 4ll6 els integrdl hatdrértékét a 2.7.2. szakasz 6. MEGJEGYZESe alapjan
a (2.7.10a) képlet adja. A jobboldalon &ll6é mdsodik integral hatarértéke pedig megegyezik,
nyilvdnvaléan, a helyettesitési értékével és frasbeli egyszerlisodés is elérhet®, ha alkalmazzuk a
(2.7.8a) jelolést. Az igy adodé (2.7.18)9 egyenlet ismét csak a ¢(M,) stirliségfiiggvényt tartal-
mazza ismeretlenként.

Fentiek fényében a megoldds els® 1épésben az

(Qu) = /S U(Mo, Qo)$(Mo)dAn,

+ / U(M,Q.)b(M)dVy Qo € Sy
Jv; (2.7.18)

~

it(Qo) = %fb(Qo) + / (Mo, Qo) p(M,)d Ay,

JS
+ / T (M, Q)b(M)dVay Qo € Sy
JV;

integralegyenleteket, ezek az indirekt mdédszer integralegyenletei, kell ¢(M,)-ra numerikusan
megoldani. A ¢(M,) stirliségfiiggvény ismeretében a (2.7.18); egyenlet jobboldala az ismeretlen
u(Q)-t adja ha @, € S;. Hasonlé médon, az ismeretlen fiiggvény normaélirdnyd deriviltja a
(2.7.18)5 egyenlet jobboldaldnak segitségével szdmithats, ha a Qo € S,.

Ez az indirekt mddszer f6 hdtranya a direkt mddszerrel szemben, hiszen ott ezek a mezdk
a vonatkozé (2.4.14)y integralegyenlet megolddsai és igy meghatdrozasuk nem igényli tovdbbi
kvadratidrdk végrehajtdsat.

A belsd pontokban tekintett értékek szdmitdsa, amint azt a vonatkozoé egyenletek kapcsan
mér emlitettikk a 2.7.2. szakasz 2. MEGJEGYZESében, a (2.7.16) és (2.7.17) felhasznaldsdval
torténhet.

1. MEGJEGYZES: DIRICHLET feladat esetén S; = 0. Ezen koriilmény kihaszndldsdval és a
(2.4.18) egyenlettel tsszhangban 4116

U(Qo) = i(Qo) — /V U(M,Qo)b(M)dVyy Q.€S (2.7.19)

jelolés bevezetésével az
/ U(Ma, Qo) $(M.)dAns, = 1i(Qs) Q. €5 (2.7.20)
JS

els6faju integralegyenlet kovetkezik a megmaradé (2.7.18); egyenletbél [14].
2. MEGJEGYZES: NEUMAN feladat esetén az S, = 0 és igy (2.7.18)2-b6l, bevezetve az

Q) = Q) - /V (M, Qu)b(M)dVay Q€5 (2.7.21)
jelolést, az |
59(Q0) + [ T QIO0L)AAM, = HQ:) Qo€ (27.22)

masodfajii integralegyenlet adsdik a (2.7.18)o-bél. Bar az /T'(M,,Q.) magfiiggvény gyengén
szinguldris és igy kiesik a klasszikus FREDHOLM elmélet érvényességi korébdl POGORZELSKI [15]
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és MIKHLIN [16] igazolta, hogy a FREDHOLM elmélet megoldds létezésével kapcsolatos eredményei
és tételei gyengén szinguldris magokra is érvényesek.

2.7.4. A kiils6 V, tartomdnnyal kapcsolatos peremérték-feladatok esetén csak annyiban val-
toznak a direkt mdédszer (2.7.18); 2 egyenletei, hogy a tartomdny jellegére és egyuttal a kiilsé
normdlisra utalé ¢ index helyére e keriil. Ez okbdl eltekintiink az egyenletek részletes kifrasdtol.

2.8. Sikbeli feladatok, alapmegoldas

2.8.1. Az aldbbiakban részletezett jelolések és jelolésbeli megdllapoddsok teljes dsszhangban
vannak a kordbbiakkal, kiilon is kiemelve ezek koziil a 2.2. szakaszban lertgzitetteket.

2.8.2. Legyen S; az x1, 22 koordindtasik végesben fekvd, szakaszonként sima fvekkel hatdrolt
és egyszeresen Osszefiiggd tartomdnya. Az S; tartomdny konturgorbéjét C jelsli. A C' kon-
turgsrbe a C,, és Cy jelll részekre — ezek mindegyike egy nyitott v, vagy nyitott fvek unidja —
bontott:

C=C,UC (2.8.1)

ahol vagy O, vagy C; specidlis esetben zérus hosszusdgu is lehet.

Az S, tartomdny az S; tartomény x1, xo stkbdl térténd kivdgasdval kaphat6 meg és a végesben
fekvty C gorbe bels6 konturgorbéje. Az S; és az S, tartomédnyok kiilsé normélisait, ssszhangban
a kordbbiakkal, ;n = —.n jeldli.

2.5 dbra

Egyetlen zdrt gérbével hatdrolt belsé (a) és kiilsé (b) tartomdny az x1,x2 koordindtasikon

Az M és () pontok koordindtdit a1, xo és £, &, jeloli, az M, illetve @), pontok a C' gorbére
esnek, dAj, a skaldris feliiletelem és ds)p;, a C gorbén tekintett vonalelem.
A NABLA, illetve HAMILTON féle differencidloperatorok — sikfeladatokrél van sz6 — a

M o Q
Vi = O, iy = Viig VQ - 8_& e = Vil (2'8'2)
illetve a
M M Q Q
Ay =V -Vy= Vg Vg Ag=Vq-Vqg=VsVg (2.8.3)

alakban frhatok fel.
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2.8.3. Legyen u(M) az S;-n [vagy az S -n| tekintett legaldbb kétszer folytonosan derivélhaté
ismeretlen fiiggvény. Az u(M) fiiggvényre, mint ismeretlenre vonatkozé

A]uu(]\/f) =0 M e S; []\/f € Se] (2.8.4)

homogén differencidlegyenlet a stkbeli LAPLACE-, illetve potencidlegyenlet. Az egyenlet megoldé-
sait sikbeli harmonikus fiiggvényeknek szokds nevezni.
Az w(M) M € §; fiiggvény kiils6 normalirdnyu derivdltja, dsszhangban a (2.2.6)-al, az
M M _ Qu(M.)

Ne(View)| = me(Veu(Ms)) = o = ;t(M,) (2.8.5)
M, M,

moédon szamithats. Az is nyilvanvald, hogy ez az egyenlet, e-t {rva az i helyére, megadja az Se-n
tekintett w(M) fiiggvény normélirdnyd derivéltjat is.

2.8.4. A sikbeli potencidlegyenlettel kapcsolatos peremérték-feladatokat is a 2.2.2. sza-
kaszban részletezett médon szokds osztilyozni. A belsd vegyes peremérték-feladatot tekintve
példaként a

Apu(M)=0 M e S; (2.8.6)

sikbeli LAPLACE egyenlet az
u(My) = a(M,) MeCy (2.8.7a)
837%:) = A(M) M e, (2.8.7b)

peremfeltételekkel egésziil ki, ahol az el6irt értékeket most is a betii felett 4116 ™ jeloli.
DiricHLET feladat esetén C,, = C, NEUMANN feladat esetén Cy = C, ami pedig a kiilsd
peremérték-feladatok egyenleteit illeti, azok az i index e-re torténd cseréjével adédnak a (2.8.6)
és (2.8.7a,b) egyenletekbél.
Az ismert a(M,), B(M,) és f(M,) M, € C fiiggvényekkel irva fel megbrzi (2.2.14) alatti
alakjéat a hdvezetési tipusi peremfeltétel.

2.8.5. Az el6re megadott (M) M € S; fiiggvényt tekintve inhomogenitdst okozé tagnak a
Anru(M) +b(M) = 0 MeS; (2.8.8)

differencidlegyenlet a sikbeli POISSON egyenlet. Ez egyben a sikbeli stacionér htdramlds differ-
encidlegyenlete is — v.6. 2.2.6. szakasz — ha (M) helyére a v(M) hémérsékletmeztt, b(M)
helyére pedig a ¢(M)/k hinyadost irjuk:

q(M)

YAN Vs U(Af) + T =0. MesS; (289)

Fzt az analdgiét, az eddigiekhez hasonléan, tovdbbra is alkalmazzuk egyes kivdlasztott egyenletek
fizikai értelmezésére.

2.8.6. Az M pont () pontra vonatkozé helyvektora az rgy = r = rgix, médon adhaté
meg az x1, e koordindtasikon. Az M és ) pontok tdavolsagat a megszokott médon jeloljiik:

R = R(Af,@) = ’I‘QA[‘. Az

UM,Q) = o= In——

kétpontfiiggvény a sfkbeli LAPLACE egyenlettel kapcsolatos alapmegoldds. Vegyiik észre, hogy
a fenti alapmegoldds is teljesiti a (2.3.2) egyenletet, azaz szimmetrikus fiiggvénye az M és @
pontoknak. A

s

M i Q
Vi R(M.Q) = = Vi R(M.Q) = —= (2.8.11)
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és
M ) Tk Q y Tk
Ve WROM,Q) = 75, Ve MROMLQ) = —75 (2.8.12)
derivéltak felhaszndlasaval adédé
M M 5, rer Q Q
V.ValnR = ?; - 2;#3 = V,.ValnR (2.8.13)
képletek segitségével, tekintettel (2.8.3);-re is, kapjuk, hogy
Ay UM,Q) = AgU(M,Q) =0. Q#MEeS;UCUS. (2.8.14)

ami azt jelenti, hogy egymdstdl kiilonboz6d () és M-re harmonikus fiiggvény a sikbeli POISSON
egyenlethez tartozé alapmegoldds.

2.8.7. Az alapmegoldds és a LAPLACE egyenlet kapcsolata a térbeli esethez hasonléan
tisztazhaté. A (2.8.1) és (2.8.11); képletek felhasznaldsdval adddik az alapmegoldés normalirdnyd
derivaltja:

oU (M., Q)
In,

ik Tk
= — . 2.8.15
M, 27 R? ( )

M

Visszaidézve, hogy a (2.8.8) egyenlet végeredményben a sikbeli staciondris hédramlés differen-
cidlegyenlete, ha k = 1, az 5; tartomdnnyal kozolt hémennyiséget az

_  U0LQ)
=1,

dSJ\[
8nMo °

integrél adja, hiszen a htdramvektor normadl irdnyi sszetevdje az integrandusz. Az integral
atalakitdasdahoz helyettesitsiik a (2.8.1)-et és vegyiik figyelembe — a 2.6 dbrdn szemléltetett

2.6 dbra
A dsypr, vonalelem

geometriai viszonyok alapulvételével —, hogy

— @-vel jelolve az rgp, rddiuszvektor és az ;n normdlis egymdssal bezart szogét ;ngr, =
Rcos g a szdmldléban 4ll6 skaldrszorzat;
— a dsyy, ivelem do 1atészoge a dsy;, = Rdo/cos g alakba irhaté &t.

Az egyes lépéseket az aldbbiak részletezik:

i 1
I = —% nﬁrndSAMo = —j{ COSSOdS]V[o = —— d()’.
C C
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Az eredmény geometriai tartalma konnyen dtlathaté hiszen, hasonléan a térbeli esethez, az
utolsé integrdl az S; tartomdny lédtészoge. Ennek értéke a ) pont S; tartomdnyhoz viszonyitott
helyzetétél figg:

. . -1 Qe
7= / MCLAMO ={-12 Q=Q.cC. (2.8.16)
Js  Onu,
0 QeSS

A (2.8.16); egyenlet szerint egységnyi hémennyiség tdvozik az S; tartomanybdl bar a (2.8.14)
és (2.8.9) egyenletek egybevetése szerint zérus a tartomdnyi héforrdsstirtiség ha M # Q. Mivel
a hdegyensilynak fenn kell dllnia ez egyuttal azt is jelenti, hogy a térbeli esethez hasonléan
pontszer(i héforrds van a ¢ pontban a kibocsdtott hémennyiség pedig egységnyi. Visszaidézve
a Dirac fiiggvénnyel kapcsolatos (B.4) képletet és a (2.8.14)-et az a kovetkeztetés adddik, hogy
az U(M, Q) alapmegoldds a

ApyUM, Q) +6(M—Q)=0

AQU(M,Q) +6(M —-Q) =0
differencidlegyenletek megolddsa. A (2.3.10)-el azonos jelleg(i
oU (M, Q)

1 S

onpg,

M,QeS;UCUS, (2.8.17)

dSJV[O —+ /S (S(JW — Q)dV]\[ =0 Q 75 Q. C (2.8.18)

egyenlet pedig, dsszhangban a (2.8.16); 3-al, az S; tartomdny héegyensulyat fejezi ki, ha k =1
és egységnyi intenzitdsu pontszeri héforrds van a () pontban.
2.9. Green féle azonossag és képletek sikfeladatokra

2.9.1. Legyen g(M) és u(M) az S;-n értelmezett legaldbb kétszer folytonosan differencidl-
haté fiigevény. Az

L (M) Arrg (M) ~ g(M) Ay (M) dAys =

/ o, (2.9.1)
_ f[c (u(]ﬂo)% - g(MO)M) dsa.

UV T M

azonossag, mint a térbeli esetre vonatkozo (2.4.1) Osszefiiggés parja, a sikbeli Green féle azonossag.
A fenti egyenlet akkor is igaz, ha az S; tartomdny tobbszorosen Osszefiiggd. Az 6nmagukat és
egymdst nem metszd Cp, C1 konturgorbékkel hatdrolt kétszeresen tsszefiiggt S; tartomdny es-
etén példdul

1 y y
=S (0B g G dn, 292)
=0 l

onpg, M,

a stkbeli GREEN azonossdg alakja.

2.9.2. A 2.9.3.-2.9.7. szakaszok, igazodva majdnem szészerint a 2.4.2.-2.4.7. szakaszok
gondolatmenetéhez, a (2.4.14) egyenletek sikbeli analogonjainak eléllitasat tekintik feladatuk-
nak sikbeli viszonyok kozott.

2.9.3. Legyen g(M) = U(M,Q) ahol a Q pont rogzitett. A @ pont S; tartoményhoz vis-
zonyfitott helyzetét illetben most is az aldbbi hdrom eset kiillonbéztethetd meg:
(a) a @ pont az S; tartomdny bels6 pontja;
(b) @ = Qo ami azt jelenti hogy a () pont az S;tartomény C konturgdrbéjén van;
(¢) a @ pont az S, tartomany belst pontja.
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2.7 (a) és (b) dbra
A belsé S; — Ve tartomdny. (a) A Q forrdspont a V; tartomdnyon beliil taldlhats. (b) A Q = Qo
forrdaspont az S hatdrfelilet pontja.

2.7 (c) dbra
A belsé S; tartomdny. A Q forrdaspont a V. tartomdnyban van.

Az U(M, Q) alapmegoldds M = @ pontban jelentkezd szingularitdsa miatt az (a) és (b) esetekben
figyelemre van sziikség a GREEN azonossdg alkalmazdsa sordn. A vonatkozé lépéseket az (a)
esetre részletezziik; a (b) esetben csak az eltérésekre tériink ki.

2.9.4. Legyen S¢ a () pont € sugard kornyezete. Jeldleje Ce az Se tartomdny konturgor-
béjét azaz a () kozéppontud € sugard kort. A geometriai viszonyokat a 2.7 (a) dbra szemlélteti.
Az U(M,Q) alapmegoldéds korldtos az S; — Se tartomdnyban. Mivel ez a tartomény kétsz-
eresen Osszefiiggd a (2.9.1) értelemszerti alkalmazdsdval és a g(M) = U(M, Q) helyettesitéssel
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kovetkezik, hogy

/ (w(M) Any UM, Q) — U(M, Q) A u(M)) dAns
JS;—Se

_ ji (mmw UM, 0) a“(MO)> dsa,

871 M, 871 M,

QAU L)
+j{€ (U(Afo) U(M,,Q) > dsyr, (2.9.3)

871 M, 871 M,

A kivant eredmény eléréséhez a fenti kifejezés hatarértékét kell venni, ha € — 0. A hatdrérték
meghatdrozdsa sordn a kovetkezokre érdemes tekintettel lenni:

1. A C gorbén vett vonalintegril fiiggetlen e-tdl.
2. Az U(M, Q) alapmegoldéds — v.6.:(2.8.14); — harmonikus fiiggvény Q) # M-re, kivetkezés-
képp zérus értékil az elsd feliileti integral.
3. Az u(M) fuggveny feltételezett differencidlhatésdga miatt
Ou( M)
8nMO

u(My) M, € C, és Apru(M) MeS;
egyardant korldtos.
4. Egyszer(i helyettesitéssel adédik (2.8.15)-bél, hogy a Ce mentén
UM, Q) 1

= —. 2.9.4
onar, 2me ( )

5. A baloldalon &ll6 feliileti integrdl méasodik tagjdnak hatdrértéke, részben helyettesitve a
(2.8.10) alapmegoldést, a

' 1 1
_ / UM, Q)Apu(M)dAy +lim | — In— Apru(M) dAps
JS; 64’0. Se 27T R
alakban frhaté fel. Az S, koron vett feliileti integralnak zérus a hatarértéke, hiszen dAy; =
RdRdyp a feliiletelem, kivetkezésképp — figyelembevéve a Ay u(M) korldtossagit — az
integrandusz is korldtos. Mondottak alapjdn

€Y J8;—Se JS;

6. A C. koron vett integral elsé tagja az integrélszamitds kozépértéktételét és (2.9.4)-et
kihaszndlva — M! a kor egy alkalmas pontja — a

oU (M, Q) 1 ,
M) —————=dsp, = —u(Ms)dspr, = u(M,

]i‘e uMe) o, M 75) e W Me) sty = u(D)
alakban frhaté fel. Nyilvanvals, hogy

lim u(Mo)—aU(MO’ Q)

d = . 2.9.6
e—0 C. 8nMO Mo U(Q) ( )

7. A Cc-on vett integral mésodik tagja esetén is ugyanigy érdemes eljarni a (2.8.10) helyettesi-
tése utdn

M, M
C. 8nMO 3nMO
Kovetkezésképp az integrdlnak zérus a hatédrtértéke:
M,
Ctim § o(an, @) 24 4o . (2.9.7)
e—0 S 871]\[0
8. Tegyiik fel, hogy az u(M) fiiggvény kielégiti a (2.9.7) Po0OISSON egyenletet. Ez esetben
(2.9.5)-b6l a
€=V /S-S, JS;
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eredmény kovetkezik.
Vezessiik be ismét, kihasznalva a (2.8.15)-6t, a
oU (Mo, Q) M (M)
M, - dinar, T T oR2

(M, Q) = i (% UM, Q)) Mo£Q  (2.9.99)

és
oU (M., Q) _enn(ﬂfo)m

M
T(Ms, Q) = eny <V,§ U(M, Q)>

M,#Q  (2.9.9b)

M, aenj\jo 27TR2
jeloléseket. Nyilvdnvals, hogy
iT(Mo, Qo) + T (Ms, Qo) =0. M, Q. € C M, # Qo (2.9.10)

Az 1. és 2. alatt mondottak kihaszndldsdval majd a (2.9.8), (2.9.6), (2.9.7) és (2.9.9a) helyettesi-
tésével a (2.9.3) egyenletbél € — 0 esetén a (2.9.13); egyenlet kovetkezik. Az elérehivatkozést,
hasonléan a térbeli esethez, az indokolja, hogy az (a), (b) és (c) esetekre vonatkozé egyenletek
egy helyen szerepelnek a szovegben.

2.9.5. A (b) esetben Q = Q) € C. Legyen Se¢ a Q) = @, pont koriil rajzolt e sugard koralaku
tartomdny. A kor S;-n beliil fekvd {vét Ce, a C peremgorbe Se eltdvolitdsa utdn megmaradé fvét
pedig C’ jelsli. Nyilvanvals, hogy az egyszeresen 8sszefiiggd S; — Se stkbeli tartomédnyt a C' UC,
zart gorbe hatdrolja.

Feltételezziik, hogy a C' konturgérbe sima a (), pont kdrnyezetében. A 2.9.7. szakasz 1.
MEGJEGYZESében azonban, enyhftve a kontirgorbe simasédgdval kapcsolatos feltevést, toréspont
létezését is megengedjitk. Az S; — S, tartomdnyra alkalmazva GREEN azonossagot

L- < (u(M)AyU(M, Qo) — U(M, Qo)A pu(M)) dAy

-/ (“<Mo>w U, @o>a”(M°)) s,

871 M, 871 M,

+ / w20 Qo) iy oy QUMDY G 991)
Je. ony, onyyg

o

az eredmény. Alkalmas Osszefiiggés gy kaphaté innen, ha az azonossdg hatarértékét vessziik, ha
e — 0. A (2.9.13); egyenletre vezetd gondolatmenet 1épéseit visszaidézve aldbbiak az eltérések:

1. A @ betfi helyére mindeniitt @), keriil.

2. A feliileti integralokkal kapcsolatos gondolatmenet szészerint megismételhett és igy a
(2.9.5) csak annyiban mdédosul, hogy Ssszhangban az 1. alattival, @ helyett Qo-t kell irni.

3. A (' tv e — 0O-ra a C konturgrbét adja eltdvolitottnak gondolva a @, pontot. A
vonatkozé integrdl hatdrértékét pedig a C' gorbén vett integrdl CAUCHY féle féértékének
nevezik. Ismét felhfvjuk a figyelmet ezen fogalom fontossdgdra, hiszen nem képezhets a
jobboldalon 4ll6 mésodik vonalintegral az ;T (M, Q.) szingularitdsa miatt, ha C' = C
azaz ha a Qs belsé pontja az integraldsi tartomdanynak. Az integrdl CAuchHy féle féértéke
ugyanakkor 1étezhet.

4. Szészerint megismételhetd a (2.9.6)-ra vezetd gondolatmenet, ha a tényleges viszonyoknak
megfeleléen a félkor hosszat vesszitk a C¢ gorbe {vhosszdnak szédmitdsakor:

U (M,, Q) 1

lim [ w(M) dsns, = c(@u(@) Q) =75

2.9.12
e—0 C. 877/]\/[0 ( )

A geometriai viszonyokat a 2.7 (b) dbra szemlélteti.
5. A C¢ koriven vett integral mdsodik része a (2.9.7)-re vezetd gondolatmenet ismétlésével
adédik és most is zérus.

Kihaszndlva a fentieket a (2.9.13)2 egyenletet kapjuk a (2.9.1) sikbeli GREEN féle azonossdgbol.
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2.9.6. A (c) esetben a ) pont az S; tartomédnyon kiviil fekszik. Kozvetleniil alkalmazhaté
tehdt GREEN féle azonossdg és nincs sziikség hatdrértékek vizsgélatdra sem. A (2.9.13)3 alatti
eredmeny a (2.8.14); kihaszndldsdval és annak a feltevésnek érvényesitésével adédik, hogy u(M)
a (2.8.8) sikbeli POISSON egyenlet megolddsa.

2.9.7. Az eredményiil kapott GREEN féle képletek megegyeznek formailag a térbeli esettel
kapcsolatos (2.4.14) egyenletekkel:

U@ = § UM, Q) (M) = T (Mo, QuiML)] i,
+/S U(M,Q)b(M)dAn QeS;
{QIuQ:) = V(M Q) ) = T(Mor Qo) u(ML)] iy
+/S UM, Q)b(M)dAy Q=Q.,€C
0= fc U (M, Q) it(My) — yT( Mo, Q) u(M.)] dsns,

v / U(M, Q)b(M)dAy QeS.
JS;

(2.9.13)

Eltiinnek a tartomdnyi integralok a fenti Osszefiiggésbél, ha a b(M) = 0. A teljesség kedvéért
kifrjuk az fgy adédé integralokat is:

w(Q) = 750 U (Mo, Q) it(Mo) — /T(Mo, Q) u(M.)] dsr. Qe
(Q)u(Qo) = 750 UM, Qo) it (M) — iT(My, Qo) w(Mo)] dsar, Q= Qo € C (2.9.14)

0= % [U(AfO,Q) it(]\fo) — zT(AfO,Q) U(]\/[O)} dSJUO . QeSS
S

1. MEGJEGYZES: Ha nem sima a C gorbe a (), pontban akkor médosul a (2.9.13)3 és vele
egylitt a (2.9.14)2 egyenletek baloldaldn &ll6 ¢(Q).) dllandé értéke. A véltozdsnak — amint az
kidertil az aldbbiakbdl — szép geometriai tartalom tulajdonfthaté. Célunk tehét a

lim u(MO)—aU(M(” Qo)

dS]\[
0 Jc. on,

Ao

hatarérték meghatdrozdsa, ahol C, a Q. kozépponti € sugard kor S;-n beliil fekvd része. Mivel
a C' gorbe nem sima a (), pontban — sarokpont esetével dllunk szemben — a C, € — 0 hatdrérték
nem ponttd zsugorodé félkor. A hatdrérték megéllapitdsdhoz
— kibévitjiik a fenti integralt,
— ezt kovetden alkalmazzuk a kozépértéktételt az elsd egyenldségjel utan allé6 méasodik in-
tegrdlra
és mindemellett

— azt is figyelembe vessziik, hogy C, = €a, ahol o a C, korfv (), pontra vonatkozé latészoge.

A
UM, Q) B [ UM, Qo)
iy | () =2 o, = @) iy [ e
: U (M., Q.
4 lim / (M) — u(Quy) 2 Mes Qo)
€4>0-CE an 1,

- OU(Mo, Qo)

= U(Qo) lg% ./CE 8n— dS]\[O + ggr(l) (u(]V[(’)) - U(Qo)) % (2.9.15)

Ao
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eredményben zérus a hatdrértéke a jobboldalon 4ll6 mésodik tagnak, hiszen
liII(l] u(M)) = u(Qy) .
€—

A jobboldalon 4ll6 els6 integral értéke pedig o /27-re adédik, ha megismételjiik a (2.8.16) képletre
vezett gondolatmenet kihaszndlva, hogy most ;n, a Q. pont felé azaz az e sugari kor belsejébe
mutat. Legyen
o

Qo) = 5. (2.9.16)
Ezzel a jeloléssel mind a (2.9.12); mind pedig a (2.9.13)2 és (2.9.14); megtartja formailag az
eredeti alakjét, hiszen o0 = 7, ha a @), pontban sima a C' konturgorbe.

2. MEGJEGYZES: A (2.9.13); és (2.9.14); egyenletekben 4ll6

7{U(MO,Q)it(Mo)dsMo & %iT(]Wo,Q)u(]v{o)dsMo
C C

integralok, hasonléan a 2.4.6. szakasz 2. MEGJEGYZESében 1év6 integrdlokhoz, harmonikusak
a () valtozéban. Az

/ UM, Q)b(M)d A
Js,

tartomdnyi integréal pedig a (2.8.8) POISSON egyenlet partikuldris megolddsa. Ez egyben azt is
jelenti, hogy a (2.9.13); dtrendezésével értelmezett

Q) = u(Q) — /S UM Q(M)dAy =

= f{ [U(M,,Q) t(M,) — ;T(M,,Q)u(M,)] dArr, QES; (2.9.17)
C

fiiggvény harmonikus.

3. MEGJEGYZES: Legyen b(M) =0 M € S; és uw(M) = u(M,) = allandé. Vegyiik észre,
hogy ez a fiiggvény harmonikus. Varhaté tehdt, hogy a (2.7.19) integréleldallitds visszaadja ezt
az dlland¢ értéket. A formélis igazolds a (2.4.18)-ra vezetd 1épésekkel torténhet, ezért eltekintiink
annak részletezésétol.

2.10. Egyenletek kiils6 siktartomanyon

2.10.1. A 2.8 gbrdan vdzolt S, tartoményt a C' gorbe és az O kozépponti R sugari Cg
kor hatdrolja. Nem sérti az dltalanossdgot ha feltételezziik, hogy az origé bels6 pontja az S;
tartomanynak. Nyilvdnvalé, hogy S, — Se, ha (R — oo.

A kiils6 tartomannyal kapcsolatos egyenletek eléallitdsa a (2.9.1) GREEN féle azonossig
alkalmazdsédt és a 2.9.3. — 2.9.7. szakaszok gondolatmenetének ismétlését kivanja meg.

A gondolatmenetben jelentkez6 eltérés abbél adédik, hogy a (2.9.1) GREEN féle azonossag
csak véges tartoményokra érvényes. Ez a nehézség csak ugy keriilhetd meg, hogy az S, tar-
tomdnyra, melyet az (a), (b) és (c¢) esetek kivanalmainak megfelelden médositunk, alkalmazzuk
a GREEN féle azonossagot, majd pedig meghatdrozzuk a Cr kortn vett integrdl hatdrétékét, ha
¢R — 00. Azt is szem el6tt kell tartani, hogy a hatarérték csak akkor képezhetd, ha ismeretes
hogyan viselkedik az w(M) skaldrfiiggvény midén az R — oo.

2.10.2. Reguldrisnak nevezziik, az w(M) fiiggvényt, ha kielégiti a kiilsé tartomdnyra vonat-
koz6 sikbeli POISSON egyenletet és korlatos a végtelenben. Pontosabban, ha fennéllnak az u(M)
végtelenbeli viselkedésével kapcsolatos

A ou(M,) A
li M) = — £ li =—
eRlinoou( ) c—+ I, €s GR}LHOO D R2
képletek, ahol a ¢ és A allandék. Mivel a g(M) fiiggvény helyére az U(M, Q) alapmegoldést
gondoljuk, sziikség van az alapmegoldds végtelenbeli viselkedésének tisztdzdsdra is. Nem nehéz
ellenérizni az alapmegoldds (2.8.10) alatti értelmezésének felhaszndldsdval és a 2.6 Gyakorlat

M, € Cg (2.10.1)
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2.8 dbra
A kiils¢ S, — S tartomdny. A Q pont az S, tartomdny belsé pontja.

megolddsa gondolatmenetének ismétlésével — a Gyakorlattal ellentétben most a ) pont fekszik a
végesben és az M, pont tart a végtelenhez, ezért a () <= M, betlicserére, valamint eltjelcserére
van sziikség az egyszeri derivdldsokndl a (G.2.15) és (G.2.16) képletekben —, hogy

. ) N 1 1 L (re(Mo)re(Q)  1ru(Q)rk(Q) y
Jim UM, Q) 5 -In— + o ( ~ R M, € Cp (2.10.2a)
. OU(M.,Q) 11 1
1 —_— - —— 4+ 0| = M, eC 2.10.2b
engloo an]uo 27 eR BRQ €Cr ( )

Ami a Q pont helyzetét illeti

(a) a @ pont az S, tartomény bels6 pontja,
(b) @ =Q.€C és

(c) a @ pont a belst S; tartoményban van

eseteket kell egymdstdl megkiilonboztetni. A 2.8 dbra az (a) esetnek megfeleld viszonyokat
szemlélteti. A (b) és (c) estek abréit elhagytuk, mivel a 2.7 (a) és (b) dbrék ezek tekintetében
is elegendd tdmpontot adnak.

A sikbeli GREEN azonossdg alkalmazdsa sordn (a) esetben a C, C, és Cr zért gorbek, a (b)
eseben a C' U C, és a CR zart gorbék, a (c) esetben pedig a C és a Cg zdrt gorbék hatédroljak a
vizsgdlt tartomdnyt.

Amint arra a 2.10.1. szakasz utolsé bekezdésében mdar utaltunk, a kivdnt eredmény dgy
kaphaté meg, ha a sfkbeli GREEN féle azonossdg alkalmazdsa utdn kapott egyenletek hatdrértékét
vessziik, midén

(a) €—0¢és R — o0,
(b) € —=0¢és R — o0

tovabba ha

(¢) eR— 0.
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Mivel az . R — oo hatdrdtmenet jelenti az eltérést a bels S; tartomédnyra vonatkozé gondo-
latmenethez képest a tovdbbiak csak ezt a kérdést vizsgaljdk.

2.10.3. Az .R — oo hatdrdtmenet az

Ie, = %c (u(ﬂfo)w - U(Afo,Q)au(]wo) > dsy, . Q¢ Cr

8n M, 871 M,

integralt érinti kozvetleniil. A (2.10.1) és (2.10.2a,b) dsszefiiggések helyettesitése utdn az
lim I, = —c (2.10.3)

e R—00

eredményt kapjuk, ha figyelembe vessziik, hogy elegenden nagy R-re fenndllnak a

lim u(]VO)M dspy, = lim 1 L (c—l— A) dsy, = —c¢

eR—oo Joo BnMO eR—oco 2T Cr R eR
és

, Ou(M,)

1 U (M., dsy. =

eRlinoo Cr ( Q) 8nMo Mo

1 1 A 1
= lim —— — (=Y (ln=+--)dsy =0
Rovo 2w CR8R< R ><n83+ > oMo

Osszefliggések.

2.10.4. A 2.10.2.-2.10.3. szakaszokban mondottak figyelembevételével alkalmazva a sik-
beli GREEN féle azonossdgot az (a), (b) és (c) esetekre a kiilsé tartomédnyra vonatkozé

w(Q) = ¢+ 750 U(Mo, Q) t(My) — T (Mo, Q) u(M,)] s,
+ / U (M, Q)b(M)d A Qecs.
JSe
Q@) = e § UM, Qu) (M) = T (Mo, Qo) u(M.)] din,
c , (2.10.4)
+ [ VL@ Q=@.eC
JSe
0=ct j{c [U(Mo, Q) ot(M,) — T (Mo, Q) u(M,)] dsa,

n / U(M, Q)b(M)dA Qes

- e

GREEN féle képleteket kapjuk.

1. MEGJEGYZES: Erdemes megvizsgslni, hogy teljesiti-e a (2.10.4); integréleloallitds a re-
gularitds kovetelményét. Bar eddig nem emlitettiik, de feltételezziik, hogy b(M) az S, tartomdny
egy teljes egészében végesben fekvd Sy résztartomdnydn kiilonbozik zérustél, egyébként pedig
szakaszonként sfma. Felhaszndlva a 2.6 Gyakorlat megolddsdnak (G.2.15) és (G.2.16) aszimp-
totikus képleteit frhaté, hogy rg — oo-re

1 1 ' 1
= —In— et (M) dsy, b(M)dA, Ol—1. 2.10.5
uQ) = =gtz | f a0 s + [ banaan| +0 (7] (2105
Nyilvédnvald, hogy az u(Q) csak akkor reguldris, ha

7{ (M) dsar, + / b(M)dAy = 0. (2.10.6)
C

A (2.10.4)1 2 egyenleteket ki kell tehdt egésziteni a (2.10.6) feltétellel. A hévezetési feladat
terminologidjét haszndlva ugy is fogalmazhatunk, hogy zérus értékti kell legyen az S, tar-
tomdnnyal a végesben kozolt hd, hiszen zérus a végtelen tdvoli pont felé dramlé hdmennyiség —
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ct(o0) ~ —A/Ré. Ez azt jelenti, hogy a fenti egyenlet az S, tartomany hdegyensilyét fejezi ki.
A b(M) = O-ra (2.10.6)-bdl a reguldris harmonikus fiiggvényekkel kapcsolatos

7{ (M) dsnr, = 0 (2.10.7)
C

GAuss feltétel kovetkezik.
2. MEGJEGYZES: A (2.10.4); dtrendezésével kapott

Q) = w@) — / UM, Q)b(M)dAy =

= c+ 75 U(Mo, Q) t(Mo) — T (Mo, Q)u(M,)] dsrs, Q€ S,
C

skalarfiiggvény harmonikus, de nem reguldris, mivel a (2.10.7) GAUSS feltétel dltaldban nem
teljestil.

2.10.5. A teljesség kedvéért, amint azt mdr kordbban is tettiik, kifrjuk a b(M) = 0 esetre
vonatkozé alakokat is:

wWQ) =c+ jqfc [U(Mo, Q) t(M,) — T(Mo, Q) u(Mo) dsps, Q€ Se
(Qo)u(Qs) =c + 7{ [U(Mo, Qo) et(My) — T(Mo, Qo) u(M)]dsyr, Q=Qo€C  (2.10.8)

C
0=c+ 7{ [U(Mo, Q) t(Mo) — eT(Ms, Q) u(Mo)] dsns. Q€ S;
C

1. MEGJEGYZES: Tegyiik fel, hogy b(M) = 0 M € S és hogy, dsszhangban a regularités
kovetelmeényével, u(Ms) = u(M) = w(O) = ¢ = 4llandé ahol az O origé bels6é pontja az Se-nek.
Ez esetben a (2.10.4); visszaadja ezt az allandé értéket. Az dtalakitdsok sordn az .t(M,) = 0,
az I'(Ms,Q) = —T(M,,Q) M, € C, a (2.9.9a) és a (2.8.16) figyelembevételére van sziikség:

u(@ == § (M Q)edsas, = (1+ M) dsa,

c O,
AZaAZ
u(O) Q€S
uw@) = {3u0) Q=Q.€C. (2.10.9)
0 Q € S;

A (2.10.9); valéban a vért eredmény.

2.11. A direkt médszer egyenletei sikfeladatokra

2.11.1. Elészor a bels tartomdnnyal kapcsolatos egyenleteket tekintjiik &t.

A (2.9.13)1 2 egyenleteknek ugyanaz a szerepiik a numerikus megolddsban mint a térbeli
esetre vonatkozo (2.4.14)1 » egyenleteknek. A (2.9.13); egyenlet szerint kvadratirdk segitségével
szamithat6 a (2.8.8) stkbeli POISSON egyenlet u(()) megolddsa — most a () pont a futépont —
feltéve, hogy ismeretesek az

{U/(Afo) és it(ﬂfo) M, e C

fiigevények ahol, hangsilyozni kivdnva, hogy belsd peremérték-feladatrdl van szd, az u betll elé
is ki van irva az ; index.

A (2.9.14); egyenletre forditva a figyelmet b(M) = 0 és a fenti &llitds gy fogalmazhaté
at, hogy a peremértékek birtokdban kvadratirdk segitségével hatdrozhaté meg az u(Q) Q € S;
harmonikus fiiggvény

Bér az ;u(M,) és az ;t(M,) fiiggvények egyidejiileg nem frhaték elé a (2.9.13); és (2.9.14);
egyenletek nemcsak elvi jelent6ségliek. Fnnek az az oka, hogy meghatdrozhaték az ismeretlen
peremértékek, ha megoldjuk numerikusan — alkalmas mdédszert vélasztva — a (2.9.13)9 illetve



52 2. A LAPLACE ES POISSON EGYENLET

a (2.9.14); integrilegyenleteteket. A megoldds birtokdban mind w(M,) mind pedig ;t(M,) is-
mertnek tekinthets. Kovetkezésképp az u(Q) skaldrmez6 val6ban szamithaté a (2.9.13); vagy
(2.9.14); képletekbdl, azaz kvadratirdk segitségével. Az u(Q)) mezd gradiense a (2.9.13); alapjén
felirhato

U(Q)%,\ = ]{

C

KU(]WO,Q)%A> it(Ms) — (iT(ZVIO, Q)%,\> u(]wo)} dsr, .

Js;

képletbdl adodik. Konnyfi beldtni felhaszndlva a (2.8.10), (2.9.9a) és (2.8.12) Osszefiiggéseket,
hogy

o\e X , Q 1 /iny TT KT\
UMLQVi =50 & T(MoyQ)Vi = 5= (ﬁ — 2 ) (2.11.2)
2.11.2. Kiilst tartomdny esetén az
eu( M) és (M)

peremértékek ismerete szitkséges a (2.10.4) és (2.10.8); integraleldallitasok alkalmazhatésdgdhoz.
Az ismeretlen peremértékek meghatdrozdsa pedig a (2.10.4)9 illetve a (2.10.8)5 integrélegyenletek
megolddsat igényli. A (2.11.1) és a (2.11.2) képletek S kiilsé tartomédnyra érvényes analogon-
jai pedig a tartomdny jellegére utalé ¢ index e-re torténd cseréjével kaphaték meg. Fz okbdl
eltekintiink a vonatkozd egyenletek részletes kifrdsatol.

2.11.3. Tételezziik fel, hogy belsé DIRICHLET feladat a vizsgdlatok tdrgya. Legyen

U(Qo) = c(Qo)1(Qo) —Fjiﬂ(]\fo)iT(]Vfo,Qo)dS]V[o - / U(M,Q.) b(M)dAy, . (2.11.3)

Js;
A bevezetett jelolés felhasznaldsdval (2.9.13)2-bél az

UQ.) = 750 (M) U(Ma, Qo) sy, Q. €C (2.11.4)

egyenlet kovetkezik. Az ismeretlen ;1(M,) a fenti elséfaju integrélegyenlet megolddsa.
A C konturgorbe I' gérbe — JASWON [14, 52-54 o.], ha az

0 :7{ &(My) U(Msy, Qo) dsag, Q. cC (2.11.5)
C

egyenletnek van trividlistél kiilonb6z6 megolddsa a ¢(M,)-re. Nyilvdnval az egyenlet linearitédsa
és homogenitdsa miatt, hogy ha van trividlistél kiilonboz6 megoldds, akkor végtelen sok van.
Tegyiik fel, hogy I' gorbe a C kontirgorbe. Jelslje

A(Ms) M, eC

a (2.11.5) egyenlet egy trividlistdl kiilonboz6 megolddsdt. Direkt visszahelyettesitéssel és a
(2.11.5) kihasznéldsdval konny(i meggy6z6dni arrél, hogy ekkor

(M) és (M) + M Mo) M, eC
egyarant megolddsa a (2.11.4)-nek. Az unicitéds tehdt csak tgy biztosithaté, ha megkoveteljiik a
7{ (M) dsag, + / b(M) dAp = 0 (2.11.6)
C JS;

feltétel teljestilését. A sikbeli hovezetési feladatban gondolkodva a fenti egyenlet az S; tartomény
hdegyensilydt fejezi ki, ha k = 1.
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2.11.4. A belsd és kiilsdé peremérték-feladatok esetén, amint arra a 2.11.1. és 2.11.2. sza-
kaszokban mdr ramutattunk, a (2.9.13)z illetve (2.10.4)2 egyenletek megolddsa adja az ismeretlen
peremértékeket. Aldbbiakban azt a kérdést vizsgdljuk, hogy van-e valamilyen tovdbbi kiegészitd
feltétel a peremértékek tekintetében.

Ha bels6é peremérték-feladatokrél van szé és a €' gorbe nem I' gorbe akkor a kidvetkezbk
allapfthaték meg:

1. DIRICHLET és vegyes peremértékfeladatok esetén
it(My) M, eC
illetve
(M) M,eC, és  i#t(M,) M,eCy

egyarant teljesiti a (2.11.6) feltételt. Az w(M)-re vonatkoz6 megoldds pedig az egyetlen.
2. NEUMANN feladat esetén ;t(M,) M, € C elére kell, hogy teljesitse a (2.11.6) feltételt. Az
u(M)-re vonatkoz6 megoldds pedig egy tetszOleges allandé erejéig meghatarozott.

Ha a C konturgorbe I gorbe, akkor csak tigy biztosithaté a megoldds unicitdsa a DIRICHLET
feladat esetén, ha teljesitjiik a (2.11.6) feltételt is.

Ha kiilsé peremértékfeladatokrdl van szd, akkor a (2.10.6) feltételt mindig teljesiteni kell
ellenkezd esetben ui. nem reguldris az u(M)-re vonatkozé megoldds. A (2.11.6) feltétel fennélldsa
ugyanakkor biztosftja a megoldds unicitdsét, akkor is, ha a C konturgorbe I' gorbe.

2.12. Az indirekt mddszer egyenletei sikfeladatokra

2.12.1. Eldszor ismét belsé peremértékfeladatokra forditjuk a figyelmet.
Legyen

O(Ms) = it(Ms) — ot(Mo) M,eC (2.12.1a)
és
Y(Ms) = ju(Ms) + cu(Ms) . M, eC (2.12.1b)

A (2.9.13); és (2.10.8)3 egyenletek kiilonbsegébél, tekintettel a (2.9.17)-re és a fenti jelolésekre
is, az

Q) =u(@) — . /S U(M,Q)b(M)dAy =

—éqt f{ U (M., Q)$(M.,) dsys, — f{ IO, QM) dsy, QeSS  (212.2)
c c
eredmény kovetkezik, ahol ¢ = —c.

1. MEGJEGYZES: A (2.12.2)-ben 4ll6

V(Q) = j{c U(M,, Q)é(Mo)dsy,  illetve  W(Q) = 7{} Ty, Qu(Mo)dsy,  (2.12.3)

integrdlok értelmezik, stkbeli viszonyok kozott, az egyszerli réteg illetve a kett®s réteg poten-
cidljat. A o(Ms) és ¥(M,) fiiggvényeket most is sfirtiségfiiggvényeknek fogjuk nevezni. Tekin-
tettel a 2.9.2. szakasz 2. MEGJEGYZESére, de direkt helyettesitésekkel is ellendrizhetd, hogy
mind az egyszer{i, mind pedig a kettds réteg potencidlja harmonikus fiiggvény, ha Q # M,.

2. MEGJEGYZES: Az egyszer(i és kettds réteg potencidljat értelmez6 (2.12.3) egyenletekben
nyitott {v is lehet a C gorbe.

3. MEGJEGYZES: Megéllapithaté a (2.8.10) és (2.9.9a) képletek felhaszndldsdval, hogy mind
az egyszerli mind a pedig kettds réteg potencidlja tetszés szerinti rendben differencidlhats, ha

Q # M.
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4. MEGJEGYZES: Legyen Rg = |rg|. Kimutathat6 a (2.8.10) és (2.12.3) értelmezd egyen-
letek felhaszndldsdval az egyszerti és kett6s réteg potencidljanak végtelenbeli viselkedésével kapc-
solatos

1 1
V(@)= 5 g ¢ o )dsy, +

]§ rQ - rar, ¢(Mo)dsay, +O(L) (2.12.4a)
C

2 2
2m Ry, Ry
1
W(Q) =0(—=—) (2.12.4b)
Rq
képletek helyessége ha figyelembe vessziik, hogy ekkor Rg — oo.
5. MEGJIEGYZES: Jelvlje

V(Qo) = lim  V(Q) és  V(Q.)= lim V(Q). (2.12.5)

QeS;i—Qo QES.—Qo

az egyszerli réteg potencidljanak beliilrél, illetve kiviilrdl vett hatdrértékét a C' konturgsrbén.
Kénnyti beldtni, felhaszndlva a (2.8.10) és (2.12.3); értelmezt egyenleteket, hogy az egyszerfi
réteg potencidlja folytonos az C konturgsrbén torténé dthaladds sordn, azaz

V(Qo) =V(Qo) = V(Qo) . (2.12.6)

Ami az allitds formadlis igazoldsdt illeti a 2.7 Gyakorlatra utalunk.

6. MEGJEGYZES: A jelen megjegyzésben az egyszerfi réteg potencidlja normélirdnytd de-
rivaltjdnak viselkedését vizsgdljuk ha a @) pont dthalad a C konturgtrbén. Legyen @ a Qo
pont normédlisdn és a C' konturgorbe belsejében 1év6 pont. Az ng = ;ng, vektort, hasonléen
a térbeli esethez, a ) ponthoz kotjitkk. A (2.8.16); és (2.2.9a); osszefliggések felhasznaldsdval —
lépésenként végezve az dtalakitdsokat annak érdekében, hogy a hatdrérték képzése lokalizdldssal
legyen felcserélhet — irhaté, hogy

o OU(M,,Q) ,
Bon - QG}S}EEQO 75‘ aTLQ QS(A[o)dSA[O
= i aU(JV[O’ Q) . y /]
= QEISI,LIEQO {%C, {W + ’LT(]\/.[Oa Q):| QS(A_[O) ds]\[o

- f (Mo, Q)o(M.) — $(Q)]dsr, 74 ¢T<Mo,@>dsMo¢<@o>}
C C

r

= QS(QO) -+ liiIEQo {ji W]fm {ﬂ”LK(Q) — 1nﬁ(ﬂfo)]¢(]\/fo) dS]uo

QEeS

T
— ¢ ——————— k(M) |d(Ms) — o) dsyr, 7 - 2.12.7
§ s g eI — Q) dsa, (2,127
Az utolsé kapcsos zardjelben allé vonalintegrdlok hatdrértéke és Q) = o helyen vett helyettesitési
értéke megegyezik. Tagonként véve az integrilokat, a kozépsd két integrdl értéke a lokalizdlds
utédn is zérus. A (2.8.16); és (2.9.9); képletek felhasznélasaval — feltéve, hogy sfma a konturgsrbe
a Qo pontban — az addédik, hogy az utolsé integralnak —% az értéke. Vezessiik be az

_OUAMLQo) _inel@o)re 3y (91980

T(M,Q0) = ini (%m U(M, Q))

Qo 0ing, o R?
és
o B Q / UM, Qo) enw(Qo)rs )
eT(M, Qo) = enis (VH UM, Q)) i e 2 M#Q,  (2.12.8b)

jeloléseket. Konny(i ellendrizni, hogy

T(My, Qo) + T(M,,Q.) =0. M,,Q.€C M, +# Qo (2.12.9)
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ot
ot

A lehetséges 6sszevondsok elvégzése utan a

oY
oinQ,

= %fb(QO) +]§ iT(Mo, Qo) (M) dsag, (2.12.10a)
C

egyenlet kovetkezik a (2.12.7)-b8l. Vegyiik ésare, hogy az ;T(M,,Q,) derivilt szingularitdsa
miatt, ez az M, = () pontban jelentkezik, f6értékben kell venni a C' konturgdrbére vonatkozé
integralt. Az is nyilvanvald, hogy az ng = ;ng, feltétel helyett a gyengébb

Qelsivn—{Qo e = s

feltétel is elegendd és a (Q-nak sem sziikséges az ;ng, tartéegyenesén fekiidnie, ha egyébként

Q — Qo.
A fentiekhez hasonlé médon mutathaté ki, hogy

oV

1 v
— = =d(Qo) —1—7{ T (Mo, Qo) (M) dsag, (2.12.10Db)
8enQo 2 C
A (2.12.10a,b) egyenletek sszegére nézve, tekintettel a (2.12.9)-re is,

aV L %
8on aeTLQO

= $(Qo) Q. €C (2.12.11)

az eredmény. Kovetkezésképp nem folytonos az egyszeri réteg potencidljanak normaélirdnyi
derivéltja a C konturgérbén torténd dthaladéds sordn.
7. MEGJECGYZES: Legyen
i o) = i < o) = _li 2.12.12
W(@Q) =, lim WQ) & W(Q)= lim WEQ) ( )
Legyen tovdbbd ¥(Q,) = 0. Konnyen ellendrizhett a (2.12.3)2 értelmezd egyenlet és a (2.9.9a)
felhaszndldsdval, hogy ez esetben fenndlnak a

W(Qo) = W(Qo) = W(Qo) Q. €C (2.12.13)

egyenletek. Szavakban: ¥(Q.) = 0-ra folytonos a kettés réteg potencidlja az C kontirgsrbén
torténd athaladdskor.

8. MEGJEGYZES: Azt a kérdést vizsgédljuk aldbbiakban, hogy hogyan viselkedik W a C
konturgtrbén torténd athaladds sordn ha ¥(Q.) # 0. A (2.12.3)y értelmezd egyenlet alkalmas
bévitésével a

W(Q) = jiiT(]Wo,Q) [Y(Mo) = 1(Qo)] dsn, +%C¢T(MO,Q) dsnr, (Qo) (2.12.14)

eredmény addédik. Vegyiik észre, hogy az elst integrdlban 4ll6

$u(Mo) = 1h(Mo) — ¢(Qo)

stirtiségfiiggvény eltlinik az M, = (), pontban. Visszaidézve az el6z6 szakasz 7. MEGIEGYZESét
ez egyuttal azt is jelenti, hogy folytonos a jobboldal els§ integrédlja a C' konturgérbén torténd
athaladds sordan. A jobboldalon 4ll6 mésodik integrdl pedig a (2.9.9a) helyettesitése utén a
(2.8.16) integrdlra vezet. Fentiek figyelembevételével és annak a koriilménynek a felhasznaldsa-
val, hogy a jobboldalon 4ll6 elst integrdlban a @Q.-ra torténd lokalizalaskor megjelenik (2.8.16)9
a (2.12.14) egyenletbél a

W(Qo) = W(Qo) — 31(Q0)
V(Qo) = W(Qo) + 31(Qo)

osszefiiggéseket kapjuk. Ezek az dsszefiiggések is j6l mutatjdk, hogy a ketts réteg potencidlja
csak akkor folytonos a C konturgrbén torténd athaladaskor, ha ¥(Q,) = 0.

Q.cC (2.12.15)
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2.12.2. A sikbeli LAPLACE egyenlettel kapcsolatos kiilsé DIRICHLET feladatnak barmilyen
cu(Ms) esetén van reguldris megolddsa. Ha a C' konturgorbe I' gorbe, akkor a (2.10.7) GAuss
feltétel teljesiilés biztosftja az unicitdst. Ez egyben azt is jelenti, hogy az

cw(Ms) = ju(Ms)
valasztédssal (2.12.2)-bél az

u@ =+ ¢

U(M,, Q) ¢(M.)dsn, + / U(M,Q)b(M)dAy . Q€ S; (2.12.16)
C

Js;

egyenlet kovetkezik. Vegyiik észre, kihaszndlva a (2.12.1a)-t, a (2.10.7) GAuss feltételt és a
stkbeli stacionér hdvezetési feladat széhaszndlatit, hogy

% it(]\/[o) dS]V[o +/ b(]\/[) dA s —j{ et(]\/fo)dSJV[o =
C

JS; C
- 7{ S(Mo)dsnr, + / b(M) dAr =0, (2.12.17)
C JS;
hiszen a baloldal elst két tagja az S;, az utolsé tag pedig az Se tartomény héegyensuilyét fejezi

ki. A (2.12.16) egyenlet @) véltozé szerinti derivaldsdval az u(Q)) mez6 gradiensének szamitdsédra
szolgald

Qs = f

c

<U(]\/fo, Q)%n) ¢(Afo) dSJUO
(2.12.18)

N / (U(M, Q)%,@> b(M)dAy Q€ S;
JS;

Osszefiiggés kovetkezik.

A (2.12.16) és (2.12.18) képletek a térbeli esettel kapcsolatos (2.7.16) és (2.7.17) képletek
analogonjai. A ¢ konstanst tigy kell megvélasztani, hogy teljesiiljon a (2.12.17) feltétel.

1. MEGJEGYZES: A (2.12.16) egyenlet a (2.9.13); a (2.12.18) egyenlet pedig a (2.11.1)
egyenlet pdrja. Kiilonbség van azonban az ismeretlen mezok tekintetében. A (2.9.13); és a
(2.11.1) egyenletekben

wM,) M,eCy b6 (M) M,eC,
azaz a feladat fizikai valtozo6i, mig a (2.12.16) és (2.12.18) egyenletekben pedig a fiktiv
o(My) M,eS

stirliségfiiggvény az ismeretlen. A stirfiségfiiggvényt értelmezd (2.12.1a) egyenlet szerint azonban
nem fiiggetlen a ¢(M,) mez6 az el6z6ektdl, hiszen az ;t(M,) és (M) normalirdnyid derivaltak
kiilonbségeként szamithatd.

2. MEGJEGYZES: A (2.12.16) és (2.12.18) képletek — feltéve, hogy ismeretes az adott
peremértékfeladathoz tartozé ¢(M,) siirliségfiiggvény és a ¢ dlland6 — kvadraturdk segitségével
allitjék eld az u(Q) mezofiiggvényt és gradiensét.

2.12.3. Az ismeretlen ¢(M,) siirfiségfiiggvény szdmitdsdra dgy kaphatunk egyenleteket,
hogy a (2.12.16) és (2.12.18) képletek hatdrértékeit vessziik, ha @ — Qo és kihaszndljuk a
feladat peremfeltételeit. Figyelembe véve, hogy az egyszerli réteg potencidlja folytonos ha dtha-
ladunk a C konturgorbén, azaz kihaszndlva a (2.12.3)1, a (2.12.16) osszefiiggéseket és a (2.8.7a)
peremfeltételt, az O, peremrészre vonatkozé (2.12.19); egyenletet kapjuk a (2.12.16)-bol.

Tovébbi egyenlethez jutunk, ha skaldrisan megszorozzuk a (2.12.18) egyenletet azng = ;ng,
kiilsé normalissal és a kapott kifejezés hatarértékét képezziik, ha Q — Qo € C;. Az eredmény
baloldala, amint az a (2.8.7b) peremfeltételbdl azonnal kit{inik, ismert. A jobboldalon 4ll6 elst
integral hatdrértékét a (2.12.10a) kifejezés adja. A jobboldalon 4ll6 mésodik integrél hatérértéke
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pedig megegyezik, nyilvdnvaléan, a helyettesitési értékével és frasbeli egyszerlistdés is elérhetd,
ha alkalmazzuk a (2.12.8a) jelolést.

Az 4talakitdsok utdn adédé (2.12.19)o egyenlet, egylitt az el6z6 lépésben kapott (2.12.19);
egyenlettel az indirekt médszer egyenletrendszere sikfeladatokra:

za(Qo) =c+ % U(]\/[ov Qo)¢(Afo)d51\Io

C
+ / U(Af, Qo)b(]\f)dA]V[, Qo e Cy
JS

. 1 o (2.12.19)
it(Qo) = §¢(Qo) + f (Mo, Qo)p(M,)ds

Q

+ / T (M, Qu)b(M)dAy . Qo € Cy
JS;

A ¢(M,) strtiségfiiggvény meghatdrozdsa a (2.12.19) integralegyenletek numerikus megolddsé-
val torténhet. Ha ismeretes a ¢(M,), akkor a (2.12.19); egyenlet jobboldala @, € Ci-re az
ismeretlen u(Q)-t adja. Az ismeretlen ;¢(M,) normalirdnyd derivélt pedig a (2.12.19)9 egyen-
let jobboldaldnak segitségével szdmithaté, ha a Qo € Cy. Ez az indirekt mdédszer 6 hétrdnya
a direkt moédszerrel szemben, hiszen ott ezek a meztk a vonatkozé (2.9.13)2 integrilegyenlet
megolddsai és igy meghatdrozdsuk nem igényli tovdbbi kvadratirdk végrehajtdsat.

A belsd pontokban tekintett értékek meghardrozdsa, amint arra mér utaltunk a 2.12.2.
szakasz 2. MEGJEGYZES¢ében, a (2.12.16) és (2.12.18) képletek segitségével torténhet.

1. MEGJEGYZES: DIRICHLET feladat esetén Cy = 0. Legyen, dsszhangban a (2.9.17)-el,

Qo) = 1(Qo) — & — /S UM, Qo)b(M)dAy Q.cC (2.12.20)

Fzzel a jeloléssel az

]{ U(Ms, Qo) d(Ms)dsnr, = i(Qo) Q.eC (2.12.21)
C

els6faju integralegyenlet kisvetkezik a megmaradé (2.12.19); egyenletbél.
2. MEGJEGYZES: NEUMAN feladat esetén a C,, = 0. Legyen

Qo) = it(Qo) — /S | (M, Qo)b(M)dAy . Q.€C (2.12.22)

A bevezetett jeloléssel, az

1 " -
59(Qu) = [ TOL,QIO0MLNAY, = #(Q)  Q.eC (212.23)
mésodfajui, szinguldris magu integrélegyenlet adédik a (2.12.19)2-b&l. A megoldds végtelen-
beli korldtossdgét biztosité (2.12.17) feltételt mind a (2.12.21), mind pedig a (2.12.23) egyenlet
kapcsan teljesiteni kell.

2.12.4. A kiilsd S, tartomdnnyal kapcsolatos peremérték-feladatok esetén csak annyiban
valtoznak az indirekt médszer (2.12.19); 2 egyenletei, hogy a tartomdny jellegére és egyuttal a
kiils6 normdlisra utalé ¢ index helyére e keriil.

2.13. Gyakorlatok

2.1 Igazolja formaélis szamitdsokkal, a sziikséges derivdldsok végrehajtdsdval, hogy a kettds
réteg potencidlja mind a térbeli mind pedig a sfkbeli feladatok esetén harmonikus fiiggvény. Van
valamilyen korldtozds a () pont helyzetét tekintve?

2.2 Igazolja, form4lis szamitdsokkal, hogy az

/ UM,Q)b(M)dVy; valamint a / U(M,Q)b(M)dAn
Jv; JA;
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integralok — U(M, Q) mindkét esetben a vonatkozé alapmegoldéds — a (2.2.15) térbeli valamint
a (2.8.8) sikbeli POISSON egyenlet partikuldris megoldésai.
2.3 Vizsgiljuk meg az

/V (Anru(M) + b(M)) 4(M) dVay

alaki hibaintegralt ahol E(JV[ ) a sulyfiiggvény.
Legyen

wW(M) =U(M,Q).

Mutassa meg, hogy a fenti hibaintegrél 2.2 (a), 2.2 (b) és 2.2 (c¢) dbrdn vézolt tartomanyokon
val6 eltiinésébél — a hibaintegral e — 0 hatarértékét véve az elsé két esetben — rendre kovetkeznek
a (2.4.14)1 2 és (2.4.14)3 egyenletek.

2.4 Mi az alapja az u(M) regularitdsdval kapcsolatos (2.5.1) feltevésnek?

2.5 Igazolja térbeli feladatokra az egyszerii- és kettésréteg potencidljanak végtelenbeli visel-
kedésével kapcsolatos (2.7.4a,b) képletek helyességét.

2.6 Igazolja az egyszer(l- és kettésréteg potencidljanak végtelenbeli viselkedésével kapcso-
latos és a sikbeli esetre vonatkoz6 (2.12.4a,b) képletek helyességét.

2.7 Mutassa meg, hogy az egyszer(i réteg potencidlja mind a térbeli mind pedig a sfkbeli
esetben folytonos a peremen torténd dthaladds sordn.

2.8 Mutassa meg, kovetve a 2.7 Gyakorlat megolddsdnak gondolatmenetét, hogy nem folyto-
nos a kettds réteg potencidlja a peremen torténé dthaladds sordn.

2.9 Hogyan médosul az indirekt moédszer (2.7.18)2 és (2.12.19)2 egyenleteinek jobboldaldn
a ¢(Qo) egyiitthatéja, ha nem sima az S feliilet (él, vagy sarokpont) illetve a C' konturgsrbe
(toréspont) a (), pontban.

2.10 Vezessen le zdrt formulat a (2.12.19); egyenletben &ll6 ¢ konstans szamitdsara, feltéve
hogy a LAPLACE egyenlettel kapcsolatos kiilsé DIRICHLET feladat a vizsgélat tdrgya.
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3 FEJEZET

A rugalmassagtan statikai feladatai

3.1. Torténeti hattér

3.1.1. A jelen fejezet a peremelem mddszer rugalmassdgtani alkalmazédsait mutatja be. Az
els6 ilyen targyd dolgozatok 1967-ben [1,3] illetve 1968-ban [2] jelentek meg. JASWON és sz-
erz6tdrsai [1,2] a sikrugalmassdgtani feladatokkal kapcsolatos biharmonikus egyenlet illetve egyes
lemezfeladatok megoldédsat, kihaszndlva azt a kortilményt, hogy bdrmilyen biharmonikus fiig-
gvény eldéllithaté két harmonikus fiiggvény segitségével [4], két csatolt integrélegyenlet megold4-
sdra vezették vissza.

A dont6 1épést a mddszer rugalmassdgtani feladatokban tortént alkalmazdsa feleé Rizzo
tette meg [3]. Az utébbi dolgozat sikrugalmassdgtani feladatok megolddsdra nyujt moédszert
integrilegyenleteket dllitva elé a tartomdny peremén ébredd fesziiltségek és a peremen tekin-
tett elmozduldsok kozétt. A megoldéds sordn a tartomény konturgsrbéje nagy szamt kis elemre
— peremelemre — lett felosztva és egy-egy elemen beliil az elmozduldsokat és fesziiltségeket 4l-
landé értékiinek tekintették. A kozelités jellege miatt a peremen vett integralok zart alakban is
kiszamithatok, de a kielégité pontossdgid megoldds viszonylag sok elemet igényelt.

Ugyanez a helyzet CRUSE térbeli feladatokkal kapcsolatos dolgozatat illetben [5], amely-
ben a test feliiletét sikhdromszogekbdl allé haléval kozelitették feltételezve, hogy az ismeretlen
fiiggvény dllandé érték{i a haromszogeken. A kovetkezt két tanulmény szerzdi RICARDELLA
és CRUSE voltak [6,7], akik a mdédszer hatékonysdgdnak javitdsdra mér linedris approximaciét
valasztottak a vonalelemek illetve a sikhdromszogek felett. Bar a mdédszer hatékonysdga ezdltal
javult a numerikus eredmények tanisdga szerint még mindig nem érte el a végeselem mdédszer
pontossdgét illetve hatékonysdgét.

Az approximécié tovabbi javitdsa BOISSENOT, LACHAT és WATSON neveihez fiiz6édik [8], akik
— sikfeladatokra forditva a figyelmet — a geometridt kvadratikus, az elmozduldsmezit és a fesziilt-
séget pedig linedris, kvadratikus és kobos alakfiigvényekkel kozelitették az elemeken. A térbeli
feladatok vizsgdlata, ismét kvadratikus fiigevényekkel kozelitve a geometridt, illetve kvadratikus
és kobos alakfiiggvényekkel kozelitve az elmozduldsmezét, LACHAT és WATSON érdeme [9,10].
Az utébbi dolgozat egy javitott integraldsi sémat is nyujt tovabba résztartomédnyokra osztja a
teljes tartomdanyt szalagszerkezet(i egyiitthatémaétrix elérése érdekében.

3.1.2. A mddszert CRUSE és Ri1zz0 alkalmazta elészor dinamikai feladatokra [11,12].

3.1.3. A képlékenységtani alkalmazdsok irdnydba tett elsd 1épést SWEDLOW és CRUSE tette
meg [13]. RICARDELLA 1973-ban a [13]| tanulmény alapjdn szdmitdsi algoritmust fejlesztett ki a
képlékenységtan sikfeladataira [14]. Bér ez a kisérlet nem volt minden tekintetben sikeres mégis
meggytzben demonstrilta a mdédszer erejét. 1978-ban BANERJEE és MUSTOE &ltaldnos for-
méban dolgozta ki az indirekt mddszert képlékeny testekre [15]. A direkt mddszer egyenleteinek
eldéllitasa pedig a BANERJEE, CATHIE és DAVIS szerzbhdrmas nevéhez flizédik [16].

3.1.4. A 70-es évek mésodik fele és a 80-as évtized, amint arra kordbban a madsodik fe-
jezet 2.1.1. szakaszdnak utolsé bekezdésében mdr utaltunk, a mddszer gyors fejlbdésének és az
alkalmazdsok bdviilésének évtizede.

3.1.5. A jelen fejezet a peremelem mddszer rugalmassdgtani feladatokban torténd alka-
Imazdsat tdrgyalja. A rugalmassdgtan egyenleteinek bemutatdsa utdn az alapmegoldés elbal-
litdsanak egy lehettségét ismertetjitk. A direkt mddszer az idegen munkdk egyenléségére té-
maszkodva keriil bemutatédsra és kitériink az indirekt médszerre is. A gondolatmenet kifejtése
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soran el6szor a harommeéret(i feladatokat vessziik sorra. A kétméretli feladatokat kiilon fejezet
tekinti 4t. A sarokpont kezelésének problematikdja valamint a tartomdnyi integrdalok peremre
torténd kivitelének kérdése ugyancsak bemutatdsra kertil.

3.2. Az elasztostatika egyenletei

3.2.1. Aldbbiak az A. Fiiggelékben ismertetett kartéziuszi koordindtarendszerben homogén,
izotrép, linedrisan rugalmas test feltételezése mellett tekintik 4t az elasztostatika egyenleteit.
Héhatdsoktol egyelére ugyancsak eltekintiink.

3.2.2. Legyen u; az elmozduldsvektor. Az alakvéltozdsi és fesziiltségi tenzort rendre ey
és ty; jeloli. Legyen b; a térfogati terhelés stirliségvektora. Legyen tovdbbs G a nyfrdsi rugal-
massdgi modulus és jelolje v a POISSON szdmot. Az elasztostatika un. primél rendszerének
mezdegyenleteit az

1
€Ll = i(vkul -+ ukvl) = U(kvl) (3.2.1)

kinematikai egyenletek — a kerek zaréjelparban 4ll6 indexek a tenzor szimmetrikus részét jelolik
- a
3

2v
1—-2v

tr = 2G <el€l + Less6lcl> = 2G% <6/€’I"6l5 + OpsOrr +

11— 5k15rs> Eprg (3.2.2)

HOOKE torvény és a
tuVi+0,=0 (323)

egyensiilyi egyenletek alkotjdk, aholis az alakviltozasi tenzor — értelmezésébdl adédéan — szim-
metrikus, azaz eg; = €. Konny ellenérizni, hogy a (3.2.2) egyenletbdl szamitott ¢y fesziiltségi
tenzor ugyancsak szimmetrikus. A fesziiltségi tenzor szimmetridja valgjdban a nyomatéki egyen-
sily kovetkezménye és ezért fenndlldsa az anyagtorvénytél fiiggetlen kovetelmény.

A HOOKE térvényben &ll6

1 2v
Ckl?“s =2G 5 <6/€’I"6l8 + 6ks6lr + 1 _ 2V5kl5rs> (324)

negyedrendli tenzor az anyagdllandék tenzora homogén izotrép testre. Konnyt ellenérizni, hogy
a HOOKE torvény megforditdsa

epl = % <tkl - H_Lytssékl> = % % <51~zr515 + Oksb1r — %%l&«s) trs (3.2.5)
alakdi, ahol
Crars = % % <51~cr5ls + OksOir — T fy5k15m> (3.2.6)
a Cirs negyedrendfi tenzor inverze. Vegytiik észre, hogy
Ckirs = Crskt = Cirs = Chisr (3.2.7a)
és
Chars = Cragt = Citgs = Ctar - (3:2.7h)

Az utébbi két egyenlet azt fejezi ki, hogy az anyagallanddk tenzorai mind a kl és rs indexpérok,
mind pedig a k, [ és r, s indexek tekintetében szimmetrikusak.
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3.2.3. A HOOKE torvényben éll6 G és v anyagéllandék helyett més anyagjellemzdket, a p
és A LAME &llanddkat illetve az E rugalmassdgi moduluszt is szokds haszndlni:

=G A= 26 _’/QV (3.2.8a)
E=21+v)p=2(1+v)G. (3.2.8b)
A LawmE dllandok segitségével frva fel
ti = e + AessOpy (3.2.9)
a HOOKE torvény illetve
e = i <t,d - ﬁtsséko (3.2.10)

a torvény inverz alakja.

3.2.4. Nem izotermikus esetben a rugalmas alakvdltozdsokhoz hozzdaddédik a ¢ hémérsék-
letvaltozds okozta alakvéltozds. Termikusan izotrdp testre — ezt ehelyiitt és a tovdbbiakban
feltételezziik — a teljes alakvéltozds az

1 A
= — [ty — ————1t50 96 3.2.11
€kl 2 ( kl BNt 2 kl> + avog ( )

modon szadmithatd, ahol o a hotdguldsi egyiitthats. A (3.2.11) egyenletbdl, tekintettel a k és
indexek kontrakcéjdval adédé

tss = (2004 3N (ess — 300)

Osszefiiggésre, a

tr = 2per + AessOpp — Y90k v = (3)\ + 2,&)05 (3212)
képlet addédik a fesziiltségek szdmitdsdra. Az
ezl = oa%kl és tzl = —’)’ﬁékl (3.2.13)

alakvaltozdsok és fesziiltségek a h6terhelés okozta un. kezdeti alakvaltozdsok illetve fesziiltségek.

3.2.5. Tovdbbiakban a p és v anyagdllanddkat alkalmazzuk az anyagtorvénnyel kapcsolatos
egyenletek frasa sordn anélkiil, hogy erre kiilon is felhivndnk a figyelmet.

3.2.6. A (3.2.1) kinematikai egyenlet, a (3.2.2) HOOKE torvény és a (3.2.3) egyensiilyi egyen-
let, 6sszesen tehdt tizenot mezbegyenlet, szolgdl az ux elmozduldsmez6, az eg; alakviltozdsmezd
és a ty; fesziiltségmezd, azaz a tizenot ismeretlen skaldrfiiggvény meghatdrozdsdra. Maésként
fogalmazva a feladat hatdrozott.

3.2.7. A (3.2.2) HOOKE torvény majd a (3.2.1) kinematikai egyenletek (3.2.3) egyenstlyi
egyenletbe torténé helyettesftésével és alkalmas indexdtnevezéssel a

1

A
ul+1—2y

b
V Vs s +;l =0 (3.2.14)

vagy ami ugyanaz a

1
1—-2v
differencidlegyenlet adédik. Ez az egyenlet a rugalmassdgtan térbeli feladatainak elmozdulds-
mezbre vonatkozé alapegyenlete homogén, izotrép testre. Az

1
1—2v

(D615 + kY Vs)us + % =0, k= (3.2.15)

Lis = Aoy +

ViVs = Abjs + kV V4 (3.2.16)
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jelolés bevezetésével — vegylik észre, hogy L), valdjdban egy differencidloperdtor — az

bs
Ligus + =0 (3.2.17)

tomor alakban frhaté fel a rugalmassdgtan elmozduldsmezére vonatkozd alapegyenlete.

Tegyiik fel, hogy az uy vektormez& megolddsa a (3.2.14) alapegyenletnek. Ez esetben az wy,
elmozduldsmezd a vizsgdlt tartomdny egy rugalmas dllapotit irja le. Térfogati terhelés nélkiili
rugalmas &llapotrdl beszéliink, ha by = 0.

3.2.8. Legyen g kétszer folytonosan differencidlhaté vektormez6. Legyen toviabba

1
aluk, gi) = 5 <U(kvz)> Chirs (g(rv3)> . (3.2.18)

Figyeljiik meg, hogy a Cy;s negyedrendii tenzor (3.2.7a); képlettel adott szimmetria tulajdon-
sdgainak koszonhetten

a(uk, i) = a(ge, w) - (3.2.19)
A g; = ure (3.2.18)-bdl, tekintettel a (3.2.1)-re is, az

1
a(ukaul) = 5613101617'567“5 (3220)

eredmény kovetkezik. Ez az Osszefiiggés a rugalmas energia a = a(ug,;) stirliségfiiggvényét
értelmezi.

3.2.9. CAUCHY tétele szerint az ng normalisi feliiletelemen ébredd t; fesziiltségvektor ho-
mogén linedris fiiggvénye az ng normélisnak:
tk = tkl ny. (3221)
A (3.2.2) HOOKE torvény és a (3.2.1) kinematikai egyenlet felhasznaldsdval az vy elmozduldsvek-
tor segitségével is kifejezhetd a fesziiltségvektor:

2v

te = p | Viu +ugVy +
1—-2v

(Vsus)ékl np . (3.2.22)

3.2.10. Belst peremértékfeladatrdl beszéliink, ha a vizsgélt test a V;, kiils6 peremértékfela-
datrdl ha a vizsgdlt test a V. tartomédnyt tolti ki. Jelolje, 6sszhangban az eddigiekkel, S a V; és
Ve tartoményok kozos hatdrfeliiletét. Az S feliilet most is az S, illetve S; jelii részekre bontott.

A lehetséges peremértékfeladatok egy eléggé tdg osztdlya adédik, ha az S, jelti peremrészen
az elmozduldsvektort, az S; jeli peremrészen pedig a fesziiltségvektort frjuk elé. Még pontosab-
ban véve sorra az egyes lehetdségeket az aldbbi feladatok megkiilonboztetése szokdsos [pl.: 1,
128 o.].

Belsd tartomédnyra vonatkozoé elst peremértékfeladatrdl beszéliink, ha az elmozduldsmezdre
vonatkozd

bs(M
Lisus(M) + (M ) =0 M eV, (3.2.23)
alapegyenlethez az
w(Ms) = iy (M) M, e S (3.2.24)

peremfeltétel tarsul — az w betii felett 4ll6 kalap az elére megadott elmozduldsmezét jelsli —
vagyis az elmozduldsmezd az el6irt a test teljes S peremfeliiletén.

Bels6 tartomanyra vonatkozé masodik peremértékfeladat esetén a fesziiltségek az elbirtak az
S feltileten:

i (M) iny = it (M) M, €S (3.2.25)

A peremfeltétel jobboldalan all6 ;f;, az S feliileten elére megadott fesziiltségeket jelsli.
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Vegyes vagy harmadik peremértékfeladatrdl akkor beszéliink, ha a vonatkozé peremfeltételek

u (M) = ity (M) M, e Sy (3.2.26a)
tey iy (M) = itp (M) M, € S (3.2.26b)
alakuiak.
A kiilsé tartomédnyra vonatkozo elsd, méasodik és vegyes peremértékfeladatokat tekintve az
Lisus(M) + &3{) =0 MecV, (3.2.27)
alapegyenlet rendre a
u(Ms) = ety (M) M,eS (3.2.28)
és
tr (M) eny = (M) M, €S (3.2.29)
illetve
up (M) = ety (Ms) M, e S, (3.2.30a)
to(Mo) ey = oty (M) M, € S (3.2.30b)

a peremfeltételekkel tarsul.

1. MEGJEGYZES: Zérus kiterjedésti Si-re illetve Sy-ra a vegyes peremértékfeladat rendre az
elsé illetve a masodik peremértékfeladatra egyszertisodik.

2. MEGJEGYZES: Kés6bbiekben ki fog deriilni, hogy mind a direkt mind pedig az in-
direkt peremelem mddszer esetén vagylagosan el6irhaték a peremfeliilet érintsikjaban fekvo
elmozduldsvektor-osszetevik, a normélirdnyd elmozdulés illetve az ugyanezen helyzet(i csuszta-
t6-, és normélfesziiltségek.

3.3. Alapmegoldéds a rugalmassagtan térbeli feladataira

3.3.1. Az alapmegoldds kérdése alapvet fontossdgu a peremelem maédszerrel kapcsolatos
vizsgdlatokban. Az alapmegoldés elddllitdsa a legtobb esetben nem egyszer(i feladat. A kérdéskort
részletesen targyalja FRriTz, J. konyve, amely kvadratirat tartalmazé formuldkat is kozol az
alapmegoldds szamitdsdra [17, 65-76 o.]. Sok esetben célhoz vezet azonban a kovetkezdkben
bemutatdsra keriils eljaras is. Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt feladat differencidelegyenetei csatolt,
vagy més elnevezés szerint kapcsolt differencidlegyenletrendszert alkotnak, azaz legaldbb egy is-
meretlen fiiggvény tobb egyenletben is szerepel. Eléfordul ilyenkor, hogy a csatolds oly mdédon
sziintethet® meg, hogy a bevezetett 1j ismeretlen fiiggvények ugyanazon tipusu differencidlegyen-
letnek kotelesek eleget tenni. Ha ismeretes az utébbi egyenlethez tartozé alapmegoldds, vagy ha
az utébbi egyenlet olyan szerkezet(i, hogy az alapmegolddsa konnyebben meghatdrozhaté, akkor
az eredeti feladathoz tartozé alapmegoldds is rendszerint elédllithat6. Ez okbdl adédéan LURIE
[19] alatti tanulmdnydra, valamint a [18]-ra tdmaszkodva részletesebben is kitériink a csatolds
megsziintetésének lehetdségére. A megoldds azon alapul, hogy a linedris differencidloperatort
formadlisan algebrai operatorként tekintjiik.

3.3.2. Legyen u; (j =1,...,n) n valtozds ismeretlen fiiggvény amely a
n
 Lyuy=fi  i=1,....n (3.3.1)
j=1

differencidlegyenletet koteles teljesiteni, ahol L£;; linedris differencidloperdtor és a jobboldalon
allé fi (1 =1,...,n) pedig ismert inhomogenitds.

Vegyiik észre, hogy n = 3-ra és fs = —bs/p-re a fenti egyenlet megfelel formélisan a rugal-
massdgtan elmozduldsmezire vonatkozo (3.2.17) alapegyenletének.



66 3. A RUGALMASSAGTAN STATIKAI FELADATAI

Legyen x, (r=1,...,n) 4j ismeretlen fiiggvény és tegyiik fel, hogy

L11 ... Lij1 x1 Lij+1 oo L
Uj _ ,621 e ,627];1 X2 £27j+1 e ,an (332)
Enl e »Cn,jfl Xn En,j+1 e »Cnn

Jelolje Ly a fenti determindns Ly,-ik eleméhez tartozé eldjeles aldetermindnst. Nyilvanvald,
hogy L., is differencidloperdtor. Ismeretes az algebrabdl, hogy

Zﬁi]’ Ljr = det(ﬁks) 61'7« (333)

Jj=1

ahol ¢;- az n méretli térben tekintett KRONECKER szimbdlum, azaz

8ir = { 0 7 (3.3.4)

1 r=r

A j-ik oszlopa szerint fejtve ki a fenti determindnst az
n
uj = Ljtxa + LjaXa + -+ + LinXn = Y, LjrXe (3.3.5)
r=1

képlet adédik az w; szdmitdsdra. Az uj-t ad6 utébbi képlet (3.3.1)-be torténd helyettesitése és
a (3.3.3) kihaszndldsa utédn a

det(Lys)Xx, = fr r=1,... ,n (3.3.6)

egyenletet kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a y, fuggvények azonos differencidlegyenletnek kote-
lesek eleget tenni. Mésként fogalmazva a (3.3.2) egyenlet segitségével bevezetett 1j x, fiigg-
vényekre vonatkozé differencidlegyenletek nem csatoltak. A x, fiiggvényeket — mivel a fenti
gondolatmenet GALJORKIN rugalmassdgtani feladatokkal kapcsolatos gondolatmenetének 4l-
taldnosftdsa — GALJORKIN féle fiiggvényeknek szokds nevezni.

1. MEeGJEGYZES: A fentiekben bemutatott eljdrds mddszer a csatolds megsziintetésére.
Alkalmazhatoésdganak feltétele, hogy Ly determindnsa zérustol kiilonbozé legyen.

3.3.3. Az el6z6 szakasz eredményeinek rugalmassdgtani alkalmazdsa a rugalmassdgtan el-
mozduldsmezére vonatkozé alapegyeneletén alapul. Visszaidézve, hogy most n = 3 irhaté for-
maélisan a (3.3.2) képlet felhasznaldsdaval, hogy

x1 L2 L3 L11 x1 L3 L11 L2 x1
up=|Xo Loz Loz |, us=| L Xo Loz |, us=| Lo La2 Xo (3.3.7)
x3 L32 L33 L31 x3 L33 L31 L32 X3

Az apy, mésodrendti tenzor ir-dik eleméhez tartozé eléjeles aldeterminédns az (A.4.6) alatti képlet
segitségével szamithats. Az idézett képlet felhaszndldsaval fejtve ki a (3.3.7) alatti determindn-
sokat adddik, hogy

1 1
Uy = §€1pqxrerst»cps£qt7 U2 = 562qurerst£ps£qt €S U3z = §€3pqxrerst»cps£qt .

A kapott egyenletek egyesitésével és az L;s-et értelmezd (3.2.16) képlet helyettesitésével innen
az
1 1
Ui = §€ipq€rst£p3£thr = §eipqerst(A5ps + kvpvs)(Aéqt + kqut) Xr
1
= 5 (€Cipgerpa S + KeipgersgVpV s A + keipgerp Vo Vil + KeipgerstVpVsVaVi)x,  (3.3.8)

eredmény kovetkezik.
Legyen Ay, = ¢,. Kihaszndlva a (3.3.8) tovdbbi dtalakitdsa sordn a permutdcids szim-
bélumok kontrakciéjaval kapcsolatos (A.3.8) és (A.3.9) képleteket, tovdbbd azt a koriilményt,
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hogy a permutécids szimbélumok szimmetrikus tenzorokkal vett kettds skaldris szorzata zérus,
adédik — tekintettel a (3.2.15)a-re is —, hogy

1
1—-2v

[2(1 - I/)A(Sil - Vzvl] @r - (339)

U; =

A (3.3.9) képlet (3.2.15)1-be torténd visszahelyettesitésével — nem részletezve a vonatkozé egy-
szer(i dtalakitdsokat — azt kapjuk, hogy a ¢, GALJORKIN féle fiiggvények a

1—-2v

AA(,O[ + —2,M(1 _ V)

b =0 (3.3.10)

differencidlegyenletnek kotelesek eleget tenni.

3.3.4. A jelen 3.3.4. és 3.3.5. szakaszokban a teret teljesen kitolté rugalmas test vagy
rovidebben a rugalmas tér a vizsgédlatok targya. Tekintsiik a

b=6(M-Q)es le|=1 (3.3.11)

alaki terhelést, ahol M a futépont a ) pont pedig végesben fekvd rogzitett pont. Legyen V
a rugalmas tér egy végesben fekv tartomdnya. A B. Fiiggelék térbeli DIRAC fiiggvényekkel
kapcsolatos (B.6) képletének segitségével a

" . _ e QeV
./Vé(A[—Q)eldV]u—{ Ol Q%V

eredmény adédik a (3.3.11) alatti megoszl6 terhelés ereddjére. Mivel az integral értéke fiiggetlen
a V tartomdny méretétdl — az ered6 csak a ) V-hez viszonyitott helyzetétdl fiigg — addédik a
kovetkeztetés, hogy a (3.3.11) alatti megoszlé terhelés a ) ponthoz kétstt e, = €;(Q) egységnyi
ertvel egyenértékii.

Az

6[5(]\f — Q)
I
differencidlegyenlet partikuldris megolddsat, ez a rugalmas tér M pontjdnak elmozduldsa a @)
pontban miikods e;(Q) egységnyi erd hatdséra, az elmozduldsmezdre vonatkozé alapmegoldédsnak

szokds nevezni.

A (3.3.9) képlet GALJORKIN fiiggvények kifejezéseiben adja meg az u; elmozduldsmezit.
Kitfinik (3.3.10)-b6l, hogy a (3.3.11) alatti terheléshez tartozé6 GALJORKIN fiiggvények a

M
Lisus(M) + =0 MeV,uSUYV, (3.3.12)

1-2
A Anro(M,Q) + W_VV)(S(M — Qe =0 MeV,uSuv, (3.3.13)
differencidlegyenlet partikuldris megolddsai. Nyilvanvals, hogy a
A]V[A]V[U(ALQ)—F(S(]\/[—Q) =0 MeV,uSUV, (3314)

biharmonikus egyenlet megolddsdnak ismeretében — U(M, Q) most a biharmonikus egyenlettel
kapcsolatos alapmegoldést jeloli — az elmozduldsmezére vonatkozé alapmegoldds a

(M, Q) = 1‘—%1](% Q) (@) (3.3.15)

2pu(1 —

GALJORKIN fiiggvények, azaz a (3.3.13) megolddsdnak segitségével szamithaté a (3.3.9)-bol.
Mondottak fényében els6 1épésben a (3.3.14) egyenlet megoldését kell meghatarozni.
Legyen f(M,Q) = Ay U(M, Q). Ekkor f(M,Q) a

Apf(M,Q)+6(M—-Q)=0
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differencidlegyenletnek koteles eleget tenni. Visszaidézve a (2.3.9)1-et és a (2.3.1)-et nyilvén-
valé, hogy f(M,Q) a LAPLACE egyenlettel kapcsolatos (2.3.1) alapmegoldds. Kovetkezésképp
U(M, Q) meghatdrozédsa a

1
ApU(M = f(M = — 3.1
Poisson egyenlet megolddsat igényli. Legyen
R(M
U(M,Q) = % . (3.3.17)
A (2.3.3); gradiensét illteve divergencigjdt véve irhatd, hogy
MM Sk TR . 2
ViV R(M = — - — Ay R(M =—_——. 3.3.18
kVi ( 5 Q) R R3 €5 M ( 5 Q) R(]V[, Q) ( )

Utébbi képlet felhasznaldsdval konnyen igazolhat6, hogy a (3.3.17) alatti U(M, Q) valéban
kielégiti a (3.3.16), vagy ami ugyanaz a (3.3.14) differencidlegyenletet.

3.3.5. A ¢;(M,Q)-ra vonatkozé megoldds (3.3.9)-be torténd helyettesitésével és a (3.3.18)
kihaszndldsdval némi szdmolds utdn az

M ! 21 0ual R v, MR
ui (M) = m [( —v)0uAu R —V;V, } e(Q)
. 1 1 ) 3T
-~ 16mp(l—v) R {(3 — )bt R? } (@)
eredmény kovetkezik. Ez a képlet az
ui(M) = Uy(M,Q) e(Q) (3.3.19)

alakban is frhaté, ahol — tovdbb pontosftva az 5.3.4. szakasz masodik bekezdésében mondottakat
- az

1 1 AN

—_ — 4oy + — 3.2
Temiem ] (RO (3.3.20)

tenzor a teljes rugalmas térre vonatkoz alapmegoldds. Kovetkezik az alapmegoldds elédllitdsdnak
fentiekben részletezett gondolatmenetébdl, de formadlis szamitdssal is ellentrizhetd — a formalis
igazoldst az 4.1 Gyakorlatra hagyjuk —, hogy az U;; (M, Q) alapmegoldés eleget tesz a

oM - Q)
I
6(M — Q)

M
»clsUsr(AL Q) + 617‘ =0
0 M,QQeV,uSuUV, (3.3.21)
L1Usr (AL Q) + Oy =0
differencidlegyenleteknek, ahol az L felett dll6 M illetve @ azt a vdltozdt jeloli amely szerint
a derivdldsokat végezziikk. Ez azt jelenti, hogy az Us.(M,Q) mindkét véltozdjaban kielégiti
az elmozduldsmezével kapcesolatos alapegyenletet. Erdemes azt is észrevenni, hogy a (3.3.21)
egyenletek a térbeli potencidlelméleti feladatokkal kapcsolatos (2.3.9)1 2 egyenletek analogonjai.
1. MEGJEGYZES: Az U (M, Q) alapmegoldés a teljes haromdimenzids teret kitolté rugalmas
test M pontjdnak ¢ irdnyd elmozduldsa az M-t6l kiilonbozd () pontban alkalmazott [ irdnyid
egységnyi erd hatdsdra.
2. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, hogy
Szavakban: az U alapmegoldds mind az M, Q) véltozépdrban, mind pedig a ¢l indexpédrban

szimmetrikus. Ez a MAXWELL féle felcserélhettségi tétel a teljes teret kitoltd rugalmas testre.
3. MEGJIEGYZES: Az Uy(M, Q) alapmegoldés szinguléris a () = M helyen.
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3.3.6. A C. Fiiggelék C.1 szakasza ismerteti a (3.3.19) alapmegolddsbdl adédé alakvéltoza-
sok és fesziiltségek szamitasat. Legyen M a vizsgilt tartomédny egy pontja. A (C.1.3) képlet
szerint

1 1 TiTE T
ti (M = ————— (1= 20) (8371 — 7301 — Tk 831) — 3———
k(M. Q) SO TP (1= 2v)(birr1 — 736k — 7k Bit) 2
a fesziiltségi tenzor. Egyszer(i szamitédssal adsdik innen, hogy az M ponton athaladé ng (M)
normdlisi feliiletelemen a

el(Q)

te(M) = Tu(M, Q) e(Q) (3.3.22a)

fesziiltség ébred, ahol

1 1 NgTs TET
Tkl(]\/ju Q) = 5 7 3 (1 — 21/)(7%7‘1 — T — NgTs 6kl) — 32 EQk !

TR (3.3.22D)

a fesziiltségekre vonatkoz6 alapmegoldds. Vegyiik észre, hogy a (3.3.22b) egyenlet utolsé tagja,
kihasznélva a (2.3.5a) képletet, dtalakithato:

3% = ngr; RB%C% 7 O - (3.3.23)
Az utébbi képlet felhaszndldsaval (3.3.22b)-bol a
T (M, Q) = T/,(M, Q) + T(M, Q)6 (3.3.24)
felbontds kovetkezik, ahol
) 1 1 5 M M 1
Ty (M, Q) = AT (1 =2v)(ngr; — mry) — R ngrs vkv,ﬁ (3.3.25a)

és a (2.4.10) képletekkel 6sszhangban
s (]\/[)T’s (AL Q)
ArR3(M, Q)

A (3.3.24) és (3.3.2ba,b) egyenletekkel értelmezett felbontds lehetdséget biztosit az egyenstlyi
kovetelmények teljesiilésének vizsgalatdra.
1. MEGJEGYZES: Hasonléan az elmozduldsmezdvel kapcsolatos Uy (M, Q) alapmegolddshoz
a T (M, Q) fesziiltségek is szinguldrisak az M = @ helyen. A jelen megjegyzés a szingularitédst
okoz6 részek alkalmas elkiilonitésével adja meg az U(M, Q) és Ty (M, Q) alapmegoldédsokat.
Legyen

T(M,Q) = (3.3.25b)

Tk

== =1 3.3.26
Pk R7 PsPs ( )
a ) pontbdl az M pont felé mutatd egységvektor. Legyen tovdbbd
~ 1
M, Q)= —F—[3—4)d 3.2
Un(M, Q) T6m (1= 1) [(3 = 4w)éwi + prpi] (3.3.27)
és
~ 1
Tu(M,Q) = [ (1 = 2v)(nkp; — pru — nip; 6k1) — 3nip; prpi
1 M M 1 nsp
= ———|(1-2 - — R¥nip; —| — =264 (3.3.28
ST =7 (1 = 2v)(nkpy — pru) nip; ViVig | = — = ( )

Kovetkezik a py, (3.3.26) alatti értelmezésébdl, hogy
Un(M, Q) és Tu(M,Q)
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korldtos, ha M # @ és az M — () esetben megegyezik a hatdrérték a helyettesitési értékkel
feltéve, hogy a p;, egységvektort az M — () megkozelités irdnyvektoraként tekintjitk. Nyilvdnvalé
a (3.3.27), (3.3.28) és (3.3.20), (3.3.22b) illetve a (3.3.24), (3.3.25a,b) egybevetése alapjan, hogy

1. , 1 -
Up = EUkl(]V[u Q) & 1= ﬁTkl(]W: Q), (3.3.29)

ahol a fentiek értelmében ﬁkl(]w , Q) és Tkl(]w ,Q) bérmely M-re korldtos beleértve az M = Q)
esetet is.

5.1 dbra
Az e(Q) erd kiilonbbzd helyzetekben

3.3.7. Az 5.1 dbra a végtelen kiterjedésti rugalmas tér S feliilettel hatdrolt V; tartoméany4t
szemlélteti. A @) ponthoz kotott e;(Q) egységnyi erd (a) esetben a V; tartomdny, (b) esetben
pedig a V, tartomédny bels6 pontja. A V; tartomdny egyensulydt az

/ itk(]\fo)dA]\[o + ek(Q) =0, QevV (3330&)

JS

/ o(Mo)d A, = 0 Qev, (3.3.30b)
S

vetiileti egyenletek és az
/ rom, X it(]\/fo) dA]\[o =0 Q ¢ S (3331)
JS

nyomatéki egyenlet fejezi ki. A (3.3.22a,b) valamint a (3.3.24) osszefiiggések felhasznéldsdval
(3.3.30a,b)-b6] — figyelembe véve, hogy az S feliileten ;ng a kiilsé normélis, kihaszndlva tovdbba,

hogy €/(Q) # 0 — az
. : . s v
/ T (Mo, Q)dAn, = / Ty (Mo, Q)d A, + b / (Mo, Q)d Ay, = { Okl g N
S JS JS 7
(3.3.32)

egyenlet kovetkezik. Visszaidézve az ;T (M,, Q))-t értelmezt (2.4.10a) képletet valamint a (2.3.8); 3-
at — kiolvashaté az utébbibdl, hogy a baloldal mdsodik integralja is fiige a () V;-hez viszonyitott
helyzetéttl — a fenti egyenletbdl végst soron az

/ T (Mo, Q)d A, =0 QeViuSuV, (3.3.33)
JS

eredményt kapjuk. Szavakban: a (3.3.33) integral eltiinik, fiiggetlentil a ) pont Vj-hez viszonyi-
tott helyzetétél. Ezt kihaszndlva és ismét helyettesitve, a Q) pont relativ helyzetének megfeleléen,
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1. MEGJEGYZES: A (3.4.4) azonossag a (2.4.1) GREEN féle azonosség térbeli rugalmasségtani
feladatokra érvényes pérja, hiszen az

M
U = U, Uy g <= 9k, Qi Ay <= L

9 15,
9 s talga(Mo) (M) -

= tiaus(Mo)]imi (Mo)

on M, anl\fo

betticserékkel barmelyik azonossdg megkaphaté a mdsikbdl.
2. MEGJEGYZES: Legyen

M M
bk(gs) = —u Cklgl(]ﬂ) éS bk(us) = —u ,Cklul(]\/f) .

Ezekkel a jelolésekkel (3.4.4)-bél, tekintettel a fesziiltségvektor jelolésével kapcesolatos (3.2.21)
megallapoddsra, az

/uk(M)bk[gl(M)} Vi + /S i (Mo)itelgs (M) dAns, =

_ /'_gk(Af)bk[ul(z»f)} dAVas + /S o (Mo)ita s (M.)] dAny, (3.4.5)

egyenlet kovetkezik. Vegyiik észre, hogy az egyenlet baloldala a by (gs) stirtiségii térfogati terhelés
és az itx[gs] peremterhelés munkdja a by[us| térfogati terhelés és az ;t;us] peremterhelés okozta
up (M) mozgds sordn és megforditva, az egyenlet jobboldala a by(us) sfirliségli térfogati terhelés
és az ;tius| peremterhelés munkdja a bylgs| térfogati illetve az ;tx[gs] peremterhelés okozta
gx (M) mozgésokon. Ez az eredmény az idegen munkdk egyenléségének tétele, amely a tétel
megfogalmazdja utdn BETTI tétel néven ismert. Ha

M ) M
p Lagi(M) =0 b p Lgw(M)=0,
akkor a (3.4.5) alatti BETTI tétel az

/S[uk(]\/[o)ztk[gs(ﬂfo)] - gk(ﬂfo)ztk[us(ﬂfo)“ dAJUO =0 (346)
alakra egyszertisodik.

3.4.2. Tegyiik fel, hogy gi(M) = Uk (M, Q)e;(Q) ahol rogzitettnek tekintjiik a ¢ pontot.
Ez a vélasztds a rugalmas térben kialakulé elmozduldsmezs, ha a @) pontban az €;(Q) er6 hat.
Mivel az Ug(M, Q) alapmegoldds szinguldris az M = @ helyen kovetkezik, hogy M — @Q-ra
végtelen a gi(M) elmozduldsmezd hatérértéke.

Visszaidézve az 3.2.7. szakasz utolsé bekezdésének széhasznélatat azt is mondhatjuk, hogy
9k (M) a rugalmas tér térfogati terhelés nélkiili rugalmas dllapota ha M # @ és a @) pontban
egy €(Q) egységnyi erd hat.

Az €(Q) erd @ tdmaddspontjanak helyzetét illetben, 6sszhangban a 2.4.2. szakasszal, az
aldbbi eseteket killonboztetjiik meg:

(a) A @ pont bels6 pontja a V; tartoménynak;

(b) A Q = Q. ami azt jelenti, hogy az S hatérfeliiletre esik a () pont;

(¢) A @Q pont nem pontja sem a V;-nek, sem az S-nek — azaz a V, része.

A gx(M) elmozduldsmez @ = M helyen jelentkezd szingularitdsa miatt nem alkalmazhaté
eredeti alakjdban a BETTI-SOMIGLIANA féle azonossdg. A probléma azonban megkeriilhetd, ha
a kritikus (a) és (b) esetben kizdrjuk a @) pont elemi kdrnyezetét a térfogati integralbél. Miel6tt
azonban a részletekre térnénk 4t érdemes roviden megvildgitani az dtalakitdsok céljat.

A BETTI-SOMIGLIANA féle azonossdg alkalmazdsdval két célszertien megvédlasztott rugalmas
allapot kozott, ezek koziil az egyik ismeretlennek tekintett, kivdnunk Osszefiiggést teremteni
megkeresve ily médon a (2.4.14) képletek analogonjait térbeli rugalmassagtani feladatokra. Az
emlitett rugalmas dllapotokkal kapcsolatosan a kivetkezok érdemelnek kiemelést:

— az ismertnek tekintett rugalmas éllapot a rugalmas tér gi(Q) = Uk (M, Q)e;(Q) allapota,
amely mindfg térfogati terhelés nélkiili a vizsgdlt tartomanyban;
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— az ismeretlenek tekintett rugalmas allapot a belst V; tartomény olyan ug (M) rugalmas
allapota, amely a korldtos by (M) térfogati és az S feliileten miikods korldtos peremter-
helések hatdsara alakul ki;

— az anyagjellemzOk természetesen mindkét esetben azonosak.

Az atalakitdsok formadlis l1épései, jellegiiket tekintve, nagyon hasonléak a 2.3.4.-2.3.5. szaka-
szokban részletezett atalakitdsok lépéseihez. Az dtalakitdsokat csak az (a) esetben részletezziik,
a (b) és (c) esetekben pedig az eltérésekre tériink ki.

3.4.3. Az (a) esetben eltavolitjuk a @) pont e sugari S, feliilettel hatdrolt V, kornyezetét
a V; tartomdnybdl. Ezeket a geometriai viszonyokat jol szemlélteti a 2.2.3. (a) dbra. Bér a
@) ponthoz kotstt e;(Q) eré nem szerepel az dbrén itt és a tovdbbiakban nem szabad ezt a
koriilményt szem el6l téveszteni. Figyelembe véve, hogy a gi(M) = Uy (M, Q)e(Q) nem szin-
guldris a V; — V. tartomdnyban és hogy a gx(M) elmozduldsmezbhoz tartozo ;ti|gs(Mos )] fesziilt-
ségek a (3.3.22a,b) alapjdn irhat6 Ty (Mo, Q)e(Q) képletbél szamithatok, alkalmazva tovabbd
az itk (Ms) = itg[us(Ms)] jelolést — elhagyva ezzel a megkiilonboztetd wus( M, )-4t a fesziiltségvek-
tor irdsa sordn — a (4.4.4) BETTI-SOMIGLIANA azonossaghdl, tekintettel arra a koriilményre,
hogy a V; — V tartomdnyt két zdrt feliilet hatdrolja és hogy, az S¢ kiils6 normélisa az azonossédg
szemszogébdl belsd normélis, az

/;V |:u1€(]\1) (u %ksUsl(]\f, Q)) - < I %ksus(M)> Uni(M, Q)} dVire(Q) =
— /S (e (Mo Tt (Mo, Q) — it (Mo) Ut (Mo, Q)] dAn, e1(Q)

- / [uk(ﬂfo)Tkl(Afo,Q) - itk(ﬂfo)Ukl(]\/fo, Q)} dA]V[o BI(Q) (347)

egyenlet kivetkezik. A fenti egyenlet ¢ — 0 hatdrértékének meghatdrozdsa sordn a kivetkeztkre
kell tekintettel lenni.

1. A (3.4.7) egyenlet barmilyen €;(Q)) esetén fenndll. Az e;(Q) tehdt elhagyhato.

2. Az S feliileten vett integral fiiggetlen az e-tdl.

3. Az Uy (M, Q) alapmegold4s kielégiti a (3.3.21); alapegyenletet, ha M € V;—V,. Kovetkezik
innen, hogy a (3.4.7) baloldaldn &ll6 elsd integrél elt{inik.

4. Az up(M) fiiggvény kétszer folytonosan differencidlhaté a Vi-n. Ez egyben azt is jelenti,

hogy
Uk(]\fo) itk(]\/[o) M, € S€
valamint
M
p Lysug(M) MeV;

egyarant korlatos. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a V; tartomany egy rugalmas dllapotaban,
az up(M) feltevésiink szerint ilyen, mind az elmozduldsmezs, mind a fesziiltségmez6 mind
pedig a by (M) térfogati terhelés eleve korldtos.

5. A (3.3.29)2 képlet részbeni felhasznaldsdval frhat6, hogy

Uk(ﬂfo)Tkl(Afo, Q) = %[uk(ﬂfo) — uk(Q)]Tkl (]\/fo, Q) + uk(Q)Tkl(]V[o, Q) ]\/fo € S€ (348)

6. A (3.4.7) baloldalan 4ll6 integrél masodik része a (3.3.29) felhasznéldsdval az

: M : M 1 -
- / (M C/csus(M)> Ul (M, Q) dVas + lin% / <M ﬁ/csus(M)> EUkl(]W: Q) dVir
JV; €=U, Ve

alakban frhat6. A Ve gdmbon vett térfogati integralnak zérus a hatdrértéke, mivel a g&mbi
térfogatelem

dVyr = R*sin 6 dR df dy
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M
képlete — a jeloléseket illetden lasd a 27 oldalt — mésodrendtien kicsiny, az Lgsus(M) és
Ui (M, Q) kifejezések pedig, elst esetben a differencidlhatésdggal kapcesolatos megszorités
miatt, korldtosak. Kovetkezésképp

: M ' M

- llII(l] <u ﬁksus(]V[)) Ukl(]\/f, Q) dV]\[ = - / (,u Eksus(]V[)> Ukl(ﬂf, Q) dV]\[ . (349)
—Y. ‘/i_ve s Vi

7. Az Sc-on vett integral els6 tagja a (3.4.8) és a (3.3.34)1 helyettesitése — a kiilsé normélis

a @ pont felé mutat, ez el6jelvdltdst okoz az utébbi képletben —, majd az integralszamités

kozépérték tételének — itt M a gombfeliilet alkalmas pontja — illetve az e sugard gémb

felszinét adé 4me? képletnek kihasznaldsa utan az
1

[ M) = QU (Mo, Q) dAvs, + 1a(Q) [ Tia(Mow @) A, =

= 47 [up (M) — ur(Q)| T (M, , Q) + w(Q)

médon frhaté fel, ahol Ty (M., Q) korlatos . Nyilvanvalé, hogy M/ — @ ha € — 0.
Kovetkezésképp

hH(l) uk(]V[o)Tkl(]V[o, Q) dA]V[o = Ul(Q) - (3410)

=0 Jg.

8. Az S.-on gombfeliileten vett integral mésodik tagja a (3.3.29) helyettesitése utdn a 7.
alatt mondottak figyelembevételével vagyis az integrilszamitds kozépérték tételének fel-
haszndldsdval szdmithato:

. - i
—/ ito(Mo) Up (Mo, Q) dAp, = —/ Eﬁk(ﬂfo)Ukl(ﬂfo,Q)dAMo

= dme it (M) Ukl(ﬂfolaQ) .

Mivel mind ;¢ (M.) mind Uy (M., Q) korlétos a fenti integralnak zérus a hatareértéke azaz

- liII(l) itk(ﬂfo) Ukl(ﬂfo, Q) dA]\[O =0. (3.4.11)
=0 [g
9. Bér az 3.4.2. szakasz utolsé bekezdésében mér volt arrél szé, hogy ug (M) a belsé V;
tartomdny egy rugalmas dllapota ezideig lényegében csak azt hasznéltuk ki, hogy az
up(M) kétszer differencidlhaté a V;-n. Ha azonban rugalmas édllapot az (M) akkor
fenndll a (3.2.17) egyenlet és ennek alapjén (3.4.9)-bol

. M .
UV Jvi—Ve JV;
A kiilonbségtétel kedvéért az
T (Mo, Q) e(Q) és T (Mo, Q) er(Q) (3.4.13)

modon irjuk a rugalmas tér V; illetve V, tartomdnyainak S hatdroléfeliiletén ébredd és az e;(Q)
er édltal elsidézett fesziiltségeket. Mivel a Ty, (M, Q)-t értelmezd (3.3.22a,b) képletekben mindig
a vonatkozé tartomdny kiilsé normdlisa all nyilvdnvalé az ;ns = —eng reldcié alapjdn, hogy

iTkl(]\/[m Qo) + eTkl(Afm Qo) =0. Afo, Qo cs M, 75 Qo (3414)

Ez az 0sszefiiggés az (2.4.11) képlet analogonja térbeli rugalmassdgtani feladatokra.

Figyelembe véve az 1., 2. és 3. alatt mondottakat, a térfogati és feliileti integralok hatdrértéke-
ivel kapcsolatos (3.4.12), (3.4.10) és (3.4.11) képletek helyettesitésével és a (3.4.13); alatti jelolés
alkalmazdsdval a (3.4.7) egyenlet € — 0 hatdrértékére a (3.4.23); alatti eredményt kapjuk. Az
elérehivatkozast ismét az indokolja, hogy az (a), (b) és (c¢) esetekkel kapcsolatos eredmények egy
helyiitt szerepeljenek a szévegben.
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1. MEGJEGYZES: Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha a BETTI-SOMIGLIANA identités
(3.4.5) alakjét tekintjiik a V; — V. tartomanyon. A gondolatmenet és a lépések vdltozatlanok,
egyediil a (3.4.5) jobboldalan &ll6 térfogati integral esetén van egy kis kiilonbség az dtalakité-
sokban.

3.4.4. A jelen szakasz a (b) esetre forditja a figyelmét. Mivel most Q = @, € S a @, pont €
sugaru kornyezetének V;-n beliili részét — a vonatkozé tartoményt V. a gombfeliilet V;-n beliili
részét S, jeloli — gondoljuk eltdvolitva a Vi;-b6l. Az S feliilet € sugard gomb eltdvolitdsa utdn
megmaradé részét S’ jeloli.

Ezek a jelolésbeli megdllapoddsok azonosak a 2.2.4. pont els6 bekezdésében rogzitett jellés-
beli megéllapoddsokkal. A vonatkozé geometriai viszonyokat j6l szemlélteti a 2.3. (b) dbra.

Feltételezziik, hogy az S feliilet stma a (), pont kornyezetében. Ezt a feltevést azonban
enyhiteni fogjuk az 5.4.6. szakasz 1. MEGJEGYZESében ahol toréspont illetve él 1étezését is
megengedjik.

A V; — Ve tartomdnyra alkalmazva a (3.4.4) BETTI-SOMIGLIANA féle azonossigot és fi-
gyelembe véve, hogy most Q = @, kapjuk — elhagyva mindeniitt az ¢;(Q)-t —, hogy

' M M
/V y [Uk(M) (u LisUg(M, Qo)> - (u Eksus(]W)> U (M, V)} AV
= /;’ (ug (M) T (Mo, Qo) — it (Mo) Ui (Mo, Qo)) dAw,

- / (we(Mo) Tt (Mo, Qo) — ite(Mo) Ui (Mo, Qo)) dAps, (3.4.15)

A (3.4.15) egyenlet € — 0 hatarértékének meghatdrozdsa a 3.4.3. szakasz gondolatmenétének
részbeni ismétlését igényli. Ez okbdl adédéan aldbbiak csak az eltéréseket hangsilyozzédk:
1. A @ betfi helyére minden esetben @), keriil.
2. A térfogati integrélokkal kapcsolatos lépések vdltozatlanok. Ez azt jelenti, hogy a (3.4.9)
és (3.4.12) képletekben, dsszhangban az 1.-el, a () bet{i helyére Q). keriil.
3. Az &' feliilet és igy a jobboldal elsd integralja nem fiiggetlen e-t6l. Az

Iin% Uk (Afo)Tkl(Afo, QO)dA]\[O = / Uk (Afo)Tkl(Afo, QO)dA]\[O (3.4.16&)
=V s JS
lim | iti(Mo)Uri(Mo, Qo)dAns, = / ite(Mo) Uy (Mo, Qo)d Ay, (3.4.16b)
U s JS

egyenletek a vonatkoz6 integralok CAucny féle féértékét értelmezik. A fogalom fontossa-
géra kordbban mar ramutattunk. Ismét felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy a ), pont
végig ki van zérva az integraldsi tartomdnybdl. Ez okbdl, de tekintettel az Uy (Mo, Qo)
és T (Mo, Qo) alapmegolddsok szingularitdsdra is az M, = Qs helyen, a fenti integralok
szdmfitdsa specidlis technikdt igényel.

4. A (3.4.10)-re vezetd lépések csak részlegesen ismételheték meg, mivel most nyitott az Se

feliilet. Az

- ) .
/ ﬁ[uk(Mo)—U/c(Qo)]Tkl(Mo,Qo)dAMo +uk(Qo)/ T (Mo, Qo) dAy, =
Js. Js.

= 47 [u (M) — e (Qo)| Tia (M, Qo) + ur(Qo) / T (Mo, Qo) dAn,

Se

dtalakitds helyessége nyilvdnvalé. Kiolvashaté a fenti egyenletbél, hogy ¢ — 0 esetén
zérus a hatdrértéke a jobboldalon 4ll6 els6 tagnak. Kovetkezésképp az

hr% Uk(Afo)Tkl(Afo,Qo) dA]V[o = uk(Qo) hH(l)/ Tkl(Afono) dA]V[o (3417)
=0 /g, =0 [g

egyenlet jobboldaldn 4ll6 integrdl hatdrértékét kell majd a tovdbbiakban részletesebben
megvizsgalni. A (3.3.29) és (3.3.28) képletek helyettesitése utédn, tekintettel a (2.3.5a), a



76

3. A RUGALMASSAGTAN STATIKAI FELADATAI

(3.3.26) és az ng = —p, Osszefiiggésekre ez a hatarérték a
. . = dAp,
cki(Qo) = lim [ Tiy(Mo, Qo) dAn, = lim [ Tiy(Mo, Qo) —5=> =
e—0 S, e—0 Se R
1 . dAyy
=—1 1-2 — 4.1
871'(1 — V) eg%. s K V)(S/Cl + 3Pkpl] R2 (3 8)

maédon frhaté fel ahol a cg(Qo)-4t a (3.4.18) egyenlet értelmezi. A 4.2. dbra a test belse-
jéb0l nézve és azzal a feltevéssel mutatja erés nagyftdsban a (), pont kornyezetét és az
R = e sugaru S, feliiletet, hogy a (), pont egybeesik a koordinatarendszer origéjéval és
hogy az S peremfeliilet (), pontbeli érintésikja megegyezik az 21, x2 koordindtsikkal. Ez
a feltevés nem sérti az dltaldnossdgot. Vegyiik észre, hogy az dbra feltiinteti, 6sszhangban
a 27 oldalon mondottakkal a ¢, R, gombi koordindtdkat is.

5.2 dbra

A Q. pont e sugari kérnyezete
Leolvashatd az dbrardl, hogy az M, pont xp koordinatdi — vagy ami ugyanaz az ry, vektor
—, a py, irdnyvektor tovdbb4d a skaldris feliiletelem a

21 =71 = Rsinfcosyp plz%:sinecosga
xg =19 = Rsinfsiny pQZ%:Sinesinga
x3 =713 = Rcos8 p3:%26050

és
dAy, = R*sin6df dyp

modon szamithaté. Vegyiik azt is észre, hogy az (1 — 2v)dy; + 3pgp; integrandusz csak a
pr. egységvektor fiiggvénye — a p, vektornak a @), pont a kezddpontja a végpontja pedig

a (o kozépponti egységsugari K; gombfelillet egy résztartomdnydn fut végig — azaz
fiiggetlen az R = e-tdl tovabbd, hogy
dAy,
do = —5= = sinfdf dp

a K7 gomb feliileteleme. Nyilvanval6, hogy a (3.4.18) integrélt a K gomb emlitett rész-
tartomdnydra kell kiterjeszteni. A @, kezd6ponti és az S feliiletet érinté egyeneseket
felérintéknek fogjuk nevezni. A félérinték serege, mivel a feliilet most sima, a (), pontbeli
érintdsikot alkotja és ez a stk a K7 gombot két felgombre végja szét. Jelslje Kg(Qo) a
K, gombfeliilet azon felét, amely csaknem vagy teljes egészében a V; tartomédnyon beliil
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fekszik. Az € — 0 hatdrdtmenetet tartva szem el6tt adédik a kovetkeztetés, hogy Kg(Qo)
a keresett integrdldsi tartomdny. Kovetkezésképp

1
lim —

dA]\[o = / do = 2m. (3.4.19)
€—>0. Se R2 . KS(QO)

A fentebb mondottak és a (3.4.18) alapjan frhatd, hogy

1

Ckl(Qo) = m

/ (1= 2)80 = 3pypy) dor. (3.4.20)
Ks(Qo)

Megmutatjuk aldbbiakban, hogy cxi(Qo) = d1/2.
A k # l-re a fenti eredmény annak a kivetkezménye, hogy a ¢ viltozéban tekintett
trigonometrikus integralok zérus értékiiek mivel
2T 2T
/ cosnpdp = / sinnpdp =0 (n==+1,£2, £3, ...).
0 JO

Ak=1=1¢ésk=1[0=2 esetekben [21, Eqn. 430.30.] az

2T 39 w/2 9
/ s 0d0 = | = — cosd == (3.4.21a)
Jo 3 0 3
2T 2T
/ cos? pdp = / sin? pdp =7 (3.4.21b)
JO J0
integrélokat, a k = [ = 3 esetben pedig [21, Eqn. 450.12.] az
21 3912
/ cos? 0sin 0df = — = == (3.4.21¢)
0 3 | 3

integralt kell, tobbek kozott, kihasznédlni. Elvégezve fentiek segitségével a sziikséges integ-
raldsokat és kihaszndlva a (3.4.19)-et, valéban a cx(Qo) = 0xi/2 eredmény kovetkezik.
Az utébbi eredmény felhasznaldsaval vetve dssze a (3.4.18)-at és a (3.4.17)-et a (2.4.13)
Osszfiigeés analogonja addédik:

lim [ wp(Mo) Tt (Mo, Qo) dAM, = ur(Qo)er(Qo);  cr(Qo) = %(M (3.4.22)

e—0 S

5. Az S, feliileten vett integrdl mésodik részének hatdrértéke a (3.4.11)-re vezetd lépésekkel
adédik és most is zérus.

Az 1,...,5 alatt mondottak alapjén a BETTI-SOMIGLIANA identitds (3.4.15) alakjabdl azon-
nal kovetkezik a (3.4.23)2 képlet fenndlldsa.

3.4.5. A (c) esetben — a vonatkozé geometriai viszonyok szemléltetését illetden ismét a
2.8. (c) dbréra utalunk — a V. tartomdnyban fekszik a @) pont. Mivel V;-t, ez most a vizsgalt
tartomdny, egyetlen zdrt feliilet hatdrolja kozvetleniil alkalmazhaté a (3.4.4) BETTI-SOMIGLIANA
identitds és nincs sziikség hatdrértékek vizsgalatdra. Egyedil azt kell szem elétt tartani, hogy
az ug(Ms) M, € V; rugalmas dllapot és ebb6l az adédik, hogy viltozatlanul fenndll és igy
kozvetleniil helyettesithett a (3.4.12) egyenlet. A végerdemény pedig a (3.4.23)3 egyenlet.

3.4.6. Az eredményiil kapott hdrom egyenletet mind az egyenletekben szerepl$ mennyi-
ségeket mind pedig az egyenletek szerkezetét tekintve a térbeli POISSON egyenlettel kapcsolatos
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(2.4.14) egyenlethdrmas rugalmassdgtani pérja:

w(Q) = L[itk(ﬂfo) Ui (Mo, Q) — up(Mo) iThi (Mo, Q)] dAp,

+ / be (M) Uu(M,Q)dVar Q€ Vi

wh(Qo)em(Qo) = /S [t (M) Upt(Mo, Qo) — up(M.) {Tia(Mo, Qo)] dAn,
‘ (3.4.23)

+ / br(M) U (M, Qo) dVar Q= Qo € 8
0= /S [z’tk(]wo) Ukl(Af(n Q) — U/i(]wo) ﬂ"kl(]y[07 Q)] dAMo

+ / be(M) Un(M.Q)dVey  Q €V,

Ha a by (M) = 0, akkor a (3.4.23) képletek a

w(Q) = /S[itk(Mo) U(Ms, Q) — up(Mo) Ty (M, Q) dAy,  Q €V,

we(Qo)em(Qo) = /S it (M) U (Mo, Qo) — up(Mo) {Tt(Mo, Qo)) dArr, @ = Qo € S
‘ (3.4.24)

. /s [itk(Mo) Upt (Mo, Q) — uk(Mo) iTha (Mo, Q)] dAnr, - Q € Ve

alakra egyszer{isodnek.

A (3.4.23) illetve a (3.4.24) egyenleteket SOMIGLIANA munkdssdga nyomén [22] SOMIGLIANA
féle képleteknek, vagy formuldknak nevezi a szakirodalom — v.6. pl. [23].

1. MEGJEGYZES: Tegyiik fel, hogy nem sima a feliilet a Qo pontban. Kovetkezik a (3.4.20)-ra
vezet$ gondolatmenet valtozatlansagabdl, hogy a cxi(Qo) szamitdsdra vonatkozé (3.4.20) alatti
képlet is valtozatlan marad csupan a Kg(Q),) integraldsi tartomdny véltozik meg. Ez esetben
ugyanis nem sikfeliilet a félérintdk serege dltal alkotott feliilet. Az azonban tovdbbra is igaz,
hogy ez a feliilet egy egyszeresen Osszefiiggt szakaszonként sfma gérbében metszi a Qo kozép-
ponti egységnyi sugarti K gémbfeliiletet két részfeliiletre osztva ezdltal a K gombfeliilet teljes
felszinét. Nyilvdnvald, hogy a zomében, vagy teljes egészében V;-n beliil fekv feliiletrész lesz az
a Kg(Qo) feliilet amelyre a cg(Qo)-t adé (3.4.20) integralt ki kell terjeszteni.

A Kg(Q.) feliiletet az S feliilet @), pontjahoz tartozé karakterisztikus feliiletnek szokds
nevezni [23]. Ha az S feliillet sima a @), pontban akkor félgémb a karakterisztikus feliilet, ha
a (Jo pont élen helyezkedik el, akkor gombcikket kapunk mig sarokpont esetén egy Qo pontbdl
indul6 kupfeliilet metszi ki a Kg(Q)s) karakterisztikus feliiletet a K gémbfeliiletbl.

2. MEGJEGYZES: A (3.4.23); egyenlet jobboldalén 4ll6

/S itk(]\/-[o) Ukl(ﬂfo, Q) dA]\[O és /S uk(]V[O) iTkl(Afo, Q) dA]\[O
vektormezok kielégitik az elmozduldsmezére vonatkozé homogén alapegyenletet. Ez annak a
kovetkezménye, hogy a ; Tk (M., Q) vektormezd — a nagy betiivel irt index rogzitettnek tekintett
— térfogati terhelés nélkiili rugalmas dllapot elmozduldsmezeje. Bér ez az 4llitds formadlisan
is igazolhaté valdjdban onnan adddik, hogy az Uk;(M,, Q) alapmegoldds a @ véltozdjaban is
kielégiti az M, # @ esetén homogén (3.3.21), alapegyenletet. Az is konnyen ellendrizhets, hogy
az

/..bk(]\f) Ukl(]\f,Q) AV Q eV
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vektormez$ partikuldris megoldédsa a (3.2.17) alapegyenletnek. Nyilvanvalé a fentiek alapjén,
hogy a (3.4.23); 4trendezésével kapott

W(Q) = w(Q)- / bp(M) Up (M, Q) dViy
- s (3.4.25)
= /S[ﬁk(ﬂifo) U (Mo, Q) — up(Ms) T (Mo, Q)| dAn,  Q €V

vektormez térfogati terhelés nélkiili rugalmas dllapota a V; tartomdnynak.
3. MEGJEGYZES: AV, tartomény természetes, kezdeti vagy més elnevezés szerint tehermentes
dllapotdban mind a térfogati terhelés mind pedig a peremterhelés zérus:

b(M) = 0 M eV, és ite(Ms) = 0. MebS (3.4.26)

Ebben az dlllapotban a tartomdny csak un. merevtestszeri mozgdst végezhet ami azt jelenti,
hogy

up(M) = up(O) + egps wp(O) rs (M) (3.4.27)

alaki az elmozduldsmez®, ahol ux(O) az origé eltoldddsa — feltételezziik, hogy az origé a test
belsejében hekyezkedik el — mig w,(O) a merevtestszer(i forgdst adja. Kovetkezésképp

Up(Mo) = up(O) + epps wp(O) rs (M)
= u(0) + exps wp(0) (rs(Q) +7s) (3.4.28)
és amint az formalisan is konnyen ellenérizhett
itk(Mo) =0

hiszen a merevtestszerli mozgds nem okoz fesziiltséget. Megmutatjuk aldbbiakban, hogy a
(3.4.25); visszadja a Q € V; pont merevtestszerti mozgdsat. A (3.4.26) és a (3.4.27) képletek
helyettesitése utdn kapjuk, hogy

w(Q) = _.L [ur(O) + exps wp(O) (rs(Q) +15)] iTiu (Mo, Q) dAn,

— = (WO + ey (0) (Q)) /S Ta(Mo, Q) dAn,

—wp(O) /SepSk Ts Z'Tkl(ﬂfo, Q) dA]\[O . (3.4.29)
A fenti kifejezés jobboldalan &ll6 elst feliileti integral a (3.3.34) egyenlet szerint a () pont V;-hez

viszonyftott helyzetétdl fiigg. Az utolsé feliileti integrdl pedig a () pontra szdmitott nyomaték
és ezért zérus. Kovetkezésképp

. u(O) + exps wp(O) 75(Q) QeV;
w(Q) = 5 (1 (0) + erps wp(0)75(Q))  Q=Qo €S (3.4.30)
0 QeVe

A (3.4.30); fennalldsa éllitasunk igazoldsdt jelenti. Vegyiik azt is észre, hogy a merevtestszer(i
mozg4s a konstans hémérsékleteloszlas analogonja. A konstans hdmérsékleteloszlas nem indukal
héaramlédst hiszen zérus a hmérsékleti gradiens. A merevtestszerti mozgds pedig nem hoz létre
fesziiltséget, hisz a hozzd tartozé alakvaltozdsi tenzor, vagy ami ugyanaz az elmozduldsmez)
gradiensének szimmetrikus része, azonosan zérus.

3.5. Somigliana féle képletek kiils6 tartoményra

3.5.1. A kiils6 tartomédnyra vonatkozé egyenletek elédllitdasa sordn ismét a 2.4 dbran te-
kintett esetet vessziik alapul. Leolvashaté az dbréardl, hogy a V! tartomdnyt két feliilet, az S
peremfeliilet, valamint az O € V; kozépponti R sugari Sr gomb hatdrolja. Az Si gomb és az
S feliilet nem metszi egymést. Ha .R — oo akkor V] — V..
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A SoMIGLIANA féle képletek levezetése a (3.4.4) BETTI tétel felhasznédldsat majd a 3.4.2.-
3.4.4. szakaszok gondolatmenetének megismétlését kivinja meg.

3.5.2. Az egyik rugalmas éllapot ismét a rugalmas tér gx(M) = Uke(Q) éllapota; a
vonatkozo fesziiltségek pedig az oty[gs(Mo)] = T (Mo, Q)er(Q) képletbdl szdmithatok.

Az ismeretlennek tekintett w; (M) rugalmas dllapot a V. tartomdny egy rugalmas éllpota.
Ezzel kapcsolatban feltéttelezziik, hogy mind az S; feliileten megoszlé terhelés, mind pedig a
Ve tartomény egy végés részén megoszlé térfogati terhelés szakaszonként sfma. Ez egyben azt
is jelenti, hogy véges a térfogati és peremeterhelés ered6je. Megmutathatd, az igazoldst az 5.5
Gyakorlatra hagyjuk, hogy ez esetben R — oco-re fenndllnak az Si gémbon — 2./ dbra — az

1
w (Ms) ~ = (3 — 4v) b + pr(Ms) p(Ms)] M, € Sg (3.5.1a)
, 2 ,
it (Mo) =~ T [(1 = 2v)dp; + 3p(Ms) py(Mo)] M, € S (3.5.1b)
aszimptotikus képletek, ahol
Tk ]\fo , ,,
o) = O e () o) = 1

az a; vektor pedig dllandé.

Reguldrisnak fogjuk nevezni az uy(M,) elmozduldsmezét, ha a (3.5.1a,b) képletek szerint
viselkedik a végtelenben.

Figyelembe véve, hogy elegendden nagy . R-re

= (00 = 2(Q) = ot (1) = ) = () (35.20)
és
1_ 1 _1 1 ~
R |r(Mo) — (@) R o (M) — T/c(g)‘ -
~ L 1 ~
TR Mo)rs(Q Qi@
B0
1 Pe(Mo)re(Q)  me(@re(@) 1
~ (1 DR e > ~ = (3.5.2b)
az
Jim_ Ua(M.,Q) = %m (3 — 48 + pp(M)pp(Mo)] Mo € Sk (3.5.3)
i (Mo, @Q) = %m (1= 20)800 + 3o (Mo)pe(Mo)] Mo € S (3.5.3b)

aszimptotikus képletek adédnak a (3.3.20) és (3.3.22a,b)-bol, mivel az ny, = py;, ha az
M, € Sg. Figyeljiikk meg, hogy mind a (3.5.1a,b) mind a (3.5.3a,b) képletekben folytonosak
és korldtosak az 1/.R és 1/.R? egyiitthatoi.

3.5.3. Kovetve a 3.4.2.-3.4.4. szakaszok gondolatmenetét ismét az aldbbi hdrom esetet
kell megkiilonboztetni a ¢ pont V/-hez viszonyitott helyzetétdl fiiggben:

(a) a @ pont a V tartomdny belst pontja

(b) Q=Q. €S

(¢) a @ pont a V; tartomdny bels pontja.
A 2./ dbra az (a) esetnek megfeleld geometriai viszonyokat tiinteti fel. Az e;(Q)) erdé azonban
nincs bejeldlve az dbran. Az (b) és (c) esetekhez tartozé dbrékat elhagytuk, mivel a 2.3 (a) és
(b) abrak elegend® tdmpontot adnak erre a két esetre is.

A tovdbbiakban a BETTI-SOMIGLIANA identitdst alkalmazzuk.

Az (a) esetben az S, S¢ és Sk azaz hdrom zért feliilet hatdrolja a vizsgalt V! — V. tartoményt.
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A (b) esetben az S"U S¢ és az Sk — az S'-6t valamint az Se-t ugyanigy értelmezziik, mint a
2.3 (b) dabra esetén — azaz két zart feliilet hatdrolja az V] — V. tartomdnyt.
A (c) esetben az S és az Sg zart feliiletek hatdroljak a vizsgalt V. tartomanyt.

3.5.4. Visszaidézve a 3.4.2.-3.4.4. szakaszok gondolatmenetét csak annyi az eltérés a
BETTI-SOMIGLIANA azonossdg alkalmazdsa sordn, hogy az egyenletek jobboldaldn egy tovdbbi,
az Sg feliileten tekintett, integrdl is megjelenik:

Isp, = / (g (Mo) T (Mo, Q) — et (Mo)Upi(Ms, Q)] dAny, -
Jsk
A (3.5.1a,b) és (3.5.3a,b) képletek felhaszndldsdaval az adddik, hogy }lzim Is,, = 0, hiszen az

81,3 o= L

modon irhaté fel az integrandusz, ahol azonosan zérus a kapcsoszirdjelben 4ll6 kifejezés.
1. MEGJEGYZES: Az Ig, integrdl eltiinéséhez ennél kevesebb, vagyis a kapcsos zdréjelben
all6 kifejezés korldtossdga is elegendd.

3.5.5. A 3.5.1.-3.5.4. szakaszokban mondottak figyelembevételével alkalmazva a BETTI-
SOMIGLIANA azonossigot az

w(Q) = /S etk (M) Ut (Mo, Q) — up(My) Ty (Mo, Q)] dA
+ / by (M) Uy (M, Q) dViyg Qe
e (Qo) e (Qo) = . /S et (Mo) Uk{ (;wo, Qo) — up(M,) Tt (M,, Qo)) dAny, o
- / (M) Uni(M, Qo) dVyy Q@ =Qo €S -
0= [ (M) UM, @) — (M) T (M, Q) A,

+ / bk(M) Ukl(]ﬂ,Q) dVy QevV;

. e

eredményt kapjuk. A fenti képletek a (3.4.23) képletek kiilsé tartomdnyra vonatkozé analogon-
jal. A cr(Qo)-4t vagy a (3.4.20) képlet segitségével — téréspont vagy sarokpont — vagypedig a
(3.3.22a,b) képletek segitségével — sima az S a ), pontban — kell szdmitani.

A teljesség kedvéért megadjuk a zérus térfogati terhelésre vonatkozd képleteket is:

w(Q) = /S [ete(Mo) Ui (Mo, Q) — up(Mo) eTha (Mo, Q)] d A, QeVe

uk(Qo)Ckl(Qo) — /S {etk(]\/[o) Ukl(]\/[o7 Qo) - uk(]\/[o) eTkl(]\/[m Qo)} dAJ\Io Q = Qo €S (355)

0= / etk (Mo) Upi (Mo, Q) — up(Mo) Tha (Mo, Q)] dApg, - QeV
JS
1. MEGJEGYZES: A (3.5.4)1 egyenlet jobboldaldn 4ll6
/ etk (]\/[o) Ukl(]\/[m Q)dAJ\Io és / Uk (Afo) eTkl(Afm Q)dA]V[o
JS JS

vektormez6k most is kielégitik — v.6. 3.4.6. szakasz 2. MEGJECYZES — az elmozduldsmezdvel
kapcsolatos alapegyenletet. Az

/‘./ bk(]\/f) Ukl(]\/f, Q) dV]\[ Q eV,
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vektormez$ pedig partikuldris megoldédsa a (3.4.27) alapegyenletnek. Kévetkezik innen, hogy a
(3.5.4)1 atrendezésével adédo

W(Q) = w(Q) / b (M) U (M, Q) dVis
. T (3.5.6)
= /S[etk(Mo) Urt(Mo, Q) — up(Mo) T (Mo, Q)] dAnr, Q€ Ve

elmozduldsmez® térfogati terhelés nélkiili rugalmas dllapot.
2. MEGJEGYZES: A V. tartomdny természetes, tehermentes dllapotdban zérus a térfogati és
peremterhelés:

(M) =0  MeV., &  g(M)=0. M€ES (3.5.7)

Bér a V. tartomdny csak merevtestszer(i mozgdst végezhet a (3.5.4)1 nem adja vissza a merevtest-
szerli mozgdst, mivel az nem reguldris, azaz nem a (3.5.1a) szerint viselkedik a végtelenben.
Visszaidézve, hogy a (3.5.4)1 az

w(Q) = /;[etk(ﬂfo) Uki(Mo, Q) — up(Mo) eTit (Mo, Q)] dAn, +

+ lim { /S oMo Uni(Mo, Q) — wn(Mo) Tt (M, Q)] dAns,

e R—o0
+ / be(M) Ut (M, Q) de} QeV, (35.8)
JV!

kifejezés hatdrértéke, azt varjuk, hogy a (3.5.8) mér visszaadja a merevtestszeri mozgast. A
(3.5.7) valamint a merevtestszerti mozgést adé (3.4.28) képletek helyettesftése utdn, tekintettel
arra is, hogy tx(Ms) = 0 ha M, € Sg, innen az

w(Q) = — (ur(0) + exps wp(0) 75(Q)) /S T (Mo, Q) dAng,

_wP(O) /S Cpsk T's eTkl(]\/[oa Q) dAp,

~ lim [(uk(O)—Fekpswp(O)rs(Q)) / (Mo, Q) dAns,

e R—o0 JSgr

+(0) [

S epsk Ts eTk:l(]\/-[07 Q) dA]\[O} . (359)
JOR

eredmény kovetkezik. Tovabb alakithaté a (3.5.9) ha figyelembe vessziik, hogy
— eTkl(Afo,Q) = —iTkl(Afo,Q) ha M, € S,
- eTkl(]V[mQ) = iTkl(]\/-[mQ) ha M, € SR7
— a () pont minddig az Sr gomb belsé pontja,
majd pedig felhasznéljuk a (3.3.34)-65t. Ha emellett arra is tekintettel vagyunk, hogy a (3.5.9)

jobboldaldn &llé mdsodik és negyedik integrdl a () pontra szdmitott nyomaték, amely zérus,
akkor a (3.4.29) kiils6 tartomdnyra vonatkozé parjat kapjuk:

) ug(O) + epps wp(0) 15(Q) QeVe
w(Q) = 5 (ur(0O) + Ckps WP(O) 7s(Q)) Q=Q. €8
0 QeV;

A fentiek fényében ismételten felhivjuk a figyelmet, arra a koriilményre, hogy a (3.5.4) kép-
letek jobboldaldn 4ll6 integralok, csak reguldris elmozduldsmez eldéllitdsdara képesek és igy nem
tudjék visszaadni a kiilsd tartomédny merevtestszeri mozgdsait.
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3.6. A direkt mddszer egyenletei a rugalmassédgtan térbeli feladataira

3.6.1. A 3.6.2. és 3.6.3. szakaszokban a belsd peremértékfeladatokkal kapcsolatos egyen-
leteket tekintjitk 4t. A 3.6.4. szakasz pedig a kiils6 peremértékfeladatokra forditja a figyelmét.

3.6.2. A (3.4.23); egyenlet szerint kvadratirdkkal allithat6 eld az elmozduldsmez6 a belsé
() pontban, ha mind az elmozduldsmezd, mind pedig a fesziiltségmezd ismeretes a tartomdnyt
hatédrolé S feliileten. Mivel az ug(Ms) és jtr (M) vagylagosan frhaté eld, az u betti elé helyezett
1 index, osszhangban az eddigiekkel, azt hangsilyozza, hogy belst peremélrtékfeladatrol van szo,
meg kell hatdrozni az (4.4.23); alkalmazdsa el6tt az ismeretlen

uk(]\/fo)—ét vagy itk(]\/fo)—ét.
Ez a feladat a (3.4.23)y integrélegyenlet megolddsat igényli. Mivel ez az egyenlet specidlis

peremfelétételek mellett és specidlis alakd tartomédnyokon oldhaté meg analitikusan dltaldnos
eseben csak a numerikus megoldéds vezet eredményre.

3.6.3. A megoldds birtokdban mind ;uy(M,) mind ;5 (M) ismertnek tekintheté. Ez egyben
azt is jelenti, hogy az 1 (Q) elmozduldsmez® val6ban szdmithaté a (3.4.23)2 vagy a (3.4.24)9
felhasznéldsdval. A (3.2.1) kinematikai egyenletek és a (3.2.2) HOOKE torvény segitségével,
kihasznélva a (C.2.2) és (C.3.3) részeredmeényeket is, a

11s(Q) = / it (Mo) Dy (Mo, Q) dAn, — / ik (Mo) §Skis (Mo, Q) dApy,
" - (3.6.1)

—+ / b(]\/[) Dkls (]\/fo, Q) dV]\[
JVi

osszefiiggés adodik a fesziiltségek szamitdsara, ahol a Dys(Ms, Q) és Sks(Mo, Q) kétpontten-
zorok rendre a

Dyis(Ms, Q) = —Wl_y)% {(1 — 2v)(rgbis — Oksri — Opirs) — 37’/€2127“3 (3.6.2)
tovdbbd az
Sue(Mer Q) = e { s [0 = 2 i 0+ 8m)]
— 5nr; Tk];;rs +v(myrgrs + nsrr)+
(3.6.3)

1
+ g (1 - 21/) (Snkrlrs + nléks + nsékl

2
— % (1—4v) nk(sls}

képletekbél adédnak. A (3.6.3)-ban allé n; a V; tartomény kiilsé normélisa. A nagy S betii elétt
all6 ¢ index erre a koriilményre utal.

3.6.4. Kiilsd tartomdny esetén az
euk(Mfo) és etk(]\/-[o)

peremértékek ismeretében alkalmazhatjuk a (3.5.4); illetve zérus térfogati terhelés esetén a
(3.5.5); osszefiiggéseket az ug(Q) @ € V. elmozduldsmezd szdmitdsira. Az ismeretlen peremérté-
kek meghatdrozdsdra pedig a (3.5.4)2 és a (3.5.5)2 integrdlegyenletek szolgdlnak.

A fesziiltségek szamitdsdval kapcsolatos (3.6.1)-(3.6.3) képletek csak annyiban médosulnak,
hogy a tartomédnyra utalé ¢ index helyére az e index keriil. Az .Sk;s tenzor estén ez azt jelenti,
hogy n; = ¢n;. Kovetkezésképp fennall az

iSkls = —eSkis

Osszefiiggés.
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3.7. Indirekt médszerek a rugalmassdgtan térbeli feladataira

3.7.1. Tegyiik fel, hogy belst perfemértékfeladatrdl van sz és vegyiik a (3.4.25) és (3.5.5)3
egyenletek kiilonbségét. Ha figyelembe vessziik a (3.4.14) osszefiiggeést és bevezetjiik a

Gp(M) = itp(M,) — et(M,) M, €C (3.7.1a)
p(My) = —ju(M,)g — cug(M)) M, €C (3.7.1b)

jeloléseket, akkor a kiilénbség az

Q) = w(Q) / b(M) U (M, Q) dVar =

> K3

= /S¢k(]\fo) Ukl(Afon)dA]V[o + /ka(]\/fo) iTkl(Afo,Q) dA]\jo Q eV (372)

alakban irhaté fel, ahol #;(Q)-t az els® képletsor értelmezi. Ha kiilst peremértékfeladatokrsl van
sz6, akkor a (3.5.6) ¢és a (3.4.24)3 kiilonbségébdl, ezuttal a

(M) = otp(M) — itu(M,) M, eC (3.7.3a)
V(M) = (M) + eup(M,) M, €C (3.7.3b)

moédon értelmezve ¢y (Mo) és ¥, (M, )-4t és ismét kihasznédlva a (3.4.14) Osszefiiggést, a (3.7.2)
képlettel formailag azonos

Q) = w(Q) — / by (M) U (M, Q) dVir =

Ve

= /S¢k(]\fo) Ukl(Afon)dA]V[o + /Sl/)k(]\/[o) iTkl(Afon) dA]\jo Q cV, (374)

eredmény adédik.

Az 1.-8. MEGJIEGYZESek LURJE konyve alapjdn [24] az un. rugalmassdgtani potencidlok
fébb tulajdonsdgait tekintik dt.

1. MEGJEGYZES: A (3.7.2)-ben és a (3.7.4)-ben 4ll6

VI(Q) = /S 6o (Mo) Upt(Mo, Q)d Ay, illetve  Wi(Q) = /S V(M) i Tt (Mo, Q) dAns, (3.7.5)

integralok a rugalmassdgtan térbeli feladataira éretelmezik az egyszerli és kettés réteg poten-
cidljat. A ¢p(Mo) M, € S és ¢ (M) M, € S vektormeztket, megérizve a 2.7. szakasz
széhasznélatét, slir(iségfiiggvényeknek fogjuk nevezni. A (3.7.1a) és (3.7.3a) képletek szerint
o (M,) egy fiktiv feliileti erérendszer sfirtiségvektora, mig Vi (Q) a rugalmas tér () pontjanak
elmozduldsa a ¢, (M,) fiktiv erérendszer hatdsdra. Ugyanigy kovetkezik (3.7.1b) és (3.7.3b)-bél,
hogy ¥, (M,) egy fiktiv elmozduldsmez6, mig Wi (Q) a rugalmas tér ) pontjdnak elmozduldsa
¥, (M) hatdsdra. Viszszaidézve a 3.4.6. szakasz 2. MEGJEGYESét megéllapithat6, hogy mind
Vi(Q), mind pedig Wy (Q) térfogati terhelés nélkiili rugalmas éllapot, ha @ # M.

2. MEGJEGYZES: A (3.7.5) értelmezd egyenletekben nyitott is lehet az S feliilet.

3. MEGJEGYZES: A (3.3.20), (3.3.22b) valamint a (3.7.5) értelmez6 egyenletek egybevetésé-
bdl Rg = |rg| — oo -re, kihasznélva az

e =1(M) —1(Q) = —11(Q) Ro~R Q) = T’ég) (3.7.6)
asszimptotikus képleteket a
1 1 '
Vi(Q) = 6701 =) Rg (3 = 4v)bk + pr(Q) 1 (Q)] /s ¢ (Mo) dAny, (3.7.7a)
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Wi@) = 16(71“?1% V) R2 / Vi (M) (ni(Mopy(Q) — ny(Mo) pr(Q) — mi(Mo) pi(Q)ox1) dAns, +
T / UMM Ay, 0,(Q) (@01 (Q) (7.7

eredményeket kapjuk.
4. MEGJEGYZES: Osszhangban az eddigiekkel az egyszerti réteg potencidljanak beliilrél,
illetve kiviilrdl vett hatdarértékét az S feliilet . pontjaban a

@'VI(Q(J):QQV{EQOW(Q) és eVl(Qo)zQeggQOV,(Q). (3.7.8)

modon jelsljiik. Beldthaté a (3.3.20) és (3.7.5); értelmezd egyenletek alapjan, hogy az egyszerti
réteg potenciélja folytonos az C konturgsrbén torténé dthaladds sordn, azaz

ViI(Qo) = Vi(Qo) = Vi(Qo) - (3.7.9)

Ami az 4llftas formadlis igazoldsét illeti az 5.6 Gyakorlatra utalunk.
5. MEGJEGYZES: Tekintsiik az

w(Q) = /S &1(M.) Un (M., Q) dAny, (3.7.10)

Vi(Q)

elmozduldsmez6t, ahol az (Q)-t belsd tartomdnyra a (3.7.2), kiilsd tartomédnyra pedig az
(3.7.4) baloldala adja. Aldbbiak a (3.7.10)-hez tartozo fesziiltségek szdmitdsdt részletezik. Ehhez
természetesen sziikség van a

Vk(Q) = ULk(]Vf, Q) = UkL(]\/f, Q)

elmozdulédsmez6bsl ad6dé £4,(Q) fesziiltségekre. Visszaidézve a (C.1.3) képletre vezets gondo-
latmenetet

tie(Q) = tur.(M, Q) (3.7.11a)

az eredmény, ahol

fikl(]V[a Q) = -

1 1 T TET]
(1= 2 (Eanrs — 1Okt — 7 6) — 3L
sri =) 7 |7 ) Buwrt =i =i du) = 3=

Az eltjelvaltast — v.o.: (C.1.3) —az magyardzza, hogy most a () pont koordinatéi szerint végeztiik
a derivdldsokat. A @ ponton dtmend n;(Q)) normadlisi elemi sikfeliileten ébreds tx(Q, M) fe-
sziiltségvektort, amint az a (3.7.11a,b)-b6l azonnal kovetkezik, a

(3.7.11Db)

tr(Q, M) = ni(Q)lir(Q) = n4(Q)lirr.(M, Q) = Trr,(M.Q) (3.7.12a)
T(M.Q) = ~g=p =7 | (1= 2 k(@M. Q) = m(Q)ru(M. Q) = n.(Qr(M.Q) ]
3n,(Q)rs (M, Q) Tt Q}%Q(M’ 9 } (3.7.12b)

képletek adjdk. A (3.3.33)-re vezetd felbontds alapjdn, felhasznédlva egyuttal a (2.7.8a) képlettel
értelmezett jelolést is, irhatd, hogy

T (M, Q) = Ty, (M, Q) + T(M, Q)b (3.7.13)
ahol
'al 1 1 y y
TMQ) = ~gr=r7 (1~ 2 (@n(M.Q) ~ m(@r(M.Q)

, Q @1
— Rong(Q)rs(M, Q)Vkvlﬁ} (3.7.14a)
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tang) - )

A (3.3.22a) és (3.7.12b) egybevetésébdl, kihaszndlva a (3.3.24), (3.3.25a,b) valamint a (3.7.13),
(3.7.14a,b) felbontdsokat, kovetkezik, hogy

Tia(M, Q) + Tu(M, Q) =

(3.7.14b)

s 7 {1~ 2 (0(Q) = e (VL) (M. Q) = (1(Q) = i (1)) (01, Q)
— R (ns(Q) — np (M) rs(M, Q)@k%%} + (ns(Q) — ns (M) TSELMQ}? Jow  (37.15)

Q M M
ahol Vle ViV = ViV, . Vegyiik észre, hogy Q — My-ra 1/R tipusd gyenge szingulari-

tdsa van a fenti tsszegnek. Visszatérve az eredetileg felvetett kérdésre, az g (Q)-bdl szdmitott
fesziiltségvektorra nézve

Q) = /S Toa(Mo, Q) 6y(Mo) dAur, (3.7.16)

az eredmény. A jelen megjegyzésben foglaltakat a mdsodik peremértékfeladat integralegyen-
leteinek elballitdsa sordn fogjuk hasznositani.
6. MEGJEGYZES: A (3.3.22b) és (3.7.1b) képletek egybevetésébdl kovetkezik, hogy

Tia(Mo, Qo) = T (Qo, M) (3.7.17)
7. MEGJEGYZES: Legyen
MI(Qo) = hIEQ Wi(Q) s MI(Qo) = IIIEQ Wi(Q). (3.7.18)

Kimutathato, a formdlis igazoldst az 5.7 Gyakorlatra hagyjuk, hogy ¢, (@) = 0 esetén folytonos
a kett6s réteg potencidlja, ha a @ pont dthalad a ), ponton, vagyis fenndllnak a

W (Qs) = Wi(Qo) = VI(Q5) (3.7.19)

Osszefiiggések.

8. MEGJEGYZES: Aldbbiak ismét a kettds réteg potencidljanak viselkedését vizsgaljék, ha
a ) pont dthalad az S feliileten de ¥, (Qo) # 0. A (3.7.5)2 értelmezd egyenelet, valamint a
(3.3.33) felhasznéldsdaval frhaté, hogy

Wi(Q) = /g (M) — (Qo)] Tia(Mo, Q) dAns, + 61(Q0) /S Tia(Mo, Q) d Ay, =

= /;[wk(Mo) — Qo)) iTi (Mo, Q) dAng, — { lﬂl(g?o) 82“2 . (3.7.20)

A jobboldalon &ll6 integral ugyanolyan potencidl, mint a W,;(Q)-t adé (3.7.5)2, de most zérus a

Pr(Mo) = 9y (Mo) — Py (Qo)

stirliségfiiggvény a Qo = M, pontban. Kovetkezoleg a (3.7.19) tulajdonsdg és a tagonkénti
integralds sordn a (3.3.33) kihaszndldsa az

WH(Q) = [ [0(Me) = 04(Qu)] Tia(Mor Q) ddas, = 11(Q:) =

=Wi(Q.) + %wz(Qo) —¥(Qo) (3.7.21a)
WHQ) = [ [4(Me) = 4(Qu)] {Tua(Mer Q) dAas, =

= Wi(Qo) + %1/)1(@0) (3.7.21D)



3.7. INDIREKT MODSZEREK A RUGALMASSAGTAN TERBELI FELADATAIRA 87

eredményre vezet, ahonnan

Mi(Qo) = Wi(Qo) — %%(Qo)

1
WiQo) = Wi(Qs) + §¢1(Qo)
A fenti képletek a (2.7.15) sszefiiggések rugalmassdgtani analogonjai.

(3.7.22)

3.7.2. A rugalmassdgtan els6 térbeli peremértekfeladatai esetén, a (3.7.2) és (3.7.4) alapjén,
de most zérusnak vélasztva ¢, (M, )-4t, kettds réteg potencidljaként keressiik a megolddst:

ﬂl(Q) = /ka(]\/[o) iTkl(]\/[mQ) dA]V[o ,ahol Q €V, vagy Q €V,. (3723)

A fenti egyenletben ismeretlen a v, (M) stirtiségfiiggvény. A vonatkozé (3.2.24) illetve (3.2.28)
peremfeltételek miatt ugyanakkor ismert fiiggvény az 4;(Q. ), kovetkezésképp, tekintettel (3.7.22)-
re is, fenndllnak a

i Q) = 1(Qa) = Wi(Qe) — 764(Q2) (3.7.24)
Sl Q) = (@) = W(Qa) + 5u(@2) (3.7.25)
vagy ami ugyanaz
J — Q)+ / be(M) Ui (M, Qo) dVir = —1/)1 / (M) i Tt (Mo, Qo) dAns,
(3.7.26)
I w(Q) — / b (M) Upt (M, Qo) dVr = wl Qo) + / Vi(Mo) i T (Mo, Qo) dAp,
(3.7.27)

integralegyenletek, ahol ;1 és I rendre azt jelenti, hogy bels6, illetve kiilsd peremértékfeladatrol
van szo.
1. MEGJEGYZES: A (3.7.25) integrzilegyenlet tekintettel a (3.4.14)-re, az

J o w(Q) - / (M) Una(M, Q) dVar = 20,(Q / D (Mo) Tra (Mo, Qo) dAys, (3.7.28)

alakba is dtirhaté.
2. MEGJEGYZES: Tegyiik fel, hogy merevtestszerii mozgds az S feliileten eléirt @;(Qs). Ekkor

w(Qo) a
Qo) = w(0) + erpswp(O)rs(Qo), (3.7.29)

moédon szamithatd, ahol u;(O) az origé eltoléddsa és w;(O) a forgasvektor. Megmutatjuk, hogy
a

Y (Ms) = — (ug(O) + expswp(O)rs (M) (3.7.30)

stirtiségfiiggveny a (3.7.26) integralegyenlet megolddsa. Allftdasunk a (3.7.26) osszefiiggésbol
kovetkezik, ha a megolddst behelyettesitjiik a (3.7.26) integrélegyenlet jobboldalédba, majd alka-
Imazzuk a

Up(Mo) = = (ur(O) + ekpsws (0)75(Qo)) = epskwp(O)7s

felbontdst az integranduszban. Ekkor ui. a jobboldalon 4llé integral
- /wk(AfO)iTkl(]ﬂoaQ) dApr, = (ur(O) + ekpswp(O)rs(Qo)) /iTkl(]\/[o,Qo)dA]\[o +
. .
—H‘)p(o) / €pskT's iTkl(]\/fov Qo) dA]V[o (3731)
s
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az alakot 6lti, ami megegyezik formailag a (3.4.29)-el ha abban ) = Q.-4t frunk. Mostmar csak
azt kell kihaszndlni, hogy ez esetben (3.4.30)2 adja az integral értékét, azaz

- / | V(M) T (Mo, Q) dApg, = %(uk(O) + erpswp(O)rs(Qo)) (3.7.32)
s

Az utébbi eredmény felhasznéldsaval azonnal adédik az dllitdsunk helyessége.
3. MEGJEGYZES: Tekintsiik a (3.7.27) integralegyenlet

g 0= JU(@:) + /'kauwo) (Mo, Qo) dAu, (3.7.33)

homogén részét. Legyenek U és c?)p tetszbleges, de dllandé vektorok. A

V(M) = g + egpsprs(Mo) (3.7.34)

vektormez6 megolddsa a (3.7.33) homogén integrélegyenletnek. Valéban a (3.7.34) helyettesitése
utdn — kihaszndlva, hogy a jobboldalon 4ll6 integral tekintetében az eldjeltdl eltekintve fennall a
(3.7.31) és (3.7.32)-al val6 formai egyezés, azonnal kapjuk, hogy a (3.7.34) megoldds. Ez egyben

azt is jelenti, hogy a (3.7.27) integrélegyenlet megolddsa csak egy 1, (M) vektor, mint additiv

tag erejéig meghatdrozott. Mivel az Uy, 65 u?p vektorok hat dllandét adnak a teljes megoldds hat
tetsz6leges dllanddét foglal magdba.

4. MEGJEGYZES: A (3.7.23) képlet jobboldaldval adott elmozduldsmezd a kiilsé tartomanyon
— tekintettel a (3.5.3b) dsszefiiggésre — 1/, R? szerint tart végtelenhez. Ilyen elmozduldsmezs csak
akkor létezhet, ha zérus az S felilleten megoszl6 fesziiltségek eredtje. Ez egyben azt is jelenti,
hogy kiils6 peremértékfeladat esetén nem lehet tetszblegesen felvenni a (3.7.27) baloldaldn 4ll6
U (Qo) elmozduldsmezit.

3.7.3. A jelen alpontban azt a kérdést vizsgaljuk eloszor, hogy hogyan viselkedik a fx(Q)
fesziiltségvektor, ha a @ — @, és ng — ng,. A vonatkozé eredmenyek ui. médot nyujtanak az
indirekt mdédszer egyenleteinek felirdsdra a rugalmassdgtan mdasodik peremértékfeladata esetén.

A 1,(Q) fesziiltségvektort add (3.7.16) képlet dtirhaté a (3.7.15) felhasznéldsdval:

£(Q) = /S Toa(Mo, Q) $y(Mo) dA s, =

= /S [ Tia( Mo, Q) + Tit( Mo, Q)] ¢y(Mo) dAns, — LTkz(Nf07Q) oi(Mo)dApy, — (3.7.35)

V(@)

A jobboldalon 4ll6 elst integralnak — lasd a (3.7.15) képlet uténi bekezdést — gyenge a szingu-
laritdsa, ezért gy viselkedik, mint az egyszerii réteg potencidlja, azaz folytonos marad, ha a )
pont dthalad az S feliileten:

Ve(Qo) = Ve(Qo) = iVi(Qo) - (3.7.36)

A jobboldalon all6 mdsodik integrél tekintetében a 5.7.1. szakasz 8. MEGJEGYZESe alapjan
tisztdzhatd, hogy mi torténik a Q) pont S feliileten valé dthaladdsokor. Mivel a 1épések formailag
azonosak az idézett megjegyzés gondolatmenetének 1épéseivel, csak az eredményekre forditunk
ehelyiitt figyelmet, kiilon tekintve azt a két esetet, amikor a @) € V;, illetve amikor @) € V, pont
halad 4t a feliileten. Az els6 esetben ng — ;ng,, a masodik esetben ng — cng,. Az idézett
megjegyzés alapjdn frhaté, hogy

. i i 1

lim Tkl(]\/[m Q) ¢[(]\/[o) dA]V[o = / iTkl(]\/[oa Qo) (bl(Afo) dAJUO - _¢k(QO) (3737&)
QEVi—Qo Jg JSs 2

és

. . . 1
lim | Tu(Mo,Q) ¢y(M,) dAy, = / Tit( Mo, Qo) &y(Mo) dApns, — =¢4(Qo) . (3.7.37b)
QeVe—Qo Jg Js 2
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A (3.7.36) alatti tulajdonsag kihasznéldsdval, illetve a (3.7.37a,b) képletek helyettesitésével a
(3.7.35) jobboldaldn all6 integralok tekintetében az

lim Ty (M,, M) dAy, =
QG%_)QO./S ki (Mo, Q) ¢y(Mo) dAn,

= /S [Trt(Mo, Qo) + Tha (Mo, Qo)] ¢(Mo) dAps, — /S Tt (Mo, Qo) ¢y(M,) dApy,
= [ Tu(Me.Qu) 610 s, = 5604(Q.) (3.7.38)

. . .
Qegerng /S T (Mo, Q) ¢y (Ms) dAn, = /S Tr(Mo, Qo) ¢1(Mo) dAnr, + 5¢1(Qo)

(3.7.38b)
eredményre jutunk. Ismét emlitjiik, hogy az ng, normaélis mindkét esetben kiils6 Azt is érdemes
megemliteni, hogy a Tkl(]V[o, @) tenzor esetén nem alkalmaztunk és tovdbbra sem alkalmazunk
megkiilonboztetd jelolést, azaz mindfg a vonatkozé kiils® normadlissal szémitottnak tekintjiik.
Ha most ennek figyelembevételével helyettesitjiik (3.7.38a,b)-be a (3.7.17)-et, majd a mdsodik
esetben a (3.4.14)-re is tekintettel vagyunk, akkor azt taldljuk, hogy

(@) = o Jim [ Ta(Me QUM das, = [ Tha(Qer M) (M) dA, + 56(Q0)

Qevvi_’Qo .
(3.7.39a)
. . . ' 1
t(Qo) = Qe%}ng /s T (Mo, Q) ¢y(Ms) dAn, = /S T (Qo, Mo) (M) dAn, + §¢k(Qo)
(3.7.39b)

Visszaidézve, hogy ug(Q)-t rendre a (3.7.2), illetve a (3.7.4) baloldala értelmezi és figyelem-
bevéve, hogy a partikuldris megolddshdl, azaz a V; és V.-n vett tartomadnyi integralbdl szamitott
fesziiltség, sszhangban a (3.7.10)-bdl kovetkezt (3.7.16)-al, a

t(Qa) = / T (Qo, M) by (M) dVy (3.7.40a)
t(Qo) = / T (Qo, M) by(M) dVn (3.7.40b)

- e

alakban frhat6 fel —itt ismét kihasznéltuk a (3.7.17)-et és a (3.4.14)-et —a (3.7.39a,b) baloldalai

tekintetében a

£(Qo) = tr(Qo) + /V Tk (Qo, M) by (M) dViy (3.7.41a)
tr(Qo) = tr(Qo) + /V T (Qo, M) by(M) dVips (3.7.41Db)

képletek adédnak, ahol a szokott jelolésink szerint #4(Q.) az S-en eléirt fesziiltség. A mésodik
peremértékfeladat integrélegyenletei a (3.7.39a,b) és (3.7.41a,b) egybevetése alapjén irhatok fel,
kihasznélva médsodik esetben a (3.4.14) Osszefiiggést is:

A | ) |
Q)+ [ Tu(Qu MY O Vi = 364(Qe) + [ T(Qu M) (M) dAs, - (3742
.Vi JS
A | : |
T 1(Qu) / T(Qo, M) (M) dVir = 56,(Q0) — / Tit(Qo, Ma) (M) dAyy, . (3.7.43)
V1 JS
1. MEGJEGYZES: Ha nem helyettesitjiik a (3.4.14) sszefiiggést, akkor
A . 1 .
T (Q0) — / Tt(Qor M) (M) dVar = 26:(Qz) — /S Tit(Qo, Ma) $y(Mo) dA s, (3.7.44)

a kiils6 tartomédnyra vonatkozdé egyenlet.
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3.7.4. Belso tartoményra vonatkozé vegyes peremértékfeladatok esetén a (3.7.23) és a (3.7.2)
baloldaldnak felhaszndldsaval frhaté

w(Q) = /S Uie( Mo, Q) by, (M.) d Ay, — / Un(M,Q)bedVay Q€ Vi (3.7.45)

vV

alakban keressiik az elmozduldsmez6t, ahol a ¢, (M,) stirliségfiiggvény az ismeretlen.

3.7.5. A (3.7.2), (3.7.4), (3.7.27) és (3.7.28), valamint a (3.7.41a,b), (3.7.42) és (3.7.43)
egyenletek egybevetésébtl, alkalmasan csoportositva a kés6bbiek kedvéért az egyenleteket, az

I 2(Qo) / U (M) Toa(Ms, Qo) dAnr, = —u(Qs)
f 7 i (3.7.46)
I 50(Q0) - /S Ti(Qo, Mo) (M) dAns, = Qo)
valamint az
eil lzm@o) - / Y (Mo) i T (Mo, Qo) dApr, = 1(Qo)
21 A i (3.7.47)
I 56(Q0) + /S T Qo, M) 8(Ms) dAy, = F1(Qo)

eredmény kovetkezik.

A fenti integrélegyenletekben a ¢, (M), illetve a ¢, (M, ) stirliségfiiggvények az ismeretlenek,
az Ty (Ms, Qo) magfiiggvény, valamint az —ii;(Qo) elmozduldsmez, és a #(Q,) fesziiltségmezd
ismert fiiggvények. Ha nincs tartoményi teher, akkor @;(Qo) = 4 (Qo) az S peremfeliileten eléirt
elmozduldsmezé, és {;(Qo) = £;(Q.) azaz az S peremfeliileten eléirt fesziiltségmezd.

Kovetkezik a gondolatmenetbél, hogy a magfiigevényt tartalmazé integralokat foéertékben
kell venni, tovdbba, hogy a magfiiggvények szingularitdsa miatt a kapott integrélegyenletek is
szinguldrisak.

A (3.7.46); és (3.7.47); integrélegyenletek rendre az els¢ pereméretékfeladat integralegyen-
letei belss, illetve kiils6 tartomdnyra. A (3.7.46)2 és (3.7.47)2 integrélegyenletek pedig a mésodik
pereméretékfeladat integralegyenletei ugyancsak belst, illetve kiils6 tartoményra.

Vegyes pereméretékfeladatok esetén az 5.7.1. szakasz egyes eredményeinek felhasznéldsa
vezet célra. El6szor belsd pereméretékfeladatra forditjuk a figyelmet. A v, (M,) = 0 vdlasztés
mellett (3.7.2)-b8l Uy (Mo, Q) szimmetridjét is kihaszndlva és dtnevezve kés6bbiek kedvéért egyes
indexeket, az

up(Q) = /S.UM(JVIO,Q)(;SI(MIO)dAMO + / Ut (M, Q) by (M) dVar QeV; (3.7.48)

Ve

el6éllitas kovetkezik. A fenti elmozduldsmez6bél, visszaidézve, hogy az Urk(M, Q) = Urr,(M, Q)
elmozduldsmez6hoz a Dr;p(M, Q) fesziiltségi tenzor tartozik, majd ennek figyelembevételavel
szdmitva ug(Q)-bol a fesziiltségeket

tzk:(Q) = / Dikl(Afon)(bl(A{o) dAJUO + / Dzkl(]\/fa Q) bl(]\f) AV Q eV (3749)
Js Jv;
a fesziiltségi tenzor, ahol

Diry (Mo, Q) = Dy (Mo, Q) (3.7.50)

Vegyiik észre, hogy a (3.7.48) tsszefiiggés jobboldaldn 4ll6 elsd integral valdjaban egyszer(i réteg
potencidlja, és fgy folytonosan véltozik, ha a Q) pont dthalad az S feliileten. Kovetkezleg az
ismeretlen ¢;(M,) stirliségfiiggvény koteles eleget tenni az

1 (Qy) = /S Usa (Mo, Qo) (M) d Ay, + / Ua(M, Q) b(M)dVy, — QeVi | (3.7.51)

Vi

egyenletnek.



3.8. GYAKORLATOK 91

A @ pontbeli n;(Q) normélisu feliiletelemen ébredd fesziiltség a (3.7.49) felhasznéldsaval
szamithat6. Visszafrva a képletbe a (3.7.50)-bél a Dy (Mo, Q)-t, majd kihasznélva a (3.7.12a,b)
és a (3.7.17) osszefiiggéseket

1(Q) = / Th(Q., M) y(Mo) dAny, + / (@ MYb(M)dVar  QeEVi  (3.752)
JS V1

a fesziiltségvektor. A tovdbbiak azt a kérdést vizsgaljak, hogyan viselkedik a ¢4 (Q) fesziiltségvek-
tor ha Q@ — Q. és n;(Q) — n;(Qs). A baloldalon 4116 t(Q) fesziiltségvektornak nyilvanvaléan az
Si-n eléirt £,(Q,) a hatdrértékre. A jobboldalon ll6 mésodik, a tartoményi integral folytonosan
valtozik, ha Q — Qo (miért?). Az els6, a feliileti integral tekintetében pedig a (3.7.37a) képlet a
valasz. Mindent dsszevetve az adédik, hogy az ismeretlen ¢;(M,) stirtiségfiiggvény koteles eleget
tenni a

(@) = ~51(Qe) + [T @ox M) (M) A,

: (3.7.53)
+ / iTkl(Qm ]\f) bl(M) AV Q ev;

egyenletnek is.

3.8. Gyakorlatok

5.1 Igazolja, elvégezve a sziikséges formdlis szdmitdsokat, hogy az az elmozduldsmezivel
kapcsolatos Uy (M, Q) alapmegoldds kielégiti a (3.3.21) differencidlegyenletet.
5.2 Mutassa meg, hogy teljesiil a (3.3.31) egyenstilyi egyenlet, ha

ite(Mo) = T (Mo, Q) (Q) -

5.3 Mutassuk meg a (3.4.20) felhasznalasdval és a sziikséges integraldsok elvégzésével,

5.3 (a) és (b) dbra
Egymdsra merdleges feliiletek dltal meghatdrozott él illetve sarokpont.

hogy az 5.3 (a) és (b) dbrédkon vazolt esetekben

2 0 0 2 1 1
1 0 ) 2 1 1 l—v 1-v
¢u(Qe) T 87 ; 1-v & Ckl(QO)ZS_W 1—v 2n 1—v
0 o 1
_ 2
l-v l—v 1-—v T

5.4 Igazolja, elvégezve a szitkségesformalis szdmitdsokat, hogy a ) pont fiiggvényeként tek-
intett ; Tx (M, Q) M # @Q elmozduldsmezt térfogati terhelés nélkiili rugalmas dllapot a rugalmas
tér tetszbleges V; tartomédnydban feltéve, hogy M & V.
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5.5 Mi indokolja a (3.5.1a,b) egyenletek fennalldsdnak jogossdgét?

5.6 Mutassa meg, hogy az egyszerli réteg potencidlja mind a térbeli mind pedig a stkbeli
esetben folytonos a peremen torténd dthaladéds sordn.

5.7 Mutassa meg, hogy az kettés réteg potencidlja mind a térbeli mind pedig a stkbeli
esetben folytonos a peremen (), pontjan torténd athaladds soran, ha ¢;(Q.) = 0.
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A FUGGELEK

Tenzorszamitas kartéziuszi koordinatarendszerben

A.1. Bevezetés

A.1.1. A peremelem médszer egyenleteinek az irodalomban széleskoriien hasznélatos jelslés-
rendszerben torténd bemutatdsa feltételezi, hogy az olvasé ismeri az indexes vektor-, és ten-
zorszamitas alapjait. A jelen Osszefoglalé nem vallalhatja fel — mar csak terjedelmi okokbdl sem
— hogy részletesen tdrgyalja az indexes vektor és tenzorszdmitdst. Redlis célként csak azon es-
zkozok bemutatdsit tekinthetjiik, amelyek valéban felhaszndldsra keriilnek a peremelem mddszer
ismertetése sordn. Ez okbdl adéddan elsdsorban kartéziuszi koordindtarendszerre korldtozzuk a
figyelmet. A témakor irdant érdeklddsk figyelmét érdemes felhivni az [1| konyvre, illetve a [2]
tankonyv fiiggelékére.

A.1.2. A jelen 6sszefoglalét oly maédon kiséreltiik meg Ssszedllitani, hogy segitse az olvasét
az indexes jeldlésrendszerben térténd munkdhoz sziikséges alapismeretek miel6bbi megszerzésé-
ben. Ezt hivatott segiteni a kartéziuszi koordindtarendszerben tekintett vektorok és tenzorok
elméletérd]l adott dttekintés amely magdban foglalja a vektoralgebra és analizis mindazon ele-
meinek ismertertését amelyre a megeldz6 szovegrészekben hivatkozds torténik.

A.2. Az 6sszegezési konvencio

A.2.1. Jelolje rendre a;j, y; és b; (i = 1,2,3) egy hdromismeretlenes egyenletrendszer egyiit-
thatdit, ismeretleneit és jobboldaldt. Az Osszegezés szimbdlumat alkalmazva

3
Zaij Yi = bz 1= 1, 2,3 (A21)
Jj=1

az egyenletrendszer tomor alakja. A fenti képletben az ismételt, vagy mds elnevezés szerint
kettés indexek szerint osszegezni kell. Tovdbbi jelolésbeli egyszertisodés érhetd el, ha elhagyjuk
az Osszegezés szimbdolumdt

CLZ'j yj = bz (A22)

aholis szabdlyként fogadtuk el, hogy a kettds vagy méma indexek el6forduldsa esetén egytél
héromig 6sszegezni kell. Mondottak alapjan a j indexet dsszegezd indexnek is szokds nevezni.
Az (A.2.2) képletben megjelens masik, snmagaban &ll6 — vagyis nem kettézott — index azaz az i
index ugyancsak az 1, 2 és 3 értékeket veheti fel. Mivel nincs pdrja — minden egyes tagban csak
egyszer fordul el6 — szabad index a neve.

Fentiek alapjdn az Gsszegezési konvencid szabdlya a kovetkezOképpen fogalmazhatd meg.
Amikor egy latin alsé index kétszer szerepel egy kifejezésben — azaz kettds, néma vagy Ssszegezd
index fordul el — akkor a kifejezés értéke azon hdrom tag tsszege amely az indexek 1, 2 és 3-al
torténd helyettesitésével adédik. Igy példaul

gk = €11 + €22 + €33 (A.2.3a)
vagy
a;by = a1b1 + asbe + asbs . (A23b)

Nyilvanval6 az is, hogy az tsszegezési konvencié alkalmazdsa sordn az index tényleges betfijele
nincs hatdssal az eredményre. Mdsként fogalmazva a néma indexek dtnevezhetdk: a;b; = agby =
azbz
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A.2.2. Sok esetben a szabad és Osszegez$ index csak az 1 és 2 értékeket veheti fel. A
szabad indexek és az tsszegezési konvencié nyijtotta frasbeli egyszerliség megtartdsa érdekében
megéllapodunk abban, hogy a gorég betiivel jelslt indexek értéke csak 1 és 2 lehet. A

¢p
kifejezés értéke pédaul a 3 szabad index értékétdl fiiggben ¢ vagy ca és
awbw = awbw = a1b1 + ashy
ami azt is tiikrozi hogy a gorég néma indexek is dtnevezhettk.
A.3. A Kronecker fiiggvény és a permutdciés szimbélum
A.3.1. A Kronecker féle delta fiiggvényt a
0 1#7 .
5ij:{ AT el (A.3.1)
1 i=y

egyenlet értelmezi. Vegyiik észre, hogy a KRONECKER fiiggvény kilenc elemét métrixba foglalva
az egységmatrixot kapjuk:

o011 612 413 100
b1 622 23 | = [ 0 2 0
031 632 033 00 3

ahol — a szokdsos mdédon — az elsé index a sorokat, a mdsodik index pedig az oszlopokat szdmlélja.
A definic6bdl az is kovetkezik, hogy a KRONECKER szimbdlum szimmetrikus az indexpérja
tekintetében azaz fenndll a d;; = 6;; egyenlet.

A
5ij bj =0;1b1 + Oioby + ;303 (A32)

kifejezés értéke a KRONECKER fiiggvény (A.3.1) alatti értelmezésébdl adédéan az ¢ index értékétél
fiigg. Jelolje I az ¢ index aktuélis értékét. FEz egyben jelslésbeli megédllapodds is mivel a tovdb-
biakban valamely latin index rogzitett értékét — ez természetszerlien az 1,2 és 3 szdmok egyike
— nagybetiivel jeloljiikk. Nyilvdnvalé, hogy

by ha I=1
Orjbj = ¢by ha I=2.
bs ha [I=3
Kovetkezésképp
0rjbj = b1
vagypedig — mivel a [ az 1,2 és 3 szdmok bédrmelyike lehet —
0;jb; = b;. (A.3.3)

Mésként foglamazva a bj és a 0;; szorzata az Osszegezés miatt egyenértékii a b; indexének i-re
torténd cseréjével és a KRONECKER fiiggvény elhagydsdval. Erre a tulajdonsdgdra tekintettel a
KRONECKER. fiiggvényt indezhelyettesitd operdtornak is szokds nevezni.

A.3.2. Az 1,2,3 szdmokbdl képzett szdmhdrmasokat — ezek nem feltétleniil tartalmazzdk
mindhdrom emlitett szdmot — az aldbbiak szerint csoportosftjuk:

1. A szamhdrmas pdros permutdcid, ha a szamok kiilonbozbek és a szamharmas olvasata éra-
mutaté jardsdval ellentétes feltéve, hogy a szdmharmas els szdmédt tekintjitk kezddépont-
nak az A.1 abrdn vézolt baloldali kirén.

2. A szamhdrmas pdratlan permutdcid, ha a szdmok kiilonbozbek és a szdmhédrmas eldzbek
szerinti olvasata éramutaté jardsaval egyezo.

3. A szdmhdrmas nem permutdcid, ha a benne foglalt szdmok nem kiilosnbsznek egymastol

(pl: 112).
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A.1 dbra
A permutdcids szimbolum indexeit szemléltetd korok
Nyilvanvald, hogy az ijk indexhdrmas vagy permutdciéja, vagy pedig nem permutdcidja az
1,2 és 3 szdmoknak.
Az e;jr, permutdciés szimbélum értelmezése a fentiek felhaszndldsdval a kovetkezd mdédon
adhaté meg:

1 ha (ijk) pdros permutécio, azaz (1,2,3), (2,3,1) vagy (3,1,2)
eijk = ¢ —1 ha (ijk) pdratlan permutacio, azaz (1,3,2), (3,2,1) vagy (2,1,3) (A.3.4)

0 ha (ijk) nem permutdcié

Legyen most ijk egy olyan indexhdrmas amelyre ¢ # j # k. Az ¢, j és k indexek sorrend-
cseréinek hatdsa a permutdcids szimbdlum értékére most is az indexeket feltiintetd kor segit-
ségével tisztdzhaté., Ha a sorrendcserékkel adédé 1j — példdul jki — indexhdrmas a kezdd j
indext6l éramutaté jardssal ellentétes irdnyban olvashaté le a korrél, akkor a sorrendcsere nincs
hatdssal a permutdciés szimbdélum értékére, azaz

€ijk = €jki = €kij - (A35)

Ha a sorrendcserével kapott 1ij indexhdrmas olvasata dramutaté jéardsdval egyezd, akkor a per-
mutdcids szimbdlum eldjelet vélt:

eijk = —ejik = —eikj = —eka-. (A36)

Szokds a koron egyméds mellett 4116 indexeket szomszédos indexeknek nevezni. A fenti esetbenj,
Jjk és ki a szomszédos indexek. Ennek a fogalomnak segitségével az (A.3.6) egyenlet tartalma gy
is megfogalmazhatd, hogy a szomszédos indexek cseréje a permutdciés szimbdlum elbjelvaltdsdt
eredményezi.

A koriiljardsi értelem indexsorrend cserék soran torténé megérzése egyuttal azt jelenti, hogy
az 1j indexsorrend [péros| {pdratlan} permutédcié marad ha az eredeti indexsorrend [péros|
{pdratlan} volt.

A koriiljarasi értelem indexsorrend cserék sordn torténd megvéltozdsa ezzel szemben azt je-
lenti, hogy az 1j indexsorrend [péros| {pdratlan} permutacié ha az eredeti indexsorrend |parat-
lan| {péros} volt.

1. MEGJEGYZES: A permutdciés szimbélum indexhdrmasdban végrehajtott barmilyen in-
dexcsere sordn értelemszertien alkalmazni kell az (A.3.5) és (A.3.6) képleteket hiszen az dltaldnos
alakban frt egyenletek transzformaécidja sordn nem szokds kifrni az indexek tényleges értékeit.

2. MEGIEGYZES: Léttuk fentebb, hogy a permutdcids szimbdlum szomszédos indexeinek
cseréje eldjelvaltdst eredményez. Az ilyen tulajdonsagi indexes mennyiségeket abszolut ferdesz-
immetrikus objektumoknak szokds nevezni.

A.3.3. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy

Sps b

€pgr Estr = 5ps 5qt - 6pt 6qs = ’ 6qs 6qt (A37)

Vegyiik észre, hogy az egyenlet jobboldaldn 4ll6 determindns kifejtése a kozépst részt adja. Erre
valé tekintettel elgend6 a baloldal és a kozépsd rész egyenléségét igazolni.
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Legyen a p, q, s és t rogzitett azaz p = P, q = Q, s = 5 ést =T ahol az A.3.1. szakasz
utolsé bekezdésével Ssszhangban latin nagybetiik jelslik a rogzitett indexeket. Az r szerinti
osszegeket kifrva kapjuk, hogy

epQr €STr = €pQ1esT1 + €pQ2 esT2 + epQ3 €sTs -
A permutéciés szimbdlum zérus ha az indexhdrmasa nem permutdcio. Kovetkezésképp a fenti
egyenlet jobboldaldn csak egy tag marad meg, azaz
epQr €STr = €PQL €STL

amelyben az L-nek kiilsnboznie kell a P, @, S és T indexekttl. A jobboldalon allo kifejezés
értéke

(a) lhaP=S#Q=T

(b) -1haP=T+#Q=35

(¢) 0 hasem (a) sem (b) nem teljesiil.

Konnyt ellenérizni, kihaszndlva a KRONECKER szimbdlum értelmezését, hogy a
opsdqgr — Oprdgs
kiilonbségnek ugyanez az értékkészlete.

1. MEGJEGYZES: Az (A.3.7) képlet baloldala két permutécids szimbdlum olyan szorzata aho-
lis egy-egy index mindkét permutdcids szimbdlumban azonos. Méasként fogalmazva gy kaphaté
meg az (A.3.7) baloldala az

€pql Estm
szorzatbdl, hogy az [ és m indexeket Osszeejtjiikk. Az indextsszeejtés miiveletét kontrakcionak
nevezik.

A.3.4. Ismételt kontrakciéval és az (A.3.7) képlet kzépsd részének felhaszndldsdval kapjuk,
hogy

epgr €sqr = 20ps (A.3.8)
és

epgr €pgr = 20pp = 3. (A.3.9)

A.4. A determindns

A.4.1. Tekintsiik az

air a2 a
a=|az az az; | = |amml (A.4.1)

a3z1 a3z2 ass

determindnst. Az e;;, permutdciés szimbélum (A.3.4) alatti értelmezésének felhasznaldsdval és
a vonatkozé osszegek egyidejfi kifrdsdval nem nehéz ellenérizni, hogy

a4 = epgr 1p U2g A3y = Epgr Upl g2 Ur3 . (A.4.2)
Az [a1p agqazy] {apiagars} elemek koziil kiragadott tetszoleges kettd latin indexeinek felc-
serélése elbjelvaltast eredményez, mivel ez a mfivelet a determindns két [sordnak] {oszlopanak}
cseréjével egyenérték(i. A permuticids szimbdélum tulajdonsdgait felhasznilva — a néma p in-
dex g-ra illetve a néma ¢ index p-re torténd egyidejii cseréjével és az (A.4.2) kihasznéldsdval —
kapjuk példdul, hogy

Epqr A1q A2p A3r = Epgr A2p A1q A3r = Eqpr A1p A2q A3r = —Q

vagy ami ugyanaz, hogy

—a = €pgr A2p A1q A3y -
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Visszaidézve, hogy e213 = —1 az utébbi egyenlet dtfrhaté a

€2134 = E€pgr A2p A1q A3y
alakba, ahonnan az ¢, j és k betliket helyettesftve a 2, 1 és 3 szdmok helyére az

€ijkQ = Epgr Qip Qjq Ay (A.4.3a)
eredmény kovetkezik. Pontosan ugyanigy igazolhatd, hogy

€ijkQ = Epgr Qpi Qgj Qg (A.4.3b)

Szorozzunk 4t a (A.4.3)1 egyenletet e;;,-val és hasznéljuk ki — ijk-t gondolva pgr helyére — az
(A.3.9)-et:

1
a = |amn| = geijkzepqr Qip Ajq Ay - (A.4.4)

Fz az eredmény — amint az a kovetkezt szakaszban ki fog deriilni — az adjungdltak segitségével
adja meg az a determindns értékét.

A.4.2. Vizsgdljuk meg az
€Ik €Pqrljq kr
alaki szorzatokat. A zérustdl kiillonboz6 tagok dttekinthetésége érdekében legyen
I1#J#K és P#Q#R
ahol azt is feltesszitk — ne feledjiik, hogy a latin nagybeti{ik tetszbleges de rogzitett indexek

— mivel ez nem sérti az dltaldnossagot, hogy az IJK és PQR indexsorrend egyardnt paros
permuticié. Az indexdtrendezéssel adddo Osszes lehetdséget kihasznélva végiil is az

erjk ePqrijq Okr = GJQAKR + AKRGJQ — GJRAKQ — AKQGJR = 2(GjQaKR — GJRAKQ)
(A.4.5)

vagy ami ugyanaz az

Api = aeijk EpqrAjq Akr (A46)
eredményt kapjuk, ahol Ay; az a;, elemhez illetve a p-ik sorhoz és i-ik oszlophoz tartozé eldjeles
aldetermindns, mds néven adjungdlt. Ha példdul P =2és I =3 akkor J =1, K =2 és Q = 3,
R =1 amivel az (A.4.5)-bél

Aoz = aizaz — ailags

kovetkezik és ez a kifejezés a harmadik sor médsodik eleméhez tartozo elbjeles aldetermindns.
Az (A.4.4) és (A.4.6) egybevetésebdl az

1 1
a = |amn| = gaipApi = g(alp Ap1t + agp Apz + asp Aps)
1
= g(aﬂ At + ap Ay + a3 Asz;)

képlet adédik, ahol az ar, Apr illetve az a;p Ap; Osszegek rendre az a determindns kifejtései az
1-ik sor illetve P-ik oszlop szerint.

A.4.3. Az (A.4.5) osszefiigges segitségével alakitva az agp Ay szorzatot az
asp Api = asp o1 Cidk Cpar@iq Wkr = 5 Cijk Epgr AspQjqThr
eredmény kovetkezik, ahol a megjelolt rész az (A.4.3a) egyenlet szerint ey, a és igy
asp Api = §eijkesjka.

Kihaszndlva az (A.3.8) tsszefiiggést egyszeriisités és rendezés utdn innen a

asp Api = a by (A.4.7a)
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végs6 alak adédik. Ugyanigy mutathaté ki — a formdlis igazoldst az A.4 gyakorlatra hagyjuk
T hOgy

aps Aip == aési . (A47b)

Nyilvanval6 az utébbi két egyenlet alapjdn, hogy az as), szdmbkilences dltal meghatdrozott harom-
szor hdrmas métrix — vagy a rovidség és tovabbi széhaszndlat kedvéért az asp matrix — inverze
az

al =22 (A.4.8)

moédon szamithato.

A.4.4. Az a;,, és b, matrixok ¢; szorzata a
Cil = Qim bml (A49)

alakban frhat6 fel. A ¢; métrix determindnsa az (A.4.2) képlet értelemszerfi alkalmazdsdval
adodik:

c = ’Cmn’ = Epgr Cp1 Cq2 Cr3 -
Az (A.4.9) képlet helyettesitésével és a néma indexek alkalmas dtnevezésével kovetkezik, hogy

C = €Epgr apz'bil aqujQ arkbrz =

= Epgr Ap; Qqj Qrk bi1 bj2 bi3
N

ahol a megjelolt rész az (A.4.3b)-bol helyettesithetd:
Cc = ae;rbi1bjobgs.
Az (A.4.2) képletet masodszor is felhaszndlva
c=ab (A.4.10)

a végsd eredmény. Szavakban: két hdromszor hdrmas métrix szorzatdnak determindnsa a
métrixok determindnsainak szorzata. Ez az eredmény a determindnsok szorzastétele néven is-
meretes.

A.5. Kartéziuszi koordindatarendszer

A.5.1. Az A.2 dbra egy egyenesvonalt derékszogli kartéziuszi koordindtarendszert szemlél-
tet. Az A.1.-A.J szakaszokban ismertetett indexes jelolésmdd elényeinek kihaszndldsa érdekében
a koordindtatengelyek mentén mért koordindtdkat — ezek a koordindtarendszer O origéjétol
mért eléjeles tavolsdgok — az

T = 1 Y = T z = x3 (A.5.1)
moédon jeloljiikk. Az egyes koordindtatengelyek pozitiv irdnyait kijelsld
i=1i j=1i k = i3 (A.5.2)

egységvektorokat bdzisvektoroknak nevezziikk. Vegyiik észre, hogy a vézolt koordindtarendszer
jobbsodratu, mivel az O origéhoz kotstt harom bazisvektor A, B és C végpontjai édltal kifeszitett
és a papir sikjdban fekvd haromszog — az O pont a papir sikja mogott fekszik — A, B, C
koriiljarasi értelme éramutatd jardsdval ellentétes.
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A.2 dbra

Jobbsodrati kartéziuszi koordindtarendszer

A.5.2. A hdromméretli tér P pontjanak az O origéra vonatkoztatott rop helyvektora
rop = Tk ik
alaki, azaz
orop

= 1t .
a.%'k

Az utébbi egyenlet eredményét tigy tekinthetjiik, hogy az i, vektorok egy lokdlis bazist feszitenek
ki a P pontban. Mivel ez a lokdlis bazis a kartéziuszi koordindtarendszer minden egyes pontjaban
azonos nincs értelme kiilonbséget tenni az egyes lokdlis bazisok kozott.

A.5.3. Azij bdzisvektorok egymadsra kolcsonosen merbleges, jobbsodratd, linedrisan fiiggete-
len vektorhdrmast alkotnak tovdbba |ix| = 1. Kovetkezésképp fennéllnak az

ip-ig = Opq (A.5.3)
és
ip X iy = epgsis (A.5.4)

egyenletek, ahol a skaldris szorzdst itt és tovdbbiakban a pont, a vektoridlis szorzdst pedig a
szokdsos kereszt jeloli. Az (A.5.4) egyenlet és az i, bazisvektor skaldris szorzatdt képezve —
kihasznalva ekozben az (A.5.3)-at és a Kronecker fiiggvény indexhelyettesité tulajdonsdgat — a

(ip x i) -1y = [ipigir ] = epgsls iy = €pgs Osr = €pgr (A.5.5)
eredményt kapjuk a bézisvektorok vegyes szorzatara.

A.5.4. Jelolje up és vy az u és v vektorok koordindtairdnyd osszetevdit a bevezetett derék-
szogli kartéziuszi koordindtarendszerben (vagy roviden DKKR-ben). Nyilvanvals, hogy

u = upip, és vV = v4i4.
A u és v vektorok skaldris szorzata (A.5.3) kihaszndldsdval az
UV = Upty ip - ig = Upy Opg = UpVp = Ugly (A.5.6)
alakban frhato fel. Ugyanilyen médon kapjuk az (A.5.4) felhaszndldsdval, hogy
w = iuj/ is = uxXV = upvy ip X iy = epgs upvy is (A.5.7)
ahol az is vektorok linedris fiiggetlensége miatt a megjelolt részek ugyancsak egyenltek egymés-
sal:
Wy = epgs Uplq - (A.5.8)

Tegyiik fel, hogy a kozos ponthoz kotott u, v és w vektoroknak nincs kozos sikja. A harom
vektor vegyes szorzata az (A.5.7) képlet alapjdn az

(WX V) W = (epgs UpVq 1s) - (Wriy) = €pgs UpUgWr Ogp = Epgr UpUgWy (A.5.9)
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A.3 dbra

Kozds origdji elforgatott DDKR-ek
modon szamithaté. Visszaidézve az (A.4.2) képletet — up a1p-nek, vg azg-nak és w, az,-nek felel
meg — azonnal addédik, hogy

U Uz U3
(u X V) W = v V2 U3
wp w2 w3

azaz az Up, Wy és w, Osszetevik dltal alkotott determindns értéke megegyezik az (A.5.9) alatti
vegyes szorzattal.

A.6. Koordindta-transzformaciok

A.6.1. Az A.3 dbra két koordindtarendszert szemléltet. Az elst, illetve vesszétlen ko-
ordindtarendszer megegyezik az A.2 dbrdn vizolt DKKR-el. A mésodik vagy vesszs DKKR
origéja egybeeseik a vessz6tlen DKKR origéjdval, a vonatkozé koordindtédkat és bézisvektorokat
pedig, amint erre a széhaszndlat is utal, vesszével jelslt betlik azonositjdk: xp és i a ko-
ordindtdk és bdzisvektorok jelolése. Kzt a jelolés- beli megdllapoddst késdbb is megtartjuk,
amennyiben a vesszével jelslt mennyiségek dltaldban a vesszés koordindtrendszerben tekintet-
tek.Vegyiik észre hogy a kozos origd koriili forgatdssal barmelyik koordindtrendszer fedésbe
hozhaté a médsikkal. Ezt a fajta transzformdciét koordindta forgatdsnak fogjuk nevezni. Itt
és tovdbbiakban figyelmiinket egyelére csak a koordindta forgatdsra korldtozzuk.

A.6.2. A P pont rop helyvektora mindkét koordindtarendszerben megadhaté:
rop = Tpip = oy iy . (A.6.1)
Miésként fogalmazva az rop helyvektor
[21, 22, 23] vagy (21, 2, 3]

fiiggvényének tekinthetd ahol

xp = x(x1, Tor, T3r) és viszont xp = xp(x1, Ta, T3) .
Mivel a helyvektor differencidlhaté a helykoordinétédk szerint az (A.6.1)-bol kovetkezik, hogy
Orop drop
= i 1 = A62
e 8:L‘l€ L aml, ( )

ahonnan a lancszabdly alkalmazdsdval a

i — 81‘013 . arop &rl/ i — arop - 81‘013 8xk
k — - U = -

8:L‘l€ 8:1711 8:L‘l€ 8ml/ 8m;€ al‘l/
vagy ami ugyanaz a

Oxyp . . Oxg
iy = i

8m,€ &rl/ |

(A.6.3)

i, =ip

eredményt kapjuk.
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A.6.3. A fenti képletek a bdzisvektorok transzformadciés szabdlyai, aholis — amint arrdl
[i,/] {ir }-el torténd dtszorzdssal és a KRONECKER szimbélum indexhelyettesité tulajdonsdaganak
kihasznéldsaval majd az [r'] {r} szabad index [l'-re] {k-ra} torténd dtnevezésével meg lehet
gy6z6dni — fenndll, hogy

85131/ amk
i iy = apy = —— = cos(ig, iy és ip -l = app, = = cos(iy,ig). (A.6.4
k-l kl a.’L'k ( k>l ) l k Uk 8301/ ( l k) ( )
Az agy illetve ay, matrixokat a fenti egyenlet értelmezi. Nyilvanvals, hogy
gy = ayg . (A.6.5)

Az apy és aypy segitségével a bézisvektorok (A.6.3) transzformdécids szabdlya az
ik = Qg il’ il’ = Qg ik (A66)

alakban frhaté fel. Konnyt ellenérizni (A.6.1) felhaszndldsdval, hogy a koordindtédk ugyanilyen
moédon transzformdlédnak:

T = agpxy Ty = Qg Tk . (AG?)
Szorozzuk végig az (A.6.6) egyenleteket is-el és haszndljuk ki (A.5.3)-at:

ik ‘ is = 6/€5 = agy il’ . is il’ . is = al/kik . is = ajk 6/€5 = %

Az utébbi két egyenlet egybevetésébtl — a megjelolt részek ui. egyenléek — a
Oks = Qg avs (A.6.8)

osszefiiggés kovetkezik. Tekintettel az (A.6.5) képletre is az (A.6.8) egyenlet azt jelenti, hogy
az agy matrix ayg transzpondltja — a képletben a k index helyett nyilvdnvalé okokbdl s all —
egyben az agy matrix inverze.

Az ilyen tulajdonsdgi matrixokat ortogondlis matrixoknak szokds nevezni.

Az (A.6.8) sszefiiggésre vezetd gondolatmenet ismétlésével — ezuttal ig-el szorozva &t az
(A.6.6) egyenletet — az

il = apr iy iy = apr bps = gy iy iy = by = apg iy -1y
S~ N —
illetve a
dps = g ags (A.6.9)

eredményt kapjuk. Ez az egyenlet az (A.6.8) Osszefiiggés parja.

A.6.4. Az (A.5.5) képlet alapjan irhatd, hogy
(il X ig) . i3 = €123 — 1. (AGlO)
Az (A.6.6)1, (A.5.5) és (A.4.3a,b) képletek értelemszert felhaszndldsdval innen

(il X ig) . i3 = (alp/ip/ X agq/iq/) . a3T/iT/ = (ip/ X iq/) . iT/ Aip’ G1g! A1y’

= epgir A1p A1g A1 = a = 1
kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy
|ayy| = lapw| =1, (A.6.11)
vagyis — tekintettel (A.4.8) és (A.5.8)-ra is — az apy, elemhez tartozé adjungdalt az
Apr = agy

moédon szamithato.
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A.7. Skalar, vektor és tenzor

A.7.1. A ¢(x1, 22, x3) fliggvényt abszolut skaldrnak nevezziik, ha a koordindtarendszer elfor-
gatdsa nincs hatdssal a fiiggvény értékére, azaz

H(x1, 22, 23) = Plor(xy, vo, xy), 2(T1, Ty, T30 ), X3 (X1, Ty, T3 )] = ¢ (@97, W00, X37)

Fizikai szemiivegen 4t nézve akkor nevezziik a ¢ fiiggvényt abszolut skaldrnak, ha a tér egy adott
pontjaban fiiggetlen az értéke a koordindtarendszer vdlasztdsatol.

A.7.2. A vektor mint fizikai mennyiség a tér egy adott pontjadhoz kotott, irdnyitott egye-
nesszakasz. A vonatkozd pont a vektor tdmaddspontja. Az egyenesszakasz hossza, alkalmas
skdaldn mérve, a fizikai hatds mér6szama illetve a vektor abszolut értéke. Az egyenesszakasz
irdnya pedig a hatds irdnya mig az irdnyitottsdg azt mutatja meg, hogy merrefelé miikodik a
hatds az irdnyt ad6 egyenesszakasz mentén.

A vektor fenti geometriai fogalmakra tdmaszkodé értelemezése nyivanvaléan fiiggetlen a
védlasztott koordindtarendszertdl.

Fz egyben azt is jelenti, hogy az u vektor — ez az frdsmdéd egyben, és az eddigiekkel is
osszhangaban, jellolésbeli megéllapoddst tiikroz, mivel a vektorokat és a késbbiekben értelmezett
magasabbrend{i tenzorokat a koordindtrenszertél fiiggetlen vagy mas néven szimbdlikus frasmdd-
ban félkovér betitk azonositjdk — mind a két koordindtarendszerben megadhatd:

U = Uply = Uyly .

Szorozzuk &t a fenti egyenletet ip-vel illetve ij-lel. Elemi szdmitdssal, az (A.6.6)1 2 egyenletek
kihasznéaldsdval kapjuk, hogy

Upr Ay Ay = Uy Oy = Uy = Uy - iy = ip -ipup = apyuy
N ——
és
Updp i) = Up Oy = W = Uy Ly - 1) = T - iy Uy = Ay Uy
~— ——

A megjelolt részek mindkét egyenletben egyenltek azaz:
Uy = App Un és Ul = A Up! . (A71)

Legyen wy (x1/, xor, x31) és uy (21, T2, 23) rendre a vesszos illetve a vesszétlen DDKR-ben értelme-
zett fiiggvényhdrmas. A fentiekben hasznélt jelolésekkel valé formai egyezés, amint az a kovetkez)
értelmezéshél azonnal ldtszik, ehelyiitt nem véletlen.

Azt fogjuk mondani, hogy a két koordindtarendszerben egymdstdl fiiggetleniil de formailag
ugyanolyan médon értelmezett u, és u,, fliiggvényhdrmasok valédi vektorok, vagy méds elnevezés
szerint elsérendfi tenzorok, ha kielégitik az (A.7.1) alatti transzformdciés szabdlyokat.

1. MEGJEGYZES: Az a, transzformédciés métrixok tulajdonsdgai miatt ahhoz, hogy az
és u,, valodi vektor legyen elegendd vagy csak az (A.7.1); vagy csak az (A.7.1)y teljesiilése.

2. MEGJEGYZES: Az (A.6.7); 2 egyenletek kivetkezménye, hogy az xj és xj, helyvektorok
valédi vektorok. Ez egyébként nyilvinvaléan igaz, hiszen a vesszos és vesszdtlen koordindtarend-
szerben a P pontnak ugyanaz a helyvektora.

3. MEGJEGYZES: A vektorfogalom fenti értelmezése lehetdséget ad arra, hogy a vektore-
gyenletek frdsa sordn elhagyjuk a bédzisvektorokat.

A.7.3. Az A.7.3.-7.9. szakaszok, a sziikséges el6késziiletek utdn, a masodrendii tenzor egy
lehetséges értelmezését ismertetik. Ez az értelmezés, amint arra az A.7.10 szakaszban részlete-
sebben is rd fogunk mutatni, lehetdséget nyijt a mésodrendli tenzor transzformécios szabélyok
segitségével torténd ujraértelmezésére és ennek révén a ketténél magasabbrend{i tenzorok fo-
galmdnak bevezetésére.

A mésodrendii tenzor értelmezése szorosan kotddik a homogén linedris vektor-vektor fiigg-
vény fogalmahoz. Tekintsiik a

w = f(v) (A.7.2)
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vektor-vektor fiiggvényt. Legyen wy az f fiiggvény vy (K = 1,...,n) vektorvaltozékhoz rendelt
értéke:

wi = f(vg).
Az f(v) fiiggvény homogén linedris ha tetszéleges Ag-ra fenndll az
AME(v) +.o+ N f(ve) = w0+ AWy, (A.7.3)

egyenlet.

Az f(v) fiiggvény — mivel a v az euklideszi tér tetsz6leges pontjanak lehet a helyvektora —
a teljes euklideszi teret képezi le, vagy dnmagdra, vagypedig a tér egy alterére (sikra, egyenesre
vagy pontra). Az els6 esetben w végigfut a teljes téren és a fliggvény linearitdsa és kolcsonos
egyértelmiisége miatt pontnak pont, egyenesnek egyenes, siknak sik felel meg.

A maésodik esetben a leképzést elfajulénak nevezziik.

A leképezés geometriai tartalma miatt azt is mondhatjuk, hogy a w vektor a v tdrgyvektor
képe.

A.7.4. Legyen [vivavs] = vy # 0. Ez esetben a v; vektorok bazist alkotnak, mivel

a segitségiikkel a tér barmelyik vektora el6dllithats. A wv; vektorokhoz rendelt v} reciprok
bézisvektorokat a

Vg X V3

V3 X V1 V1 X V9

v = o vy = o és V3 = o (A.7.4)
egyenletek értelmezik. Konnyti ellenérizni, hogy
Opi = Vi - V] . (A.7.5)
Utébbi egyenlet felhasznédlasdval azonnal adédik, hogy a v vektor
V = A1V] + Aovg + A3vy = Apvk (A.7.6a)
eloéllitasdban
Vv = ANVE v = (A.7.6b)

Az ij, vektorok alkotta bdzis esetén (A.6.1) szerint [iizis] = 1 és ezzel az (A.7.4)-bél az i; = if
eredmény kovetkezik. Az (A.7.6a,b) képleteknek pedig a

v =11 y=v-if =v-j (A.7.7)

osszefiiggések felelnek meg.

1. MEGJEGVYZES: A fentiek alapjan azt is mondhatjuk, hogy a v; vektorok egy ferdesszog(i
egyenesvonalu koordindtarendszer bazisét alkotjik. Az (A.7.6a,b) képletekben 4ll6 \; a v vektor
Vv irdnyud dsszetevéje ebben a koordindtarendszerben.

A.7.5. Az (A.7.6a) egyenlet felhaszndldsdval — tekintettel arra a koriilményre, hogy az f(v)
fiiggvény akkor homogén linedris, ha fenndll az (A.7.3) dsszefiiggés — irhatd, hogy

W = f(V) = f(ll) V1 + f(lg) Vo + f(13) v3 = f(lk) Vg - (A78)
Legyen
f(ll) = Wkl ik, f(lz) = Wkg ik és f(lg) = Wkg ik.

Tomor alakban

f(i;)) = Wi (A.7.9)
ahol Wi az 1; vektor képe. Az (A.7.9) helyettesitésével (A.7.8)-bdl a
w = Wpipv] + Wioirve + Wigigvs = Wi igy, (A710)

eredmeny kovetkezik. Az (A.7.8) és (A.7.10) egyardnt azt fejezik ki, hogy az f(i;) képvektorok
egyértelmiien meghatdrozzdk a leképezést, hiszen a tetszileges v vektor w képe az f(i)) = Wy i
képvektorok v-el silyozott Gsszege.
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A.7.6. Tovabb alakithaté az (A.7.10) egyenlet ha kihaszniljuk a KRONECKER fiiggvény
indexhelyettesit tulajdonsagdit:

W = %lk = f(V) = Wkl (¥ lk = kaik5mlvl = kalk lm . iﬂ)l . (A?ll)
_— N o’
=W
Ez az egyenlet a diadikus szorzat fogalmédnak bevezetése révén nyer mélyebb értelmet.
A diadikus szorzat vagy didd két egymds mellett 4116 vektor un. dltaldnos vagy jelolt szorzata.
A jeldlt sz6 arra utal, hogy a formalisan kijelolt diddikus szorzat tovdbbi értelmet kap, ha a

diddon mfiveleteket végziink. Az iy i, didddal kapcsolatos szorzdsokat az aldbbiak értelmeszik:
Skaldris szorzds jobbrdl:

(ikim) - v = ig (im - v). (A.7.12a)
Az eredmény egy vektor.
Skaldris szorzéds balrdl:
v (igiy) = (Vi) im - (A.7.12Db)
Az eredmény ismét egy vektor.
Vektoridlis szorzds jobbrol:
(i i) X v = ig (i X V). (A.7.13a)

Az eredmény egy ujabb diddikus szorzat.
Vektoridlis szorzds balrdl:

v X (ipin) = (v X i) im. (A.7.13b)

Az eredmény ismét egy diddikus szorzat.

A.7.7. Az (A.7.11) egyenlet kapcsos zdréjellel megjelslt része a W madsodrendit tenzort
értelmezi:

W = Winig im - (A.7.14)
A képletben 16v6 iy iy, didd a bazistenzor. Az (A.7.14) értelmezés segitségével (A.7.11)-bol a
w="Ff(v)=W.v (A.7.15)

szimbdlikus alak kovetkezik. Vegyiik észre, hogy ez az egyenlet mér ugyanolyan szerkezeti mint
az egyvéltozés y = Cx homogén lindris fliggvény; az y fiiggd véltozénak a w képvektor, a C
dllandénak a W mdsodrendfi tenzor, az x fiiggetlen véltozénak pedig a v tdrgyvektor felel meg.

A.7.8. Az iy, vektor elhagydsdval — lasd az aldhizott részeket az (A.7.11)-ben — frhato,
hogy:
WE = Wkl (U (A716)

Az (A.7.16) egyenlet az (A.7.15) egyenlet vessztlen DDKR-ben érvényes és indexes jelolésmod-
ban irt alakja. Nyilvdnvalé utébbi egyenlet alapjan, hogy a hdromszor hiarmas Wj; métrix —
més elnevezés szerint a W mésodrend(i tenzor matrixa a vesszbtlen DDKR-ben — egyértelm{ien
meghatdrozza a leképezést amely nem elfajuld, ha a Wy invertdlhaté. A vesszés DDKR-t tek-
intve az (A.7.16) egyenletnek a

wm/ = Wm/n/ 'Un/ (A?l?)
egyenlet a parja; W,y a W mdsodrend(i tenzor métrixa a vessz&s rendszerben:
W = W gy 1

Aldbbiak a Wy és Wy, métrixok kapcesolatét kisérlik meg tisztdzni. Az (A.7.1)g Osszefiiggés
értelemszerti felhaszndldsdval (A.7.16)-bdl a

Qs Ws! = Wkl Alp! Up!
SN—— S——

Wi v
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eredmenyt kapjuk. Szorozzunk &t ap,g-val és hasznéljuk ki az (A.6.9) illetve (A.6.5) Gsszefiig-
géseket:

A | Qs Wt = 6m’s’ Wy = Wpy = am’kal Alp! Upt = A/ Qp/] Wkl Upt -

Az utébbi egyenlet aldhiizott részeinek (A.7.17)-tel torténd egybevetésébdl azonnal adédik a W
tenzor métrixa a vessz6s DDKR-ben:

Wiin = Gk g Wi (A718a)

Az (A.7.18a)-ra vezetd gondolatmenet azon alapul, hogy a wy és v, mint valédi vektorok kovetik
az (A.7.1) transzformdcids szabdlyt. A gondolatmenet megforditdsaval az is kimutathatd, hogy
az (A.7.18a) fenndlldsa esetén az (A.7.17) segitségével szdmitott wy, kéveti az (A.7.1); transzfor-
mécids szabdlyt azaz valodi vektor feltéve, hogy a vy, is valédi. Mésként fogalmazva az (A.7.16)
és (A.7.17) leképezések koordindtarendszertél fiiggetleniil ugyanarra az eredményre vezetnek.
Ennek az dllitdsnak az igazoldsat az A.7 Gyakorlatra hagyjuk.

Az (A.7.18a) transzformécios képlet megforditdsat az apyy agy-vel torténd dtszorzassal és az
(A.6.5) kihaszndldsaval, illetve a jobb és baloldalak felcserélésével kaphatjuk meg:

qu = apm’ aqn/ Wm/ n' (A718b)

Az (A.7.18a,b) képletek médot nyujtanak arra, hogy Wy illetve W,/ ,,» ismeretében kiszamitsuk
az ismeretlennek tekintett W,/ /-t illetve Wp,-t.

A.8. Gyakorlatok
A.1 Mutassa meg, hogy a

el]kza(j_k)(k_ll/)(/l/—j) ZZ,],]{ 7/7(]7]{::17"'73

kifejezés a permutdcids szimbdlum lehetséges értelmezése.
A.2 Mutassa meg a determindnsok kifejtési tételének felhaszndldsdval, hogy

bi1 Oz b3 bi1 651 Om
eijk = | 0j1 Oj2 653 | = | bia bj2 Op
Or1 k2 Ok3 0i3 0j3 O3
A.3 Igazolja, hogy

da

A, = 2L

P 8aip

(Az atalakitdsok soran kivdnatos a
aakr
= Oribyr
8aip k P

egyenldség ismételt alkalmazdsa.)

A.4 Mutassa meg — az (A.4.7a)-re vezetd gondolatmenet alapjan — az (A.4.7b) egyenlet
helyességét.

A.5 Tegyiik fel, hogy a = |a;;| # 0. Mutassa meg, hogy az (A.2.2) egyenletrendszer
megolddsa

Yy; = éA]mbm

alakd.

A.5 Igazolja, hogy

(uxv)xw = (u-w)v — (Vv-w)u

ux(vxw)=(uwv-—(uv)w.
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B FUGGELEK

A Dirac fiiggvény

B.1. A szimbélikus Dirac fiiggvény és egyes tulajdonsdgai

B.1.1. Legyen az f(x1) figgvény [1] folytonos a £, = &; koordindtdju @ pont kérnyezetében
és legyen az 7 koordinatdju tetszéleges pont az M futépont. Legyen tovdbbd a < b. Az x;
valtozé 6(x1) Dirac féle delta-fiiggvényét az

b 0 ha ng ¢ {avb]
/ f(@1) (21 — le) dxy = %f(&Q) ha §g=a vagy =0 (B.L.1)
e f(&10) ha &g € (a,b)
egyenlet értelmezi. Mivel az z1-nek az M pont, §;-nek a @ pont a dz-nak pedig az M pontban
tekintett dsjs fvelem felel meg a fenti képlet dtfrhatd formélisan az

" 0 ha @ ¢ [a,b]

/ FIM)6(M — Q) dspy = %f(Q) ha @ egybeesik a vagy b—vel (B.1.2)

o f(Q) ha &1 € (a,b)
alakba is. A (B.1.1) 4ltal értelmezett 6(x1 — &) fliggvény nem valddi fiiggvény és az integraljai
sem léteznek abban az értelemben, ahogy ezt a klasszikus analizisben megszoktuk. A Dirac
figgvény valéjdban egy olyan altaldnositott fiiggvény [2] illetve szimbdlum, amely az f(&;¢)
értéket formdlis médon integraltranszforméciéval éllitja elé magdbdl az f(x1) figgvénybsl. Ez
a tulajdonsiga szdmos alkalmazdsban hasznosul.

B.1.2. Legyen az M és () pont az x1, x9 koordindtasik egy-egy nem sziikségképpen kiilon-
boz? pontja. A vonatkozé helyvektorokat jelolje rys = x1i1 4 z2i2 vagy x4 ésrg = leil —|—£2Qi2
vagy £,. A sikbeli Dirac féle delta-fiiggvényt a

O(M = Q) = (10 — £,) = 81 — £10)8(w2 — ) (B.13)
egyenlet értelmezi. Ha az f(x,) kétviltozds fiiggvény folytonos a az x1, xa koordindtasik &,
pontjéban akkor a (B.1.1) felhaszndldsdval azonnal kévetkezik, hogy

0 ha Q¢S
f(Q) ha Q€S

ahol S a koordindtastk egy nem sziikségképpen korldtos tartoménya és dAy; az M pontban
tekintett feliiletelem.

L FOM) (M — Q) dAy, = { (B.1.4)

B.1.3. A hdromméretli Dirac féle delta-fiiggvény értelmezése a fentiekhez hasonléan tortén-
het és fenndll a (B.1.4) egyenlet parjat adé

0 ha Q¢V
f(Q)  ha QeV

osszefiiggés is, ahol az f(M) hdromvaltozos fiiggvény folytonos a () pontban és V' a tér egy nem
sziikségképpen korldtos tartomédnya. Az f(M) = 1 esetén a (B.1.5) képletbél az

0 ha Q¢V
1 ha Qe V

/V FOM) §(M = Q) dVas = { (B.L5)

/' §(M — Q) dVay — { (B.1.6)
JV

egyenlet fennélldsa kiovetkezik.
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C FUGGELEK

Hosszabb matematikai atalakitasok

C.1. Fesziiltségek szamitiasa az elmozdulasmezidre vonatkozé alapmegoldéasbdl

C.1.1. A (2.3.3); és (2.3.4); képletek valamint az elmozduldsmezbvel kapcsolatos (3.3.19)
alapmegoldds felhaszndldsdval — tekintettel a (3.3.20)-ra is — adédik, hogy

1

1 TTET]
167mp(1 —v) R3

M
wVy, = [@m + 136 — (3 = dv)rda — 3% } a(Q). (C.1.1)

Ebbdl a képletbsl, valamint a (3.2.1) kinematikai egyenletbdl kovetkezik, hogy

1
167p(1l —v) R3

eik(]\f, Q) = [(51'1437‘[ — (1 — 2V)(T‘i5/€l + rkéﬂ) -3 .

és hogy

) M 1= v L
ess(M,Q) = usVs = Sl e(Q). (C.1.2b)

A (C.1.2a,b) képletek valamint a (3.2.2) Hooke térvény segitségével a

1 1 T TET
ti (M, = ———— (1 = 20) (b4 — 730k — "1 051) — 3
K(M,Q) ST ' ( )(Gikr1 — 16k — Tr 6i1) 2
osszefiiggést kapjuk a fesziiltségi tenzor elemeinek szamitdsdra az M pontban. Legyen az f(x1)
figgvény [1] folytonos a & = &; koordindtdji @ pont kérnyezetében és legyen az x1 ko-
ordindtajd tetszbleges pont az M futdépont.

el(Q) (C.1.3)

C.2. Az w(Q) = Tki(M,, Q) elmozduldsmezbhéz tartozo fesziiltségek szamitdsa.

C.2.1. A fesziiltségek szamitdsa a (C.1.3)-ra vezetd gondolatmenet szészerint megismétlését
igényli annak a koriillménynek a szem el6tt tartdsdval, hogy a ) pontot tekintjiik vdltozénak és
ebbdl adédséan érdemes kihaszndlni a

Q M
V= -V

osszefiiggést. Ez azt eredményezi, hogy a (C.1.2a,b) és (C.1.3) képletek csak annyiban médosul-
nak, hogy

— elhagyjuk az ¢,(Q)-t,
— megvaltoztatjuk a képletek jobboldaldnak elbjelét

és atnevezziik (mivel most nem az u; = Uje; hanem az Uy = Uik vektormez6t derivéljuk)
— az i indexet [-nek, a k derivdldsi indexet s-nek és az [ indexet pedig K-nak.
A fentiek alapjan

1 1

TTsTK
(M, = —— 1§ — (1 =2 OKs 0 — 2.1
eis(M, Q) 16mu(1 —v) R3 { s~ v)(ridscs +rsdx) =3 R2 } (C2.1)
az alakvaltozasi tenzor és
1 1 T TsTK
t1 (M = (1 =2 — 105 — Ts — 2.2
ls( 7@) 87T(1 - V) R3 |:( V) (6ZSTK 7’15 K —T 5”{) 3 R2 } (C )

a fesziiltségi tenzor értéke.

17
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C.3. Az w(Q) = Tki(M,, Q) elmozduldsmezbhéz tartozo fesziiltségek szamitdsa.

C.3.1. A (2.3.4) derivélési szabély felhasznaldsaval a Ty (M, Q)-t adé (3.3.33)2 képletbdl,
némi rendezés utdn, az
Q 1 1 { 3 TKTITs

w(Q)Vs = AT ok (—(1 = 2v)bkirs + Ocsmi + rrdis) — 15n¢r¢T+

3
+ﬁ (1 =2v)(ngrirs —mrgrs) +nsrrr] — (1 — 2v)(ngds — nidxs — nsém)} (C.3.1)

osszegiiggést kapjuk az elmozduldsmezt gradiensére. Az 1 (Q)Vs gradiens szimmetrikus része
az alakviltozdsi tenzort adja:

1 1 3 TKTTs
es(Q) = S {ﬁnm [rcéis + v(0xars + 8xcsm)] — 15miri—m—+
3 3
+ﬁ(1 —2W)ngrrs + ﬁy(nlr;ﬁs +nsrgry) — (1 —2v)(ngds — mbxs — nsém)} (C.3.2a)
Az €;,(Q) tenzor skaldrinvaridnsa az
1 1 TK
ss(Q) = =75 (1 -2 {2 — zz—} 3.2b
ess(Q) 87?(1—1/)R3( V)< 2ng 6n?‘R2 (C.3.2b)

alakban frhaté fel. A (3.2.2) Hooke torvény felhasznaldsdval
p L3 KT
3 1
+ﬁv(nlm{rs + ngrgry) + ﬁ(l —2v)(3ngrrs + mbdKs + nsdgr) — (1 — 4u)nK615} (C.3.3)

a fesziiltségi tenzor.
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Egyes Gyakorlatok megoldasai

1. FrJEZET
1.1 Gyakorlat
Az (1.6.2a) és (1.6.2b) megoldédsokat illeszteni kell az r = 0 helyen. Az illesztési feltételek
megegyeznek az 1.3.5. szakaszban részletezett illesztési feltételekkel. Ez azt jelenti, hogy az
elmozdulds, a szogelfordulés és hajlitéigénybevétel folytonos azr = 0 helyen, tovdbba a szigelfor-
duléds szimmetriackok miatt ugyanitt zérus értékii, a nyfréerének pedig egységnyi szakaddsa van.
A feladat hatdrozottd tételehez a felsorolt &t illesztési feltételt az (1.6.3) geometriai feltételekkel
azaz tovabbi négy elbirdssal egészitjiik ki. Az Osszesen kilenc feltétel koziil — amint az a késtb-
biekb6l ki fog deriilni — valgjdban csak nyolc a fiiggetlen.
Aldbbiakban vazlatosan ismertetjiik az integrédciés konstansok szamitdsat.
A w elmozduldsmez6 r = 0 helyen folytonos. Az (1.6.2) dsszefliggésekre tekintettel irhato
tehat, hogy
Ag= 4.
A szogelforduldsmezd ) pontbeli eltiinését kifejezs (1.3.5b) egyenletbél az
A=A =0
eredmény, a hajllitényomatékok folytonossagdt adé (1.3.5¢) képletbél pedig a
Ay = A,
osszefiiggés kovetkezik. A merevtestszerti eltoléddssal kapesolatos (1.6.3); feltételek kombinaldsa-

val, figyelembe véve az A; és A i= 0,1,2 &llanddkkal kapcsolatos elézé képleteket, tovdbbi
Osszefiiggést kapunk a integrdcids dllanddk kozott:

Ag + A3 =0.
Tekintettel az (1.2.14)-re is a nyfréerd szakaddsét kifejezd (1.3.5d) feltételbél a
As =1/12IFE
eredmény adédik. Az r = 2L helyen véve a szogelforduldsokkal kapcsolatos (1.6.3)2 feltételt
A9 = —3A3L = —3L/12IFE.
A még mindig ismeretlen Ay dllandé a merevtestszert eltoléddssal kapcsolatos (1.6.3) feltételbél
kaphaté meg, ha azt az r = L helyen vessziik figyelembe:
Ay =2L3/12IF .
Kénnyen ellendrizheté, hogy a fenti allandékkal az r = —L helyen is teljesiil az (1.6.3); feltétel.
Az sllanddk (1.6.2)-be torténd visszahelyettesitésével tovabba az (1.3.3a,b) alatti jelolések
felhaszndldsdval azonnal adédik az elmozduldsmezbre vonatkozé (1.6.1a) alatti alapmegoldés.
Az (1.6.1b), és (1.6.1c) képletek ellenérzése pedig az (1.2.17a), (1.2.17b), (1.2.18) és (1.3.3)
képletek felhaszndldsdval végezhett el.
1.2 Gyakorlat

A feladat jellegébol kovetkezik, hogy fs = 0 és uy = 6(x1 — &;). Ennek alapjan adédik
formalis helyettesitéssel az (1.2.11)-bél, hogy az alapmegoldés a

d
TEwW = d—xlé(wl - &)

differencidlegyenlet megolddsa.



20 D. EGYES GYAKORLATOK MEGOLDASAI

Az 1.1 Gyakorlathoz hasonléan — v.5. (1.6.2) — most is az
(m)
U = Ao+ Air+ Apr? + Agr® r<0 (D.1.1a)
(m) . . . .
U = Ao + AlT’ + AQT’Q —+ A3T‘3 r >0 (Dllb)

alakban keressiik az alapmegolddst. A két megoldds koteles eleget tenni az (1.3.16a,....,d)
illesztési feltételeknek. A feladat hatdrozottd tételéhez az 6t illesztési feltétel mellett az (1.6.5)
kiegészitt feltételeket is elbirjuk. A feltételi egyenletek szdma, eltéréen a koncentrélt erbvel
kapcsolatos alapmegoldds esetétdl, most megegyezik az integraciés konstansok szaméval.
Aldbbiak a megolddsokban szereplé konstansok széamitasat tekintik &t.
Mivel a w elmozduldsmez6 folytonos és zérus az r» = 0 helyen kapjuk, hogy

Ag= Ay =0.
A szogelforduldsmezére és a nyiréerére vonatkozoé (1.3.16b) és (1.3.16d) folytonossagi feltételbsl
A = A
A3 = Aj

adédik. A kapott eredmény visszahelyettesitése, majd az (1.6.5a,b) kiegészits feltételek ki-
hasznildsa az

Ay = —Ay
eredményre vezet. A hajlitényomaték szakadasdt kifejezs (1.3.16¢) feltételbol
1
A2 —_— E .
Az (1.3.16a) és (1.3.16¢) egyenleteket kombindlva adédik, hogy
1
A= "TrEr
A még hidnyz6 A; dllandé az (1.3.16b) egyenletbdl szamithato:
L
A =518

Az integréciés dllanddk birtokdban azonnal adédik az elmozduldsmezore vonatkozé (1.6.4a) alatti
alapmegoldds. Az (1.6.4b,c) alatti képletek szdrmaztatdsa pedig ismét az (1.2.17a), (1.2.17b),
(1.2.18) és (1.3.3) egyenletek felhaszndldsdt igényli.

1.3 Gyakorlat
Az (1.5.8) és (1.5.9) képletek tanuséga szerint a feladat megoldésahoz sziikség van awh(x1,£,),

Pp(1,€1), Wa(21, &) és Th(x1,€;) derivaltakra.
Az (1.3.3a) és (1.3.3e) egybevetése alapjdn

o d a
(...) % SgnrdR. (D.1.2)

Az utébbi egyenlet és az alapmegolddst adé (1.3.14) képletek felhasznéldsaval

Wp(r1,6) = @plr1.&) (D.1.3a)
4

op(r1,61) = —%mp(m1,§1) (D.1.3b)

m}?(l’l;&) = fF@lafl) (D.1.3¢)

tp(a1,61) = kip(,&). (D.1.3d)
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A (D.1.3a.....d) képletek segitségével az (1.5.9) alatti métrixegyenletbél

w(L) @r(LL)  pp(LL)  —iwr(0.0)  —¢p(0,L) ~TL)
(L) ~¢p(L,L) “Fmp(L,L)  ¢p(0,L) —4Ermp(0,L). M(L)
w(0) wp(L,0)  op(L,0)  —wp(0,0)  —¢p(0,0) —T(0)
#(0) @i (L,0) % p(L,0)  ¢p(0,0)  —4mp(0,0) M(0)
—tp(L,L—0)  thp(L,L) tr(0,L)  —mp(0,L) w(L) |
kibp(L,L)  —tp(L,L—0) —kip(0,L) p(0,L) (L)
—tF(L, 0) ﬁ”LAF(L,O) tF(0,0—l—O) A—ThF(O,O) w(O)
kg (L,0) —ip(L,0)  —kwp(0,0) (0,0 +0) ¢(0) |

wF($17L) @F([Ijlvl’)

a A~ 4 A
n /L —@p(a1, L) gz, L) b(z1)
B wp(x1,0)  hatpp(x,0)

~pp(1,0  Pinp(a;,0
egyenlet kovetkezik. Az (1.3.14) sszefiiggések valamint a terhelést adé
b(x1) = 6(x1 — 0.5L) és m(z1) =0

képletek helyettesitésével tovabbd ?e —BL_e] torténd dtszorzassal azonnal adédik innen az is-
meretlen peremértékek meghatdrozdsdra alkalmas linedris egyenletrendszer végss alakja:

ePL 0 —cos 8L —sin SL 23 sin SL _hT(L)
0 232ePL —2f3sin 3L 23%(sin BL — cos BL) M(L)
cos 3L + sin 3L 2(3sin BL —ePL 0 —T7(0)
: 2 o _9432,6L h
23 sin SL 23*(cos BL — sin SL) 0 2(3“eP+0 M(0)
cos BL + sin 5° ﬁL
,BL
_BLJ2 25 sin 5
¢ COs %L + sin 52 5L
—20sin &= ﬂL

Vegyiik észre, hogy az egyenlet felirdsa sordn kihasznéltuk, hogy a rid megtdmasztdsabdl adédéan
w(L) = ¢(L) = w(0) = ¢(0) = 0.

2. FEJEZET

2.1 Gyakorlat
Térbeli esetben

W - / iT(]V[Ov Q)w(]\/‘[o)dAJ\[o
JS

Q
a kettésréteg potencidlja. A (2.6.2)y képlet gradiensét véve és kihasznélva az m,V; = —dy
valamint a (2.3.3)2 Osszefiiggéseket rhaté, hogy

(]\/-[07 Q)vlv

(D.2.1a)

iNETE TS
(mn‘s + sty + kT — 5—>

3
AT RS R2
ahonnan az [ és s indexek egybejtésével azonnal kovetkezik a

AgiT(M,,Q) =0 Q # M,

egyenlet teljesiilése. Mivel a kettds réteg potencidlja tetszés szerinti rendben differencidlhatd
a ) pont koordindtai szerint ha () € S — az integrédlds a M, pont koordindtdiban torténik —
ez egyben azt is jelenti, hogy a ketts réteg potencidlja harmonikus fiiggvény térbeli esetben.
Erdemes visszaidézni, hogy erre a koriilményre mér a 2.4.6. szakasz 2. MEGJEGYZESe is utal.



22 D. EGYES GYAKORLATOK MEGOLDASAI

Stkbeli esetben hasonlé a gondolatmenet. Mivel a kettésréteg

W= ]{ T (Mo, Q)b (Mo)ds
C

potencidlja most is tetszés szerinti rendben differencidlhaté a Q szerint ha @ € C' elegendd azt
megmutatni, hogy ;T(M,, Q) harmonikus a Q-ban, ha M, # Q. A (2.11.2); és a (2.8.11)9
felhasznéldsdval — megismételve ezzel a (G.2.1)1-re vezetd gondolatmenetet — irhaté, hogy

Q Q
T (Mo, Q)VAV, = (D.2.1b)

2 iNETk TATo
27 R4 R2 >
A X és o indexek kontrakcigjaval azonnal adédik innen, hogy az ;T(M,, Q) harmonikus.

Legyen d a tér dimenziéja — térbeli feladatokra d = 3, sfkbeli feladatokra d = 2. Legyen
tovibba

(ﬂb\?‘g + iNgTx + iNgTbrg — 4

27 had =2
Sq = { A had =3 (D.2.2)
Figyeljitk meg, hogy S; mindkét esetben, dltaldnos értelemben haszndlva a gomb szét, az egység-
sugard gomb felszine. Szimbdlikus frasmdédra térve &t és felhaszndlva az eldzéekben bevezetett
jeloléseket egységes formatumban adhaték meg az

(2.4.10a) (2.9.9a)
(2.6.2)2 (2.11.2)9
valamint a
(D.2.1a) (D.2.1Db)
képletek:
T
A (Mo, Q) = ——— D.2.
(Me,Q) =~ (D.2.3)
1 /in Nn-Tr
(Mo, =— (= —d—— D.24
(Mo, Q¥ Sa (R RI+2 ) (D-2.4)
1 n-rrr
T(Me,Q)VVa = -y (inr +rm+nerl- ) (D.2.5)

ahol I az egységtenzor a két vagy hdromdimenziés térben.

2.2 Gyakorlat
A vonatkozé integrélok a () pont fiiggvényei. A (2.3.9)2 és (2.8.17)y valamint a Dirac fiig-
gvénnyel kapcsolatos (B.1.5) és (B.1.6) képletek felhasznéldsdval frhaté, hogy

Aa / | UM, Q)b(M)dVy = - / §(M — Q) b(M)dViyy = —b(Q)
v, L.
Ag /S U(M,Q)b(M)dVy = —/S_ §(M — Q) b(M)dVis = —b(Q) .

Az utébbi képletekbél mér kovetkezik a Gyakorlat éllitésa.

Jelolje €; és Qe a vizsgdlt belst és kiils6 tartomdnyt. Legyen 0€2 = 0); = 9€), a tartomdny
pereme.

Térbeli feladatokra az

O, =V Q. =V, 0= S (D.2.6)
stkbeli feladatokra pedig az
O, = S; Q. = S, 0 = C (D.2.7)

megfeleltetések érvényesek.
A fenti megfeleltetések segitségével

/ U(M, Q) b(M)doQus

a partikuldris megoldds. Ez a képlet mind a térbeli mind a sikbeli feladatokra is érvényes.



D. EGYES CYAKORLATOK MEGOLDASAI 23

2.3 Gyakorlat
A hibaintegral baloldaldn allé és a b(M )-et tartalmazé masodik integral valtozatlan marad.
Az elsd integral dtalakitdsa a

. M M . M M,
(Apru(M))a(M) = [Vk(vku(ﬂf))u(ﬂf)} — (Viu(M)) (Ve M)) =

_ va,f(ﬂvfku(zw))ﬂ(zvf)} - [Avfku(M) (AVIkE(M))]

+u(M)(Apu(M)) (D.2.8)

felbontds helyettesitését és a Gauss tétel alkalmazdsét kivdnja meg.
Az (a) esetre forditva a figyelmet és kihasznélva, a fentieket

/ (Appu(M) 4+ b(M)) w(M)(M) dVy, = /
Vi—Ve

[Z‘L(M) b(M) + u(M)(AMZZ(M))} dVir
JVi—Ve

—/ () ZAMe) g QM) |y
Js ony, N M,
' COu(M,) o« u(M,)
— w( M, —u(Mo)—/———=| dApy, = 0
/s (M) ony, (M) ony, M

a hibaintegral alakja. A tovabbiakban kihasznaljuk, hogy w(M) = U (M, Q) és rendezzik a fenti
kifejezést:

/ (M) Ay U (M, Q)+ U(M, Q)b(M))] dVar
Vi—Ve

= /S [u(MO)—aU(M‘”Q) — U(]Mfo,Q)au(]wo)} dAn, +

8nMo 8”]V[o
+ / w) 28 @) popp p@UM ) g (D29g)
Js. onp, ona,

A (D.2.9) csak a baloldal mdsodik integraljaban tér el a (2.4.4)-t6l. Az is konnyen beldthaté a
b(M) M € V; feltételezett folytonossdga miatt, hogy

lim U(M,Q)b(M)dVy = / U(M,Q)b(M)dVyy .
=0 Jvi-v. IV

Az utébbi hatdrértek kihaszndldsaval veve a (D.2.9) € — 0 hatdrértékét szészerint megismétel-

hett a 2.4.4. szakasz gondolatmenete és az eredmény valéban a (2.4.14); lesz.

A (b) esetben csak annyi az eltérés hogy az S helyére S, a @ helyére pedig Q) keriil a (D.2.9)-
ben. Egyéb tekintetben a 2.4.5. szakasz gondolatmenetét kell megismételni. Eredményiil pedig
a (2.4.14)2 egyenletet kapjuk.

A (c) esetben Q € V. az Sc iires és V; dll a V; — V¢ helyén. Hatdrdtmenetre sincs sziikség. A
(2.4.14)3 kozvetleniil adédik a mondottak figyelembevételével tekintett (G.2.9)-bol.

Legyen Q¢ a Qo kozéponti € sugari gomb és jelolje 9, a gomb felszinét. A (G.2.9) hibain-
tegrdl dimenzidfiiggetlen alakja adédik a

- a (2.2.6), (2.4.10);

valamint

— a fentiekben bevezetett jelolések segitségével:

/;2 Y [u(M)ANU(M, Q) + U(M,Q)b(M))] dns =
= / [u(Mo)iT (Mo, Q) — U(Ms, Q)it(M,)] oy, +
JoQ

+ / [u(Mo)iT (Mo, Q) — U(Mo, Q)it(M,)] dOSys, (D.2.10)
JOQe
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ahol ;T (M., Q) a (D.2.4)-bol, U(M,, Q) pedig d-t6l figgben a (2.3.1) vagy (2.8.10)-bél helyettesi-
thetd.
2.4 Gyakorlat
Vizsgdljuk meg a (2.5.5); eldallitds aszimptotikus viselkedését ha Q) — oco. Az
1oL
R Rg
aszimptotikus képlet felhaszndldsdval — a képlet helyességét részletesen megvizsgdlja a 2.5 Gyako-
rlat megolddsa — (2.5.5)1-bol, tekintettel a (2.4.10b)-re is, a

1 [ et(Ms 1 [ enp(Mo)re(Ms, Q)t( M, , 1 [ bM
U(Q) e (4 )dA]\[O -+ o / k( ) k( Q) ( )u(]V[o)dAMO + — udV}\[
Rq Js ™ RQ .

RQ-Ve 47T
1 © (M) 1 [ b(M)
— [ A ga,, +— | 2 aw,
Rg {/S 4 M°+RQ_/Ve ix M

formula kovetkezik. A kapcsos zéréjelben 4ll6 kifejezés megfelel a (2.5.1) képletben szerepls A
allandénak. Figyeljiik meg, hogy az A dllandé, a hdvezetési feladat terminolégidjat alkalmazva,
ardnyos a Ve-ben keletkez6 ho és az S feliileten keresztiil kozolt hé osszegével. Mivel a végtelen
tdavoli pont felé is van hédramléds ez az Osszeg nem feltétleniil kell hogy eltiinjon. A (2.5.1)2
fenndlldsa a (2.5.1); kozvetlen kivetkezménye és {gy nem igényel kiilén indokoldst.

2.5 Gyakorlat

Visszaidézve, hogy ry, az M, pont origéra vonatkozé helyvektora és hogy |ra, —rg| =
rg — ra | konnyti ellen6rizni, felhaszndlva az
Q o Yy

rQ _ T

&2

S i

P "Ry PePel
jelolést, az
ittt 1 L (D.2.11)
R [rg-rym| Rg ‘p | Re \/1 —9PQ TV Thi, Ta
@ Rg Rq R%
dtalakitds helyességét. Az
\/% ~1+ % le] < 1
reldciora is tekintettel () — oco-ra az
% _ RLQ (1 N I‘Qég\fo B % I']\[oR'g;'Mo> (D.2.12)
aszimptotikus formula kovetkezik (D.2.11)-bél. Az is nyilvanvalé a fentiek alapjdn, hogy az
', —YQ _ _rQ—tm, 1 (p B I'Mo> <1+ rQ Ty, 1rag ‘I'J\Io>3 -
R3 R3 rRE\"? R R 2 R}
_Po _ _rq __ w(Qk (D.2.13)

2~ T p3 T 3
R, Fo Rq
aszimptotikus képlet ugyancsak helyes. A (D.2.11) és (D.2.13) valamint a (2.3.1) és (2.4.10a)
egybevetésébdl az

1 1 rQ - T 1ry, T
U(]WO,Q)%——(1+ . o+ - o)
4m Rg RQ 2 RQ
és
ink(Mo)z(Q)

iT(]V[O? Q) ~ 3
47TRQ
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eredmény kovetkezik. Az utébbi két képlet és a (2.7.3) értelmezd egyenletek dsszehasonlitdsabdl
azonnal adédnak az egyszer(i és kettts réteg végtelenbeli viselkedésével kapcsolatos (2.7.4) Sssze-
fiiggések.

2.6 Gyakorlat
Az

In

! 1 (1+6) ¢ le| < 1
~ In — ~ — €
v1—¢€ 2 2

és a (D.2.12) képletekre tekintettel irhaté, hogy
1

1 1 1 P -TMm, lry, - Ty
In=~In—+1 ~In — -—-— = . (D.2.14
"R R, T o oo MRy Ry 2w )

Q Ry
A (D.2.13)-ra vezet6 gondolatmenet sikbeli viszonyokra vonatkozé ismétléseével az
', —TQ . _Po _ _ro _ (@i (D.2.15)

3 T p2 2

aszimptotikus formula adédik. A (D.2.14) és (D.2.15) tovdbbd a (2.8.10) valamint a (2.9.9a)
egybevetésébil

1.1 1 ty. 1Ty Ty
U(Mo, Q) ~ — In — + — (rQ Mo 1 TM, PMO>

2 2
2r Rg 27 RQ 2 RQ
és
1K ]\/[o K
T(0e,Q) eI
27TRQ

kovetkezik. A fenti két képlet helyettesitésével azonnal adédnak a (2.12.3) értelmezs egyenletek-
bél a végtelenbeli viselkedést leiré (2.12.4a,b) aszimptotikus formuldk.

2.7 Gyakorlat
A 2.2 Gyakorlat jeloléseinek segitségével egységes alakban adhaté meg az egyszeri réteg
potencidlja min a két-, mind pedig a hdromdimenziés esetre:

V(Q) = /8 U(Ms, Q)¢ dOw(M,) . (D.2.16)

A V(Q) folytonossigét is az egységes alakra igazoljuk.

A geometriai jelolések tekintetében a G.1 dbra nytjt segitséget. Jelolje w,e a €, € dw pont €
sugard kornyezetének w-dn beliil fekv) részét — ez az drnyékolt teriilet az dbrdn. Legyen dw, az
we pereme. A Jw, Ow-val egybeest részét Ow/’, a fennmaradé részt pedig dw/-vel jelsljiik. Legyen
tovabbd dw” a dw perem € sugaru kornyezeten beliili, dw’ pedig azon kiviili része. Vildgos a 2.3
(b), 2.7 (b) és G.1 dbrak egybevetése alapjan, hogy

We Ve és Senak
Ow! Se és Cenak
valamint
Ow’ S’ & (C'-nak
felel meg.
Az is nyilvanvalé a fentiek és a G.1 dbra alapjdn, hogy
Ow = dw'Udw!,
ow! = ow” (D.2.17)
és

Owe = Ow! Uow! = dw! U dw" .
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oW 3
()
o
ow
G.1 dbra
Az w tartomdny és a Q, pont kérnyezete
Legyen
1 ha @ € w,
1
0@ =435 haQ=0Q¢€dw (D.2.18)
0 ha Q ¢ we U Ow,

Legyen tovdbbd v(M) kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvény, ha M € wUdwe. Feltételez-

ziik, hogy

Ov(M,)
8 ilo

v(Mo) =0  és = ¢(M,) M, € 0w/ . (D.2.19)

Egyéb tekintetben tetsztleges lehet a v(M) fiiggvény.
A tovabbiakban a srafozott w, tartomédnyra kivdnjuk alkalmazni a (2.4.14) illetve (2.9.13)
egyenleteket. Az dtalakitdsok sordn

V; és Si;-nek We
S és C(C-nek Ow,
u(M)-nek v(M)
felel meg. A (2.4.14) és (2.9.13) egyenletek levezetése sordn a
Apru(M) +b(M) =0

Poisson egyenlet alapjan — v.6. pl. 2.4.3. szakasz 8-ik 1épése — az inhomogenitdst okozd tagot
helyettesitettiik a Apyu(M)-et tartalmazé tartoményi integrdlba. A jelen esetben a fenti lépés
formadlis megforditdsa azaz a

b(]\/f) = —A]\[ v(]VI)

helyettesités a kivanatos. Ha a fentiek mellett kihasznaljuk a §(Q) (D.2.18) alatti értelmezését
is, akkor egyetlen egyenletet irhatunk a (2.4.14) illetve a (2.9.13) egyenlethdrmasok helyett:

6(@)1;(@):/ [8U(MO)

JOwe U2V

U(M.,Q) —v(]wo)iT(]wo,Q)} Auoc(Ms) — /w UM, Q)Anv(M) dw, .
‘ (D.2.20)
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A tovébbi dtalakitdsok sordn vegyiik figyelembe, hogy a (D.2.17)3 szerint dw, = dw! Udw! majd
helyettesitsiik a (D.2.19)-et és a

V(Q):./; U (Mo, Q)o(Mo) dow' (Ms) + / U(Mo,, Q)d(Ms) ddw” (Ms,)

Jow"

felbontdst. Egyszerfi dtrendezés utdn a

V(Q) = /8 lU(MO,Q)¢(MO)d8w(MO)—I/E; /[ags]tfo)U(Afo,Q)—U(MO)Z»T(JWO,Q) dow! (M.)
_ / U(M, Q) A v(M)o(M) dwse + 6(Q)o(Q) (D.2.21)

osszefiigges adddik az egyszerl réteg potencidljanak szamitdsara. A fenti képletben valamennyi
integral folytonosan derivdlhaté a @ valtozé szerint ha a Q € dw’ U dw/!. Vegyiik azt is észre,
hogy a jobboldal utolsé tagja is folytonos, tekintettel a (D.2.19);-re, ha dthalad a a @) pont a
OJw-4n a (), ponton keresztiil. Kovetkezésképp a V(Q) potencidl is folytonos a (Q ponton torténé
dthaladds sordn. Ezzel bizonyftottuk a Gyakorlat 4llftdsat.

1. MEGJEGYZES: Jelolje I(Q) a (D.2.21) jobboldaldn &ll6 integrélokat. Vildgos, tekintettel
a (D.2.18) és (D.2.19)o-re, hogy

V(@) o1(Q)

Tng. —amQOW(Qo)
ve@ _ 0IQ)
8eTLQO - 8enQo'

A két egyenlet Osszegét véve és kihasznélva az I(Q) fentebb emlitett folytonos differencidl-
hatésdgdt az
% ay
+
8on 8enQo

= ¢(Qo) Qo S &u

eredményt kapjuk. Ez az Osszefliggés mar ismert — v.6.:(2.7.12) és (2.12.11).

2.9 Gyakorlat
Ha a @), pont élen van illetve sarokpont (térbeli eset) vagy toréspont (sikbeli eset) akkor a

1 ha @ € we
6(Q)=1q (@) haQ=Q, €/
0 ha Q ¢ we U 0w,

médon érdemes a §(Q)-t értelmezni, ahol — tekintettel a (2.4.17)-re és a (2.9.16)-ra — a

z ha a fekadat térbeli

o(Qo) =14 4
> ha a feladat sikbeli

T

osszefiiggés adja a c(Qo)-t.

3. FEJEZET

3.2 Gyakorlat
A (3.3.32) egyenlet nyomatéki egyenlet a @ pontra. Az ;T (Mo, Q)e(Q) szorzat helyettesi-
tésével

/S epsits iTit(Mo, Q)dAr e(Q) =

Ny TET]
R2

dAn, e(Q)

1 |
= —87T(1 — V) /S ﬁepskrs (1 — ZV)(TLkT‘l — T — niriékl) -3
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Egyszerfisodik a fenti kifejezés, ha figyelembe vessziik, hogy e,qxr¢7x = 0. Elhagyva a konstans
szorzokat az
1
I= / R3 53 EpskT's (nm - nzr26l~cl) dAJ\Io

kifejezés értékét kell vizsgdlni. A Gauss tétel alkalmazdsdval és a sziikséges derivdldsok végre-
hajtdsdval, felhaszndlva a szdmitdsok sordn a

M . M )

Vo= _3ﬁ Vaulk = Onk valamint a 64 =3

képleteket, kapjuk innen a bizonyitani kivdnt
' 3k 1
1= R5 epskrsrl + "3 epskéskrl + 3 epskrs(sql+
JS

epslrsrz - epsl5szrz

3

R5 R3 R3
eredményt, hiszen az integrandusz, amint arrél némi szdmoldssal konnyli meggy6z6dni, valéban
zérus értékd.

epslrs(szz dVJ\[} =0

A. FUGGELEK

A.6 Gyakorlat
Az (A.5.7) helyettesitésével, majd pedig az (A.5.5) értelemszerti felhasznélasaval tovabbd a
permutécids szimbdlum indexeinek alkalmas dtrendezésével kapjuk, hogy

(WX V)XW = (epgrUpVqiy) X (Wsls) = epgr Uplq €rst Ws it = €pgr Erst UpUqWss i -
——

A képlet megjelslt része az (A.3.7)-bol helyettesithetd:

(uxX V)XW = [(0psOgt — Optdgs)upvqwslis = [(usws) vy — (Vsws)we] iy = (u-w)v — (v-w)u.

Utébbi egyenlet jobboldala a bizonyftani kivant képlet.



